
ÁËÃÅÂÑÁ: 5oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï Qr{0} üëùí ôùí ñçôþí áñéèìþí ðïõ åßíáé äéÜöïñïé ôïý ìçäåíüò,
åöïäéáæüìåíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò äéáéñÝóåùò, åßíáé Ýíá ïìáäïåéäÝò. Åí óõíå·åßá, íá åîå-
ôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí áõôü åßíáé (Þ äåí åßíáé) (i) ðñïóåôáéñéóôéêü êáé (ii) áâåëéáíü.

2. Èåùñïýìå Ýíá ìç êåíü óýíïëï A åöïäéáóìÝíï ìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘}'', ç ïðïßá éêáíïðïéåß
ôçí áêüëïõèç óõíèÞêç:

(a} b)} (c} d) = (a} c)} (b} d), ∀ (a, b, c, d) ∈ A4.

ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ïìáäïåéäÝò (A,}) äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé åßíáé êáé
ðñïóåôáéñéóôéêü êáé áâåëéáíü.

3. Íá åîåôáóèåß ç ýðáñîç åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí ïõäåôÝñùí óôïé·åßùí ôïý ïìáäïåéäïýò (R, ),
üðïõ

x y := |x| y, ∀ (x, y) ∈ R×R.

4. Èåùñïýìå ôï óýíïëï R åöïäéáóìÝíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘~'', üðïõ

x~ y := x+ y − xy, ∀ (x, y) ∈ R×R.

ÄéáèÝôåé ôï ïìáäïåéäÝò (R,~) ïõäÝôåñï óôïé·åßï; Êáé áí íáé, ôüôå ðïéá x ∈ R åðéäÝ·ïíôáé óõììå-
ôñéêÜ óôïé·åßá ùò ðñïò ôçí ‘‘~''; Ðïéåò èá åßíáé ïé áðáíôÞóåéò óôá ßäéá åñùôÞìáôá óôçíðåñßðôùóç
êáôÜ ôçí ïðïßá, áíôß ôïý ïìáäïåéäïýò (R,~), èåùñÞóïõìå ôï (Z, ~|Z);

5. (i) Åðß ôïý óõíüëïõR ïñßæïõìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘¯'' ùò áêïëïýèùò:

x¯ y := ax+ ay + bxy + c, ∀ (x, y) ∈ R×R,

üðïõ a, b, c ∈ R. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ïìáäïåéäÝò (R,¯) Ý·åé ôï e ∈ R ùò ïõäÝôåñü ôïõ óôïé·åßï
êáé üôé ôï x ∈ R äéáèÝôåé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘¯'' åÜí êáé
ìüíïí åÜí x ∈ Rr{d}, üðïõ d åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò äéÜöïñïò ôïý e, íá ðñïóäéïñéóèïýí
ôá a, b, c óõíáñôÞóåé ôùí d êáé e.

(ii) ¸óôù (R, ∗) ôï ïìáäïåéäÝò ôï ïñéæüìåíï ìÝóù ôÞò åóùôåñéêÞò ðñÜîåùò:

x ∗ y := x+ y + x2y2, ∀ (x, y) ∈ R×R.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï (R, ∗) åßíáé Ýíá áâåëéáíü, ìç ðñïóåôáéñéóôéêü ïìáäïåéäÝò ìå ïõäÝôåñï óôïé-
·åßï, êáèþò êáé ôï üôé õðÜñ·ïõí óôïé·åßá ôïýR ôá ïðïßá äéáèÝôïõí äýï óõììåôñéêÜ óôïé·åßá, Ýíá
óõììåôñéêü óôïé·åßï Þ êáé êáíÝíá óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ‘‘∗”.

6. ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé E := {0, 1, ...,m− 1}. Åðß ôïýE ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

a ∗ b :=
(

a+ b, üôáí a+ b < m,

r, üôáí a+ b = m+ r, 0 ≤ r < m.

ãéá êÜèå a, b ∈ E. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (E, ∗) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ôÜîåùòm.
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7. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá êáôùôÝñù óýíïëá áðïôåëïýí ïìÜäåò:

(i) Ôï {2k
¯̄
k ∈ Z} åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí,

(ii) Ôï { 1+2m1−2n

¯̄̄
m,n ∈ Z} åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí,

(iii) Ôï {a+ b
√
2
¯̄
(a, b) ∈ Q2r{(0, 0)}} åöïäéáóìÝíï ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðñáãìáôéêþí áñéè-

ìþí,

(iv) Ôï óýíïëï ôùí (2×2)-ðéíÜêùí (ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôï óýíïëï ôùí ìéãáäéêþí
áñéèìþí)(Ã

1 0

0 1

!
,

Ã
ω 0

0 ω2

!
,

Ã
ω2 0

0 ω

!
,

Ã
0 1

1 0

!
,

Ã
0 ω2

ω 0

!
,

Ã
0 ω

ω2 0

!)
,

üðïõ ω ∈ Cr{1}, ω3 = 1, åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôïý óõíÞèïõò ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí.
Ðïéåò åê ôùí ïìÜäùí ôùí ïñéóèÝíôùí óôá (i)-(iv) åßíáé áâåëéáíÝò;

8. ¸óôù T Ýíá éóüðëåõñï ôñßãùíï åíôüò ôïý R2 êáé Ýóôù O ôï óçìåßï ôïìÞò ôùí ìåóïêáèÝôùí ôïõ.
ÕðïèÝôïíôáò üôé ç σ0 : T −→ T åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç, ç σ1 : T −→ T (êáé, áíôéóôïß·ùò, ç
σ2 : T −→ T ) ç áðåéêüíéóç ðïõ åêöñÜæåé ôç óôñïöÞ êáôÜ 2π

3 (êáé, áíôéóôïß·ùò, êáôÜ 4π
3 ) ðåñß ôï

O, êáé üôé ïé τ j : T −→ T, j = 1, 2, 3, åßíáé ïé áðåéêïíßóåéò ïé áíôéóôïé·ïýóåò óôïõò êáôïðôñéóìïýò
ùò ðñïò ôéò ôñåéò ìåóïêáèÝôïõò ôïý T, íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï {σ0, σ1, σ2, τ1, τ2, τ3}, åöï-
äéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò áðåéêïíßóåùí, áðïôåëåß ìéá ïìÜäá êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ï
êáôÜëïãïò ôùí óõíèÝóåùí üëùí ôùí æåõãþí óôïé·åßùí ôçò.

9. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ç (Gj ,~j)1≤j≤n åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá n ïìÜäùí, íá áðïäåé·èåß üôé ôï

êáñôåóéáíü (Þ åõèý ) ãéíüìåíï
nQ
j=1

Gj ôùí ìåëþí ôçò, åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ‘‘¯'', üðïõ

(g1, . . . , gn)¯ (g01, . . . , g0n) := (g1 ~1 g01, . . . , gn ~n g
0
n) ,

∀((g1, . . . , gn) , (g01, . . . , g0n)) ∈ (
nQ
j=1

Gj)
2, áðïôåëåß ìéá ïìÜäá.

10. ¸óôù G = Z× Z× Z. Åðß ôïýG ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

(α, β, γ) (ξ, η, ζ) :=
³
α+ (−1)β ξ, β + (−1)γ η, (−1)ξ γ + ζ

´
.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (G, ) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá. (ÓçìåéùôÝïí üôé ç áíùôÝñù ðñÜîç ‘‘ ''
åðß ôïý Z× Z× Z åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôÞò «óõíÞèïõò» ðñÜîåùò ‘‘¯'' (ôÞò áóêÞóåùò 9) ìå ôçí ïðïßá
åöïäéÜæåôáé Ýíá êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ïìÜäùí.)

11. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e êáé ìå ôÜîç |G| = n ∈ N. Ãéá ïéáäÞðïôå n-
Üäá óôïé·åßùí (g1, . . . , gn) ∈ Gn, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç öõóéêþí áñéèìþí k,m ãéá ôïõò ïðïßïõò
éó·ýåé 1 ≤ k ≤ m ≤ n êáé

gkgk+1 · · · gm−1gm = e.

12. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ãéá êÜèå áêÝñáéï n ∈ Z áðïäåé·èåß üôé¡
a−1ba

¢n
= a−1bna, ∀ (a, b) ∈ G×G.
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13. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e. ÕðïèÝôïíôáò üôé

(a) (ab)2 = (ba)2 ,∀ (a, b) ∈ G×G, êáé

(b) (∀a ∈ G)
¡
a2 = e =⇒ a = e

¢
íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) x2 = yx2y−1, ∀ (x, y) ∈ G×G,

(ii) yxy−1 = y−1xy, ∀ (x, y) ∈ G×G,

(iii) ç (G, ·) åßíáé áâåëéáíÞ.

14. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e. ÅÜí |G| = 2n, ãéá êÜðïéïí n ∈ N, êáé

P := {x ∈ G | x−1 = x},

íá áðïäåé·èåß üôé

(i) ∃m ∈ N : card(P ) = 2m,

(ii) ∃a ∈ Gr{e} : a2 = e.

15. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù S Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ÅÜí ç f : S −→ G åßíáé ìéá áìößññéøç, íá
áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (S,¯) åßíáé ìéá ïìÜäá üôáí -åî ïñéóìïý-

x¯ y := f−1 (f(x) · f(y)) , ∀ (x, y) ∈ S × S.

16. ÅÜí ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü m óõìâïëßóïõìå ùò mZ ôï óýíïëï {mk | k ∈ Z} , íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) TomZ åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (Z,+) ãéá êÜèå m ∈ N.
(ii) ÅÜím,n ∈ N, ôüôå [ç (mZ,+) åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (nZ,+)]⇐⇒ n | m.

17. ¸óôù (G, ·) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá óýíïëá
Hm, m ∈ Z, üðïõ

Hm := {g ∈ G | gm = e} ,

åßíáé õðïïìÜäåò ôÞò G.

18. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù g Ýíá óôïé·åßï ôÞò G. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï

CG(g) := {h ∈ G | hg = gh}

áðïôåëåß õðïïìÜäá ôÞò G. (Ôï CG(g) êáëåßôáé -éäéáéôÝñùò- êåíôñïðïéçôÞò ôïý g.)

19. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ÝíùóçH ∪ K äõï õðïïìÜäùí H,K ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò G áðïôåëåß ìéá
õðïïìÜäá ôÞò G åÜí êáé ìüíïí åÜíH ⊆ K ÞK ⊆ H.

20. ÅÜí ôáH êáé K åßíáé äõï ìç êåíÜ õðïóýíïëá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) , ôüôå ïñßæïõìå ôï ãéíüìåíï HK

ùò åîÞò:

HK := {hk | h ∈ H, k ∈ K } .

(i) ÅÜí ôoH êáé üëá ôá ìÝëç ìéáò ïéêïãåíåßáò óõíüëùí (Kj)j∈J åßíáé ìç êåíÜ, íá áðïäåé·èåß üôé

H

⎛⎝[
j∈J

Kj

⎞⎠ =
[
j∈J

HKj ,

⎛⎝[
j∈J

Kj

⎞⎠H =
[
j∈J

KjH.

(ii) ÅÜí ôá H êáé K åßíáé õðïïìÜäåò ôÞò G, íá áðïäåé·èåß üôé ôï HK áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò
G åÜí êáé ìüíïí åÜíHK = KH.

3


