
ÁËÃÅÂÑÁ: 4oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ÅÜí n ∈ N êáé a, b ∈ Z, íá áðïäåé·èåß üôé ïé óõíôåëåóôÝò ôïý äéùíõìéêïý áíáðôýãìáôïò ôïý
(a+ b)n åßíáé ðåñéôôïß åÜí êáé ìüíïí åÜí n = 2k − 1, ãéá êÜðïéïí k ∈ N.

2. ÅÜí a ∈ Z, b, c,m ∈ N, ìå ab ≡ 1(modm) êáé ac ≡ 1(modm), íá áðïäåé·èåß üôé

aìêä(b,c) ≡ 1(modm).

3. ÅÜím ∈ N, a, b ∈ Z, ìå a ≡ b(modm), êáé f(x) ∈ Z[x] Ýíá ðïëõþíõìï ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò,
íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôÞò éóïôéìßáò

f(a) ≡ f(b)(modm).

4. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå n ∈ N êáé ãéá ïéïíäÞðïôå ðåñéôôü áêÝñáéï áñéèìü a éó·ýåé ç
éóïôéìßá

a2
n ≡ 1

¡
mod2n+2

¢
.

5. Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý 3100 äéÜ ôïý 101.

6. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï 51 äéáéñåß ôï 1032n+9 − 7 ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n.

7. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéï áñéèìü a éó·ýåé ç éóïôéìßá

a33 ≡ a (mod 15) .

8. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå ðåñéôôü áêÝñáéï áñéèìü a éó·ýåé ç éóïôéìßá

a17 ≡ a (mod 8160) .

9. Íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò éäéüôçôåò ôÞò óõíáñôÞóåùò öé ôïý Euler:

(i) Ç ϕ äåí åßíáé ïýôå åíñéðôéêÞ ïýôå åðéññéðôéêÞ.

(ii) ÅÜím ∈ N, m ≥ 2, ôüôå ϕ (m) = m− 1⇐⇒ ïm åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.

(iii) ÅÜím ∈ N, m ≥ 3, ôüôå ôï ϕ (m) åßíáé Üñôéïò áñéèìüò.
(iv) n =

P
d|n

ϕ (d) ãéá ïéïíäÞðïôå n ∈ N.

(v) ÅÜím,n, k ∈ N, êáé n | m, ôüôå ϕ
¡
mnk

¢
= nkϕ (m) .

(vi) ϕ
¡
m2
¢
= mϕ (m) ãéá ïéïíäÞðïôåm ∈ N.

(vii) ÅÜím,n ∈ N êáém | n, ôüôå ϕ (m) | ϕ (n) .
(viii) ÅÜím ∈ N, ôüôå 3 | m⇐⇒ ϕ (3m) = 3ϕ (m)

êáé 3 - m⇐⇒ ϕ (3m) = 2ϕ (m) .

(ix) ϕ (mn)ϕ (ìêä(m,n)) = ϕ (m)ϕ (n)ìêä(m,n) ãéá ïéïõóäÞðïôåm,n ∈ N.
(x) ϕ (m)ϕ (n) = ϕ (ìêä(m,n))ϕ (åêð(m,n)) ãéá ïéïõóäÞðïôåm,n ∈ N.

10. ÅÜí ïé p, q åßíáé ðåñéôôïß ðñþôïé ìå p 6= q, êáé a Ýíáò áêÝñáéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ìêä(a, pq) = 1,
íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôÞò éóïôéìßáò

a
ϕ(pq)
2 ≡ 1 (mod pq) .
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11. ÅÜím,n ∈ N êáé ìêä(m,n) = 1, íá áðïäåé·èåß üôé

mϕ(n) + nϕ(m) ≡ 1 (modmn) .

12. ÅÜí n ∈ N êáé a ∈ Z, üðïõ ìêä(a, n) = 1 = ìêä(a− 1, n), íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôÞò éóïôéìßáò

ϕ(n)−1P
j=0

aj ≡ 0 (modn) .

13. Íá åðéëõèïýí ïé ãñáììéêÝò éóïôéìßåò (ìå ôïí x ðñïóäéïñéóôÝï):

(i) 5x ≡ 3 (mod 24) ,
(ii) 540x ≡ 18 (mod 462) .

14. ÅÜí ï p åßíáé ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé

(p− 1)! ≡ p− 1(mod
p−1P
j=1

j).

15. ÅÜí ï p åßíáé ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí éóïôéìéþí

p−3
2Q

j=0
(2j + 1)2 ≡ (−1)

p+1
2 (mod p) ,

p−1
2Q

j=1
(2j)2 ≡ (−1)

p+1
2 (mod p) .

2


