
ÁËÃÅÂÑÁ: 3oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ãéíüìåíï ôñéþí äéáäï·éêþí áêåñáßùí äéáéñåßôáé äéÜ ôïý 6 êáé üôé ôï ãéíüìåíï
ôåóóÜñùí äéáäï·éêþí áêåñáßùí äéáéñåßôáé äéÜ ôïý 24.

2. Íá áðïäåé·èåß ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ôáõôüôçôáò ôÞò åõêëåéäåßïõ äéáéñÝóåùò üôé êÜèå öõóéêüò áñéèìüò
n ≥ 1 ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá äõíÜìåùí ôïý äýï, Þôïé õðü ôç ìïñöÞ

n = 2k1 + 2k2 + · · ·+ 2ks ,

üðïõ k1, k2, . . . , ks ∈ N0 êáé 0 ≤ ks < · · · < k2 < k1.

3. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÊÜèå ðñþôïò ðåñéôôüò áñéèìüò p ãñÜöåôáé åßôå õðü ôç ìïñöÞ p = 4k + 1 åßôå õðü ôç ìïñöÞ
p = 4k + 3, ãéá êÜðïéïí k ∈ N0.
(ii) ÊÜèå öõóéêüò áñéèìüò ôÞò ìïñöÞò 4m + 3, m ∈ N0, Ý·åé Ýíáí ðñþôï äéáéñÝôç ôÞò ìïñöÞò
4n+ 3, n ∈ N0.

4. ¸óôù n ∈ N. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ï n åßíáé ðåñéôôüò, ôüôå n(n+1)
2 | n!.

(ii) ÅÜí n(n+1)
2 - n!, ôüôå ï n+ 1 åßíáé êáô' áíÜãêçí ðñþôïò.

5. ÅÜí ïém,n ∈ N åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôïé, íá áðïäåé·èåß üôé ìêä(m2 + n2,m+ n) ∈ {1, 2}.

6. ÅÜí ï p = 2n+1 åßíáé ðñþôïò áñéèìüò (üðïõ n öõóéêüò≥ 2), íá áðïäåé·èåß üôé ï n éóïýôáé ìå ìéá
äýíáìç ôïý äýï.

7. Íá áðïäåé·èåß üôé ìêä
¡
15n2 + 8n+ 6, 30n2 + 21n+ 13

¢
= 1, ãéá êÜèå n ∈ N.

8. Ãéá ïéïõóäÞðïôå öõóéêïýò áñéèìïýò a,m, n ìå a ≥ 2 íá áðïäåé·èåß üôé

ìêä (am − 1, an − 1) = aìêä(m,n) − 1.

9. Ãéá ïéïõóäÞðïôå ìç ìçäåíéêïýò áêåñáßïõò a, b íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

ìêä (a, b) = åêð (a, b)⇐⇒ |a| = |b| .

10. ÅÜí a, b, c ∈ N êáé åÜí ìêä(a, b, c)åêð(a, b, c) = abc, íá äåé·èåß üôé

ìêä (a, b) = ìêä (b, c) = ìêä (c, a) = 1.

11. Ãéá ïéïõóäÞðïôå öõóéêïýò áñéèìïýò a, b, c íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò éóüôçôåò:

(i) ìêä(a, åêð (b, c)) = åêð(ìêä (a, b) , ìêä (a, c)) ,

(ii) åêð(a, ìêä (b, c)) = ìêä(åêð (a, b) , åêð (a, c)) .

12. Ãéá ïéïõóäÞðïôå ìç ìçäåíéêïýò áêåñáßïõò a, b, c íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

ìêä (åêð (a, b) , åêð (b, c) , åêð (c, a)) = åêð (ìêä (a, b) , ìêä (b, c) , ìêä (c, a)) .
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13. ÅÜím,n ∈ N êáé ïé a1, . . . , an ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß, íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò éóü-
ôçôåò:

(i) ìêä(am1 , . . . , a
m
n ) = ìêä(a1, . . . , an)

m ,

(ii) åêð(am1 , . . . , a
m
n ) = åêð(a1, . . . , an)

m .

14. ËÝìå ðùò Ýíáò áêÝñáéïò n ∈ Zr{0} óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí üôáí äåí õðÜñ·åé áêÝñáéïò áñéèìüò
m ∈ Zr{0,±1} ìåm2 | n. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸íáò áêÝñáéïò áñéèìüò n ∈ Zr{0,±1} óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí åÜí êáé ìüíïí åÜí óôç (ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíç) ðáñÜóôáóç ôïý n,

n = sgn (n) pα11 pα22 · · · pαkk ,

ùò ãéíïìÝíïõ äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí, Ý·ïõìå

α1 = α2 = · · · = αk = 1.

(ii) ÊÜèå áêÝñáéïò áñéèìüò n ∈ Zr{0} ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï n = ab äýï êáô' áðüëõôç ôéìÞ ìïíï-
óçìÜíôùò ïñéóìÝíùí ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí a, b, üðïõ ï ìåí a óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí, ï äå b åßíáé
ôÝëåéï ôåôñÜãùíï1.

15. ÅÜí ùò (pn)n∈N óõìâïëßóïõìå ôçí áêïëïõèßá ôùí ðñþôùí áñéèìþí, íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí
áêïëïýèùí áíéóïúóïôÞôùí:

(i) pn ≤ p1 · · · pn−1 + 1, ∀n ∈ N, n ≥ 2,
(ii) pn−1 ≥ n+ 2 ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n ≥ 5,
(iii) pn−1 ≥ 2n+ 2 ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n ≥ 10,
(iv) pn ≤ 22

n−1
, ∀n ∈ N.

1¸íáòm ∈ Zr{0} êáëåßôáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï üôáí ∃r ∈ Zr{0} : r2 = m.
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