
ÁËÃÅÂÑÁ: 10oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß üôé

·áñ(R[X]) = ·áñ(R).

2. Åíôüò ôïý Z5[X] íá åêôåëåóèåß ç äéáßñåóç ôïý ðïëõùíýìïõ

f(X) = X4 + [4]5 X
2 + X+ [1]5

äéÜ ôïý ðïëõùíýìïõ g(X) = [2]5 X
2 + [1]5.

3. Íá åðéíïçèïýí ðáñáäåßãìáôá ðïëõùíýìùí f(X), g(X) ∈ Z4[X], ìå ôç âïÞèåéá ôùí ïðïßùí íá åß-
íáé äõíáôÞ ç êáôáíüçóç ôïý ãéáôß ï áëãüñéèìïò ôÞò äéáéñÝóåùò äåí ìðïñåß íá åðåêôáèåß êáé óôïí
Z4[X]. (Õðüäåéîç: Ï äáêôýëéïò Z4[X] äåí åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ° ùò åê ôïýôïõ, åìðåñéÝ·åé ìçäåíï-
äéáéñÝôåò.)

4. ¸óôù f(X) ∈ Q [X] . ÅÜí ï Üññçôïò áñéèìüò a + b
√
c (üðïõ a, b, c ∈ Q êáé

√
c ∈ RrQ) åßíáé ìéá

èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f(X), íá äåé·èåß ðùò ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïí a − b
√
c, êáé ìÜëéóôá üôé, åí

ðñïêåéìÝíù,

mult(f ; a+ b
√
c) = mult(f ; a− b

√
c).

5. ÅÜí ôï ðïëõþíõìï f(X) = a0 + a1X+ · · ·+ anX
n ∈ Z[X] äÝ·åôáé ùò èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ ôïí ñçôü

áñéèìü λ
μ , üðïõ ìêä(λ, μ) = 1, íá áðïäåé·èåß üôé

λ | a0 êáé μ | an.

Êáôüðéí ôïýôïõ íá áðïäåé·èåß üôé ôï ðïëõþíõìï

f(X) = Xn + 2κX+ 2 ∈ Z[X],

üðïõ κ ∈ Z, n ∈ N, n ≥ 2, äåí äÝ·åôáé ñçôü áñéèìü ùò èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ.

6. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá áêüëïõèá ðïëõþíõìá åßíáé áíÜãùãá åíôüò ôïý Q[X]:
(i) f(X) = X3 − 2,
(ii) f(X) = X2 + 5X+ 1,

(iii) f(X) = X3 + 39X2 − 4X+ 8,
(iv) f(X) = 3X3 − 5X2 + 128X+ 17,
(v) f(X) = X6 + X3 + 1,

(vi) f(X) = X5 − 2X4 + 6X+ 10.

7. ¸óôù f(X) =
Pn

j=0 ajX
j ∈ Z[X] ìå n ≥ 1 êáé an 6= 0. ÅÜí ρ1, . . . , ρn ∈ C åßíáé ïé n èÝóåéò

ìçäåíéóìïý ôïý f(X), íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèïé ôýðïé (ðïõ ïíïìÜæïíôáé, éäéáéôÝñùò, ôýðïé ôïý
Vieta):

Sk = (−1)k
an−k
an

, ∀k ∈ {1, . . . , n},
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üðïõ

Sk :=
X

1≤j1<j2<···<jk≤n
ρj1ρj2 · · · ρjk .

8. Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí êáé ôùí êýâùí ôùí (ìéãáäéêþí) èÝóåùí ìçäåíé-
óìïý ôÞò åîéóþóåùò:

2X3 − 3X2 + 4X− 8 = 0.

9. Íá ðñïóäéïñéóèåß ðïëõþíõìï ôñßôïõ âáèìïý ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò, ôï ïðïßï íá Ý·åé ôéò
ρ1 = 5 êáé ρ2 = i ùò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôïõ.

10. (i) ÅÜí ï n åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò áêÝñáéïò áñéèìüò≥ 1, ϕ ∈ R êáé c = cosϕ, íá åêöñáóèåß ôï cosnϕ
ùò ðïëõþíõìï ôïý c ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò.

(ii) ÅÜí ï p ≥ 3 åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ôï ϕ ∈ R ôÝôïéï, þóôå íá éó·ýåé cos pϕ = p
p+1 , íá

áðïäåé·èåß üôé ôï cosϕ áðïôåëåß èÝóç ìçäåíéóìïý åíüò áíáãþãïõ ðïëõùíýìïõ f(X) ∈ Z[X] âáèìïý
p. (Õðüäåéîç: Íá åöáñìïóèåß êáôáëëÞëùò ôï êñéôÞñéï áíáãùãéìüôçôáò ôïý Eisenstein.)
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