
ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Äáêôýëéïé ðïëõùíýìùí
ìéáò ìåôáâëçôÞò

Óôï êåöÜëáéï áõôü ìåëåôïýìå ôïí äáêôýëéïR[X] ôùí ðïëõùíýìùí ìéáò ìåôáâëçôÞò
X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü Ýíáí ôõ·üíôá 1-äáêôýëéï R° åí óõíå·åßá, áíá-
öåñüìáóôå óôç äéáéñåôüôçôá ôùí ðïëõùíýìùí (êõñßùò üôáí ï R åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ Þ óþìá), óôéò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôïõò, êáèþò êáé óôçí ðñùôáñ·éêÞ (ìïíï-
óÞìáíôç) äéÜóðáóç ôùí ìïíéêþí óå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíÜãùãá ðïëõþíõìá.

5.1 ÈÅÌÅËÉÙÄÅÉÓ ÏÑÉÓÌÏÉ

ÄïèÝíôïò åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï 1 (= 1R) èåùñïýìå ôï
óýíïëï A üëùí ôùí áêïëïõèéþí (a0, a1, a2, . . . . . . ) ìå ôá ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . ,
ãéá ôéò ïðïßåò ìüíïí Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò ôùí ai åßíáé äéÜöïñá ôïý 0 (= 0R).
¸ôóé ëïéðüí êÜèå óôïé·åßï f ôïý A ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

f = (a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . . )

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü n ≥ 0. Åðß ôïý A ïñßæïõìå ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé
ðïëëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:¯̄̄̄

¯̄ (a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ),

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) := (c0, c1, c2, . . . ),
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üðïõ

cm :=
X

i+j=m

aibj = a0bm + a1bm−1 + · · ·+ amb0, ∀m ∈ N0. (5.1)

Ç ôñéÜäá (A,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï (0, 0, . . . )
êáé ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1, 0, 0, . . . ). Ï R åìöõôåýåôáé óôïí A ìÝóù ôïý
ìïíïìïñöéóìïý

R −→ A, a 7−→ (a, 0, 0, . . . ) .

Ùò åê ôïýôïõ, ç åéêüíá ôïý R åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïýA, êáé ìðïñïýìå ·ùñßò
âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá ôáõôßæïõìå, áðü åäþ êáé óôï åîÞò, ôï a ìå ôï (a, 0, 0, . . . ).
ÅéóÜãïíôáò Ýíá íÝï óýìâïëï

X := (0, 1, 0, 0, . . . )

ðáñáôçñïýìå üôé, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí,

X2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . . ) ,

X3 = (0, 0, 0, 1, 0, 0, . . . ) ,

êáé, ãåíéêüôåñá,

Xn = (0, 0, . . . , 0, 1|{z}
n+1 èÝóç

, 0, 0, . . . ), ∀n ∈ N0.

Åðßóçò, ëüãù ôÞò áíùôÝñù ôáõôßóåùò, ãéá êÜèå a ∈ R ëáìâÜíïõìå

aXn = (0, 0, . . . , 0, a|{z}
n+1 èÝóç

, 0, 0, . . . ), ∀n ∈ N0.

ÅÜí ëïéðüí ôï (a0, a1, a2, . . . ) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý A, üðïõ ai = 0, ãéá êÜèå
i ≥ n, ãéá êÜðïéïí ðáãéùìÝíï n ∈ N0, ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

(a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . . ) = a0 + a1X+ a2X+ · · ·+ anX
n =

nX
i=0

aiX
i.

5.1.1 Ïñéóìüò. ÏäáêôýëéïòA óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùòR [X] êáé êáëåßôáé äáêôý-
ëéïò ðïëõùíýìùí (Þ ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò) ìéáò ìåôáâëçôÞò (Þ ìéáò áðñïóäéï-
ñßóôïõ) X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R. Ôá óôïé·åßá ôïõ ïíïìÜæïíôáé
ðïëõþíõìá êáé óçìåéþíïíôáé ùò f(X), g(X), .. ê.ëð., åíþ ôá åêÜóôïôå áíáãñáöü-
ìåíá a0, a1, a2, . . . ïíïìÜæïíôáé óõíôåëåóôÝò ôùí ðïëõùíýìùí.
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5.1.2 ÐáñáôÞñçóç. ÂÜóåé ôïý ïñéóìïý ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõùíýìùí åßíáé
óáöÝò üôé ï äáêôýëéïò R[X] åßíáé ìåôáèåôéêüò üôáí ï ßäéïò ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò.

5.1.3 Óçìåßùóç. Åê ôùí áíùôÝñù óõìðåñáßíïõìå üôé äõï ðïëõþíõìá

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X]

åßíáé ßóá (ãñÜöïíôáò f(X) = g(X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí

n = m êáé ai = bi, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}.

5.1.4 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] êáé an 6= 0,

ôüôå ëÝìå üôé ï áñéèìüò deg (f(X)) := n åßíáé ï âáèìüò ôïý ðïëõùíýìïõ f(X) êáé
üôé ï lc(f(X)) := an åßíáé ï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞò (Þ ï ìåãéóôïâÜèìéïò óõíôå-
ëåóôÞò) ôïý ðïëõùíýìïõ f(X). ¼ôáí lc(f(X)) = 1R, ôüôå ôï f(X) êáëåßôáé ìïíéêü
ðïëõþíõìï. Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï f(X) = 0R[X] åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï,
èÝôïõìå åî ïñéóìïý deg(f(X)) := −∞, õðü ôïí üñï üôé èåóðßæïõìå ôç óýìâáóç:

−∞ < n, ∀n ∈ N0.

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ï âáèìüò ôùí ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåé-
êüíéóç

deg : R[X] −→ N0 ∪ {−∞} .

¸íá ðïëõþíõìï f(X) ∈ R[X] ëÝãåôáé óôáèåñü ðïëõþíõìï üôáí deg(f(X)) ≤ 0.

5.1.5 ËÞììá. ¸óôù R Ýíáò 1-äáêôýëéïò. Ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá

f(X), g(X) ∈ R[X]r{0R[X]}

éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) deg (f(X) + g(X)) ≤ max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.
(ii) deg (f(X) · g(X)) ≤ deg (f(X)) + deg(g(X)).
(iii) ÅÜí deg (f(X)) 6= deg(g(X), ôüôå

deg (f(X) + g(X)) = max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.

(iv) ÅÜí lc(f(X))· lc(g(X)) 6= 0, ôüôå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)).
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Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , an 6= 0, g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X], bm 6= 0,

êáé áò ïñßóïõìå ai := 0 ãéá êÜèå i > n êáé bj := 0 ãéá êÜèå j > m.

(i) μùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé n ≥ m. Ôüôå

f(X) + g(X) =
nX
i=0

(ai + bi)X
i, (5.2)

ïðüôå deg (f(X) + g(X)) ≤ n = max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.
(ii) ÂÜóåé ôÞò (5.1) ôï ãéíüìåíï ôùí äýï ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

f(X) · g(X) =
X
k≥0

Ã
kX
i=0

aibk−i

!
Xk,

üðïõ

kX
i=0

aibk−i =

⎧⎨⎩
anbm, üôáí k = n+m
nP
i=0

aibk−i +
kP

i=n+1
aibk−i = 0, üôáí k ≥ n+m+ 1

(5.3)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, deg (f(X) · g(X)) ≤ n+m = deg (f(X)) + deg(g(X)).

(iii) μùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé n > m. Ôüôå
Ý·ïõìå an + bn = an 6= 0 êáé áðü ôçí (5.2) Ýðåôáé üôé

n = max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.

(iv) ÅðåéäÞ anbm = lc(f(X))· lc(g(X)) 6= 0, áðü ôçí éóüôçôá (5.3) ëáìâÜíïõìå
deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)). ¤

5.1.6 Ðáñáäåßãìáôá. ÓçìåéùôÝïí üôé ïé áíùôÝñù áíéóïúóüôçôåò ìðïñïýí ðñÜã-
ìáôé íá éó·ýïõí êáé ùò áõóôçñÝò áíéóüôçôåò.

(i) ÅÜí f(X) = 2X+ 1, g(X) = −2X+ 1 ∈ Z [X], ôüôå

0 = deg (f(X) + g(X)) < max{deg (f(X)) ,deg(g(X))} = 1.

(ii) ÅÜí f(X) = [2]4 X+ [1]4, g(X) = [−2]4 X+ [1]4 ∈ Z4 [X], ôüôå

f(X) · g(X) = [−4]4 X2 + [1]4 = [1]4 ,

ðïõ óçìáßíåé üôé

0 = deg (f(X) · g(X)) < deg (f(X)) + deg(g(X)) = 2.
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5.1.7 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ï äáêôýëéïò R[X] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá f(X), g(X) ∈ R[X]r{0R[X]} Ý·ïõìå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)).

(iii)R× = (R [X])×, Þôïé ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïýR [X] åßíáé áêñéâþò ôá áíôé-
óôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý R.

Áðïäåéîç. (i) O R[X] åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
ôïõ óôïé·åßï ôï 1R. ÅÜí f(X), g(X) ∈ R[X]r{0R[X]}, ôüôå lc(f(X))· lc(g(X)) 6= 0,
äéüôé ï R äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò. Óõíåðþò, f(X) · g(X) 6= 0R[X], ïðüôå ïýôå
ï R[X] ìðïñåß íá Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò.

(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (i) êáé ôï 5.1.5 (iii).

(iii) ÅÜí ôï f(X) åßíáé Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý R[X], ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ðï-
ëõþíõìï g(X) ∈ R[X], ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé f(X)g(X) = 1R[X]. Ôá f(X), g(X) åßíáé
ìç ìçäåíéêÜ, êáèüôé 1R[X] = 1R 6= 0R = 0R[X]. Áðü ôï (ii) óõíÜãïõìå üôé

0 = deg (f(X)g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)) =⇒ deg (f(X)) = deg(g(X)) = 0,

ïðüôå ôá f(X), g(X) åßíáé êáô' áíÜãêçí áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý R. ¤

5.1.8 Ðüñéóìá. ¸óôùK Ýíá óþìá. ÅÜí f(X), g(X) ∈ K[X]r{0K}, ôüôå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)).

ÅðéðñïóèÝôùò,

(K [X])× = K× = Kr{0K} = {f (X) ∈ K[X] | deg(f(X)) = 0} .

5.1.9 Óçìåßùóç. Óôï ó·ïëåßï åßèéóôáé íá áíôéìåôùðßæïõìå ôá ðïëõþíõìá ùò óõ-
íÞèåéò «áðåéêïíßóåéò» (åðåéäÞ åêåß ãßíåôáé êõñßùò ·ñÞóç ôùí äáêôõëßùíQ êáé R).
Ùóôüóï, üôáí êáíåßò èåùñåß ôõ·üíôåò 1-äáêôõëßïõòR, ðñÝðåé íá ãíùñßæåé üôé êÜôé
ôÝôïéï äåí áëçèåýåé åí ãÝíåé. ÅÜí

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X],

ôüôå ïñßæåôáé ç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç (áðïôéìÞóåùò)

ef : R −→ R, s 7−→ ef(s) := f(s) :=
nX
i=1

ais
i,
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·ùñßò üìùò ç

R [X] −→ áð (R,R) , f 7−→ ef,
íá áðïôåëåß êáô' áíÜãêçí Ýíáí ìïíïìïñöéóìü. Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí R = Z3 êáé

f (X) = X+ X3, g(X) = [2]3 X,

ôüôå ôá f (X) êáé g(X) -ùò ðïëõþíõìá- åßíáé äéáöïñåôéêÜ (ðñâë. 5.1.3), åíþef([0]3) = [0]3 = eg([0]3),ef([1]3) = [2]3 = eg([1]3),ef([2]3) = [1]3 = eg([2]3),
ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ef = eg. (Ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ãéá íá åßíáé ï ùò Üíù ïìï-
ìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìïíïìïñöéóìüò äßíåôáé óôï ðüñéóìá 5.3.8.)

5.2 ÄÉÁÉÑÅÔÏÔÇÔÁ ÐÏËÕÙÍÕÌÙÍ

5.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò. ËÝìå üôé Ýíá ðïëõþíõìï
g(X) ∈ R[X]r{0R[X]} äéáéñåß Ýíá ðïëõþíõìï f(X) ∈ R[X] (Þ üôé ôï f(X) åßíáé
ðïëëáðëÜóéï ôïý g(X)) óôïíR[X] (óçìåéþíïíôáò g(X) | f(X)) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï
h(X) ∈ R[X], ôÝôïéï þóôå

f(X) = g(X)h(X).

5.2.2 Ðñüôáóç. ¸óôùR Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò. ÕðïèÝôïõìå üôé f(X), g(X)
êáé h(X) åßíáé ðïëõþíõìá áíÞêïíôá óôïí R[X]. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí g(X) | f(X) êáé g(X) | h(X), ôüôå

g(X) | b(X)f(X) + c(X)h(X)

ãéá ïéáäÞðïôå b(X), c(X) ∈ R[X].

(ii) ÅÜí g(X) | f(X) êáé h(X) | g(X), ôüôå h(X) | f(X).
(iii) a | f(X) ãéá êÜèå a ∈ R×.

(iv) ÅÜí g(X) | f(X), üðïõ f(X) 6= 0R[X], êáé ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå

deg (g(X)) ≤ deg (f(X)) .

(v) ÅÜí g(X) | f(X) êáé f(X) | g(X), êáé ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå

f(X) = a · g(X),

ãéá êÜðïéï a ∈ R×.
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Áðïäåéîç. ÁöÞíåôáé ùò Üóêçóç. ¤

5.2.3 Èåþñçìá. (ÃåíéêåõìÝíïò Áëãüñéèìïò ÄéáéñÝóåùò) ÄïèÝíôùí äõï ðïëõùíý-
ìùí

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X]

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò åéëçììÝíïõò áðü Ýíáí ìåôáèåôéêü 1-äáêôýëéï R, üðïõ
lc(g) = bm, õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ðïëõùíýìùí q(X) êáé r(X) ∈ R[X], êáèþò êáé
Ýíáò k ∈ N0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

(lc(g))k · f(X) = q(X) · g (X) + r(X), deg (r(X)) < deg (g (X)) (5.4)

Áðïäåéîç. ÅÜí éó·ýåé deg(f(X)) < deg(g(X)), ôüôå èÝôïíôáò k = 0, q(X) = 0R[X]
êáé r(X) = f(X), ç (5.4) åðáëçèåýåôáé. Áðü åäþ ëïéðüí êáé óôï åîÞò ìðïñïýìå íá
õðïèÝóïõìå üôé

n = deg(f(X)) ≥ deg(g(X)) = m, n ≥ 0.

Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí n. ÅÜí n = 0, ôüôåm = 0

êáé

f(X) = a0, g(X) = b0,

ïðüôå áñêåß íá èÝóïõìå q(X) = a0, r(X) = 0R[X] êáé k = 1 ãéá íá ëÜâïõìå ôçí
(5.4). Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé n > 0 êáé üôé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï h(X) ∈ R[X]

ìå deg(h(X)) < n õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ðïëõùíýìùí q0(X) êáé r0(X) ∈ R[X], êáèþò
êáé Ýíáò k0 ∈ N0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

(lc(g))k
0
· h(X) = q0(X) · g (X) + r0(X), deg (r0(X)) < deg (g (X)) . (5.5)

Ïñßæïõìå ùò h(X) ôï1

h(X) := (lc(g))k · f(X)− an · Xn−m · g(X) ∈ R[X].

ÅÜí h(X) = 0R[X], ôüôå ëáìâÜíïõìå åê íÝïõ ôçí (5.4) èÝôïíôáò

k = 1, q(X) = an · Xn−m, r(X) = 0R[X].

ÅéäÜëëùò, åêìåôáëëåõüìåíïé ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç (5.5) èÝôïõìå

r(X) = r0(X), q(X) = q0(X) + (lc(g))k
0
· an · Xn−m, k = k0 + 1,

1Ï óõíôåëåóôÞò ôïý ðñïêåéìÝíïõ h(X) åßíáé ï bman − anbm = 0R, ïðüôå deg(h(X)) < n.
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êáôáëÞãïíôáò óôçí éóüôçôá

(lc(g))k · f(X) = (lc(g))k
0
· h(X) + (lc(g))k

0
· an · Xn−m · g (X)

= q(X) · g (X) + r(X),

üðïõ deg (r(X)) = deg (r0(X)) < deg (g (X)) . ¤

5.2.4 Ðüñéóìá. (Áëãüñéèìïò ÄéáéñÝóåùò) ÄïèÝíôùí äõï ðïëõùíýìùí

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X]

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ R, üðïõ lc(g) = bm ∈ R×,
õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí ðïëõùíýìùí q(X) êáé r(X) ∈ R[X],
ôÝôïéùí þóôå íá éó·ýåé

f(X) = q(X) · g (X) + r(X), deg (r(X)) < deg (g (X)) . (5.6)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 5.2.3 õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ðïëõùíýìùí q∗(X) êáé
r∗(X) ∈ R[X], êáèþò êáé Ýíáò k ∈ N0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

(lc(g))k · f(X) = q∗(X) · g (X) + r∗(X), deg (r∗(X)) < deg (g (X)) .

ÅðåéäÞ lc(g) ∈ R× (ïðüôå êáé (lc(g))k ∈ R×), ç (5.6) åðáëçèåýåôáé èÝôïíôáò

q(X) :=
q∗(X)

(lc(g))k
, r(X) :=

r∗(X)

(lc(g))k
.

Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß êáé ôï ìïíïóÞìáíôï ìéáò ôÝôïéáò åêöñÜóåùò. ÅÜí
ðëçí ôùí q(X), r(X) õðÜñ·ïõí êáé Üëëá äýï ðïëõþíõìá q0(X) êáé r0(X), ôá ïðïßá
ðëÞñïõí ôéò

f(X) = q(X) · g (X) + r(X) = q0(X) · g (X) + r0(X),

deg (r(X)) ≤ deg (r0(X)) < deg (g (X)) ,

ôüôå

(q(X)− q0(X)) · g (X) = r0(X)− r(X). (5.7)

ÕðïèÝôïíôáò üôé r0(X) 6= r(X), ç (5.7) ìáò ðëçñïöïñåß üôé q(X) 6= q0(X), ïðüôå ìå
ôç âïÞèåéá ôÞò ðñïôÜóåùò 5.1.7 (ii) óõìðåñáßíïõìå üôé

deg (r0(X)) ≥ deg (r0(X)− r(X)) = deg (q(X)− q0(X)) + deg (g (X)) ≥ deg (g (X)) ,
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ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé ðñïò ôçí ðñïûðïôåèåßóááíßóùóç deg (r0(X)) < deg (g (X)).
Óõíåðþò,

r0(X) = r(X) =⇒
(5.7)

(q(X)− q0(X)) g (X) = 0R[X] ⇒ q(X) = q0(X),

üðïõ ç ôåëåõôáßá óõíåðáãùãÞ Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé g (X) 6= 0R[X] êáé áðü ôï
üôé ï äáêôýëéïò R [X] åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. 5.1.7 (i)). ¤

5.2.5 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí

f(X) = X7 − 2X6 + X4 − X3 + 2X2 − 1, g(X) = X6 − 2X5 + 2X2 − 1 ∈ Q[X],

ôüôå

f(X) = X · g(X) +
¡
X4 − 3X3 + 2X2 + X− 1

¢
.

5.2.6 Ïñéóìüò. Ôï ðïëõþíõìï q(X) óôïí ôýðï (5.6) ïíïìÜæåôáé ðçëßêï êáé ôï
r(X) õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý f(X) äéÜ ôïý g(X).

5.2.7 Ïñéóìüò. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¸íá ðïëõþíõìï d(X) ∈ R [X] ïíï-
ìÜæåôáé ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí f (X) , g (X) ∈ R [X], óõìâïëéæüìåíïò ùò
ìêä(f (X) , g (X)), üôáí Ý·åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) d(X) | f(X) êáé d(X) | g(X),
(ii) åÜí ãéá êÜðïéï h(X) ∈ R [X] éó·ýåé h(X) | f(X) êáé h(X) | g(X), ôüôåh(X) | d(X).

ÂÜóåé ôïý áíùôÝñïõ ïñéóìïý ëáìâÜíïõìå éäéáéôÝñùò

ìêä(0R[X], 0R[X]) = 0R[X], ìêä(f (X) , 0R[X]) = f (X) , ∀f (X) ∈ R [X] .

ÅîÜëëïõ, åÜí ôï d(X) ∈ R [X] åßíáé ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí ðïëõùíýìùí
f (X) , g (X) ∈ R [X], ôüôå êáé ï a ·d(X) èá åßíáé ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôïõò, ãéá
êÜèå a ∈ R×, äéüôé ðñþôïí : áðü ôéò d(X) | f(X) êáé d(X) | g(X) ëáìâÜíïõìå

f(X) = d(X)f∗(X), g(X) = d(X)g∗(X),

ãéá êÜðïéá f∗(X), g∗(X) ∈ R [X], ïðüôå

f(X) = a · d · a−1f∗(X)
g(X) = a · d · a−1g∗(X)

)
=⇒ a · d(X) | f(X) êáé a · d(X) | g(X),

êáé äåýôåñïí : åÜí ãéá êÜðïéï h(X) ∈ R [X] éó·ýåé h(X) | f(X) êáé h(X) | g(X), ôüôå

h(X) | d(X) =⇒ h(X) | a · d(X).

ÅðïìÝíùò ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí f (X) , g (X) ∈ R [X] ïñßæåôáé ìå áêñß-
âåéá, åîáéñïõìÝíïõ ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïõ ìå êÜðïéï áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï
ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R.
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5.2.8 Óçìåßùóç. Ðïëëïß óõããñáöåßò ïñßæïõí ùò «ôïí» ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç äýï
ðïëõùíýìùí åêåßíïí åê ôùí (ùò Üíù ïñéóèÝíôùí) ìåãßóôùí êïéíþí äéáéñåôþí ï
ïðïßïò åßíáé Ýíá ìïíéêü ðïëõþíõìï, Þôïé åêåßíïí ðïõ Ý·åé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï
ôÞò R ùò ôïí åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞ ôïõ. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ï ìÝãéóôïò êïéíüò
äéáéñÝôçò äýï ðïëõùíýìùí åßíáé áõóôçñþò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò.

5.2.9 ÐáñáôÞñçóç. ÄïèÝíôùí f (X) ∈ R [X] êáé g (X) ∈ R [X]r{0R[X]} ìðïñïýìå
íá ðñïóäéïñßóïõìå (Ýíáí) ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôïõò ìÝóù åðáëëÞëùí åêôåëÝ-
óåùí ôïý áëãïñßèìïõ ôÞò äéáéñÝóåùò ðïëõùíýìùí. ÐñÜãìáôé° õðÜñ·ïõí ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíá ðïëõþíõìá q0(X), r0(X) ∈ K [X], ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

f(X) = q0(X)g (X) + r0(X), deg (r0(X)) < deg (g (X)) .

ÅÜí r0(X) = 0R[X], ôüôå ðñïöáíþò ìêä(f (X) , g (X)) = g (X) . ÅéäÜëëùò, åðá-
íáìâÜíïíôáò äéáäï·éêþò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá, ðñïóäéïñßæïõìå ìïíïóçìÜíôùò ïñé-
óìÝíá ðïëõþíõìá r0(X), r1(X), r2(X), . . . êáé q0(X), q1(X), q2(X), . . . ìå¯̄̄̄

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

f(X) = q0(X)g (X) + r0(X), deg (r0(X)) < deg (g (X)) ,

g(X) = q1 (X) r0(X) + r1(X), deg (r1(X)) < deg (r0 (X)) ,

r0(X) = q2 (X) r1(X) + r2(X), deg (r2(X)) < deg (r1 (X)) ,
...

...
rn−2(X) = qn (X) rn−1(X) + rn(X), deg (rn(X)) < deg (rn−1 (X)) ,

rn−1(X) = qn+1 (X) rn(X),

(5.8)

üðïõ ãéá êÜðïéïí äåßêôç n Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí rn+1(X) = 0R[X], äéüôé ïé âáè-
ìïß ôùí ðïëõùíýìùí r0(X), r1(X), r2(X), . . . ó·çìáôßæïõí ìéá öèßíïõóá áêïëïõèßá
åíôüò ôïý N0 ∪ {−∞}. ÊáôÜ óõíÝðåéáí2,

ìêä(f(X), g(X)) = rn(X)

5.2.10 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí

f(X) = X7 − 2X6 + X4 − X3 + 2X2 − 1, g(X) = X6 − 2X5 + 2X2 − 1 ∈ Q[X],

(üðùò óôï ðáñÜäåéãìá 5.2.5) ôüôå f(X) = X · g(X) + r0(X), üðïõ

r0(X) = X
4 − 3X3 + 2X2 + X− 1.

Äéáéñþíôáò ôü g(X) äéÜ ôïý r0(X), âñßóêïõìå õðüëïéðï r1(X) = 0Q[X], êáèüóïí

g(X) = q1 (X) r0(X), q1 (X) = X
2 + X+ 1.

2ÅÜí èÝëïõìå íá åðéëÝîïõìå «ôïí» ìïíéêü åêðñüóùðï ùò ìêä (âë. 5.2.8), ôüôå áíôéêáèéóôïýìå ôï rn(t) ìå ôï
(lc (rn(t)))

−1 · rn(t).
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¢ñá

ìêä(f(X), g(X)) = X4 − 3X3 + 2X2 + X− 1.

5.2.11 Ïñéóìüò. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÄïèÝíôùí n ≥ 2 ðïëõùíýìùí

f1(X), f2(X), . . . , fn (X) ∈ R[X]r{0R[X]}

ïñßæïõìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôïõò (êáé ðÜëé áêñéâþò, åîáéñïõìÝíïõ ôïý
ðïëëáðëáóéáóìïý ôïõ ìå êÜðïéï áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôÞò R) ìÝóù åðáãùãÞò:

ìêä(f1(X), f2(X), . . . , fn (X)) := ìêä(ìêä(f1(X), . . . , fn−1 (X)), fn (X)) (5.9)

5.2.12 Èåþñçìá. ¸óôù üôé ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé üôé ôá

f1(X), f2(X), . . . , fn (X) ∈ R[X]r{0R[X]}

(n ≥ 2) åßíáé äïèÝíôá ðïëõþíõìá ìå ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôïí d(X). Ôüôå õðÜñ-
·ïõí ðïëõþíõìá

g1(X), g2(X), . . . , gn (X) ∈ R[X],

ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

d(X) =
nX
j=1

fi(X)gi(X).

Áðïäåéîç. Ëüãù ôïý åðáãùãéêïý ïñéóìïý (5.9) ôïý ìêä ðïëõùíýìùí ðåñéóóïôÝ-
ñùí ôùí äýï, áñêåß ôï èåþñçìá íá áðïäåé·èåß ìüíïí üôáí n = 2. Óå áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç èÝôïõìå f1 = f êáé f2 = g êáé èåùñïýìå ôéò éóüôçôåò (5.8). Áðü ôçí
ðñïôåëåõôáßá éóüôçôá ëáìâÜíïõìå

rn(X) = rn−2(X)− qn (X) rn−1(X).

Åí óõíå·åßá, áíôéêáèéóôþíôáò ôü rn−1(X) ìå ü,ôé âñßóêïõìå ìÝóù ôÞò áìÝóùò ðñï-
ãïýìåíçò éóüôçôáò ê.ï.ê. öèÜíïõìå ôåëéêþò óå ìßá Ýêöñáóç ôïý

rn(X) = ìêä(f (X) , g (X))

ç ïðïßá åßíáé ôÞò ìïñöÞò ðïõ åðéèõìïýìå. ¤

5.2.13 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé üôé

f1(X), f2(X), . . . , fn (X) ∈ R[X]r{0R[X]}.

Ôüôå ëÝìå üôé ôá ðïëõþíõìá áõôÜ åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò üôáí

ìêä(f1(X), f2(X), . . . , fn (X)) ∈ R×.
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5.2.14 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé

f1(X), f2(X), . . . , fn (X) ∈ R[X]r{0R[X]}

(n ≥ 2) ðïëõþíõìá ôá ïðïßá åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò. Ôüôå õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá

g1(X), g2(X), . . . , gn (X) ∈ R[X],

ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

nX
j=1

fi(X)gi(X) = 1.

5.2.15 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôñüðï áíÜëïãï åêåßíïõ âÜóåé ôïý ïðïßïõ ïñßóáìå ôïí ìêä
ðïëõùíýìùí (âë. 5.2.7 êáé 5.2.13) ïñßæåôáé êáé ôï åêð (= åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëá-
ðëÜóéï) ðïëõùíýìùí (ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ).

5.3 ÈÅÓÅÉÓ ÌÇÄÅÍÉÓÌÏÕ ÐÏËÕÙÍÕÌÙÍ

5.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù S Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò êáé ÝóôùR Ýíáò õðïäáêôý-
ëéïò ôïý S. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï

f(X) =
nX
i=0

aiX
i

åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï áíÞêïí óôïí R[X].

(i) ¸íá óôïé·åßï s ∈ S ïíïìÜæåôáé èÝóç ìçäåíéóìïý3 (Þ óçìåßï ìçäåíéóìïý) ôïý
ðïëõùíýìïõ f(X) åíôüò ôïý S üôáí ef(s) =: f(s) = 0S , äçëáäÞ üôáí ç ôéìÞ ôïý f(X)
ãéá X = s åßíáé ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý S.

(ii) ÅÜí R = S, s ∈ S êáé f(X) ∈ R[X]r{0R[X]} ìå ef(s) =: f(s) = 0S , êáé åÜí
-åðéðñïóèÝôùò- Ý·ïõìå

(X− s)
m | f(X), êáé (X− s)

m+1 - f(X)

ãéá êÜðïéïí4 m ∈ N, ôüôå ëÝìå üôé ôï s åßíáé ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f(X) ìå
ðëÞèïò ðïëëáðëþí åìöáíßóåùí Þ -áðëïýóôåñá- ìå ðïëëáðëüôçôá ßóç ìå

mult (f, s) := m.

3Åäþ ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí üñï èÝóç ìçäåíéóìïý áêïëïõèþíôáò ôÞ ãåñìáíéêÞ ïñïëïãßá, ç ïðïßá, åí ðñïêåéìÝíù,
åßíáé ðåñéóóüôåñï áêñéâÞò áð' ü,ôé ç áããëéêÞ° ï äéá·ùñéóìüò ôïý üñïõ Nullstelle áðü ôïí üñïWurzel (áããë. root, åëë.
ñßæá ) åßíáé åðéâåâëçìÝíç, êáèüôé Ýíá ìéãáäéêü ðïëõþíõìï f(X) ∈ C[X] ìðïñåß íá ìçäåíßæåôáé üôáí X = a ∈ C,
·ùñßò ùóôüóï ôï a íá ðñïêýðôåé áðü åðßëõóç ôÞò åîéóþóåùò f(X) = 0 ìÝóù áðïêëåéóôéêÞò ·ñÞóåùò ñéæéêþí. (Áðü
ôçí Üëëç üìùò ìåñéÜ, ïíïìÜæïõìå ð.·. ôéò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôÞò åîéóþóåùò zn = 1 n-ïóôÝò ñßæåò ôÞò ìïíÜäáò.)
4Óýìâáóç: Ï ïñéóìüò áõôüò åíßïôå åðåêôåßíåôáé êáé ãéám = 0. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ãñÜöïíôáòmult(f, s) = 0

åíïïýìå üôé f(s) 6= 0.
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Ôï s ïíïìÜæåôáé, éäéáéôÝñùò, áðëÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, ðïëëáðëÞ) èÝóç ìçäåíéóìïý
ôïý f(X) üôáí mult(f, s) = 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, üôáí mult(f, s) ≥ 2).
(iii) ÅÜíR ⊆ S êáé åÜí õðÜñ·ïõí óôïé·åßá s1, s2, . . . , sk ôïý S, ôÝôïéá þóôå (åíôüò
ôïý S[X]) íá éó·ýåé ç éóüôçôá

f(X) = (X− s1)(X− s2) · · · (X− sk),

ôüôå ëÝìå üôé ôï ðïëõþíõìï f äéáóðÜôáé óå ðñùôïâáèìßïõò ðáñÜãïíôåò õðåñÜíù
ôïý S.

5.3.2 Ðñüôáóç. ¸óôùR ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù üôé a ∈ R êáé f (X) ∈ R[X].
Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý f(X) ìå ôï X− a éóïýôáé ìå ôï f(a).

(ii) Ôï a åßíáé ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f (X) (åíôüò ôïý R) åÜí êáé ìüíïí åÜí

X− a | f(X).

Áðïäåéîç. (i) Óýìöùíá ìå ôïí áëãüñéèìï ôÞò äéáéñÝóåùò 5.2.4 õðÜñ·ïõí ðïëõþ-
íõìá q(X) êáé r(X) ∈ R[X], ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

f(X) = (X− a)q(X) + r(X), deg(r(X)) < deg(X− a) = 1.

ÅðïìÝíùò, r(X) = c ∈ R, ïðüôå

c = f(X)− (X− a)q(X) =⇒ c = f(a).

(ii) To a åßíáé ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f (X) (åíôüò ôïý R) åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï
õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý f(X) äéÜ ôïý X− a åßíáé 0, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé
X− a | f(X). ¤

5.3.3 Ðüñéóìá. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí ïé a1, a2, . . . , ak åßíáé k óáöþò
äéáêåêñéìÝíåò èÝóåéò ìçäåíéóìïý åíüò ðïëõùíýìïõ f (X) ∈ R[X], ôüôå

(X− a1) (X− a2) · · · (X− ak) | f(X).

Áðïäåéîç. ¼ôáí k = 1, áõôü åßíáé áëçèÝò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.2. Èá åñãá-
óèïýìå ìå ôç âïÞèåéá ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ÕðïèÝôïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé
áëçèÞò ãéá k − 1 èÝóåéò ìçäåíéóìïý, ïðüôå

f(X) = (X− a1) (X− a2) · · · (X− ak−1) g(X)

ãéá êÜðïéï g(X) ∈ R[X]. Êáôüðéí áðïôéìÞóåùò ôùí äýï ìåëþí ôÞò áíùôÝñù éóüôç-
ôáò ãéá X = ak ëáìâÜíïõìå

0 = f(ak) = (ak − a1) (ak − a2) · · · (ak − ak−1) g(ak),
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áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé g(ak) = 0 (ëüãù ôÞò áñ·éêÞò õðïèÝóåþò ìáò). ¢ñá ôï ðï-
ëõþíõìï g(X) äéáéñåßôáé äéÜ ôïý X−ak, ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé åìöáíþò áëçèÞò
êáé ãéá k èÝóåéò ìçäåíéóìïý. ¤

5.3.4 Ðüñéóìá. ÊÜèå ðïëõþíõìï f (X) ∈ R[X]r{0} ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ åéëçì-
ìÝíïõò áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·ÞR äéáèÝôåé (óõíïëéêþò) ôï ðïëý deg(f(X)) èÝóåéò
ìçäåíéóìïý åíôüò ôÞò R.

5.3.5 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí ï äáêôýëéïò R äåí åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôï óõìðÝñá-
óìá ôïý 5.3.4 äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. ÐñÜãìáôé° ôï ðïëõþíõìï

f(X) = X2 − [1]8 ∈ Z8 [X]

åßíáé âáèìïý 2 êáé Ý·åé ùò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôïõ ôéò [1]8 , [3]8 , [5]8 , [7]8 .

5.3.6 Ðüñéóìá. ÅÜí Ýíá ðïëõþíõìï f(X), ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ åéëçììÝíïõò
áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ R, äéáèÝôåé åíôüò ôÞò R èÝóåéò ìçäåíéóìïý, ôï ðëÞèïò
ôùí ïðïßùí õðåñâáßíåé ôïí âáèìü ôïõ, ôüôå ôï f(X) åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï.

5.3.7 Ðüñéóìá. ÅÜí äõï ðïëõþíõìá f(X), g(X), ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò åéëçììÝ-
íïõò áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ R, ëáìâÜíïõí ôéò ßäéåò ôéìÝò óå k óáöþò äéáêåêñé-
ìÝíá óôïé·åßá ôÞò R êáé

k > max {deg(f(X)),deg(g(X))} ,

ôüôå Ý·ïõìå f(X) = g(X).

5.3.8 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï õðïêåßìåíï óýíïëï ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R åßíáé Ýíá
áðåéñïóýíïëï, ôüôå ç áðåéêüíéóç

R [X] −→ áð (R,R) , f 7−→ ef,
(âë. 5.1.9) áðïôåëåß Ýíáí ìïíïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôá ðïëõþíõìá f(X), g(X) ∈ R[X] êáé ôéò áíôßóôïé·åò
ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò áðïôéìÞóåùò ef êáé eg. ÅÜí éó·ýåé ef = eg, ôüôå ç äéá-
öïñÜ f(X)−g(X) Ý·åé ùò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôçò üëá ôá óôïé·åßá ôïý (õðïêåéìÝíïõ
óõíüëïõ ôÞò)R. Óõíåðþò, âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 5.3.6, Ý·ïõìå f(X)−g(X) = 0R[X],
Þôïé f(X) = g(X). ¤

Óôï óçìåßï áõôü èá óôñáöïýìå óå ïñéóìÝíåò ·áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò ôùí
ðïëõùíýìùí ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü Ýíá óþìá. Ç áêüëïõèç ðñüôáóç
âáóßæåôáé óôï ðüñéóìá 5.3.7.
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5.3.9 Ðñüôáóç. (Ôýðïò ðáñåìâïëÞò ôïý Lagrange) ¸óôù K Ýíá óþìá. ÕðïèÝ-
ôïõìå üôé ôá a0, a1, . . . , an åßíáé n + 1 óáöþò äéáêåêñéìÝíá óôïé·åßá ôïý K êáé
üôé ôá c0, c1, . . . , cn åßíáé ôõ·üíôá (ü·é êáô' áíÜãêçí óáöþò äéáêåêñéìÝíá) óôïé-
·åßá ôïý K. Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ðïëõþíõìï f(X) ∈ K[X]

âáèìïý ≤ n (âë. (5.11)), ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

f(ai) = ci, ∀i, 0 ≤ i ≤ n.

Áðïäåéîç. Ôï üôé Ýíá ôÝôïéïõ åßäïõò ðïëõþíõìï èá åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñé-
óìÝíï Ýðåôáé ðñïöáíþò áðü ôï ðüñéóìá 5.3.7. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß ç
ýðáñîÞ ôïõ. Ðñïò ôïýôï ïñßæïõìå ôá ðïëõþíõìá Pi(X) ∈ K[X], 0 ≤ i ≤ n, ùò
åîÞò:

Pi(X) :=
Y

j∈{0,1,... ,n}r{i}

(X− aj)

(ai − aj)
. (5.10)

Ôüôå deg (Pi(X)) = n êáé

Pi(aj) =

½
0K , åÜí i 6= j,

1K , åÜí i = j.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï ðïëõþíõìï

f(X) =
nX
i=0

ciPi(X) (5.11)

Ý·åé ôçí åðéèõìçôÞ éäéüôçôá. ¤

5.3.10 Ïñéóìüò. Ôá (5.10) ïíïìÜæïíôáé ðïëõþíõìá Lagrange (ãéá ôá óôïé·åßá
a0, a1, . . . , an), åíþ ï ôýðïò (5.11), ï ïðïßïò ìáò ðáñÝ·åé ôï f(X), åßíáé ãíùóôüò
ùò ôýðïò ðáñåìâïëÞò ôïý Lagrange.

5.3.11 Ïñéóìüò. ¸íá óþìáK êáëåßôáé áëãåâñéêþò êëåéóôü üôáí êÜèå ðïëõþíõìï
f(X) ∈ K[X] âáèìïý n ≥ 1 äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí ìßá èÝóç ìçäåíéóìïý áíÞêïõóá
óôïK.

5.3.12 Ðüñéóìá. ¸óôù K Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá. Ôüôå êÜèå ðïëõþíõìï
f(X) ∈ K [X] âáèìïý n ≥ 1 äéáóðÜôáé óå ðñùôïâáèìßïõò ðáñÜãïíôåò õðåñÜíù
ôïýK.

Áðïäåéîç. Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí âáèìü n.

ÅÜí n = 1, ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. Ç áðüäåéîç ãéá ïéïíäÞðïôå n ≥ 2 Ý·åé
ùò åîÞò: ÅðåéäÞ ôï f(X) äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí ìßá èÝóç ìçäåíéóìïý a áíÞêïõóá
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óôïK, ç ðñüôáóç 5.3.2 ìáò ðëçñïöïñåß üôé õðÜñ·åé Ýíá ðïëõþíõìï g(X) ∈ K [X],
ôÝôïéï þóôå

f(X) = (X− a)g(X), deg(g(X)) = n− 1.

Áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò ôï g(X) åßíáé ãéíüìåíï n− 1 ðñùôïâáèìßùí ðïëõùíýìùí.
Ùò åê ôïýôïõ, ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò êáé ãéá ôï ßäéï ôï f(X). ¤

5.3.13 Óçìåßùóç. Óôéò ðáñáäüóåéò ôÞò ÁöçñçìÝíçò ¢ëãåâñáò áðïäåéêíýåôáé üôé
êÜèå óþìáK äéáèÝôåé ìéá áëãåâñéêþò êëåéóôÞ åðÝêôáóç L (äçëáäÞ Ýíá áëãåâñé-
êþò êëåéóôü óþìá L ðïõ ðåñéÝ·åé ôï K ùò õðüóùìÜ ôïõ), êáé ìÜëéóôá üôé õðÜñ-
·åé ìéá åëá·ßóôç (ôÝôïéïõ åßäïõò) åðÝêôáóçK ôïýK, ç ïðïßá êáëåßôáé áëãåâñéêü
Ýãêëåéóìá ôïýK. ÅðåéäÞ êÜèå ðïëõþíõìï f(X) ∈ K [X] ⊆ K [X] ìðïñåß íá åêëçö-
èåß ùò ðïëõþíõìï ôïý K [X], äéáóðÜôáé ðÜíôïôå óå ðñùôïâáèìßïõò ðáñÜãïíôåò
õðåñÜíù ôïý K. ÁõôÞ ç äéÜóðáóç ·ñçóéìïðïéåßôáé åõñÝùò êáôÜ ôçí åðé·åéñçìá-
ôïëïãßá ðïõ åöáñìüæåôáé óå ðïéêßëåò áðïäåéêôéêÝò ôå·íéêÝò.

5.3.14 Èåþñçìá. (Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ¢ëãåâñáò) Ôï óþìá C ôùí ìéãáäé-
êþí áñéèìþí åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü.

5.3.15 Óçìåßùóç. Ôï èåþñçìá 5.3.14 ðñùôïáðïäåß·èçêå ôï Ýôïò 1799 áðü ôïí
ìÝãá Ãåñìáíü ìáèçìáôéêü C.-F. Gauss° åí ôù ìåôáîý õðÜñ·ïõí ðïëëÝò äåêÜäåò
ðéï óýã·ñïíùí áðïäåßîåùí, ïé ãíùóôüôåñåò ôùí ïðïßùí ðñïÝñ·ïíôáé áðü ôç Ìé-
ãáäéêÞ ÁíÜëõóç êáé ôçí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá. Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò
êáé óýíôïìåò éóôïñéêÝò óçìåéþóåéò ðáñáðÝìðïõìå ôïí åíäéáöåñüìåíï áíáãíþóôç
óôïóýããñáììá ôùíB. Fine êáéG.Rosenberger: ÔïÈåìåëéþäåòÈåþñçìá ôÞò¢ëãå-
âñáò (ìåôÜöñáóç óôá åëëçíéêÜ: Ö. Ëéïýôóç êáé Í. Ìáñìáñßäç), åêäüóåéò Leader
Books, ÁèÞíá, 2001.

5.4 ÁÍÁÃÙÃÁ ÐÏËÕÙÍÕÌÁ

¼ðùò ïé öõóéêïß áñéèìïß Ý·ïõí ôïõò ðñþôïõò áñéèìïýòùò «äïìéêïýò ôïõò ëßèïõò»,
Ýôóé êáé ôá ðïëõþíõìá åðéäÝ·ïíôáé äéÜóðáóç ãñáöüìåíá ùò ãéíüìåíá «áíáãþ-
ãùí» ðïëõùíýìùí.

5.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¸íá ðïëõþíõìï f(X) ∈ R [X] èåôé-
êïý âáèìïý êáëåßôáé áíÜãùãï ðïëõþíõìï åíôüò ôïý R [X] üôáí äåí õðÜñ·ïõí ðï-
ëõþíõìá g(X), h(X) ∈ R [X], ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

f(X) = g(X)h(X)

ìå 1 ≤ deg(g(X)) < deg(f(X)) êáé 1 ≤ deg(h(X)) < deg(f(X)).
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5.4.2 Óçìåßùóç. Ç áíáöïñÜ ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò óôçí ïðïßá Ýíá äïèÝí ðï-
ëõþíõìï åßíáé (Þ äåí åßíáé) áíÜãùãï åßíáé áðáñáßôçôç. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï
X2+1 åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý R [X] ÜëëÜ äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïýC [X], äéüôé
X2 + 1 = (X+ i)(X− i), üðïõ i ç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá.

5.4.3 ÐáñáôÞñçóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(i) ÊÜèå ðïëõþíõìï f(X) ∈ R[X] âáèìïý 1 åßíáé -ðñïöáíþò- áíÜãùãï. Ï Ýëåã-
·ïò ôÞò áíáãùãéìüôçôáò åíüò ðïëõùíýìïõ âáèìïý ≥ 2 äåí åßíáé åí ãÝíåé êÜôé ôï
ôåôñéììÝíï. Ôá áíÜãùãá ðïëõþíõìá åíôüò ôïý R [X] ìðïñïýí íá ·áñáêôçñéóèïýí
ðëÞñùò (âë. ðñüôáóç 5.4.6). ¼ðùò èá äïýìå óôç óçìåßùóç 5.4.10, ôá áíÜãùãá
ðïëõþíõìá åíôüò ôïýC [X] åßíáé ìüíïí ôá ðñùôïâÜèìéá. Ùóôüóï, áêüìç êáé åíôüò
ôïý Q [X] Ýíáò ãåíéêüò ·áñáêôçñéóìüò ôùí áíáãþãùí ðïëõùíýìùí öáíôÜæåé åîáé-
ñåôéêÜ äýóêïëïò.

(ii) ÊáôÜ ôï 5.3.2 (ii) äåí õðÜñ·åé êáíÝíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï f(X) ∈ R[X] âáèìïý
≥ 2 ðïõ íá Ý·åé èÝóåéò ìçäåíéóìïý åíôüò ôÞò R. Ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé åí ãÝíåé
áëçèÝò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï ðïëõþíõìï (X2 + 3)2 ∈ R [X] äåí Ý·åé ïõäåìßá èÝóç
ìçäåíéóìïý åíôüò ôïý R, áëë' åíôïýôïéò äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý R [X]. Ìïëá-
ôáýôá, õðü ïñéóìÝíåò åéäéêÝò ðñïûðïèÝóåéò éó·ýåé åíßïôå êáé ôï áíôßóôñïöï.

5.4.4 Ðñüôáóç. ¸óôùK Ýíá óþìá êáé Ýóôù f(X) ∈ K[X]. ÅÜí deg(f(X)) ∈ {2, 3}
êáé ôï f(X) äåí äéáèÝôåé èÝóåéò ìçäåíéóìïý åíôüò ôïýK, ôüôå ôï f(X) åßíáé áíÜãùãï
åíôüò ôïýK[X].

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï f(X) äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý K[X]. Ôüôå
ôï f(X) ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï äýï ðïëõùíýìùí

f(X) = g(X)h(X)

ìå deg(g(X)) < deg(f(X)) êáé deg(h(X)) < deg(f(X)). ÅðåéäÞ

deg(f(X)) = deg(g(X)) + deg(h(X)) ∈ {2, 3}

Ýíá ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí g(X), h(X) ïöåßëåé íá Ý·åé âáèìü ßóïí ìå ôï 1. ÁëëÜ êÜèå
ðïëõþíõìï ôïý K[X] ìå âáèìü ßóïí ìå ôï 1 åßíáé ôÞò ìïñöÞò aX + b, üðïõ a 6= 0,
êáé Ý·åé ùò èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ ôï a−1b ∈ K. ¢ôïðï! ¤

5.4.5 ËÞììá. ¸óôù f(X) ∈ R [X] . ÅÜí ï ìéãáäéêüò áñéèìüò z = a+ib ∈ C åßíáé ìéá
èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f(X), ôüôå ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïí óõæõãÞ ôïõ z = a− ib.

Áðïäåéîç. ÅÜí f(X) = a0 + a1X+ · · ·+ anX
n êáé f(z) = 0, ôüôå

0 = f(z) = a0 + a1z + · · ·+ anzn = a0 + a1z + · · ·+ anzn

= a0 + a1 z + · · ·+ an zn = a0 + a1 z + · · ·+ an z
n

= f(z),
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ïðüôå êáé ï óõæõãÞò z ôïý z áðïôåëåß ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f(X). ¤

5.4.6 Ðñüôáóç. (ÁíÜãùãá ðïëõþíõìá ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò) ¸íá ðï-
ëõþíõìï f(X) ∈ R [X] åßíáé áíÜãùãï (åíôüò ôïý R [X]) åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ôÞò
ìïñöÞò ¯̄̄̄

¯̄ f(X) = aX+ b, üðïõ a 6= 0, Þ

f(X) = aX2 + bX+ c, üðïõ b2 − 4ac < 0.

Áðïäåéîç. ÅÜí f(X) = aX+b, üðïõ a 6= 0, ôüôå ôï f(X) åßíáé ðñïöáíþò áíÜãùãï.
¸íá ðïëõþíõìï ôÞò ìïñöÞò f(X) = aX2 + bX+ c åßíáé áíÜãùãï (âë. ôçí ðñüôáóç
5.4.4) åÜí êáé ìüíïí åÜí äåí äéáèÝôåé êáìßá ðñáãìáôéêÞ èÝóç ìçäåíéóìïý. ÁëëÜ
ôïýôï éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ç äéáêñßíïõóá b2 − 4ac åßíáé áñíçôéêÞ. ÅðïìÝíùò, ãéá
ôçí áðïðåñÜôùóç ôÞò áðïäåßîåùò áñêåß íá äéáðéóôþóïõìå üôé äåí õðÜñ·ïõí áíÜ-
ãùãá ðïëõþíõìá f(X) ∈ R [X] âáèìïý≥ 3. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýíá ôÝôïéïõ åßäïõò
áíÜãùãï ðïëõþíõìï f(X) õðÜñ·åé. ÂÜóåé ôïý Èåìåëéþäïõò ÈåùñÞìáôïò ôÞò ¢ë-
ãåâñáò ôï f(X) èá äéáèÝôåé ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý z ∈ C. Ðñïöáíþò, z /∈ R, äéüôé
áëëéþò ôï f(X) äåí èá åßíáé áíÜãùãï. ÊáôÜ ôï ëÞììá 5.4.5 o óõæõãÞò z ôïý z èá
áðïôåëåß ìéá èÝóç ìçäåíéóìïý ôïý f(X). Èåùñþíôáò ôü f(X) ùò ðïëõþíõìï ôïý
C[X], ëáìâÜíïõìå

X− z | f(X) êáé X− z | f(X),

ïðüôå (äõíÜìåé ôïý 5.3.3 êáé ôïý üôé z 6= z, áöïý z ∈ CrR)

(X− z) (X− z) | f(X).

¼ìùò ôï

(X− z) (X− z) = X2 − (z + z)X+ zz

Ý·åé ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò, äéüôé -ùò ãíùóôüí- ôüóï ôï Üèñïéóìá z+z üóï êáé
ôï ãéíüìåíï zz äõï ìéãáäéêþí óõæõãþí áñéèìþí åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò.
¢ñá ôï f(X) äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý R [X]. ¢ôïðï! ¤

5.4.7 Èåþñçìá. (Ðñùôáñ·éêÞ äéÜóðáóç ðïëõùíýìùí) ¸óôù K Ýíá óþìá. Ôüôå
êÜèå ìïíéêü ðïëþíõìï f(X) ∈ K[X] èåôéêïý âáèìïý ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï áíá-
ãþãùí ìïíéêþí ðïëõùíýìùí (åíôüò ôïýK[X]):

f(X) = g1(X) · g2(X) · · · · · gm(X). (5.12)

Ç ðáñÜóôáóç áõôÞ åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç õðü ôçí áêüëïõèç Ýííïéá : ÅÜí

f(X) = g1(X) · g2(X) · · · · · gm(X) = h1(X) · h2(X) · · · · · hn(X)
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åßíáé äõï äéáöïñåôéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôïý f(X)ùò ãéíïìÝíïõ ìïíéêþí áíáãþãùí ðï-
ëõùíýìùí (åíôüò ôïýK[X]), ôüôåm = n êáé õðÜñ·åé ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sm, ïýôùò
þóôå íá éó·ýåé

gi(X) = hσ(i)(X), ∀i, 1 ≤ i ≤ m.

Áðïäåéîç. Èá åöáñìüóïõìå ôç ìÝèïäï ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò åðß ôïý âáè-
ìïý k := deg(f(X)). ÅÜí k = 1, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò, äéüôé ôï f(X) åßíáé
áíÜãùãï åíôüò ôïý K[X]. Áò õðïèÝóïõìå üôé k > 1 êáé üôé ôï èåþñçìá éó·ýåé ãéá
üëá ôá ìïíéêÜ ðïëõþíõìá âáèìïý ìéêñïôÝñïõ ôïý k. ÅÜí ôï f(X) äåí åßíáé áíÜ-
ãùãï, ôüôå èá õðÜñ·åé Ýíáò áíÜãùãïò äéáéñÝôçò ôïõ, áò ôïí ðïýìå g1(X), ïðüôå èá
Ý·ïõìå

f(X) = g1(X)p(X), 0 < deg(p(X)) < k,

ãéá êÜðïéï p(X) ∈ K[X]. Ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï p(X) åßíáé ìïíéêü, ïðüôå
êáé ôï g1(X) èá åßíáé ìïíéêü. Óýìöùíá ìå ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç ôï p(X)

äéáèÝôåé ìéá ìïíïóÞìáíôç ðáñáãïíôïðïßçóç ôÞò ìïñöÞò

p(X) = g2(X) · · · · · gm(X)

êÜíïíôáò ·ñÞóç ìïíéêþí áíáãþãùí ðïëõùíýìùí. Åî áõôïý óõíÜãïõìå ôçí (5.12).
ÕðïèÝôïõìå ôþñá üôé õðÜñ·åé ìéá Üëëç ðáñáãïíôïðïßçóç

f(X) = h1(X) · h2(X) · · · · · hn(X).

ÅðåéäÞ g1(X) | h1(X) · h2(X) · · · · · hn(X), ôï g1(X) èá äéáéñåß ôïõëÜ·éóôïí Ýíá áðü
ôá ðïëõþíõìá h1(X), . . . , hn(X). μùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò áò õðïèÝóïõìå üôé
g1(X) | h1(X). ÅðåéäÞ ôá g1(X), h1(X) åßíáé ìïíéêÜ êáé áíÜãùãá èá Ý·ïõìå

g1(X) = h1(X).

¢ñá

p(X) = h2(X) · · · · · hn(X).

Êáé åðåéäÞ ç ðáñáãïíôïðïßçóç ôïý p(X) åßíáé ìïíïóÞìáíôç, èá õðÜñ·åé ìéá ìåôÜ-
ôáîç äåéêôþí σ ∈ Sm, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

gi(X) = hσ(i)(X), ∀i, 1 ≤ i ≤ m.

(Åìåßò åäþ, ·Üñéí åõêïëßáò, èÝóáìå σ (1) = 1). ¤
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5.4.8 Óçìåßùóç. (i) Ç ðáñÜóôáóç (5.12) êáèåíüò ìïíéêïý f(X) ∈ K[X] èåôéêïý
âáèìïý ùò ãéíïìÝíïõ ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí áíáãþãùí ìïíéêþí ðïëõùíýìùí
(åíôüò ôïýK[X]) ïíïìÜæåôáé éäéáéôÝñùò ðñùôáñ·éêÞ äéÜóðáóç ôïý f(X) ∈ K[X].

(ii) Ôï èåþñçìá 5.4.7 ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß êáé ãéá ôïí R[X], üðïõ ôï R åßíáé ìéá
åéäéêÞò öýóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ (ðïõ ïíïìÜæåôáé ÐÌÐ5), ìå ìüíç åðéâÜñõíóÞ
ìáò ôï üôé ç ìïíïóçìáíôüôçôá åßíáé áêñéâÞò åîáéñïõìÝíçò ôÞò äõíáôüôçôáò ðïë-
ëáðëáóéáóìïý ìå áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôÞò R.

5.4.9 Ðüñéóìá. ¸óôùK Ýíá óþìá. Ôüôå êÜèå ðïëþíõìï f(X) ∈ K[X] èåôéêïý âáè-
ìïý ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï åíüò óôïé·åßïõ a ∈ Kr{0K} êáé ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò,
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí áíáãþãùí ìïíéêþí ðïëõùíýìùí (åíôüò ôïýK[X]):

f(X) = a · g1(X) · g2(X) · · · · · gm(X). (5.13)

Ç ðáñÜóôáóç áõôÞ åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç õðü ôçí áêüëïõèç Ýííïéá : ÅÜí

f(X) = a · g1(X) · g2(X) · · · · · gm(X) = b · h1(X) · h2(X) · · · · · hn(X)

åßíáé äõï äéáöïñåôéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôïý f(X) (åíôüò ôïý K[X]), ôüôå m = n êáé
õðÜñ·åé ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sm êáé ai ∈ K, 1 ≤ i ≤ m, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

gi(X) = aσ(i) · hσ(i)(X), ∀i, 1 ≤ i ≤ m.

5.4.10 Óçìåßùóç. (ÁíÜãùãá ðïëõþíõìá ìå ìéãáäéêïýò óõíôåëåóôÝò) ÊáôÜ ôo ðü-
ñéóìá 5.3.12 êáé ôï Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ¢ëãåâñáò 5.3.14, êÜèå ðïëþíõìï
f(X) ∈ C[X] ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï ðñùôïâáèìßùí (êáé óõíåðþò áíáãþãùí) ðï-
ëõùíýìùí. Ùò åê ôïýôïõ, áðü ôï ìïíïóÞìáíôï ôùí ìç óôáèåñþí üñùí ôÞò ðáñá-
óôÜóåùò (5.13) êáèåíüò f(X) ∈ C[X] (âë. ðüñéóìá 5.4.9) Ýðåôáé üôé ôá áíÜãùãá
ðïëõþíõìá åíôüò ôïý C[X] åßíáé áêñéâþò ôá ðñùôïâÜèìéá ðïëõþíõìá.

5.4.11 Óçìåßùóç. (Ôï óþìá ôùí ñçôþí åêöñÜóåùí) Ðñïôïý êëåßóïõìå ôï ðáñüí
êåöÜëáéï ðñïóÞêåé íá áíáöÝñïõìå åí óðïõäÞ üôé ôï óþìá êëáóìÜôùí ôÞò áêå-
ñáßáò ðåñéï·ÞòK[X] (üðïõK Ýíá óþìá) óõìâïëßæåôáé ùò

K(X) := Fr (K[X]) =

½
f(X)

g(X)

¯̄̄̄
f(X) ∈ K[X], g(X) ∈ K[X]r{0K}

¾
êáé êáëåßôáé éäéáéôÝñùò óþìá ôùí ñçôþí åêöñÜóåùí õðåñÜíù ôïý K. Ç áêåñáßá
ðåñéï·Þ K[X] ìðïñåß, ùò ãíùóôüí, íá åìöõôåõèåß óôï K(X) (âë. ðñïôÜóåéò 4.7.5
êáé 4.7.7). Åðßóçò, êÜèå óôïé·åßï f(X)

g(X) ôïý K(X), üðïõ deg(f(X)) < deg(g(X)),
g(X) ìïíéêü, êáé

g(X) = (h1(X))
n1 · (h2(X))n2 · · · · · (hk(X))nk

5ÐÌÐ= ðåñéï·Þ ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò.
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ç ðñùôáñ·éêÞ äéÜóðáóç ôïý g(X)ùò ãéíïìÝíïõ áíáãþãùí ìïíéêþí êáé óáöþò äéá-
êåêñéìÝíùí ðïëõùíýìùí (åíôüò ôïýK[X]), ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

f(X)

g(X)
=

kX
j=1

pj(X)

(hj(X))
nj ,

ãéá êáôÜëëçëá p1(X), . . . , pk(X) ∈ K[X] êáé deg(pj(X)) < deg ((hj(X))
nj ) , ãéá

êÜèå äåßêôç j, 1 ≤ j ≤ k.

5.5 ÐÅÑÉ ÔÇÓÁÍÁÃÙÃÉÌÏÔÇÔÁÓ ÐÏËÕÙÍÕÌÙÍ
ÁÍÇÊÏÍÔÙÍ ÓÔÏÕÓ Z[X], Zp[X] ÊÁÉ Q[X]

Ç äéÜóðáóç åíüò ðïëõùíýìïõ áíÞêïíôïò óôïí Q[X] ìðïñåß íá áíá·èåß óôç äéÜ-
óðáóç åíüò ðïëõùíýìïõ áíÞêïíôïò óôïí Z[X]. ÐñÜãìáôé° åÜí

f(X) =
nP
j=0

ajX
j ∈ Q[X]r{0Q[X]}

êáé åÜí ùò c óõìâïëßóïõìå ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí ðáñïíïìáóôþí
ôùí a0, a1, ..., an, ôüôå c f(X) ∈ Z[X]r{0Z[X]}.

5.5.1 Èåþñçìá. (ÊñéôÞñéï ñçôþí èÝóåùí ìçäåíéóìïý.) ÅÜí Ýíá ðïëõþíõìï

f(X) =
nP
j=0

ajX
j ∈ Z[X], an 6= 0, n ≥ 1,

äÝ·åôáé ùò èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ ôïí ñçôü áñéèìü λ
μ , üðïõ λ ∈ Z, μ ∈ Zr{0} êáé

ìêä(λ, μ) = 1, ôüôå

λ | a0 êáé μ | an.

Áðüäåéîç. Åî õðïèÝóåùò, f(λμ ) = 0, ïðüôå

nP
j=0

aj

µ
λ

μ

¶j
= 0⇒ −μna0 = λ

Ã
nP
j=1

ajλ
j−1μn−j

!
⇒ λ | μna0.

μñçóéìïðïéþíôáò ôü ðüñéóìá 2.2.9 êáé ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôï n áðïäåé-
êíýïõìå ôç óõíåðáãùãÞ

ìêä(λ, μ) = 1⇒ ìêä(λ, μn) = 1,



384 äáêôõëéïé ðïëõùíõìùí ìéáò ìåôáâëçôçò

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé λ | a0 åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.10. Ðáñïìïßùò,

nP
j=0

aj

µ
λ

μ

¶j
= 0⇒ −λnan = μ

Ã
n−1P
j=0

ajλ
jμn−1−j

!
⇒ μ | λnan.

ÅðåéäÞ ìêä(λ, μ) = 1⇒ ìêä(λn, μ) = 1, Ý·ïõìåμ | an åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò
2.2.10. ¤

5.5.2 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù f(X) = X3+4X2+X− 1 ∈ Z[X]. ÅÜí ôï f(X) äéÝèåôå ùò
èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ ôïí ñçôü áñéèìü λ

μ , üðïõ λ ∈ Z, μ ∈ Zr{0} êáé ìêä(λ, μ) = 1,
ôüôå èá Ýðñåðå íá Ý·ïõìå λ, μ ∈ {±1}, êÜôé ðïõ åßíáé áäýíáôï, êáèüóïí éó·ýåé
f(±1) 6= 0. Ôïýôï óçìáßíåé, éäéáéôÝñùò, üôé ôï f(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X]
(ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 5.4.4).

5.5.3 ËÞììá. (ÁíáãùãÞ êáôÜ ìüäéï m.) ¸óôùm ∈ N, m ≥ 2. Ç áðåéêüíéóç

Ψm : Z[X] −→ Zm[X],

ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

Ψm(f(X)) :=
nP
j=0
[aj ]mX

j, ∀f(X) =
nP
j=0

ajX
j ∈ Z[X],

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôùí ðñÜîåùí ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëá-
ðëáóéáóìïý åðß ôïý Zm ôïí èåóðéóèÝíôá ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.28. ¤

5.5.4 Ïñéóìüò. ÅÜí f(X) =
nP
j=0

ajX
j ∈ Z[X]r{0Z[X]} ìå an 6= 0, ôüôå ï áñéèìüò

cont(f(X)) := ìêä(a0, a1, . . . , an)

êáëåßôáé ðåñéå·üìåíï ôïý ðïëõùíýìïõ f(X). ÊÜèå f(X) ∈ Z[X]r{0Z[X]} ìå
cont(f(X)) = 1 êáëåßôáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï.

5.5.5 Ðñüôáóç. (ËÞììá ôïý Gauss.) Ôï ãéíüìåíï äõï ðñùôáñ·éêþí ðïëõùíýìùí
(áíçêüíôùí óôï Z[X]r{0Z[X]}) åßíáé ðÜíôïôå Ýíá ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï.

Áðoäåéîç. ¸óôù üôé ôá f(X), g(X) ∈ Z[X]r{0Z[X]} åßíáé äõï ðñùôáñ·éêÜ ðïëõþ-
íõìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï ãéíüìåíü ôïõò f(X)g(X) äåí åßíáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþ-
íõìï. ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåß ôï cont(f(X)g(X)). Ôüôå Ý·ïõìå
ðñïöáíþò Ψp(f(X)), Ψp(g(X)) ∈ Zp[X] êáé, óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.5.3,

Ψp(f(X))Ψp(g(X)) = Ψp(f(X)g(X)) = 0Zp[X],
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ïðüôå åßôå ï p äéáéñåß êÜèå óõíôåëåóôÞ ôïý ðïëõùíýìïõ f(X) åßôå ï p äéáéñåß êÜèå
óõíôåëåóôÞ ôïý ðïëõùíýìïõ g(X). Áõôü óçìáßíåé üôé åßôå ôï f(X) åßôå ôï g(X) äåí
åßíáé ðñùôáñ·éêü. ¢ôïðï! ¤

5.5.6 Ðñüôáóç. ÅÜí Ýíá ðïëõþíõìï f(X) ∈ Z[X] åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý ðïëõù-
íõìéêïý äáêôõëßïõ Z[X], ôüôå åßíáé áíÜãùãï êáé åíôüò ôïý Q[X].

Áðoäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï f(X) ∈ Z[X] äåí áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X]. Ôüôå
õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá g(X), h(X) ∈ Q[X] âáèìïý ≥ 1, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóü-
ôçôá f(X) = g(X)h(X). Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé
ôï f(X) åßíáé ðñùôáñ·éêü (åéäÜëëùò èåùñïýìå áíô' áõôïý ôï 1

cont(f(X))f(X)). ¸óôù
a (êáé áíôéóôïß·ùò, b) ôï åêð ôùí ðáñïíïìáóôþí ôùí óõíôåëåóôþí ôïý g(X) (êáé
áíôéóôïß·ùò, ôïý h(X)). Ôüôå

a g(X), b h(X) ∈ Z[X]⇒ ab f(X) = (a g(X))(b h(X)) ∈ Z[X].

ÈÝôïíôáò c1 := cont(a g(X)) êáé c2 := cont(b h(X)) Ý·ïõìå

a g(X) = c1 eg(X), b h(X) = c2 eh(X),
ãéá êÜðïéá eg(X),eh(X) ∈ Z[X] âáèìïý≥ 1 ìå cont(eg(X)) = cont(eh(X)) = 1.Ðñïöá-
íþò,

ab f(X) = c1c2 eg(X)eh(X),
cont(f(X)) = 1 =⇒ cont(ab f(X)) = ab,

cont(eg(X)eh(X)) =
5.5.5

1 =⇒ cont(c1c2 eg(X)eh(X)) = c1c2,

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ ab = c1c2,

ïðüôå f(X) = eg(X)eh(X) ∈ Z[X], ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï f(X) äåí áíÜãùãï
ïýôå åíôüò ôïý Z[X]. ¤

5.5.7 Èåþñçìá. (ÊñéôÞñéï áíáãùãéìüôçôáò mod p.) ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò
êáé Ýóôù f(X) ∈ Z[X] âáèìïý ≥ 1. ÅÜí ôï Ψp(f(X)) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Zp[X]
êáé

deg(f(X)) = deg(Ψp(f(X))),

ôüôå ôï f(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X].

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ðëçñïýíôáé ïé ùò Üíù óõíèÞêåò êáé üôé ôï f(X) äåí
åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïýQ[X]. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 5.5.6, ôï ôï f(X) äåí
åßíáé áíÜãùãï ïýôå åíôüò ôïý Z[X], ïðüôå èá õðÜñ·ïõí g(X), h(X) ∈ Z[X] âáèìïý
≥ 1, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé f(X) = g(X)h(X). ÅðåéäÞ êáôÜ ôï ëÞììá 5.5.3,

Ψp(f(X)) = Ψp(g(X)h(X)) = Ψp(g(X))Ψp(h(X)),



386 äáêôõëéïé ðïëõùíõìùí ìéáò ìåôáâëçôçò

ìå

deg(Ψp(g(X))) ≤ deg(g(X)) < deg(f(X)) = deg(Ψp(f(X)))

êáé

deg(Ψp(h(X))) ≤ deg(h(X)) < deg(f(X)) = deg(Ψp(f(X))),

ôï Ψp(f(X)) äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Zp[X]. ¢ôïðï! ¤

5.5.8 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù f(X) = 21X3 − 3X2 + 2X+ 9 ∈ Z[X]. Ðñïöáíþò,

Ψ2(f(X)) = X
3 + X2 + [1]2 ∈ Z2[X].

ÅðåéäÞ Ψ2(f([0]2)) = [1]2 6= [0]2 êáé Ψ2(f([1]2)) = [1]2 6= [0]2 ôï Ψ2(f(X)) åßíáé
áíÜãùãï åíôüò ôïý Z2[X] (âë. ðñüôáóç 5.4.4), ïðüôå ôï èåþñçìá 5.5.7 ìáò ðëçñï-
öïñåß üôé ôï f(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X].
(ii) Ôï áíôßóôñïöï ôïý èåùñÞìáôïò 5.5.7 äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò: ÅÜí ôï f(X)

áíÞêåé óôïí Z[X] êáé åÜí ôï Ψp(f(X)) äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Zp[X] ãéá êÜ-
ðïéïí ðñþôï áñéèìü p, ôüôå åíäÝ·åôáé ôï f(X) íá åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X].
Ð.·., åÜí f(X) = 21X3 − 3X2 + 2X+ 8 ∈ Z[X] êáé p = 2, ôüôå ôï

Ψ2(f(X)) = X
3 + X2 = X2(X+ [1]2)

äåí åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïýZ2[X],ïðüôå äåí ìðïñïýìå íá êÜíïõìå ·ñÞóç ôïý èåù-
ñÞìáôïò 5.5.7. ÁíôéèÝôùò, åñãáæüìåíïé ìå ôï p = 5 äéáðéóôþíïõìå üôé ôïΨ5(f(X))
äåí äéáèÝôåé êáìßá èÝóç ìçäåíéóìïý åíôüò ôïý Z5, ïðüôå åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý
Z5[X] (âë. ðñüôáóç 5.4.4). ¢ñá êáé ôï ôï f(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïýQ[X] (áöïý
ãéá p = 5 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò 5.5.7).

5.5.9 Èåþñçìá. (ÊñéôÞñéï áíáãùãéìüôçôáò ôïý Eisenstein, 1850.) ¸óôù

f(X) =
nX
j=0

ajX
j ∈ Z[X] ìå deg(f(X)) = n ≥ 1.

ÅÜí õðÜñ·åé ðñþôïò áñéèìüò p, ï ïðïßïò ðëçñïß ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò :

p | a0, p | a1, . . . , p | an−1, p - an, p2 - a0,

ôüôå ôï f(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X].

Áðüäåéîç. ÄõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.5.6 áñêåß íá äåé·èåß üôé ôï f(X) åßíáé áíÜ-
ãùãï åíôüò ôïý Z[X]. Áò õðïèÝóïõìå üôé áõôü äåí éó·ýåé, Þôïé üôé ôï f(X) äåí åß-
íáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[X], åöáñìüæïíôáò «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». Ôüôå õðÜñ-
·ïõí ðïëõþíõìá g(X), h(X) ∈ Z[X] âáèìïý ≥ 1, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá



§ 5.5 áíáãùãéìïôçôá åéäéêùí ðïëõùíõìùí 387

f(X) = g(X)h(X).¸óôù üôé½
g(X) = b0 + b1X+ · · ·+ brX

r, br 6= 0,
h(X) = c0 + c1X+ · · ·+ csX

s, cs 6= 0.

¾
ÅðåéäÞ p | a0, p2 - a0 êáé a0 = b0c0, ï p äéáéñåß Ýíáí åê ôùí b0, c0, áëëÜ ü·é
áìöïôÝñïõò! Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé p | b0 êáé
p - c0. ÅðåéäÞ p - an = brcs, Ý·ïõìå p - br, ïðüôå {ν ∈ {0, 1, . . . , n} | p - bν} 6= ∅.
ÈÝôïíôáòm :=min{ν ∈ {0, 1, . . . , n} | p - bν} êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé

aν =
X
i+j=ν

bicj , ∀ν ∈ {0, 1, . . . , n},

óõíÜãïõìå üôé 0 < m ≤ r < n. ÅðåéäÞ

am = bmc0 + (bm−1c1 + · · ·+ b0cm),

êáé åðåéäÞ

p - bm
p - c0

¾
=⇒ p - bmc0,

åíþ üëïé ïé Üëëïé ðñïóèåôÝïé (ïé åõñéóêüìåíïé åíôüò ôÞò ðáñåíèÝóåùò) äéáéñïý-
íôáé äéÜ ôïý p (ëüãù ôïý ïñéóìïý ôïým), óõìðåñáßíïõìå üôé p - am. ¢ôïðï! ¤

5.5.10 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù f(X) = 3X5 + 15X4 − 20X3 + 10X+ 20 ∈ Z[X]. To f(X)
åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X], äéüôé 5 - 3, 25 - 20 êáé ôï 5 äéáéñåß ôïõò áêåñáßïõò
15,−20, 10 êáé 20.

5.5.11 Ïñéóìüò. ¸óôù p êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò. To

Φp(X) :=
Xp − 1
X− 1 =

p−1X
j=0

Xj ∈ Z[X]

êáëåßôáé p-ïóôü êõêëïôïìéêü ðïëõþíõìï.

5.5.12 Ðñüôáóç. To Φp(X) åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X].

Áðüäåéîç. ¸óôù fp(X) := Φp(X+ 1). Ôüôå

fp(X) =
(X+ 1)p − 1
(X+ 1)− 1 = X

p−1 +

µ
p

1

¶
Xp−2 +

µ
p

2

¶
Xp−3 + · · ·+

µ
p

p− 1

¶
.

Ðñïöáíþò, p - 1, p2 -
¡

p
p−1
¢
= p. ÅðåéäÞ, êáôÜ ôï ëÞììá 2.4.11,

p |
µ
p

k

¶
, ∀k ∈ {1, ..., p− 1},
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ôï êñéôÞñéï áíáãùãéìüôçôáò 5.5.9 ôïý Eisenstein ìÜò ðëçñïöïñåß üôé ôï fp(X) åßíáé
áíÜãùãï åíôüò ôïý Q[X]. ÁëëÜ áõôü óçìáßíåé üôé êáé ôï ßäéï ôï Φp(X) åßíáé áíÜ-
ãùãï åíôüò ôïý Q[X]. (ÐñÜãìáôé° åÜí õðÞñ·áí ðïëõþíõìá g(X), h(X) ∈ Q[X] âáè-
ìïý≥ 1, ôÝôïéá þóôå Φp(X) = g(X)h(X), ôüôå èá åß·áìå fp(X) = g(X+1)h(X+1),

ìå êáèÝíá åê ôùí ðïëõùíýìùí g(X + 1), h(X + 1) âáèìïý ≥ 1, êÜôé ðïõ èá áíôÝ-
öáóêå ðñïò ôçí áðïäåé·èåßóá áíáãùãéìüôçôá ôïý fp(X) åíôüò ôïý Q[X].) ¤


