
ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Äáêôýëéïé, áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò
êáé óþìáôá

ÇáëãåâñéêÞ äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ 1 êáèïñßæåôáé ìÝóù ôïý åöïäéáóìïý åíüò ìç êå-
íïý óõíüëïõ ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò. Ùò ðñïò ôçí ðñþôç åî áõôþí ôï èåùñïý-
ìåíï óýíïëï ïöåßëåé íá ó·çìáôßæåé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ° ùò ðñïò ôç äåýôåñç, ìéá
çìéïìÜäá. ÅðéðñïóèÝôùò, áðáéôåßôáé êáé ç éó·ýò ôùí åðéìåñéóôéêþí íüìùí ãéá
ôïí óõó·åôéóìü ôùí åí ëüãù ðñÜîåùí. Ôá óþìáôá 2, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, óõãêñï-
ôïýí ìéá åéäéêÞ õðïêëÜóç ôÞò êëÜóåùò ôùí äáêôõëßùí° ðñüêåéôáé, ãéá íá áêñéâïëï-
ãïýìå, ãéá ôçí õðïêëÜóç åêåßíùí ôùí äéáéñåôéêþí äáêôõëßùí, ïé ïðïßïé óõìâáßíåé
íá åßíáé -ôáõôï·ñüíùò- êáé ìåôáèåôéêïß.

4.1 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÊÁÉ ÕÐÏÄÁÊÔÕËÉÏÉ

4.1.1 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò (R,+, ·) åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëïR åöïäéáóìÝíï
ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'', ðïõ êáëïýíôáé (êáé óõìâïëßæïíôáé ùò)ðñü-
óèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò, áíôéóôïß·ùò, ïýôùò þóôå

(i) ôï æåýãïò (R,+) íá åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá,

(ii) ôï æåýãïò (R, ·) íá åßíáé ìéá çìéïìÜäá, êáé

1Ç Ýííïéá ôïý äáêôõëßïõ åéóÞ·èç áðü ôïí David Hilbert (1862-1943) óôï ôÝëïò ôïý äåêÜôïõ åíÜôïõ áéþíá, áëëÜ ï
ôåëéêþò êáèéåñùèåßò (öïñìáëéóôéêüò) ïñéóìüò ôçò åìöáíßóèçêå ðåñß ôá ìÝóá ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1920.
2Ç åéóáãùãÞ ôïý üñïõ óþìá (ãåñì. Körper) ïöåßëåôáé óôïõò Leopold Kronecker (1823-1891) êáé Richard Dedekind
(1831-1916), áí êáé ç ôåëéêÞ åííïéïëüãçóÞ ôïõ (ðïõ åðåêñÜôçóå Ýêôïôå) áðïäßäåôáé óôïíHeinrichWeber (1842-1913).
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(iii) ãéá êÜèå a, b êáé c ∈ R íá éó·ýåé ôüóï ï áñéóôåñüò üóï êáé ï äåîéüò åðéìåñé-
óôéêüò íüìïò, Þôïé

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c .

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò (R,+) êáëåßôáé ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý R êáé
óçìåéþíåôáé ìå ôï 0R Þ ìå ôï 0 (üôáí äåí õößóôáôáé êßíäõíïò óõã·ýóåùò). ÅÜí
ç çìéïìÜäá (R, ·) äéáèÝôåé ìïíáäéáßï (= ðïëëáðëáóéáóôéêþò ïõäÝôåñï) óôïé·åßï
(óçìåéïýìåíï ùò 1R Þ 1), äçëáäÞ åÜí ç (R, ·) åßíáé Ýíá ìïíïåéäÝò, ôüôå êáé ï R

êáëåßôáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï Þ, áðëïýóôåñá, 1-äáêôýëéïò.

4.1.2 ÐáñáôÞñçóç. Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, ðïëëÝò öïñÝò áíôß ôïý a·b èá ãñÜöïõìå
ab, åíþ üôáí èá ïìéëïýìå ãéá êÜðïéïí «äáêôýëéï R», èá õðïíïïýìå ôç èåþñçóç
ìéáò ôñéÜäáò (R,+, ·) üðùò óôïí ïñéóìü 4.1.1 ·ùñßò üìùò êáé íá ôç óçìåéþíïõìå.
Åðßóçò, åÜí n ∈ N êáé ôá a1, . . . , an åßíáé óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå ·ñçóé-
ìïðïéïýìå åíßïôå ôéò âñá·õãñáößåò

nP
i=1

ai := a1 + · · ·+ an,
nQ
i=1

ai := a1 · · · · · · an.

4.1.3 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò R ëÝãåôáé ìåôáèåôéêüò üôáí ç ðñÜîç ôïý ðïëëá-
ðëáóéáóìïý ôïõ åßíáé ìåôáèåôéêÞ, äçëáäÞ üôáí ab = ba ãéá êÜèå a, b ∈ R.

4.1.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá óýíïëá Z,Q,R êáé C ôùí áêåñáßùí, ôùí ñçôþí, ôùí
ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò, åöïäéáóìÝíá ìå ôéò óõíÞ-
èåéò ðñÜîåéò ôÞò ðñïóèÝóåùò êáé ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý, áðïôåëïýí ôá ðéï áðëÜ
ðáñáäåßãìáôá ìåôáèåôéêþí 1-äáêôõëßùí.

(ii) ÅÜí n ∈ N êáé ôï (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò, ôüôå ôï óýíïëï Matn×n (R) üëùí
ôùí (n× n)-ðéíÜêùí ìå åããñáöÝò åéëçììÝíåò áðü ôï R (âë. 3.1.6) êáèßóôáôáé äá-
êôýëéïò ìÝóù ôÞò ðñïóèåôéêÞò ðñÜîåùò

A+B = (aij + bij)1≤i,j≤n

êáé ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜîåùò

AB =

Ã
nX

k=1

ai kbk j

!
1≤i,j≤n

,

ãéá ïéïõóäÞðïôå A = (aij)1≤i,j≤n êáé B = (bij)1≤i,j≤n ∈ Matn×n (R) . ÅÜí ï R

Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï Matn×n (R) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, Þôïé ôïí
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ìïíáäéáßï (n× n)-ðßíáêá

In =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1R 0R · · · 0R 0R
0R 1R · · · 0R 0R
...

...
. . .

...
...

0R 0R · · · 1R 0R
0R 0R · · · 0R 1R

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

ÓçìåéùôÝïí üôé ï äáêôýëéïòMatn×n (R) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåôáèåôéêüò, áêüìç
êáé üôáí ï ßäéïò ï R åßíáé° åÜí ð.·. ï R åßíáé Ýíáò åê ôùí Z,Q,R Þ C, ôüôå ðñïöá-
íþò ï Matn×n (R) äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá n > 1.

(Ïé Ýííïéåò: õðïðßíáêáò ðßíáêá, ãñáììÝò /óôÞëåò ðßíáêá, åëÜóóïíåò ðßíáêåò êëð.
ïñßæïíôáé üðùò êáé óôç óõíÞèç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ãéá ôçí åìðÝäùóç ôùí áðá-
ñáßôçôùí éäéïôÞôùí ôùí ïñéæïõóþí ðéíÜêùí ðïõ áíÞêïõí óôïí Matn×n (R) ðáñï-
ôñýíïõìå ôïí áíáãíþóôç, óôï óçìåßï áõôü, íá åðéëýóåé ôçí Üóêçóç ??).

(iii) Ôï óýíïëï 2Z = {2k | k ∈ Z} ôùí Üñôéùí áêåñáßùí áñéèìþí ìå ôéò óõíÞèåéò
ðñÜîåéò åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ·ùñßò ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(iv) ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 1. Tï óýíïëï

Zm = {[0]m , [1]m , . . . , [m− 1]m}

üëùí ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí êáôÜ ìüäéïm (âë. 2.4.24), åöïäéáóìÝíï ìå ôéò ðñÜ-
îåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ôéò ïñéóèåßóåò óôï èåþñçìá 1.7.8, áðïôå-
ëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü 1-äáêôýëéï.

(v) ¸óôùX Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáéR Ýíáò 1-äáêôýëéïò. Ôüôå ôï óýíïëï ôùí áðåé-
êïíßóåùí RX := {áðåéêïíßóåéò f : X −→ R} êáèßóôáôáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò ìÝóù
ôùí «óçìåéáêþí» ðñÜîåùí

f + g : X −→ R, x 7−→ f(x) + g(x)

f · g : X −→ R, x 7−→ f(x) · g(x)

ÉäéáéôÝñùò, åÜí X = {1, . . . , n} ⊂ N, ôüôå ìðïñïýìå íá ôáõôßæïõìå ôï RX ìå ôï
êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R×R× · · · ×R×R| {z }

n öïñÝò

, ôï ïðïßï ðñïóëáìâÜíåé ôç äïìÞ ôïý

äáêôõëßïõ ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) ,

(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) = (x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn) ,

ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßïùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç ôï (0R, . . . , 0R) êáé ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôï (1R, . . . , 0R).ÅîÜëëïõ, äïèÝíôùí n áõèáéñÝ-
ôùò åðéëåãìÝíùí 1-äáêôõëßùíR1, R2, . . . , Rn, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç äïìÞ åíüò
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1-äáêôõëßïõ åðß ôïý êáñôåóéáíïý (Þ åõèÝïò ) ãéíïìÝíïõ ôïõò

nQ
j=1

Rj := R1 × · · · ×Rn

ìå ôéò áíÜëïãåò ðñÜîåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò. Êáô' áíáëïãßáí, åÜí ç (Rj)j∈J åßíáé ìéá
ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá 1-äáêôõëßùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç äïìÞ åíüò 1-äáêôõëßïõ
åðß ôïý

Q
j∈J

Rj ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

(xj)j∈J + (yj)j∈J = (xj + yj)j∈J ,

(xj)j∈J · (yj)j∈J = (xj · yj)j∈J ,

êáé ìå ôï (1Rj )j∈J ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï.

(vi) ÅÜí ôï R åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï, ôüôå ìðïñåß íá èåùñçèåß êáôÜ ôñüðï ôåôñéì-
ìÝíï ùò äáêôýëéïò êáé ãé' áõôü ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. Óå áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç Ý·ïõìå ðñïöáíþò 0R = 1R.

(vii) Åêêéíþíôáò áðü ôïí (Z,+, ·) ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí Üëëï ìåôá-
èåôéêü 1-äáêôýëéï (Z,¢,¡) ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

a¢ b := a+ b− 1, a¡ b := a+ b− ab .

Tï áîéïðåñßåñãï åäþ åßíáé üôé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï áõôïý ôïý äáêôõëßïõ ùò ðñïò
ôçí ðñüóèåóç ¢ åßíáé ôï 1, åíþ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéá-
óìü ¡ åßíáé ôï 0.

(viii) ÔÝëïò, èá Üîéæå íá áíáöåñèåß üôé õðÜñ·ïõí êáé ìç ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé, ïé
ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï

R =

½µ
a b

0 0

¶ ¯̄̄̄
a, b ∈ Z

¾
⊂Mat2×2(Z)

(ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôùí 2×2 ðéíÜêùí) Þ áêüìç êáé ï ßäéïò ïMat2×2(2Z)
åßíáé äáêôýëéïé áõôïý ôïý åßäïõò.

4.1.5 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Tüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) 0R a = a 0R = 0R, ãéá üëá ôá a ∈ R.

(ii) (−a) b = a (−b) = −(a b), ãéá üëá ôá a, b ∈ R.

(iii) (−a) (−b) = a b, ãéá üëá ôá a, b ∈ R.

(iv) Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá a1, . . . , an, b1, . . . , bm ôïý R Ý·ïõìåÃ
mP
j=1

ai

! µ
nP

k=1

bj

¶
=

mP
j=1

nP
k=1

aj bk .
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(v) ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå a ∈ R êáé n ∈ Z ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç âñá·õãñáößá

na =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a+ a+ · · ·+ a+ a| {z }
n-öïñÝò

, üôáí n > 0

(−a) + (−a) + · · ·+ (−a) + (−a)| {z }
(−n)-öïñÝò

, üôáí n < 0

0R , üôáí n = 0

áðü ôç èåùñßá ôùí ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí, ôüôå

(na) b = a (nb) = n(a b)

ãéá üëá ôá n ∈ Z êáé üëá ôá a, b ∈ R.

(vi) ÅÜí ï äáêôýëéïò R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò
óôïé·åßá, ôüôå 1R 6= 0R.

Áðïäåéîç. (i) 0R a = (0R + 0R) a = 0R a + 0R a =⇒ 0R a = 0R. Ïìïßùò äåß·íåé
êáíåßò üôé a 0R = 0R.

(ii) Ðñïöáíþò,

a b+ a (−b) = a (b+ (−b)) = a 0R = 0R =⇒ a (−b) = −(a b).

Ç äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï.

(iii) Ðñïöáíþò,

(−a) (−b) = −(−a) b = −(−(a b)) = a b

[ýóôåñá áðü äéðëÞ åöáñìïãÞ ôÞò (ii)].

(iv) Èåùñïýìå ôï m ùò ðáãéùìÝíï êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ åðß
ôïý n. Ãéá n = 1 ç áíùôÝñù éóüôçôá ãñÜöåôáé ùò

(a1 + · · ·+ am) b1 = a1b1 + · · ·+ amb1

êáé åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïýR ùò
ðñïò ôçí ðñüóèåóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé, ãéá äïèÝíôåòm,n, éó·ýåé ç éóüôçôáÃ

mP
j=1

aj

! µ
nP

k=1

bk

¶
=

mP
j=1

nP
k=1

aj bk.
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Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôçí åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá, óå óõíäõáóìü ìå ôçí åðáãùãéêÞ
ìáò õðüèåóç, ëáìâÜíïõìåÃ

mP
j=1

aj

! µ
n+1P
k=1

bk

¶
=

Ã
mP
j=1

aj

! µ
nP

k=1

bk + bn+1

¶

=

Ã
mP
j=1

aj

! µ
nP

k=1

bk

¶
+

Ã
mP
j=1

aj

!
bn+1

=
mP
j=1

nP
k=1

aj bk +
mP
j=1

aj bn+1

=
mP
j=1

n+1P
k=1

aj bk.

(v) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (iv).

(vi) Åðß ôç âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò, Rr{0R} 6= ∅. ¢ñá, ãéá êÜèå a ∈ Rr{0R},
Ý·ïõìå 1Ra = a, ïðüôå 1R 6= 0R. ¤

4.1.6 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ R êáé Ýíáí n ∈ N, èÝôïõìå

an := a · a · · · · · a · a| {z }
n öïñÝò

êáé a0 := 1R, üôáí ïR äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ðñïöáíþò aman = am+n êáé
(am)

n
= amn ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýòm,n.

4.1.7 Ðñüôáóç. (Äéùíõìéêïß ôýðïé) Ãéá êÜèå ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü n áò
óõìâïëßóïõìå ùò n! = 1 · 2 · · · n ôï ðáñáãïíôéêü ôïý n, üôáí n ≥ 1, èÝôïíôáò
0! = 1, êáé ùò

¡
n
k

¢
= n!

k!(n−k)! ôïí äéùíõìéêü óõíôåëåóôÞ ôïý n õðåñÜíù ôïý k, üðïõ
k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n. ÕðïèÝôïíôáò üôé ïR åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ï n Ýíáò ðáãéùìÝíïò
öõóéêüò áñéèìüò, êáé (ãéá êÜðïéïí ν ∈ N) ôá a, b, a1, a2, . . . , aν , óôïé·åßá ôïý R,
Ý·ïõìå :

(i) ÅÜí ab = ba, ôüôå

(a+ b)
n
=

nP
k=0

¡
n
k

¢
ak bn−k (4.1)

(ii) ÅÜí aiaj = ajai ãéá üëïõò ôïõò äåßêôåò 1 ≤ i, j ≤ ν, ôüôå

(a1 + a2 + · · ·+ aν)
n
=
X n!

(i1!) (i2!) · · · (iν !)
ai11 ai22 · · · aiνν (4.2)

üðïõ ôï Üèñïéóìá ëáìâÜíåôáé õðåñÜíù üëùí ôùí ν-Üäùí (i1, i2, . . . , iν) ∈ (N0)ν

ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýåé i1 + i2 + · · ·+ iν = n.
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Áðïäåéîç. (i) Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí «ôñéãùíéêÞ ôáõôüôçôá ôïý Pascal», Þôïé
ôçí: ¡

n
j

¢
+
¡

n
j+1

¢
=
¡
n+1
j+1

¢
(4.3)

ãéá êÜèå j, 0 ≤ j < n, êáé èá åñãáóèïýìå ìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ åðß ôïý n. Ãéá
n = 0 ç (4.1) åßíáé ðñïöáíÞò. ÕðïèÝôïíôáò üôé ç (4.1) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí
n ≥ 1, ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò:

(a+ b)n+1 = (a+ b)
nP

k=0

¡
n
k

¢
ak bn−k

=
nP

k=0

¡
n
k

¢
ak+1 bn−k +

nP
k=0

¡
n
k

¢
ak bn−k+1 [åðåéäÞ ab = ba]

=
¡
n
n

¢
an+1 +

n−1P
k=0

¡
n
k

¢
ak+1 bn−k +

nP
k=1

¡
n
k

¢
ak bn−k+1 +

¡
n
0

¢
bn+1

=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

n−1P
j=0

¡
n
j

¢
aj+1 b(n+1)−(j+1)+

+
n−1P
j=0

¡
n
j+1

¢
aj+1 b(n+1)−(j+1) +

¡
n+1
0

¢
bn+1

=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

n−1P
j=0

³¡
n
j

¢
+
¡

n
j+1

¢´
aj+1 b(n+1)−(j+1) +

¡
n+1
0

¢
bn+1

(4.3)
=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

n−1P
j=0

¡
n+1
j+1

¢
aj+1 b(n+1)−(j+1) +

¡
n+1
0

¢
bn+1

=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

nP
k=0

¡
n+1
k

¢
ak b(n+1)−k +

¡
n+1
0

¢
bn+1 =

n+1P
k=0

¡
n+1
k

¢
ak b(n+1)−k .

(ii) Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý ôýðïõ (4.2) áñêåß íá åöáñìüóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ
åðß ôïý ðëçèéêïý áñéèìïý ν ôùí ðñïóèåôÝùí. Ãéán ∈ {0, 1} ï (4.2) åßíáé ðñïöáíÞò,
åíþ ãéá n = 2 óõìðßðôåé ìå ôïí (4.1), áöïý

(a1 + a2)
n =

nP
k=0

¡
n
k

¢
ak1 a

n−k
2 =

P
k+j=n

n!
k! j! a

k
1 a

j
2 .

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ï (4.2) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí ν, ôüôå èá åßíáé áëçèÞò êáé
ãéá ôïí ν + 1, äéüôé

(a1 + a2 + · · ·+ aν+1)
n
= ((a1 + a2 + · · ·+ aν) + aν+1)

n

=
nP

k=0

¡
n
k

¢
(a1 + a2 + · · ·+ aν)

k an−kν+1 =
P

k+j=n

n!
k! j! (a1 + a2 + · · ·+ aν)

k ajν+1 ,

ðñÜãìá ðïõ ìáò ïäçãåß óôçí áðáéôïýìåíç éóüôçôá ýóôåñá áðü ôçí áíôéêáôÜ-
óôáóç ôïý áíôéóôïß·ïõ ôýðïõ ãéá ôïõò ν ðñïóèåôÝïõò, ôçí åöáñìïãÞ ôÞò áíÜ æåýãç
éó·ýïõóáò ìåôáèåôéêÞò éäéüôçôáò, êáé ôçí åêôÝëåóç ôùí ðñÜîåùí. ¤
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4.1.8 Óçìåßùóç. ÄåäïìÝíùí ôùí óõíèçêþí áìïéâáßáò ìåôáèåôéêüôçôáò ôùí üñùí
ìáò, áíåðáßóèçôåò ðáñáëëáãÝò ôùí (4.1) êáé (4.2) ðáñáìÝíïõí éó·ýïõóåò áêüìç
êáé üôáí ï äáêôýëéïò R äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÓõãêåêñéìÝíá, üôáí ï R
äåí åßíáé 1-äáêôýëéïò, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå áíôß ôÞò (4.1),

(a+ b)
n
= an +

n−1P
k=1

¡
n
k

¢
ak bn−k + bn

(êáé, áíôéóôïß·ùò, íá ìçí åìöáíßóïõìå êáèüëïõ óôçí (4.2) ôïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ
åßíáé õøùìÝíïé óôç ìçäåíéêÞ äýíáìç). Ùóôüóï, èá ðñÝðåé íá Ý·ïõìå ðÜíôïôå óôï
íïõ ìáò üôé, üôáí Ýíáò äáêôýëéïò áíáöïñÜò R äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï,
ôï na, üðïõ n ∈ Z êáé a ∈ R, åßíáé óôïé·åßï ôïý R, ·ùñßò üìùò ôï na íá õðïäç-
ëïß -åí ãÝíåé- ðïëëáðëáóéáóìü äýï óôïé·åßùí åíôüò ôïý R. ÁíôéèÝôùò, üôáí ï R

åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï, ôüôå ôï na õðïäçëïß ðÜíôïôå ðïëëáðëáóéáóìü äýï
óôïé·åßùí åíôüò ôïý R, êáèüôé áõôü ãñÜöåôáé ùò

na = (n · 1R) a.

4.1.9 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï S (ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ R) åíüò äá-
êôõëßïõ (R,+, ·) êáëåßôáé õðïäáêôýëéïò ôïý (R,+, ·) üôáí ôï S åßíáé êëåéóôü ùò
ðñïò áìöüôåñåò ôéò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'' (âë. 1.5.2) êáé êáèßóôáôáé áö' åáõôïý äá-
êôýëéïò (ùò ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü ôùí åí ëüãù ðñÜîåùí åð' áõôïý).

4.1.10 Ðñüôáóç. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï S åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé õðïäáêôýëéïò
ôïý R åÜí êáé ìüíïí åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) a− b := a+ (−b) ∈ S, ãéá êÜèå a, b ∈ S.

(ii) ab ∈ S, ãéá êÜèå a, b ∈ S.

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò, Ýíá ∅ 6= S ⊆ R åßíáé õðïäáêôýëéïò åÜí êáé ìüíïí åÜí
ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (S,+) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (R,+) êáé ôï S åßíáé êëåéóôü
ùò ðñïò ôçí ‘‘·''. ¢ñá ç áðüäåéîç Ýðåôáé Üìåóá êÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò áìößðëåõñçò
óõíåðáãùãÞò (i)⇔(iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15 êáé ôÞò ðáñáôçñÞóåùò 3.2.16. ¤

4.1.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Q, ï
Q åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý R êáé ï R åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý C. Åðßóçò o 2Z åßíáé
õðïäáêôýëéïò ôïý Z.
(ii) Ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss

Z[i] := {a+ bi | a, b ∈ Z} $ C

ìå ðñÜîåéò ôéò (óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôïý C):

(a+ bi) + (c+ di) := (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi) · (c+ di) := (ac− bd) + (ad+ bc)i,
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üðïõ i ç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá, åßíáé (ìåôáèåôéêüò) õðïäáêôýëéïò ôïý äáêôõëßïõ
ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, åíþ ðåñéÝ·åé ôïí Z ùò õðïäáêôýëéü ôïõ. Ãåíéêüôåñá, ôï

Z[
√
m] := {a+ b

√
m | a, b ∈ Z} $ C (4.4)

üðïõm ∈ Zr{0}, êáèßóôáôáé õðïäáêôýëéïò ôïý R, üôáím ∈ N, êáé õðïäáêôýëéïò
ôïý C, üôáí m ∈ ZrN0, êáèüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå a + b

√
m, a0 + b0

√
m ∈ Z[

√
m],

Ý·ïõìå⎧⎨⎩
(a+ b

√
m)− (a0 + b0

√
m) = (a− a0) + (b− b0)

√
m ∈ Z[

√
m],

(a+ b
√
m) (a0 + b0

√
m) = (aa0 + bmb0) + (ab0 + ba0)

√
m ∈ Z[

√
m].

Êáô' áíáëïãßáí, ãéá êÜèåm ∈ Zr{0}, ôï

Q (
√
m) := {a+ b

√
m | a, b ∈ Q} $ C (4.5)

êáèßóôáôáé õðïäáêôýëéïò ôïýR, üôáím ∈ N, êáé õðïäáêôýëéïò ôïýC, üôáí Ý·ïõìå
m ∈ ZrN0. ÓçìåéùôÝïí üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèïé åãêëåéóìïß äáêôõëßùí:

Z ⊆ Z[
√
m] $ Q

¡√
m
¢
, Z $ Q ⊆ Q

¡√
m
¢
.

(iii) ÊÜèå äáêôýëéïò R Ý·åé ðÜíôïôå ôïí åáõôü ôïõ êáé ôïí ôåôñéììÝíï äáêôýëéï
{0R}ùò õðïäáêôõëßïõò. ¸íáò õðïäáêôýëéïò S åíüò äáêôõëßïõR ìåS $ R ëÝãåôáé
ãíÞóéïò õðïäáêôýëéïò ôïý R.

4.1.12 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí õðïäáêôýëéïé S äáêôõëßùí R ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé
áñêåôÜ ðáñÜîåíá óå ü,ôé áöïñÜ óôçí ýðáñîç Þ ìç ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ.

(i) Ï S åßíáé äõíáôüí íá ìçí Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï R íá Ý·åé, üðùò ð.·.
óõìâáßíåé óôïõò S = 2Z, R = Z.

(ii) Åðßóçò, ï S ìðïñåß íá Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï R íá ìçí Ý·åé, üðùò ð.·.
óõìâáßíåé óôïõò S = {0} ×R, R = 2Z×R.
(iii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1R, êáé 1R ∈ S, ôüôå 1R = 1S .

(iv) ÔÝëïò, åíäÝ·åôáé êáé ïé äõï ôïõò íá Ý·ïõí ìïíáäéáßá óôïé·åßá 1S êáé 1R, áíôé-
óôïß·ùò, ·ùñßò áõôÜ íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò. Ð.·. ïR = Z× Z Ý·åé ùò ìïíáäéáßï
ôïõ óôïé·åßï ôï (1, 1), åíþ ï õðïäáêôýëéüò ôïõ S = Z× {0} ôï (1, 0).

4.1.13 Ðñüôáóç. ÅÜí ç (Sj)j∈J åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá õðïäáêôõëßùí åíüò
äáêôõëßïõ R, ôüôå ç ôïìÞ

T
j∈J

Sj áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý R.
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0R ∈ Sj ãéá êÜèå j ∈ J , Ý·ïõìå 0R ∈
T
j∈J

Sj , ïðüôå ç ôïìÞ áõôÞ

äåí åßíáé êåíÞ. ÅÜí a, b ∈
T
j∈J

Sj , ôüôå

[a, b ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ [a− b ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ a− b ∈
T
j∈J

Sj

êáé

[a, b ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ [ab ∈ Sj, ∀j ∈ J ] =⇒ ab ∈
T
j∈J

Sj .

¢ñá ç
T
j∈J

Sj åßíáé üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R (âë. ðñüôáóç 4.1.10). ¤

4.2 ÁÊÅÑÁÉÅÓ ÐÅÑÉÏμÅÓ ÊÁÉ ÓÙÌÁÔÁ

4.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá óôïé·åßï a ∈ Rr{0R} ëÝãåôáé äå-
îéüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéóôåñüò ) ìçäåíïäéáéñÝôçò üôáí õðÜñ·åé Ýíá b ∈ Rr {0R}
(áíô. c ∈ Rr{0R}), ôÝôïéïþóôå ba = 0R (êáé áíôéóôïß·ùò, ac = 0R). ¸íáóôïé·åßï
ôïýR êáëåßôáé áìößðëåõñïò ìçäåíïäéáéñÝôçò Þ áðëþò ìçäåíïäéáéñÝôçò üôáí áõôü
åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé äåîéüò êáé áñéóôåñüò ìçäåíïäéáéñÝôçò. Ôï óýíïëï üëùí
ôùí ìçäåíïäéáéñåôþí åíüò äáêôõëßïõ R èá óõìâïëßæåôáé ùò Zdv(R) .

4.2.2 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï Mat2×2 (R) , üðïõ ôï R åßíáé Ýíáò åê ôùí
Z,Q,R,C, Ý·ïõìå µ

0R 0R
1R 0R

¶
∈ Zdv (Mat2×2 (R))

äéüôé µ
1R 0R
0R 0R

¶µ
0R 0R
1R 0R

¶
=

µ
0R 0R
0R 0R

¶
,

êáé µ
0R 0R
1R 0R

¶µ
0R 0R
0R 1R

¶
=

µ
0R 0R
0R 0R

¶
.

4.2.3 ÐáñáôÞñçóç. Óôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò êÜèå áñéóôåñüò ìçäåíïäéáé-
ñÝôçò åßíáé äåîéüò êáé áíôéóôñüöùò. Ùò åê ôïýôïõ, äåí ·ñåéÜæåôáé íá ãßíåôáé äéÜ-
êñéóç ìåôáîý ôùí äýï áõôþí åííïéþí.
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4.2.4 Ðñüôáóç. Óôïí äáêôýëéï Zm,m ≥ 1, Ý·ïõìå

Zdv (Zm) = {[k]m ∈ Zm | 1 ≤ k ≤ m− 1, ìêä (k,m) > 1}

Áðïäåéîç. ¼ôáím = 1, ç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò, áöïý Zdv(Zm) = ∅.Áðü åäþ
êáé óôï åîÞò èá õðïèÝôïõìå üôém ≥ 2.
“ ⊇ ”¸óôù [k]m ∈ Zm,üðïõ 1 ≤ k ≤ m− 1, ìå d := ìêä(k,m) > 1. Ôüôå

[k]m ([m/d]m) = [km/d]m = [(k/d)m]m = [k/d ]m [m]m

= [k/d ]m [0]m = [0]m =⇒ [k]m ∈ Zdv (Zm) .

“ ⊆ ”Áõôü èáðñïêýøåé Üìåóááðü ôï 3.2.7 (iii) êáé ôçí êÜðùò ãåíéêüôåñç ðñüôáóç
4.2.12. ¤

4.2.5 Ðñüôáóç. (Íüìïò äéáãñáöÞò) ¸íáò äáêôýëéïò R äåí Ý·åé ïýôå äåîéïýò ïýôå
áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá üëá ôá óôïé·åßá a, b ∈ R êáé üëá
ôá c ∈ Rr {0R} éó·ýåé ï åîÞò íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò :

[ca = cb Þ ac = bc] =⇒ a = b.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ·ùñßò äåîéïýò (êáé áíôéóôïß·ùò, ·ù-
ñßò áñéóôåñïýò) ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé c ∈ Rr {0} , ôüôå ç éóüôçôá ca = cb (êáé
áíôéóôïß·ùò, ç éóüôçôá ac = bc) ãñÜöåôáé ùò c(a − b) = 0R (êáé áíôéóôïß·ùò, ùò
(a − b)c = 0R), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé a − b = 0R, äçëáäÞ a = b. Êáé áíôé-
óôñüöùò° ðñïûðïèÝôïíôáò ôçí éó·ý ôïý êáíüíá ôÞò äéáãñáöÞò, áñêåß íá äåßîïõìå
üôé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá c, d ∈ R, ç cd = 0R óçìáßíåé üôé [c 6= 0R =⇒ d = 0R]

êáé, áíôéóôïß·ùò, üôé [d 6= 0R =⇒ c = 0R]. ÐñÜãìáôé° åÜí c 6= 0R, ôüôå Ý·ïõìå
cd = 0R = c (0R), ïðüôå áðü ôïí êáíüíá ôÞò äéáãñáöÞò ëáìâÜíïõìå d = 0R,

åíþ åÜí d 6= 0R, ôüôå ç cd = 0R = (0R) d ìáò äßíåé (êáô' áíáëïãßáí) c = 0R. ¤

4.2.6 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò 1-äáêôýëéïò ìå 1R 6= 0R. ¸íá óôïé·åßï a ∈ R ëÝ-
ãåôáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áíôéóôñÝøéìï üôáí ∃b ∈ R (êáé
áíôéóôïß·ùò, ∃c ∈ R), ôÝôïéï þóôå ba = 1R (êáé áíôéóôïß·ùò, ac = 1R). ¸íá ôÝ-
ôïéï b ∈ R (áíô. c ∈ R) ëÝãåôáé áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü) áíôßóôñïöï ôïý
a.¸íá óôïé·åßï ôïýR êáëåßôáé áìöéðëåýñùò áíôéóôñÝøéìï Þ áðëþò áíôéóôñÝøéìï
üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí áíôéóôñÝøéìï. Ôï
óýíïëï üëùí ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí åíüò 1-äáêôõëßïõ R ìå 1R 6= 0R èá
óõìâïëßæåôáé ùò R×.

4.2.7 Ïñéóìüò. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.2.6 ôï æåýãïò (R×, ·) áðïôåëåß ìéá ðïëëáðëá-
óéáóôéêÞ ïìÜäá° áõôÞ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí
ôïý äáêôõëßïõ R.
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4.2.8 Óçìåßùóç. (i) HR× åßíáé äõíáôüí íá åßíáé áâåëéáíÞ áêüìç êáé üôáí ïR äåí
åßíáé ìåôáèåôéêüò, ðñâë. Üóêçóç ??).

(ii) ¢ëëïôå ç R× Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, üðùò óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò ôïý
äáêôõëßïõ R = Zm, m ≥ 2, ìå

Z×m = {[k]m ∈ Zm | 1 ≤ k ≤ m− 1, ìêä (k,m) = 1}

êáé |Z×m| = ϕ (m) , üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler (âë. 2.4.16 êáé 3.2.7 (iii)), êáé
Üëëïôå Üðåéñç. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç

Z[
√
2]× =

n
±(1 +

√
2)n | n ∈ Z

o
åßíáé Üðåéñç áñéèìÞóéìç êáé ç (Matn×n (R))× Üðåéñç õðåñáñéèìÞóéìç (âë. ðñü-
ôáóç 4.2.9).

4.2.9 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N êáé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôý-
ëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ãéá ôïí äáêôýëéï Mat(n× n;R) ôùí n×n ðéíÜêùí
ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïí R Ý·ïõìå

(Matn×n (R))
×
= {ïé ðßíáêåò A ∈Matn×n (R) | det (A) ∈ R× }

üðïõ ùò det (A) óõìâïëßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïýA ∈Matn×n (R).

Áðïäåéîç. ÅÜí A ∈ (Matn×n (R))
× , ôüôå õðÜñ·ïõí óôïé·åßá B,C ôïý

äáêôõëßïõ Matn×n (R), ôÝôïéá þóôå

AB = CA = In.

ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôéò éäéüôçôåò ôùí ïñéæïõóþí n×n ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò
ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïí R, Ý·ïõìå

det (AB) = det (A) · det (B) = 1R = det (CA) = det (C) · det (A) ,

äçëáäÞ üôé det (A) ∈ R×. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí A ∈ Matn×n (R) ìå ïñßæïõóá
δ := det (A) ∈ R×, ôüôå áðü ôç ìåôáèåôéêüôçôá ôïý R Ý·ïõìå aC = Ca ãéá êÜèå
a ∈ R êáé êÜèå C ∈Matn×n (R) , êáé åðïìÝíùò êáé

δ−1(adj (A)) = (adj (A))δ−1,

üðïõ adj (A) ï ðßíáêáò ï ðñïóáñôçìÝíïò óôïíA. ÅðåéäÞ

det (A) In = A (adj (A)) = adj (A) A,

ëáìâÜíïõìå ôåëéêþò

A (adj (A))δ−1 = δδ−1 In= In = δ−1(adj (A))A,

ïðüôåA ∈ (Matn×n (R))
×. ¤
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4.2.10 Óçìåßùóç. (i) Ç ïìÜäá (Matn×n (R))
× óõíÞèùò óõìâïëßæåôáé ìå ôï

GL(n;R) êáé ëÝãåôáé ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá ïñéæüìåíç õðåñÜíù ôïý R.

(ii) ÅÜíA ∈ (Matn×n (R))
×
, ôüôå ðñïöáíþò ôï áíôßóôñïöü ôïõ óôïé·åßïA−1 (ôï

ïðïßï êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, áíôßóôñïöïò ðßíáêáò ôïýA) éóïýôáé ìå

A−1 = det (A)−1 adj (A) .

4.2.11 Ïñéóìüò. ¸íá óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ R ëÝãåôáé ìçäåíïäýíáìï üôáí
éó·ýåé an = 0R ãéá êÜðïéïí n ∈ N. Ôï óýíïëï üëùí ôùí ìçäåíïäõíÜìùí óôïé-
·åßùí ôïý R èá óõìâïëßæåôáé ùò Nil(R) .

4.2.12 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå 1-äáêôýëéï R ìå 1R 6= 0R éó·ýïõí ïé åãêëåéóôéêÝò ó·Ý-
óåéò :

{1R} ⊆ R× ⊆ RrZdv(R) ⊆ (RrNil(R)) ∪ {0R} ⊆ R

êáé

Nil(R)r {0R} ⊆ Zdv (R) ⊆ RrR× ⊆ R

Áðïäåéîç. ÅÜí a ∈ Nil(R)r {0R} , ôüôå Ý·ïõìå

an = an−1 a = a an−1 = 0R

ãéá êÜðïéïí n ∈ N, ïðüôå a ∈ Zdv(R) . ¸óôù ôþñá üôé b ∈ Zdv(R) , äçëáäÞ üôé
õðÜñ·ïõí c, d ∈ Rr{0R} ìå cb = bd = 0R. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé b ∈ R×, ôüôå èá
õðÜñ·ïõí óôïé·åßá e, g ∈ R, ôÝôïéá þóôå eb = bg = 1R. Áõôü üìùò ìáò ïäçãåß óå
Ýíá Üôïðï óõìðÝñáóìá, áöïý

0R = (0R) g = (cb) g = c (bg) = c (1R) = c, Þ

0R = e (0R) = e (bd) = (eb) d = (1R) d = d .

ÅðïìÝíùò Ý·ïõìå Zdv(R) ∩ R× = ∅. Ïé õðüëïéðåò åãêëåéóôéêÝò ó·Ýóåéò åßíáé
ðñïöáíåßò. ¤

4.2.13 Ïñéóìüò. (i) ÊÜèå ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò R ìå 1R 6= 0R êáé Zdv(R) = ∅
êáëåßôáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) ÊÜèå 1-äáêôýëéïò R ìå 1R 6= 0R êáé R× = Rr {0R} êáëåßôáé äéáéñåôéêüò3

äáêôýëéïò Þ óôñåâëü óþìá4.

(iii) ÊÜèå ìåôáèåôéêüò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáëåßôáé óþìá.
3Ç ïíïìáóßá «äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò» (Þ «äáêôýëéïò ìå äéáßñåóç») ðñïÝñ·åôáé áðü ôï ãåãïíüò ôïý üôé óå ôÝôïéïõ
åßäïõò äáêôõëßïõò ïñßæåôáé ðÜíôïôå ôï ab−1, ãéá êÜèå a ∈ R êáé b ∈ Rr{0R}.
4Ðñïöáíþò, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Þ åíüò óôñåâëïý óþìáôïòR åßíáé
≥ 2 (áöïý ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï 1R üóïí êáé ôï 0R(6= 1R)).
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4.2.14 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé äáêôýëéïé Q,R êáé C áðïôåëïýí óþìáôá. Áðü ôçí
Üëëç ìåñéÜ, üðùò åßäáìå óôá 4.1.4 (ii) êáé 4.2.2, ï äáêôýëéïò Mat2×2 (R) , üðïõ ôï
R åßíáé Ýíáò åê ôùí Z,Q,R,C, äåí ìðïñåß íá åßíáé ïýôå êáí áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) ¸óôù

HR :=
©
aI+ bi+ cj+ dk

¯̄
(a, b, c, d) ∈ R4

ª
ï õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (C) ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôùí ðñáãìáôéêþí ãñáììéêþí
óõíäõáóìþí ôùí ôåóóÜñùí ðéíÜêùí

I := I2 =

µ
1 0

0 1

¶
, j :=

µ
i 0

0 −i

¶
, k :=

µ
0 1

−1 0

¶
,

êáé5

i := jk =

µ
0 i

i 0

¶
.

Ï HR ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

HR =
½µ

a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

¶ ¯̄̄̄
(a, b, c, d) ∈ R4

¾
.

Åßíáé ìÜëéóôá åýêïëï íá åëÝãîåé êáíåßò üôé áõôüò äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò. ÅîÜëëïõ,
èåùñþíôáò Ýíá óôïé·åßï ôïõµ

a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

¶
6=
µ
0 0

0 0

¶
,

Ýíá ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí a, b, c, d ïöåßëåé íá åßíáé 6= 0, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé êáé
ç ïñßæïõóÜ ôïõ, ç ïðïßá éóïýôáé ìå a2 + b2 + c2 + d2, èá åßíáé 6= 0. ÅðïìÝíùò ï
áíôßóôñïöüò ôïõ ðßíáêáò

1

a2 + b2 + c2 + d2

µ
a− bi −c− di

c− di a+ bi

¶
ïñßæåôáé êáé áíÞêåé óôï H×R (âë. ðñüôáóç 4.2.9). ¢ñá ï HR áðïôåëåß Ýíáí äéáé-
ñåôéêü äáêôýëéï 6, ï ïðïßïò ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôùí ôåôñáíßùí7 õðåñÜíù ôïý
óþìáôïò R.
5¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï (âë. 3.2.24 êáé 3.9.2), ç ëåãüìåíç ïìÜäáQ := hj,ki ôùí ôåôñá-
íßùí õðåéóÝñ·åôáé ïõóéùäþò óôçí ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ôÜîåùò 8.
6ÏHR åßíáé åöïäéáóìÝíïò êáé ìå ôç äïìÞ åíüò ôåôñáäéÜóôáôïõ ðñáãìáôéêïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ, áöïý ïé ðßíáêåò
I, i, j,k åßíáé êáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôïé õðåñÜíù ôïý R.
7Ôá «ôåôñÜíéá» åðéíïÞèçêáí áðü ôïí William Royal Hamilton (1805-1865) ôï Ýôïò 1843 ùò Ýíá áëãåâñéêü óýóôçìá
ðåñéÝ·ïí ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí (ãé' áõôü ëÝãïíôáé êáé «õðåñìéãáäéêïß áñéèìïß»). Ôo óôñåâëü óþìá
HR, ðÝñáí ôÞò óõ·íÞò ·ñÞóåþò ôïõ óôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç, õðåéóÝñ·åôáé êáé óå åöáñìïãÝò ôüóï ôÞò óýã·ñïíçò
ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëïãßáò üóï êáé ôÞò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò.
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4.2.15 Ðñüôáóç. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò S ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R,
ãéá ôïí ïðïßïí 1R ∈ S, åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ S ⊆ R, Ý·ïõìå 1S = 1R êáé Zdv(S) ⊆ Zdv(R) = ∅. ¤

4.2.16 ÐáñáôÞñçóç. Ï õðïäáêôýëéïò 2Z ôïý äáêôõëßïõ Z äåí åßíáé áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ, ðáñüôé Zdv(2Z) = ∅, áöïý äåí äéåèÝôåé ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé-
·åßï.

4.2.17 Ðüñéóìá. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò S åíüò óþìáôïò K, ãéá ôïí
ïðïßïí 1K ∈ S, åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. (Êáé, åéäéêüôåñá, êÜèå óþìá åßíáé êáé áêå-
ñáßá ðåñéï·Þ.)

4.2.18 ÐáñÜäåéãìá. ÕðÜñ·ïõí áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò ðïõ äåí åßíáé óþìáôá. Ôá
áðëïýóôåñá ðáñáäåßãìáôá ìáò ôá ðáñÝ·ïõí ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí (ìå ôéò
óõíÞèåéò ðñÜîåéò), áöïý Zdv(Z) = ∅ êáé Z× = {−1,+1} $ Zr{0}, êáé ï äáêôý-
ëéïò Z[i] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (âë. Üóê. ??), áöïý

Zdv(Z[i]) = ∅ Z[i]× = {−1,+1,−i, i} $ Z[i]r{0}.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ðåðåñáóìÝíïõò ìåôáèåôéêïýò 1-äáêôõëßïõò ìå 1R 6= 0R
ïé Ýííïéåò áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé óþìá ôáõôßæïíôáé (âë. ðñüôáóç 4.2.21).

4.2.19 Óçìåßùóç. ÅÜí ïR åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé ï S õðïäáêôýëéïò ôïý R
ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ ùò ðñïò ôéò ßäéåò ðñÜîåéò, ôüôå ï S

êáëåßôáé õðïðåñéï·Þ ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï

R =
n a

2n
∈ Q

¯̄̄
a ∈ Z, n ∈ N0

o
(ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí)
åßíáé õðïðåñéï·Þ ôïý Q êáé Z $R $ Q (âë. Üóêçóç ??).

4.2.20 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï L åßíáé Ýíá óþìá êáé ôï K Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý L

ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé óþìá ùò ðñïò ôéò ßäéåò ðñÜîåéò, ôüôå ôï K êáëåßôáé
õðüóùìá ôïý L. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï Q åßíáé õðüóùìá ôïý R êáé ôï R õðüóùìá
ôïýC. Åðßóçò, ãéá áêåñáßïõòm ∈ Zr{0, 1}, ïé ïðïßïé äåí åßíáé ôÝëåéá ôåôñÜãùíá,
ôá ëåãüìåíá ôåôñáãùíéêÜ áñéèìçôéêÜ óþìáôá Q(

√
m) (ìå ôéò áõôïíüçôåò ðñÜîåéò

ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, âë. Üóêçóç ??) áðïôåëïýí õðïóþìáôá ôïý
óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, üôáí m ∈ N, m ≥ 2, êáé õðïóþìáôá ôïý
óþìáôïò C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, üôáím ∈ Z, m ≤ −1.
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4.2.21 Ðñüôáóç. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò ìç ôåôñéììÝíïò 1-äáêôýëéïò ï ïðïßïò äåí äéá-
èÝôåé ïýôå áñéóôåñïýò ïýôå äåîéïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åßíáé äéáéñåôéêüò. Êáé åéäéêü-
ôåñá, êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç.¸óôù R Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ·ùñßò (äåîéïýò
Þ áñéóôåñïýò) ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé a ∈ Rr{0R}. Áñêåß íá ðñïóäéïñéóèåß Ýíá
óôïé·åßï b ∈ R ìå ab = ba = 1R. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç β : R → R, ôçí
ïñéæüìåíç ìÝóù ôÞò β (c) := ac (êáé, áíôéóôïß·ùò, ìÝóù ôÞò β (c) := ca) ãéá üëá ôá
c ∈ R. Óýìöùíá ìå ôïí êáíüíá ôÞò äéáãñáöÞò 4.2.5, ãéá c, c0 ∈ R ìå β (c) = β(c0),

ðáßñíïõìå c = c0. ¢ñá ç β,ùò åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, èá åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ êáôÜ
ôï ëÞììá 1.12.4. Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá ôï 1R èá õðÜñ·åé Ýíá áñ·Ýôõðï ìÝóù ôÞò
β, äçëáäÞ Ýíá b ∈ R, ôÝôïéï þóôå β (b) = 1R. (¼ðùò Ý·ïõìå Þäç ðñïáíáöÝñåé,
ôá áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ áíôßóôñïöá åíüò áíôéóôñåøßìïõ óôïé·åßïõ a åíüò ôÝôïéïõR
ôáõôßæïíôáé.) ¤

4.2.22 Ðüñéóìá. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò ãéá ôïí äáêôýëéï Zm, m ≥ 2, åßíáé éóïäý-
íáìåò:

(i) Ïm åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.

(ii) Ï Zm åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Ï Zm áðïôåëåß Ýíá óþìá.

Áðïäåéîç. Ç óõíåðáãùãÞ (i)⇒ (ii) Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.4, ç (ii)⇒ (iii)
áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.21, êáé ç (iii) ⇒ (ii) áðü ôçí ðñüôáóç 4.2.17. ÔÝëïò, ãéá ôç
óõíåðáãùãÞ (ii)⇒ (i) áò õðïèÝóïõìå üôé ïm åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò, äçëáäÞ üôé
ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï m = pq äýï Üëëùí áêåñáßùí p, q, üðïõ 1 < p, q < m. Áõôü
èá óÞìáéíå üôé [m]m = [0]m = [p]m [q]m ìå p 6= 0 êáé q 6= 0, ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé
óôçí (ii). ¤

4.2.23 Èåþñçìá. (Wedderburn, 1905) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò
åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. Âë. T. W. Hungerford: Algebra, Graduate Ôexts in Math., Vol. 73,
Springer-Verlag, fifth printing, 1989, Ch. IX, Cor. 6.9, p. 462. ¤

4.2.24 Óýíïøç. ÊáôÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, åßíáé åöéêôÞ ìéá õðïäéáßñåóç ôÞò êëÜ-
óåùò üëùí ôùí äáêôõëßùí óå õðïêëÜóåéò, âáóéæüìåíç óå Ýííïéåò áðïññÝïõóåò
áðü ôéò ðñùôáñ·éêÝò éäéüôçôåò ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜîåùò, ôçí ýðáñîç Þ ìç
ìçäåíïäéáéñåôþí êáé ôï «åýñïò» ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò ôùí áíôéóôñåøß-
ìùí óôïé·åßùí. Ïé åí ëüãù õðïêëÜóåéò, êáèþò êáé ·áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßãìáôá
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äáêôõëßùí áíÞêïíôá óå êÜèå ìßá åî áõôþí, êáôá·ùñßæïíôáé óôï áêüëïõèï äéÜ-
ãñáììá:

4.3 Ç μÁÑÁÊÔÇÑÉÓÔÉÊÇ ÔÙÍ ÄÁÊÔÕËÉÙÍ

4.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíáò m ∈ N
ìå ôçí éäéüôçôá

ma = 0R, ∀a, a ∈ R.

ÅÜí ï n ∈ N åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, ôüôå ï n

ëÝãåôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äáêôõëßïõ R. ÅÜí äåí õðÜñ·åé êáíÝíáòm ∈ N ìå ôçí
áíùôÝñù éäéüôçôá, ôüôå ëÝìå ðùò ï äáêôýëéïò R Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ 0. Ç ·áñá-
êôçñéóôéêÞ åíüò äáêôõëßïõ R èá óõìâïëßæåôáé ùò ·áñ(R).

4.3.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé Z,Q,R êáé C Ý·ïõí ·áñáêôçñéóôéêÞ 0.

(ii) O Zm Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞm.

(iii) Ðñïöáíþò, ·áñ(R) = 1⇐⇒ ï R åßíáé ï ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

4.3.3 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò 1-äáêôýëéïò. Ôüôå

·áñ (R) = n > 0⇐⇒ n = min {m ∈ N |m · 1R = 0R} .

Áðïäåéîç. ‘‘=⇒'' Åî ïñéóìïý, åÜí ï R Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ n > 0, ôüôå na = 0R
ãéá êÜèå a ∈ R, ïðüôå n · 1R = 0R. ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéïò áêÝñáéïò m, 0 < m < n,



316 äáêôõëéïé, áêåñáéåò ðåñéï·åò êáé óùìáôá

ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåém · 1R = 0R, ôüôå èá åß·áìå

ma = m (1R · a) = (m · 1R) a = 0R · a = 0R, ∀a ∈ R,

äçëáäÞ êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï ãåãïíüò üôé ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò
áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßïí na = 0R ãéá êÜèå a ∈ R.

‘‘⇐='' ÅÜí ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßïí n · 1R = 0R, ôüôå
ãéá êÜèå a ∈ R Ý·ïõìå

na = n (1R · a) = (n · 1R) a = 0R · a = 0R,

ïðüôå ·áñ(R) = k, ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü k, üðïõ 0 < k ≤ n. ÅðåéäÞ üìùò
ôüôå èá éó·ýåé êáé ç éóüôçôá k · 1R = 0R, èá ðñÝðåé (âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò) íá
Ý·ïõìå k = n. ¤

4.3.4 Ðñüôáóç. Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R åßíáé åßôå ìçäÝí åßôå
Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ·áñ(R) = n 6= 0. ÕðïèÝôïõìå ðùò ï n åßíáé óýíèåôïò
áñéèìüò, äçëáäÞ üôé ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï n = kl äýï öõóéêþí áñéèìþí k êáé l,
üðïõ 1 < k, l < n. Ôüôå

0R = n · 1R = (kl) · 1R = (k · 1R) (l · 1R) ,

êáé åðåéäÞ ï R äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò ëáìâÜíïõìå

(k · 1R) = 0R Þ (l · 1R) = 0R,

ðñÜãìá ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôï ãåãïíüò üôé ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéè-
ìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá (âë. ðñüôáóç 4.3.3). ¢ñá ôåëéêþò ï n ïöåßëåé íá åßíáé
ðñþôïò áñéèìüò. ¤

4.3.5 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(i) EÜí ·áñ(R) = 0, ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò
(R,+) Ý·åé Üðåéñç ôÜîç.

(ii) ÅÜí ·áñ(R) = p (p ðñþôïò), ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò
ïìÜäáò (R,+) Ý·åé ôÜîç p.

Áðïäåéîç. (i) EÜí ·áñ(R) = 0 êáé åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá a ∈ Rr{0R} êáé õðïèÝ-
óïõìå ðùò áõôü åßíáé ôÜîåùòm ∈ N, ôüôå

0R = ma = (m · 1R) a =⇒ m · 1R = 0,

Þôïé êÜôé ôï áäýíáôï. ¢ñá ôï a ïöåßëåé íá Ý·åé Üðåéñç ôÜîç.
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(ii) ÅÜí ·áñ(R) = p (p ðñþôïò) êáé åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá a ∈ Rr{0R}, ôüôå -áðü
ôïí ïñéóìü ôÞò ·áñáêôçñéóôéêÞò- ðñïêýðôåé üôé

ord (a) ≤ p.

¼ìùò ç éóüôçôá 0R = ord(a) a = (ord (a) · 1R) a ìáò äßíåé êáé ðÜëé ord(a)·1R = 0R
(äéüôé ï äáêôýëéïò R óôåñåßôáé ìçäåíïäéáéñåôþí), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé

ord (a) ≥ p

äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 4.3.3. Óõíåðþò, ord(a) = p. ¤

4.3.6 Ðüñéóìá. ÅÜí ç R åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ (Þôïé Ýíá ðåðå-
ñáóìÝíï óþìá), ôüôå ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôçò èá åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

4.3.7 Ðñüôáóç. ÅÜí çR åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ìå ·áñáêôçñéóôéêÞ Ýíáí ðñþôï
áñéèìü p, ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå a, b, a1, . . . , an ∈ R Ý·ïõìå :

(i) (a+ b)p = ap + bp .

(ii) (a+ b)p
r

= ap
r

+ bp
r

ãéá êÜèå r ∈ N.
(iii) (a1 + · · ·+ an)

p = ap1 + · · ·+ ap .

(iv) (a1 + · · ·+ an)
pr = ap

r

1 + · · ·+ ap
r

n ãéá êÜèå r ∈ N.

4.4 ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ ÄÁÊÔÕËÉÙÍ

4.4.1 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé R êáé R0 åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé ç

f : R −→ R0

ìéá áðåéêüíéóç, ôüôå ç f êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò üôáí éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

f (a+ b) = f (a) + f (b) êáé f (ab) = f (a) f (b) (4.6)

ãéá üëá ôá a, b ∈ R.

¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0 ïíïìÜæåôáé¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åíñéðôéêÞ,

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åðéññéðôéêÞ,

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé áìöéññéðôéêÞ,

åíäïìïñöéóìüò (ôïý R) ⇐⇒
ïñó

R = R0 (êáé ìå ôáõôéæüìåíåò ðñÜîåéò),

áõôïìïñöéóìüò (ôïý R) ⇐⇒
ïñó

ç f åßíáé áìöéññéðôéêüò åíäïìïñöéóìüò ôïý R.
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(ÖõóéêÜ, áõôÝò ïé Ýííïéåò åìðåñéÝ·ïõí ôéò áíôßóôïé·åò Ýííïéåò ãéá ôéò åðß ìÝñïõò
äïìÝò, äçëáäÞ åêåßíåò ôùí åêÜóôïôå ìåôå·ïõóþí áâåëéáíþí ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí
êáé ðïëëáðëáóéáóôéêþí çìéïìÜäùí).

4.4.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

f : Z −→ Zm, n 7−→ [n]m .

Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé ç f åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) Ç áðåéêüíéóç f : Z −→2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ f (n) := 2n äåí åß-
íáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ðáñüôé åßíáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí áíôéóôïß·ùí
ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí!

(iii) ¸óôù (2Z,+, ) ï äáêôýëéïò ï áðïôåëïýìåíïò áðü ôïõò áñôßïõò áêåñáßïõò ìå
ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôïí áêüëïõèï «ôñïðïðïéçìÝíï» ðïëëáðëáóéáóìü:

m n :=
m · n
2

.

Ôüôå ç f : Z −→2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ f (n) := 2n (üðùò êáé óôï (ii))
áðïôåëåß éóïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

(iv) ÅÜí ôïK åßíáé Ýíá óþìá ìå ·áñ(K) = p > 0, ôüôå ç áðåéêüíéóç

f : K −→ K, x 7−→ f(x) := xp,

åßíáé Ýíáò åíäïìïñöéóìüò (ðñâë. ðñüôáóç 4.3.7 (i)) êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, áðåé-
êüíéóç ôïý Frobenius.

(v) Ï ïìïìïñöéóìüò

C −→ C, z = a+ ib 7−→ a− ib = z,

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý óþìáôïò ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí.

(vi) ¸óôùm ∈ Zr{0, 1} Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò, ï ïðïßïò äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜ-
ãùíï, êáé

Q(
√
m) = {a+ b

√
d | a, b ∈ Q} $ C

ôï áñéèìçôéêü ôåôñáãùíéêü óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïí m (âë. 4.2.20 êáé ôçí
Üóêçóç 4-30). Ôüôå ç áðåéêüíéóç

f : Q(
√
m) −→ Q(

√
m), f(a+ b

√
m) := a− b

√
m,

áðïôåëåß Ýíáí áõôïìïñöéóìü ôïý Q(
√
m).

(vii) Ç ìçäåíéêÞ áðåéêüíéóç f : R −→ S ìåôáîý äáêôõëßùíR êáé S, üðïõ f(a) = 0
ãéá êÜèå a ∈ R, åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò ).
ÓçìåéùôÝïí üôé üôáí êáíåßò åê ôùí R,S äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò, ï ìçäåíéêüò ïìï-
ìïñöéóìüò äåí åßíáé ïýôå åíñéðôéêüò ïýôå åðéññéðôéêüò.
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4.4.3 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí n ∈ N êáé
åÜí ôá a1, ..., an åßíáé óôïé·åßá ôïý R, ôüôå

f(
nX
j=1

aj) =
nX
j=1

f (aj) êáé f(
nY
j=1

aj) =
nY
j=1

f (aj) .

Áðïäåéîç. Ç áðüäåéîç Ýðåôáé êáôüðéí ·ñÞóåùò ôùí ôýðùí (4.6) êáé ìáèçìáôéêÞò
åðáãùãÞò åðß ôïý n. ¤

4.4.4 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé f : R −→ R0 êáé g : R0 −→ R00 åßíáé äõï ïìïìïñöéóìïß
(êáé áíôéóôïß·ùò, ìïíïìïñöéóìïß/åðéìïñöéóìïß/éóïìïñöéóìïß) äáêôõëßùí, êáé ç
óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f : R −→ R00 èá åßíáé ïìïìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, ìïíï-
ìïñöéóìüò/åðéìïñöéóìüò/éóïìïñöéóìüò) äáêôõëßùí.

Áðïäåéîç. ÅÜí ïé f êáé g åßíáé ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí, ôüôå ãéá üëá ôá a, b ∈ R

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(g ◦ f) (a+ b) = g(f (a+ b)) = g(f (a) + f (b))

= g(f (a)) + g(f (b))

= (g ◦ f) (a) + (g ◦ f) (b)

êáé

(g ◦ f) (ab) = g(f (ab)) = g(f (a) f (b))

= g(f (a))g(f (b)) = (g ◦ f) (a) (g ◦ f) (b),

ïðüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ç áðüäåéîç
áðïðåñáôïýôáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï ãåãïíüò üôé ç óýíèåóç äõï åíñßøåùí
(êáé áíôéóôïß·ùò, åðéññßøåùí/áìöéññßøåùí) åßíáé ìéá Ýíñéøç (êáé áíôéóôïß·ùò,
ìéá åðßññéøç/áìößññéøç), âë. ðñüôáóç 1.2.15 (i), (ii). ¤

4.4.5 Óõìâïëéóìüò. ÅÜí ïé R êáé R0 åßíáé äõï äáêôýëéïé, ôüôå ãñÜöïõìå8 R ∼= R0

êáé ëÝìå üôé ïR åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïíR0 (Þ, áðëïýóôåñá, üôé ï R åßíáé éóüìïñöïò
ôïý R0) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò f : R −→ R0.

4.4.6 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå äáêôõëßïõò R,R0, R00 éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) R ∼= R,

8Áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò ìÝóù ôïý óõìâüëïõ ‘‘∼='' èá åêöñÜæïõìå ôçí ýðáñîç éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí. Ùóôüóï,
åðåéäÞ ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ßäéï óýìâïëï êáé ãéá ôïõò éóïìïñöéóìïýò ïìÜäùí, ïöåßëïõìå íá åßìáóôå éäéáßôåñá ðñï-
óåêôéêïß (ðñâë. 4.4.2 ðáñÜäåéãìá (ii)). Óå ðåñßðôùóåéò óôéò ïðïßåò åíäÝ·åôáé íá ðñïêëçèåß óýã·õóç, èá ìðïñïýóå
êáíåßò íá ·ñçóéìïðïéÞóåé ôá (êÜðùò äõóìåôáêßíçôá) óýìâïëá ∼=

äáêô.
êáé ∼=

ïìÜä.
, áíôéóôïß·ùò.



320 äáêôõëéïé, áêåñáéåò ðåñéï·åò êáé óùìáôá

(ii) R ∼= R0 =⇒ R0 ∼= R,

(iii) [R ∼= R0 êáé R0 ∼= R00] =⇒ R ∼= R00.

Ùò åê ôïýôïõ, ç ``∼='' ïñßæåé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò «êëÜóåùò» ôùí äáêôõ-
ëßùí.

Áðïäåéîç. (i) Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç idR : R → R åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò éóï-
ìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) ÅÜí ï f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå, ùò áìöéññéðôéêÞ
áðåéêüíéóç, èá äéáèÝôåé ìéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, áìöéññéðôéêÞ) áíôßóôñïöï
f−1. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç f−1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí. ÅÜí
x, y ∈ R0, ôüôå õðÜñ·ïõí a, b ∈ R ìå x = f(a) êáé y = f(b). ÅðïìÝíùò,⎧⎨⎩

f−1 (x+ y) = f−1 (f(a) + f(b)) = f−1 (f(a+ b)) = a+ b = f−1 (x) + f−1 (y) ,

f−1 (xy) = f−1 (f(a)f(b)) = f−1 (f(ab)) = ab = f−1 (x) f−1 (y) ,

(áöïý ïé f, f−1 áìöéññéðôéêÝò) êáé ç f−1 åßíáé üíôùò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(iii) ÅÜí ïé f : R −→ R0 êáé g : R0 −→ R00 åßíáé äõï éóïìïñöéóìïß äáêôõëßùí, ôüôå,
óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 4.4.4, êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò
äáêôõëßùí. ¤

4.4.7 Ðñüôáóç. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0 Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôç-
ôåò :

(i) f (0R) = 0R0 êáé f(−a) = −f(a), ∀a ∈ R.

(ii) Ãéá êÜèå a ∈ R éó·ýïõí ïé éóüôçôåò :

f(na) = nf(a), ∀n ∈ Z,

êáé

f(an) = f(a)n, ∀n ∈ N.

(iii) ÅÜí o S åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R, ôüôå ç åéêüíá ôïõ f (S) ìÝóù ôÞò f
åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R0.

(iv)ÅÜí ï S0 åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïýR0, ôüôå ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá f−1 (S0)
ìÝóù ôÞò f åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R.

(v) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï f(R) åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò ìå
f (1R) = 1f(R).

(vi) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ç f äåí åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, êáé ï
R0 åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò Þ áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå f (1R) = 1R0 .
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(vii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï f (R) åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(viii) ÅÜí ïé R åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ôüôå

f(a−1) = [f (a)]−1 ∈ f (R)× , ∀a, a ∈ R×,

êáé, ãåíéêüôåñá,

f(an) = f (a)n , ∀a ∈ R× êáé ∀n ∈ Z.

(ix) ÅÜí ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò, óôå-
âëü óþìá/óþìá), ôüôå êáé ï f(R) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò, óôñåâëü
óþìá/óþìá).

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò, f (0R) = f (0R + 0R) = f (0R) + f (0R), ïðüôå éó·ýåé
ç éóüôçôá f (0R) = 0R0 . ÅîÜëëïõ, ãéá êÜèå a ∈ R, Ý·ïõìå

0R0 = f (0R) = f(a+ (−a)) = f(a) + f(−a) =⇒ f(−a) = −f(a).

(ii) Ç áðüäåéîç Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 4.4.3 êáé ôç äåýôåñç éóüôçôá ôïý (i).

(iii) ÅÜí b1, b2 ∈ f(S), ôüôå õðÜñ·ïõí a1, a2 ∈ S, ôÝôïéá þóôå f(a1) = b1 êáé
f(a2) = b2. ÅðåéäÞ ï S åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R,

a1 − a2 ∈ S,

a1a2 ∈ S

¾
=⇒

½
b1 − b2 = f(a1)− f(a2) = f(a1 − a2) ∈ f(S),

b1b2 = f(a1)f(a2) = f(a1a2) ∈ f(S),

ïðüôå ç åéêüíá f(S) ôïý S ìÝóù ôÞò f åßíáé üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R0.

(iv) ÅÜí a1, a2 ∈ f−1(S0), ôüôå f(a1) ∈ S0 êáé f(a2) ∈ S0. Êé åðåéäÞ ï S0 åßíáé
õðïäáêôýëéïò ôïý R0,

f(a1 − a2) = f(a1)− f(a2) ∈ S0,

f(a1a2) = f(a1)f(a2) ∈ S0

¾
=⇒

½
a1 − a2 ∈ f−1(S0),

a1a2 ∈ f−1(S0),

Þôïé êáé ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá f−1 (S0) ìÝóù ôÞò f åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý
äáêôõëßïõ R.

(v)¸óôù b ôõ·üí óôïé·åßï ôïý f(R). Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá a ∈ R, ôÝôïéïþóôå f(a) = b.

¢ñá

f(1R)f(a) = f(1Ra) = f(a), f(a)f(1R) = f(a1R) = f(a),

ïðüôå ï f(R) åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò ìå f (1R) = 1f(R).

(vi) ÅðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- ï f äåí åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, èá õðÜñ·åé
Ýíá a ∈ R, ôÝôïéï þóôå f(a) 6= 0R0 . Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

f(a) · 1R0 = f(a) = f(a · 1R) = f(a)f(1R) =⇒ f(a) (f (1R)− 1R0) = 0R0 .
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ÅÜí ïR åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå õðÜñ·åé ôï áíôßóôñïöï f(a)−1 ôïý f(a),
ìå ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå áìöüôåñá ôá ìÝëç ôÞò áíùôÝñù éóü-
ôçôáò êáé íá ëÜâïõìå f (1R) = 1R0 . ÅÜí, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï R åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óôï ßäéï óõìðÝñáóìá êÜíïíôáò ·ñÞóç
ôïý êáíüíá ôÞò äéáãñáöÞò 4.2.5.

(vii) Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå a, b ∈ R, Ý·ïõìå

f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a).

(viii) Ãéá êÜèå a ∈ R× Ý·ïõìå

f(a)f(a−1) = f(aa−1) = f(1R) = f(a−1a) = f(a−1)f(a).

Êé åðåéäÞ (ëüãù ôï (v)) éó·ýåé f (1R) = 1f(R), Ý·ïõìå f(a−1) = [f (a)]
−1 ∈ f (R)×.

Ç äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

(ix) ¸óôù üôé ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ðñïöáíþò,
åðåéäÞ 1R 6= 0R, ôï f(1R) = 1f(R) åßíáé äéÜöïñï ôïý f(0R) = 0R0 . ÅÜí õðïèÝ-
óïõìå üôé f(a), f(b) ∈ f(R), ãéá êÜðïéá a, b ∈ R, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

f(a)f(b) = 0f(R) ⇐⇒ f(ab) = 0f(R) = f (0R) ,

ôüôå ab = 0R, ïðüôå a = 0R Þ b = 0R. Óõíåðþò, f(a) = 0f(R) Þ f(b) = 0f(R). ¢ñá
êáé ï f(R) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R óôñåâëü óþìá.
Ðñïöáíþò, åðåéäÞ 1R 6= 0R, ôï f(1R) = 1f(R) åßíáé äéÜöïñï ôïý f(0R) = 0R0 .

Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé f(R)× = f(R)r{0R0}. Ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñü-
äçëïò. Áò èåùñÞóïõìå ôõ·üí b ∈ f(R)r{0R0}. Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá a ∈ Rr{0R}, ôÝ-
ôïéï þóôå b = f(a).¼ìùò -åî õðïèÝóåùò- Rr{0R} = R×, ïðüôå a ∈ R×, ðñÜãìá
ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ·åé (ðïëëáðëáóéáóôéêü) áíôßóôñïöï a−1 ôïý a, ãéá ôï ïðïßï
éó·ýåé f(a−1) = [f (a)]−1 ∈ f (R)× (âÜóåé ôïý (viii)). ¢ñá b ∈ f(R)×, êáé, ùò
åê ôïýôïõ, ï f(R) åßíáé óôñåâëü óþìá. (Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï f åß-
íáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R óþìá, áñêåß íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ü,ôé ðñïåßðáìå óå
óõíäõáóìü ìå ôï (vii).) ¤

4.4.8 Ðñüôáóç. ÅÜí ï f : K −→ R åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, üðïõ ïK
åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò (= óôñåâëü óþìá) êáé ïR Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ôüôå
ï f åßíáé Þ ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò Þ Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï f äåí åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò (Þôïé äåí éó·ýåé f(a) = 0,
ãéá êÜèå a ∈ K) êáé åÜí -åðéðñïóèÝôùò- õðïèÝóïõìå üôé f(x) = f(y) ãéá êÜðïéá
x, y ∈ K, ôüôå

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0R. (4.7)
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ÅÜí x−y 6= 0K , ôüôå ôï x−y èá äéáèÝôåé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï (x−y)−1.
Áõôü, êáôÜ ôçí 4.4.7 (viii), óçìáßíåé üôé

f((x− y)−1) = (f(x− y))−1. (4.8)

Áðü ôéò (4.7) êáé (4.8) óõíÜãïõìå üôé 0R = f(x − y)(f(x − y))−1 = 1R, ðñÜãìá
Üôïðï. ÅðïìÝíùò, x = y, êáé ï f åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïìïñöéóìüò. ¤

4.4.9 Ðüñéóìá. ÊÜèå åðéìïñöéóìüò óôñåâëþí óùìÜôùí f : K −→ L åßíáé éóïìïñ-
öéóìüò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý L åßíáé ≥ 2 êáé ï f åðéìïñöéóìüò, ï
f áäõíáôåß íá åßíáé ï ôåôñéììÝíïò ïìïìïñöéóìüò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï f ïöåßëåé íá
åßíáé êáé åíñéðôéêüò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 4.4.8. ¤

4.4.10 Ïñéóìüò. ÅÜí ï f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ï
õðïäáêôýëéïò Ker(f) := f−1(0R0) ôïý R ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò ôïý f.

4.4.11 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ôüôå o

f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒ Ker (f) = {0R} .

Áðïäåéîç. ÅÜí ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé a åßíáé Ýíá ôõ·üí óôïé-
·åßï ôïý ðõñÞíá Ker(f), ôüôå

f(a) = 0R0 = f(0R) =⇒
f Ýíñéøç

a = 0R.

¢ñá Ker(f) = {0R} . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éó·ýåé Ker(f) = {0R} êáé õðïèÝóïõìå
üôé f(x) = f(y), ãéá êÜðïéá x, y ∈ R, ôüôå

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0R0 =⇒ x− y ∈ Ker(f) = {0R} =⇒ x− y = 0R,

äçëáäÞ ï ïìïìïñöéóìüò f åßíáé åíñéðôéêüò. ¤

4.4.12 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé ï äáêôýëéïò R ìðïñåß íá åìöõôåõèåß óå Ýíáí äáêôýëéï
R0 üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0.

4.4.13 Ðñüôáóç. ÊÜèå äáêôýëéïò R ìðïñåß íá åìöõôåõèåß óå Ýíáí 1-äáêôýëéï R0.
ÌÜëéóôá ï R0 ìðïñåß íá åðéëåãåß êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ·áñ(R0) = 0 Þ
·áñ(R0) = ·áñ(R).
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Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R0 := Z× R, üðïõ Z ï äáêôýëéïò
ôùí áêåñáßùí áñéèìþí. Åðß ôïý R0 ïñßæïíôáé ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëá-
óéáóìïý ùò áêïëïýèùò:

(i) (m,a) + (n, b) := (m+ n, a+ b),

(ii) (m,a) · (n, b) := (mn,mb+ na+ ab),

ãéá êÜèå (m,a), (n, b) ∈ R0. Ç ôñéÜäá (R0,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ·áñáêôç-
ñéóôéêÞò 0 ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1, 0), êáé ç áðåéêüíéóç

f : R −→ R0, a 7−→ (0, a) ,

åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ÅÜí ·áñ(R) = k > 0, ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå
ùò R0 ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R0 := Zk ×R åöïäéáóìÝíï ìå ôéò ðñÜîåéò:

(i) ([m]k , a) + ([n]k , b) := ([m+ n]k , a+ b),

(ii) ([m]k , a) · ([n]k , b) := ([mn]k ,mb+ na+ ab),

ãéá êÜèå ([m]k , a), ([n]k , b) ∈ R0. Ç ôñéÜäá (R0,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ·á-
ñáêôçñéóôéêÞò k ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï ([1]k , 0), êáé ç áðåéêüíéóç

f : R −→ R0, a 7−→ ([0]k , a) ,

åßíáé êáé ðÜëé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ¤

4.4.14 Óçìåßùóç. ÐïëëÝò öïñÝò óõìâáßíåé «åéäéêïß» äáêôýëéïé íá åßíáé åìöõôåõ-
ìÝíïé óå äáêôõëßïõò «ïëéãüôåñï åéäéêïýò». Åðß ðáñáäåßãìáôé, óþìáôá åíäÝ·åôáé
íá åßíáé åìöõôåõìÝíá åíôüò óôñåâëþí óùìÜôùí, êáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò åíôüò äá-
êôõëßùí ìå ìçäåíïäéáéñÝôåò (âë. 4.4.15). Ùóôüóï, üðùò èá äïýìå óå óôçí åíüôçôá
4.7 (âë. ðñüôáóç 4.7.5), êÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ ìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ ôñüðï
öõóéêü óå Ýíá óþìá.

4.4.15 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí åßíáé åìöõôåõìÝíï
óôï óôñåâëü óþìá HR ôùí (ðñáãìáôéêþí) ôåôñáíßùí (ïðüôå ôï HR ìðïñåß, õðü
ìßá Üðïøç, íá èåùñåßôáé ùò «öõóéêÞ åðÝêôáóç» ôïý C) ìÝóù ôïý áêïëïýèïõ ìï-
íïìïñöéóìïý:

C → HR, a+ bi 7−→ aI+ bj =

µ
a+ bi 0

0 a− bi

¶
,

üðïõ ïé I êáé j åßíáé ïé ðßíáêåò ïé åéóá·èÝíôåò óôï 4.2.14 (ii).

(ii) ÅÜí óôçí ðñüôáóç 4.4.13 èÝóïõìåR = Z, êáéR0 = Z×Z (ìå ôç äïìÞ äáêôõëßïõ
ôçí ïñéóèåßóá êáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêáóßá!), ôüôå ïR åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ,
åíþ ï R0 äåí åßíáé, äéüôé ð.·. ãéá êÜèå n ∈ Zr{0} éó·ýåé ç éóüôçôá:

(−2, 2) (, 0, 2n) = (0, 0− 4n+ 4n) = (0, 0).
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4.5 ÉÄÅÙÄÇ

¸íá «éäåþäåò9» åíüò äáêôõëßïõR åßíáé Ýíáò åéäéêÞò öýóåùò õðïäáêôýëéïò ôïýR,
ï ïðïßïò (üðùò èá äéáðéóôþóïõìå óôçí åðïìÝíç åíüôçôá)óõìðåñéöÝñåôáé éäåùäþò
óå ü,ôé áöïñÜ óôç äüìçóç «ðçëéêïäáêôõëßïõ», óå ðëÞñç áíáëïãßá ìå ü,ôé óõìâáß-
íåé ìå ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò. (Ãéá ôïí áíôßóôïé·ï ó·ç-
ìáôéóìü ðçëéêïïìÜäáò, âë. 3.6.20.)

4.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íáò õðïäáêôýëéïò I ôïý R êáëåßôáé

• áñéóôåñü éäåþäåò üôáí ra ∈ I ãéá êÜèå r ∈ R êáé êÜèå a ∈ I,

• äåîéü éäåþäåò üôáí ar ∈ I ãéá êÜèå r ∈ R êáé êÜèå a ∈ I,êáé

• áìößðëåõñï éäåþäåò Þ áðëþò éäåþäåò åÜí ôï I åßíáé óõã·ñüíùò êáé áñéóôåñü êáé
äåîéü éäåþäåò.

4.5.2 Ðñüôáóç. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï I åíüò äáêôõëßïõR åßíáé Ýíá áñéóôåñü (êáé
áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) a− b ∈ I, ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ I.

(ii) ra ∈ I (êáé áíôéóôïß·ùò, ar ∈ I / ra, ar ∈ I) ãéá ïéáäÞðïôå a ∈ I, r ∈ R.

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò ç (i) éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ôï æåýãïò (I,+) áðïôåëåß ìéá
õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (R,+) ôïý äáêôõëßïõ (R,+, ·). ¤

4.5.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ãéá êÜèå áêÝñáéï n ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá

nZ = {nk | k ∈ Z}

ôÞò (Z,+) áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ (Z,+, ·) .
(ii) Ï õðïäáêôýëéïò Z ôïýQ äåí åßíáé (ïýôå äåîéü ïýôå áñéóôåñü ïýôå áìößðëåõñï)
éäåþäåò ôïý Q, äéüôé ð.·. 12 ∈ Q êáé 7 ∈ Z, áëëÜ 1

2 · 7 = 7 ·
1
2 /∈ Z.

(iii) ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé n, k ∈ N, 1 ≤ k ≤ n. Ïñßæïõìå ôá

Ik := {A = (aij) ∈Matn×n(R) | aij = 0 üôáí j 6= k}

êáé

Jk := {A = (aij) ∈Matn×n(R) | aij = 0 üôáí i 6= k}.
9Ôï 1847ïErnstEduardKummer (1810-1893) åéóÞãáãå «éäåþäåéò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò»óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ íá äéá-
ôçñÞóåé ôçí éäéüôçôá ôÞò ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò óå êÜðïéïõò äáêôõëßïõò áëãåâñéêþí áñéèìþí. Ùóôüóï,
Þôáí ï Richard Dedekind (1831-1916) êáé ç Emmy Noether (1882-1935) áõôïß ðïõ åãêáéíßáóáí ôçí ·ñÞóç «éäåùäþí»
ùò åéäéêïýò õðïäáêôõëßïõò êáé ìåôåîÝëéîáí ôç üëç èåùñßá ôïõò, ïýôùò þóôå ï ëïãéóìüò ìå áõôÜ íá êáôáóôåß Ýíá áðü
ôá ðéï áðáñáßôçôá ôå·íéêÜ âïçèÞìáôá ôùí óýã·ñïíùí áëãåâñéóôþí.
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Ôüôå ôá Ik áðïôåëïýí áñéóôåñÜ, áëë' åí ãÝíåé ìç äåîéÜ éäåþäç, êáé ôá Jk äåîéÜ,
áëë' åí ãÝíåé ìç áñéóôåñÜ éäåþäç ôïý Matn×n(R) (ðñâë. Üóêçóç ??).

(iv) ÊÜèå äáêôýëéïò R Ý·åé ðÜíôïôå ôïí åáõôü ôïõ êáé ôï {0R} ùò éäåþäç ôïõ. Ôï
{0R} ëÝãåôáé ôåôñéììÝíï éäåþäåò, åíþ êÜèå (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò
I ôïý R ìå I $ R ëÝãåôáé ãíÞóéï (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò.

(v) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé a ∈ R, ôüôå ôï óýíïëï Ra := {ra | r ∈ R}
åßíáé Ýíá áñéóôåñü êáé ôï óýíïëï aR := {ar | r ∈ R} Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý R.

4.5.4 ÐáñáôÞñçóç. Óå ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò äåí õößóôáôáé ëüãïò äéáêñßóåùò
ìåôáîý äåîéþí êáé áñéóôåñþí éäåùäþí.

4.5.5 Ðñüôáóç. ¸óôù {Iλ |λ ∈ Λ} ìéá ïéêïãÝíåéá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-
îéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ R. Ôüôå ç ôïìÞ

T
λ∈Λ

Iλ ôùí ìåëþí ôçò

áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R.

Áðïäåéîç. ÅÜí ç {Iλ |λ ∈ Λ} ìéá ïéêïãÝíåéá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-
îéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ R, êáé r ∈ R, a, b ∈

T
λ∈Λ

Iλ , ôüôå

(a, b ∈ Iλ, ∀λ ∈ Λ) =⇒
[Iλ éäåþäåò]

⎧⎨⎩
a− b ∈ Iλ
ra (áíô., ar ∈ Iλ / ra, ar ∈ Iλ)
∀λ ∈ Λ

⎫⎬⎭ ,

ïðüôå êáé ç ôïìÞ
T
λ∈Λ

Iλ áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá äåîéü/ áìöß-

ðëåõñï) éäåþäåò ôïý R. ¤

4.5.6 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò 1-äáêôýëéïò. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñé-
óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôï I äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá (åî áñéóôå-
ñþí/ åê äåîéþí / áìöéðëåýñùò) áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý R.

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý
R êáé õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéï a ∈ Ir{0R}, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ba = 1R (áíô., ab = 1R / ab = ba = 1R) ,

ãéá êÜðïéï b ∈ Rr{0R}, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü åíüò (áñéóôåñïý/ äåîéïý/ áìöéðëåý-
ñïõ) éäåþäïõò åßíáé ðñüäçëï üôé êáé ôá ãéíüìåíá áõôÜ (ðïõ éóïýíôáé ìå 1R) ïöåß-
ëïõí íá áíÞêïõí óôï I. ¢ñá

1R ∈ I =⇒ [∀r ∈ R : r · 1R = r ∈ I] =⇒ I = R,

ðñÜãìá ðïõ Ý·ïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí áðïêëåßóåé. ¤
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4.5.7 Ðüñéóìá. ¸óôù R Ýíáò 1-äáêôýëéïò. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/
äåîéü/ áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôï I äåí ðåñéÝ·åé ôï 1R.

4.5.8 Ðüñéóìá. Ôá ìüíá éäåþäç åíüò äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõ R åßíáé ôï {0R} êáé o
ßäéïò ï R.

Áðïäåéîç. ÐñïöáíÞò, áöïý êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï åíüò äéáéñåôéêïý äáêôõ-
ëßïõ åßíáé áíôéóôñÝøéìï. ¤

4.5.9 Ðñüôáóç. Ï ðõñÞíáò Ker(f) åíüò ïìïìïñöéóìïý äáêôõëßùí f : R → R0

áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé r ∈ R êáé üôé a, b ∈ Ker(f). Ôüôå

f(a− b) = f(a)− f(b) = 0R0 − 0R0 = 0R0 ,

f(ar) = f(a)f(r) = 0R0f(r) = 0R0 ,

f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0R0 = 0R0

⎫⎬⎭ =⇒ a− b, ar, ra ∈ Ker(f).

¢ñá ï Ker(f) åßíáé åî ïñéóìïý Ýíá éäåþäåò ôïý R. ¤

I Éäåþäç ðáñáãüìåíá áðü óýíïëá. Ìéá óõíÞèçò ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò éäåùäþí
åíüò äïèÝíôïò äáêôõëßïõ åßíáé ç êáôÜöõóéêü ôñüðï «ðáñáãùãÞ ôïõò» áðü ôõ·üíôá
õðïóõíüëá ôïý äáêôõëßïõ.

4.5.10 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù A Ýíá õðïóýíïëï ôïý R. Ôüôå
ç ôïìÞ

hAi :=
T
{ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A}

ôùí ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò üëùí ôùí éäåùäþí ôïýR, ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôï A, êá-
ëåßôáé ôï éäåþäåò ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï A Þ ôï éäåþäåò ìå ãåííÞôïñåò ôá óôïé·åßá
ôïý A.¼ôáí ôï A = {a1, . . . , ak} åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôå ôï éäåþäåò hAi ëÝãåôáé
ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï êáé óõìâïëßæåôáé áðëïýóôåñá ùò ha1, . . . , aki. ¸íá
éäåþäåò ðáñáãüìåíï áðü Ýíá êáé ìüíï óôïé·åßï ôïý R êáëåßôáé êýñéï éäåþäåò.

4.5.11 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù A Ýíá õðïóýíïëï ôïý R.

(i) Ôï éäåþäåò hAi ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï A áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞò
ìïñöÞò

κX
i=1

riaisi +

μX
j=1

r0ja
0
j +

νX
k=1

a00ks
00
k +

ξX
=1

n a000 (4.9)
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ri, si, r
0
j , s

00
k ∈ R, ai, a

0
j, a

00
k , a

000 ∈ A êáé n ∈ Z,

∀i ∈ {1, ..., κ}, ∀j ∈ {1, ..., μ}, ∀k ∈ {1, ..., ν}, ∀ ∈ {1, ..., ξ},

üðïõ κ, μ, ν, ξ åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß.

(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ôüôå

hAi =
(

κX
i=1

ri ai si

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ, s1, . . . , sκ ∈ R, a1, ..., aκ ∈ A, κ ∈ N

)
.

(iii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå

hAi =
(

κX
i=1

ri ai +

ξX
=1

n a0
¯̄̄̄

r1, . . . , rκ ∈ R, n1, . . . , nξ ∈ Z,
a1, ..., aκ, a

0
1, ..., a

0
ξ,∈ A, κ, ξ ∈ N

)
.

(iv) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò, ôüôå

hAi =
(

κX
i=1

ri ai

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ ∈ R, a1, . . . , aκ ∈ A, κ ∈ N

)
.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù I ôï õðïóýíïëï ôïý R ôï áðáñôéæüìåíï áðü üëá ôá óôïé·åßá
ôÞò ìïñöÞò (4.9). Ôüóï ç äéáöïñÜ äõï óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò (4.9), üóï êáé ôï
ãéíüìåíï åíüò r ∈ R ìå ïéïäÞðïôå óôïé·åßï ôÞò ìïñöÞò (4.9), Ý·ïõí êáé ðÜëé ôç
ìïñöÞ (4.9). ¢ñá ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôï A (áöïý -ëüãù
ôïý ôåëåõôáßïõ áèñïßóìáôïò- 1Za = a ∈ I, ãéá êÜèå a ∈ A). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
hAi ⊆ I. Êáé áíôéóôñüöùò° êÜèå éäåþäåò ðïõ ðåñéÝ·åé ôï A ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé
êáé ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò (4.9), ïðüôå Ý·ïõìå I ⊆ hAi .
(ii) ÅÜí ïR åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ôüôå ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò (4.9) ìðïñïýí
íá «óõìðôõ·èïýí» (êáôÜ ôá áíáãñáöüìåíá), áöïý

r a = r a 1R, a s = a s 1R, ∀a ∈ A, ∀ (r, s) ∈ R×R,

êáé

na = n (1R a) = (n 1R) (a 1R) , ∀n ∈ Z, ∀a ∈ A.

(iii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò
(4.9) ìðïñïýí êáé ðÜëé íá «óõìðôõ·èïýí» (êáôÜ ôá áíáãñáöüìåíá), áöïý

ras = (rs)a, ra = ar, ∀a ∈ A, ∀ (r, s) ∈ R×R.

(iv) ÔÝëïò, åÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò, ôüôå åíóùìáôþíïõìå óôï
hAi êáé ôá äýï åßäç «óõìðôýîåùí» ôÞò ìïñöÞò ôùí óôïé·åßùí ðïõ ðåñéãñÜøáìå
ðñïçãïõìÝíùò óôá (ii) êáé (iii). ¤
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4.5.12 Óçìåßùóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôï A Ýíá õðïóýíïëï ôïý R,

ôüôå ìðïñåß êáíåßò íá ïñßóåé êáé ôá äåîéÜ/áñéóôåñÜ éäåþäç

hAiáñ :=
\
{áñéóôåñÜ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A}

êáé

hAiä :=
\
{äåîéÜ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A} ,

áíôéóôïß·ùò, ôá ðáñáãüìåíá áðü ôï A, êáé íá áðïäåßîåé ôéò éäéüôçôÝò ôïõò ðïõ
áíáëïãïýí óå áõôÝò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí óôçí ðñüôáóç 4.5.11 ãéá ôï hAi.

4.5.13 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé üôé a ∈ R.

(i) Ôï êýñéï éäåþäåò hai áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò

kX
j=1

rj a sj + r a+ a s+ na,

r, s, r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N êáé n ∈ Z.
(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò, ôüôå

hai =

⎧⎨⎩
kX

j=1

rj a sj

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N

⎫⎬⎭ .

(iii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå

hai = {r a+ na | r ∈ R, n ∈ Z} .

(iv) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò, ôüôå

hai = Ra = {r a | r ∈ R} .

4.5.14 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí ï R äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé a ∈ R, ôá
éäåþäç ôïõ hai êáéRa äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ßóá. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáíR = 2Z,
ôüôå h2i 6= (2Z) 2, äéüôé 2 ∈ h2i, åíþ 2 /∈ (2Z) 2.

4.5.15 Ðñüôáóç. ÊÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí åßíáé ôÞò
ìïñöÞò hni= nZ, üðïõ n ∈ Z. (Ïé åí ëüãù ãåííÞôïñåò n åßíáé, âåâáßùò, äõíáôüí íá
ðåñéïñéóèïýí óôá óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ N0, êáèüôé ìéá åíäå·üìåíç áëëáãÞ ðñïóÞ-
ìïõ ôïý åêÜóôïôå èåùñïýìåíïõ n äåí åðéöÝñåé äéáöïñïðïßçóç ôïý êõñßïõ éäåþäïõò
hni.) Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z åßíáé êýñéï éäåþäåò.
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Áðïäåéîç. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý Z. ÅÜí I = {0}, ôüôå I = h0i. ÅÜí {0} $ I,
ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò áêÝñáéïò n ∈ Ir{0}. ¢ñá êáé ï áíôßèåôüò ôïõ áíÞêåé óôï
Ir{0} (áöïý −n = 0 − n ìå 0 ∈ I êáé n ∈ I). Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ìç ôåôñéììÝíï
éäåþäåò I ôïý Z ðåñéÝ·åé èåôéêïýò áêåñáßïõò. ¸óôù

n0 := min{n ∈ N | n ∈ I}.

Èá äåßîïõìå üôé I = hn0i . ÐñÜãìáôé° Ýóôù a ôõ·üí óôïé·åßï ôïý I. Ôüôå ôï a

äéáéñïýìåíï ìå ôï n0 äßíåé õðüëïéðï r, üðïõ

a = n0q + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < n0,

(âë. èåþñçìá 2.1.6), ïðüôå

q ∈ Z, n0 ∈ I =⇒ n0q ∈ I =⇒
a∈I

a− n0q = r ∈ I,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé r = 0 (äéüôé áëëéþò èá ðáñïõóéáæüôáí áíôßöáóç ùò ðñïò ôçí
åðéëïãÞ ôïý n0). ¢ñá a = n0q ∈ hn0i, Þôïé I ⊆ hn0i . Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

hn0i = {kn0 | k ∈ Z} ⊆ I.

¢ñá ôåëéêþò I = hn0i = h−n0i . ¤

I Äáêôýëéïé ìå «ëßãá» éäåþäç. ÕðÜñ·ïõí äáêôýëéïé ìå ìéêñü áñéèìü éäåùäþí, ïé
ïðïßïé áîßæïõí éäéáßôåñçò ìíåßáò.

4.5.16 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò ïíïìÜæåôáé áðëüò äáêôýëéïò üôáí äåí äéáèÝôåé
ãíÞóéá (áìößðëåõñá) éäåþäç10.

4.5.17 Ðñüôáóç. ¸íáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò R åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí
åßíáé áðëüò.

Áðïäåéîç. ÊÜèå óþìá åßíáé Ýíáò áðëüò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò äõíÜìåé ôïý ðï-
ñßóìáôïò 4.5.8. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ éó·õñéóìïý áñêåß íá åëåã·èåß
ç ýðáñîç áíôéóôñüöïõ ïéïõäÞðïôå x ∈ Rr{0}. ¸óôù hxi = Rx ôï êýñéï éäåþäåò
ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï x. Ôï hxi äåí åßíáé ôåôñéììÝíï, êáèüôé x = 1Rx ∈ hxi . Åî
õðïèÝóåùò, ï R åßíáé áðëüò. Ùò åê ôïýôïõ, hxi = R. ÅðåéäÞ 1R ∈ R = hxi , õðÜñ-
·åé r ∈ R, ôÝôïéï þóôå 1R = rx= xr (ìå ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá éó·ýïõóá ëüãù ôÞò
ìåôáèåôéêüôçôáò). ¢ñá r = x−1. ¤

4.5.18 Ðñüôáóç. ÅÜí ïR åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå ï Matn×n(R) åßíáé
Ýíáò áðëüò äáêôýëéïò.
10Ï åí ëüãù ïñéóìüò åßíáé áíÜëïãïò åêåßíïõ ôùí áðëþí ïìÜäùí (âë. Üóêçóç 3-34).
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Áðïäåéîç. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý Matn×n(R) äéÜöïñï ôïý ôåôñéììÝíïõ. Ôüôå
õðÜñ·åé Ýíáò ðßíáêáò

A = (ajk)1≤j,k≤n ∈ Ir{0Matn×n(R)},

ïðüôå õðÜñ·ïõí j0, k0 ∈ {1, ..., n} ìå aj0k0 6= 0R. ¸óôù üôé ï Ejk ∈ Matn×n(R)
åßíáé ï âïçèçôéêüò ðßíáêáò, ï ïðïßïò Ý·åé ùò åããñáöÞ ôïõ óôç èÝóç (j, k) ôï 1R
êáé óå üëåò ôéò Üëëåò èÝóåéò åããñáöÝò ðïõ éóïýíôáé ìå ôï 0R. Ôüôå ãéá êÜèå äåßêôç
p ∈ {1, 2, ..., n} ëáìâÜíïõìå11

Epj0 AEk0p = aj0k0Epp.

ÅðåéäÞ A ∈ I êáé Epj0 ,Ek0p ∈Matn×n(R), ôïýôï óçìáßíåé üôé aj0k0Epp ∈ I. Åðé-
ðñïóèÝôùò, åðåéäÞ ï R åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ïñßæåôáé ôï áíôßóôñïöï óôïé-
·åßï a−1j0k0ôïý aj0k0 . Ùò åê ôïýôïõ,

aj0k0Epp ∈ I,

a−1j0k0Epp ∈Matn×n(R)

)
=⇒ (aj0k0Epp)

³
a−1j0k0Epp

´
= Epp ∈ I,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

In :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1R 0R · · · 0R 0R
0R 1R · · · 0R 0R
...

...
. . .

...
...

0R 0R · · · 1R 0R
0R 0R · · · 0R 1R

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
nX

p=1

Epp ∈ I.

ÅðåéäÞ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï In ôïýMatn×n(R) áíÞêåé óôï éäåþäåò I, Ý·ïõìå êáô'
áíÜãêçí I =Matn×n(R). ¤

4.5.19 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ R, ç ïðïßá äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñá-
óìÝíï áñéèìü éäåùäþí, åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. ¸óôù a ∈ Rr{0}. Èåùñïýìå ôá êýñéá éäåþäç hai ,

a2
®
,

a3
®
, ...

ÅðåéäÞ £
ak+1 = aak ∈


ak
®
, ∀k ∈ N

¤
=⇒

£
ak+1

®
⊆

ak
®
, ∀k ∈ N

¤
,

ó·çìáôßæåôáé ç áêüëïõèç «êáôéïýóá» áëõóßäá äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí êõñßùí
éäåùäþí:

hai ⊇

a2
®
⊇

a3
®
⊇ · · ·

11Ï ðßíáêáò aj0k0Epp äçëïß áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü ôïýEpp ìå ôïí aj0k0 êáé åßíáé -ùò åê ôïýôïõ- ï ðßíáêáò
ðïõ Ý·åé ùò åããñáöÞ ôïõ óôç èÝóç (j0, k0) ôï aj0k0 êáé óå üëåò ôéò Üëëåò èÝóåéò åããñáöÝò ðïõ éóïýíôáé ìå ôï 0R.



332 äáêôõëéïé, áêåñáéåò ðåñéï·åò êáé óùìáôá

ÅðåéäÞ ç áêåñáßá ðåñéï·Þ R äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü éäåùäþí,
èá õðÜñ·åé êÜðïéïò n ∈ N, ôÝôïéïò þóôå

hani =

an+1

®
=⇒

£
(∃r ∈ R) : an = ran+1

¤
.

¼ìùò ôïýôï Ý·åé ùò óõíÝðåéá ôï üôé an(1R− ra) = 0R, ôï ïðïßï, óõíäõáæüìåíï ìå
ôïí êáíüíá ôÞò äéáãñáöÞò, ìáò äßíåé ra = 1R, ïðüôå ôï r åßíáé (ðïëëáðëáóéáóôéêü)
áíôßóôñïöï ôïý (áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíïõ) ìç ìçäåíéêïý óôïé·åßïõ a. ¤

I ÐñÜîåéò ïñéæüìåíåò åðß ôùí éäåùäþí. Ôá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ ìðïñïýí íá
ðñïóôåèïýí, íá ðïëëáðëáóéáóèïýí Þ -óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò- êáé íá äéáéñå-
èïýí. Ç åîïéêåßùóç ìå ôïí «ëïãéóìü ìå éäåþäç» èá áðïâåß ·ñÞóéìç ôüóï ãéá ïñé-
óìÝíá ôìÞìáôá ôÞò áíáðôõóóüìåíçò èåùñßáò üóï êáé ãéá ôçí åõ·åñÝóôåñç åðßëõóç
áóêÞóåùí.

4.5.20 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, . . . , In áñéóôåñÜ
(êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç ôïõ. Ïñßæïõìå ôï Üèñïéóìá êáé ôï
ãéíüìåíü ôïõò ùò:

I1 + · · ·+ In :=
nP
j=1

Ij := {a1 + · · ·+ an | aj ∈ Ij , ∀j, 1 ≤ j ≤ n}

êáé

I1 · · · In :=

⎧⎪⎨⎪⎩
áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò

kX
j=1

a1,j a2,j · · · an,j , ìå al,j ∈ Ij , 1 ≤ l ≤ n, k ∈ N

⎫⎪⎬⎪⎭
áíôéóôïß·ùò. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ôüóï ôï I1 + · · · + In üóï êáé ôï
I1 · · · In áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò
ôïý R.

4.5.21 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò 1-äáêôõëßïõ R, ôüôå

I1 + · · ·+ In = hI1 ∪ · · · ∪ Ini .

ÐñÜãìáôé° áðü ôïí ïñéóìü ôïý I1+ · · ·+ In ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñïöáíÞò. Êáé
åðåéäÞ ôï éäåþäåò hI1 ∪ · · · ∪ Ini éóïýôáé ìå(

κX
i=1

ri ai si

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ, s1, . . . , sκ ∈ R, a1, ..., aκ ∈ I1 ∪ · · · ∪ In, κ ∈ N

)
,
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êÜèå x ∈ hI1 ∪ · · · ∪ Ini ìðïñåß (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç äåé-
êôþí) íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ

x = x1 + x2 + · · ·+ xn,

üðïõ ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n},

xj =

κjX
i=1

ri ai si, r1, . . . , rκj , s1, . . . , sκj ∈ R

ãéá êáôÜëëçëá a1, ..., aκj ∈ Ij êáé κj ∈ N. ¢ñá Ý·ïõìå êáé

hI1 ∪ · · · ∪ Ini ⊆ I1 + · · ·+ In.

(ii) Áò óçìåéùèåß üôé -åí áíôéèÝóåé ðñïò ôçí ôïìÞ- ç Ýíùóç äõï éäåùäþí åíüò äá-
êôõëßïõ ìðïñåß íá ìçí áðïôåëåß éäåþäåò ôïý èåùñïýìåíïõ äáêôõëßïõ. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, ç Ýíùóç 3Z ∪ 5Z ôùí êõñßùí éäåùäþí h3i = 3Z êáé h5i = 5Z ôïý Z äåí
åßíáé éäåþäåò ôïý Z, äéüôé ôüóï ôï 3 üóï êáé ôï 5 áíÞêïõí óôçí 3Z ∪ 5Z, áëëÜ
åíôïýôïéò

2 = 5− 3 /∈ 3Z ∪ 5Z.

(iii) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá I1 = · · · = In = I, óõìâïëßæïõìå ôï ãéíüìåíï
I1 · · · In êáé ùò In (Þôïé åí åßäåé «äõíÜìåùò»), ðñïóÝ·ïíôáò -üìùò- íá ìçí ôï
óõã·Ýïõìå ìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïý I (n öïñÝò) ìå ôïí åáõôü ôïõ! Ãéá êÜèå
éäåþäåò I åíüò äáêôõëßïõ R ðñïêýðôåé ìéá «êáôéïýóá» (Þ «öèßíïõóá») áëõóßäá
éäåùäþí

I ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · · ⊇ Iκ ⊇ Iκ+1 ⊇ · · · , ∀κ ∈ N.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, åíôüò ôïý äáêôõëßïõZ ôùí áêåñáßùí (ðñâë. 4.5.26 (iii)), Ý·ïõìå

h2i ⊇ h4i ⊇ h8i ⊇ · · · ⊇ h2κi ⊇

2κ+1

®
⊇ · · · , ∀κ ∈ N.

Ïé ðñïôÜóåéò 4.5.22, 4.5.23, 4.5.24 êáé 4.5.27, ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí, Ý·ïõí ùò
óôü·ï ôçí ðåñéãñáöÞ ïñéóìÝíùí âáóéêþí áñ·þí ôïý «ëïãéóìïý ìå éäåþäç».

4.5.22 Ðñüôáóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò êáé a, b ∈ R, ôüôå

(i) hai+ hbi = {xa+ yb | x, y ∈ R}, êáé
(ii) hai hbi = habi .

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ Ý·ïõìå hai = Ra êáé hbi = Rb, ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí
4.5.21 (i).
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(ii) Ðñïöáíþò,

hai hbi =

⎧⎨⎩
kX

j=1

(rja) (sjb)

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N

⎫⎬⎭
=

⎧⎨⎩
⎛⎝ kX

j=1

rjsj

⎞⎠ ab

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N

⎫⎬⎭
= Rab,

üðïõ Rab = habi . ¤

4.5.23 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3, I 03 ôÝóóåñá (áñé-
óôåñÜ, äåîéÜ Þ áìößðëåõñá) éäåþäç ôïõ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (I1 + I2) + I3 = I1 + (I2 + I3) ,

(ii) (I1 I2) I3 = I1 (I2 I3) ,

(iii) I1 (I2 + I3) = (I1 I2) + (I1 I3) , (I1 + I2) I
0
3 = (I1 I

0
3) + (I1 I

0
3).

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí a ∈ (I1 + I2)+ I3. Ôï a ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá c+ a3,
üðïõ c ∈ I1+I2 êáé a3 ∈ I3, êáé ôï c = a1+a2, üðïõ a1 ∈ I1 êáé a2 ∈ I2. ÅðïìÝíùò,
ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôÞò ðñïóèÝóåùò,

a = (a1 + a2) + a3 = a1 + (a2 + a3) ∈ I1 + (I2 + I3) ,

Þôïé (I1 + I2) + I3 ⊆ I1 + (I2 + I3) . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí b ∈ I1 + (I2 + I3), ôüôå
ôï b ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá b1 + d, üðïõ b1 ∈ I1 êáé d ∈ I2 + I3, êáé ôï d = b2 + b3,

üðïõ b2 ∈ I2 êáé b3 ∈ I3. ÅðïìÝíùò, êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò
ôÞò ðñïóèÝóåùò,

b = b1 + (b2 + b3) = (b1 + b2) + b3 ∈ (I1 + I2) + I3.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, (I1 + I2) + I3 = I1 + (I2 + I3).

(ii) ¸óôù ôõ·üí x ∈ (I1 I2) I3. Ôüôå

x =
kX

j=1

xjcj , üðïõ k ∈ N, xj ∈ I1 I2, cj ∈ I3, ∀j ∈ {1, . . . , k}.

Ðáñïìïßùò, ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k},

xj =

sjX
l=1

ajlbjl, üðïõ sj ∈ N, ajl ∈ I1, bjl ∈ I2, ∀l ∈ {1, . . . , sj}.
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ÅðïìÝíùò, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò,

x =
kP

j=1

µ sjP
l=1

ajlbjl

¶
cj =

kP
j=1

sjP
l=1

ajl(bjlcj) ∈ I1 (I2 I3) =⇒ (I1 I2) I3 ⊆ I1 (I2 I3) .

Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç I1 (I2 I3) ⊆ (I1 I2) I3.
(iii) ¸óôù ôõ·üí x ∈ I1 (I2 + I3). Ôüôå

x =
kX

j=1

aj (bj + cj) , üðïõ k ∈ N, aj ∈ I1, bj ∈ I2, cj ∈ I3, ∀j ∈ {1, . . . , k},

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò,

x =
kX

j=1

ajbj| {z }
∈I1 I2

+
kX

j=1

ajcj| {z }
∈I1 I3

,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé I1 (I2 + I3) ⊆ (I1 I2) + (I1 I3) . Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé
ç áíôßóôñïöç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, êáèþò êáé ç (I1 + I2) I

0
3 = (I1 I

0
3) + (I1 I

0
3) . ¤

4.5.24 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, I2, I3 éäåþäç ôïõ.

Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) I1 I2 ⊆ I1 ∩ I2.
(ii) (I1 + I2) (I1 + I3) ⊆ I1 + I2 I3 ⊆ I1 + (I2 ∩ I3) .

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí x ∈ I1 I2, ôüôå

x =
kX

j=1

ajbj , üðïõ k ∈ N, aj ∈ I1, bj ∈ I2, ∀j ∈ {1, . . . , k}.

¼ìùò, áðü ôïí ïñéóìü ôïý éäåþäïõò,

(aj ∈ I1 ⊆ R) =⇒ (ajbj ∈ I2) =⇒ x ∈ I2
(bj ∈ I2 ⊆ R) =⇒ (ajbj ∈ I1) =⇒ x ∈ I1

¾
=⇒ x ∈ I1 ∩ I2.

(ii) ¸óôù ôõ·üí x ∈ (I1 + I2) (I1 + I3). Ôüôå

x =
kX

j=1

yjzj , üðïõ k ∈ N, yj ∈ I1 + I2, zj ∈ I1 + I3, ∀j ∈ {1, . . . , k},

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò êáé ôïý üôé

yj = aj + bj , zj = cj + dj ,
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ãéá êÜðïéá aj ∈ I1, bj ∈ I2, cj ∈ I1, dj ∈ I3, ∀j ∈ {1, . . . , k}, Ý·ïõìå

x =

⎛⎜⎜⎜⎝ kP
j=1
(ajcj + ajdj + bjcj)| {z }

∈I1

+
kP

j=1
bjdj| {z }

∈I2 I3

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ I1 + I2 I3,

äçëáäÞ (I1 + I2) (I1 + I3) ⊆ I1+I2 I3. Ç äåýôåñç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Ýðåôáé Üìåóá
áðü ôçí (i). ¤

4.5.25 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôá I, J äõï
éäåþäç ôïõ. Ôï ðçëßêï I : J ôïý I äéÜ ôïý J ïñßæåôáé ùò

I : J := {r ∈ R | ra ∈ I ãéá êÜèå a ∈ J } = {r ∈ R | rJ ⊆ I }

êáé áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R.

Ïé «ðñÜîåéò» ðïõ ïñßóáìå åðß ôùí éäåùäþí ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí, åöáñìïæüìå-
íåò óôïí äáêôýëéï Z, óõìðåñéöÝñïíôáé ùò áêïëïýèùò:

4.5.26 Ðüñéóìá. ÅÜí hmi êáé hni åßíáé äýï ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z
ôùí áêåñáßùí, üðïõm,n ∈ Zr{0}, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) hmi ∩ hni = håêð(m,n)i ,
(ii) hmi+ hni = hìêä(m,n)i ,
(iii) hmi hni = hmni ,

(iv) hmi : hni =
D

m
ìêä(m,n)

E
.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí a ∈ hmi ∩ hni . Ôüôå a ∈ hmi êáé a ∈ hni, ïðüôå
a = λm = κm, ãéá êÜðïéïõò λ, κ ∈ Z. ¸óôù d := ìêä(m,n). Ðñïöáíþò,

λ
³m
d

´
d = κ

³n
d

´
d =⇒ λ

³m
d

´
= κ

³n
d

´
=⇒ n

d

¯̄̄
λ
³m
d

´
,

êé åðåéäÞ ìêä
¡
m
d ,

n
d

¢
= 1, ôï ðüñéóìá 2.2.9 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

n

d

¯̄̄
λ =⇒ λ = ν

n

d
,

ãéá êÜðïéïí ν ∈ Z. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

a = λm = ν
n

d
m =

³mn

d

´
ν = sgn (mn) åêð (m,n) ν =⇒ a ∈ håêð(m,n)i ,
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Þôïé hmi ∩ hni ⊆ håêð(m,n)i . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí a ∈ håêð(m,n)i, ôüôå Ý·ïõìå
a = μ åêð(m,n), ãéá êÜðïéïí μ ∈ Z, ïðüôå, åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (2.13), ëáìâÜ-
íïõìå

a = μ
|m| |n|

ìêä(m,n)
= m

µ
μ sgn (m) |n|
ìêä(m,n)

¶
= n

µ
μ sgn (n) |m|
ìêä(m,n)

¶
,

üðïõ μ sgn(m) |n|
ìêä(m,n) ∈ Z êáé μ sgn(n) |m|

ìêä(m,n) ∈ Z. Óõíåðþò Ý·ïõìå a ∈ hmi ∩ hni, äçëáäÞ
håêð(m,n)i ⊆ hmi ∩ hni .
(ii) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 4.5.22 (i), hmi+ hni = {xm+ yn | x, y ∈ Z}. ÅðåéäÞ ï ìÝãé-
óôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí m êáé n ãñÜöåôáé ùò áêÝñáéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò
ôùím êáé n (âë. èåþñçìá 2.2.5), Ý·ïõìå

ìêä(m,n) ∈ (hmi+ hni) =⇒ hìêä(m,n)i ⊆ hmi+ hni .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí d := ìêä(m,n) êáé a ∈ hmi+ hni, ôüôå

(a = κm+ λn, κ, λ ∈ Z) =⇒ a =

µ
κm

d
+

λn

d

¶
d,

üðïõ κm
d + λn

d ∈ Z, ïðüôå a ∈ hìêä(m,n)i. Ôïýôï óçìáßíåé üôé hmi+ hni ⊆ hdi .
(iii) ÐñïöáíÝò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 4.5.22 (ii).

(iv) Áò õðïèÝóïõìå üôé r ∈ hmi : hni. Ôüôå -åî ïñéóìïý- ra ∈ hmi ãéá êÜèå óôïé·åßï
a ∈ hni. ÉäéáéôÝñùò,

rn ∈ hmi =⇒ [∃b ∈ Z : rn = bm] .

ÅÜí d := ìêä(m,n), ôüôå ìêä
¡
m
d ,

n
d

¢
= 1, ïðüôå, êáôÜ ôï ðüñéóìá 2.2.9,

r
n

d
= b

m

d
=⇒ n

d

¯̄̄
b
m

d
=⇒ n

d

¯̄̄
b =⇒ b = c

n

d
,

ãéá êÜðïéïí c ∈ Z. ¢ñá

r
n

d
= c

n

d

m

d
=⇒ r = c

m

d
= c

m

ìêä(m,n)
=⇒ r ∈

¿
m

ìêä(m,n)

À
,

Þôïé hmi : hni ⊆
D

m
ìêä(m,n)

E
. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí s ∈

D
m

ìêä(m,n)

E
, ôüôå s = κmd ,

üðïõ κ ∈ Z êáé d := ìêä(m,n), ïðüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï λn ôïý hni (λ ∈ Z), Ý·ïõìå

sλn =
³
κ
m

d

´
λn =

³
κλ

n

d

´
m ∈ hmi =⇒ s ∈ hmi : hni ,

Þôïé
D

m
ìêä(m,n)

E
⊆ hmi : hni. ¤
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4.5.27 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3 ôñßá
éäåþäç ôïõ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (I1 : I3) + (I2 : I3) ⊆ (I1 + I2) : I3,

(ii) I1 : (I2 + I3) = (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) , (I1 ∩ I2) : I3 = (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) ,
(iii) (I1 : I2) I2 ⊆ I1, I1 ⊆ ((I1 I2) : I2) ,
(iv) (I1 : I2) : I3 = I1 : (I2 I3) = (I1 : I3) : I2.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï r ∈ (I1 : I3) + (I2 : I3) . Ôüôå r = r1 + r2,

üðïõ r1 ∈ (I1 : I3) êáé r2 ∈ (I2 : I3) . Ùò åê ôïýôïõ,

r1I3 ⊆ I1
r2I3 ⊆ I2

¾
=⇒ (r1 + r2) I3 ⊆ I1 + I2,

áð' üðïõ óõíÜãåôáé üôé r ∈ (I1 + I2) : I3, oðüôå (I1 : I3)+(I2 : I3) ⊆ (I1 + I2) : I3.
(ii) ¸óôù ôõ·üí r ∈ I1 : (I2 + I3). Ôüôå ra ∈ I1, ∀a ∈ I2 + I3. ÅðïìÝíùò, ëáìâÜ-
íïíôáò õð' üøéí üôé I2 ⊆ I2 + I3 êáé I3 ⊆ I2 + I3, óõíÜãïõìå üôé

ra ∈ I1, ∀a ∈ I2 (⊆ I2 + I3)

ra ∈ I1, ∀a ∈ I3 (⊆ I2 + I3)

)
=⇒ r ∈ (I1 : I2)

r ∈ (I1 : I3)

)
=⇒ r ∈ (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) .

¢ñá I1 : (I2 + I3) ⊆ (I1 : I2) ∩ (I1 : I3). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

r ∈ (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) =⇒ rI2 ⊆ I1 êáé rI3 ⊆ I1,

ïðüôå

rI2 + rI3 = r (I2 + I3) ⊆ I1 + I1 = I1 =⇒ r ∈ I1 : (I2 + I3) .

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå üôé r ∈ (I1 ∩ I2) : I3, Þôïé üôé éó·ýåé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç
rI3 ⊆ I1 ∩ I2. ÅðåéäÞ I1 ∩ I2 ⊆ I1 êáé I1 ∩ I2 ⊆ I2, Ý·ïõìå rI3 ⊆ I1 êáé rI3 ⊆ I2,

äçëáäÞ r ∈ (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí r ∈ (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) , ôüôå
rI3 ⊆ I1 êáé rI3 ⊆ I2, ïðüôå rI3 ⊆ I1 ∩ I2 =⇒ r ∈ (I1 ∩ I2) : I3.
(iii) ¸óôù ôõ·üí r ∈ (I1 : I2) I2. Ôüôå

r =
kX

j=1

ajbj , üðïõ k ∈ N, aj ∈ (I1 : I2) , bj ∈ I2, ∀j ∈ {1, . . . , k},

ïðüôå"
ajI2 ⊆ I1

bj ∈ I2

)
=⇒ ajbj ∈ I1, ∀j ∈ {1, . . . , k} =⇒ r ∈ I1

#
=⇒ (I1 : I2) I2 ⊆ I1.

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå üôé r ∈ I1. Ðñïöáíþò, ra ∈ I1 I2, ∀a ∈ I2. Áõôü óç-
ìáßíåé áõôïìÜôùò üôé r ∈ ((I1 I2) : I2) , ïðüôå éó·ýåé êáé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç
I1 ⊆ ((I1 I2) : I2).
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(iv) ¸óôù ôõ·üí r ∈ (I1 : I2) : I3. Ôüôå ra ∈ I1 : I2, ∀a ∈ I3, ïðüôå

[(ra) b = (rb) a ∈ I1, ∀a ∈ I3, ∀b ∈ I2] =⇒ [rb ∈ I1 : I3, ∀b ∈ I2]=⇒ r ∈ (I1 : I3) : I2.

¢ñá (I1 : I2) : I3 ⊆ (I1 : I3) : I2. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí r ∈ (I1 : I3) : I2, ôüôå
ra ∈ I1 : I3, ãéá êÜèå a ∈ I2, ïðüôå

[(ra) b = (rb) a ∈ I1, ∀a ∈ I2, ∀b ∈ I3]=⇒ [rb ∈ I1 : I2, ∀b ∈ I3] =⇒ r ∈ (I1 : I2) : I3,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé (I1 : I3) : I2 ⊆ (I1 : I2) : I3. ¢ñá (I1 : I2) : I3 = (I1 : I3) : I2.
Õðïëåßðåôáé íá äåßîïõìå ôçí éóüôçôá J1 = J2, üðïõ

J1 = I1 : (I2 I3) , J2 = (I1 : I2) : I3.

ÌÝóù ôïý ïñéóìïý ôïý ðçëßêïõ éäåùäþí êáé ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý äáêôõëßïõ
áíáöïñÜò ìáò ëáìâÜíïõìå

J1 (I2 I3) ⊆ I1
J2I3 ⊆ I1 : I2

)
=⇒ (J1I3) I2 ⊆ I1

(J2I3) I2 ⊆ I1

)
=⇒ J1I3 ⊆ I1 : I2

J2 (I2I3) ⊆ I1

)
=⇒ J1 ⊆ J2

J2 ⊆ J1

)
,

ïðüôå üíôùò J1 = J2. ¤

4.6 ÐÇËÉÊÏÄÁÊÔÕËÉÏÉ
ÊÁÉ ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò ôïý R. ÅðåéäÞ ç ðñïóèåôéêÞ
ïìÜäá ôïý R åßíáé áâåëéáíÞ, ôï I áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá
ôÞò (R,+). ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé ìéá êáëþò ïñéóìÝíç ïìÜäá ðçëßêùí R/I ìå ðñü-
óèåóç:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I , ãéá êÜèå a, b ∈ R. (4.10)

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï 0R/I ôÞò (R/I,+) åßíáé ðñïöáíþò ôï 0 + I = I. ÅîÜëëïõ,
ãéá êÜèå a, b ∈ R, Ý·ïõìå

a+ I = b+ I ⇐⇒ a− b ∈ I.

4.6.1 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé I Ýíá éäåþäåò ôïý R. Ôüôå ç ðñïóèå-
ôéêÞ ïìÜäá ðçëßêùíR/I ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ üôáí ãéá
êÜèå a, b ∈ R ïñßóïõìå ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» :

(a+ I) (b+ I) := (ab) + I . (4.11)

Áòóçìåéùèåß üôé åÜí ïR åßíáé ìåôáèåôéêüò (êáé áíôéóôïß·ùò, 1-äáêôýëéïò), ôüôå êáé
ï R/I åßíáé ìåôáèåôéêüò (êáé áíôéóôïß·ùò, 1-äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï
ôï 1R + I).
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Áðïäåéîç. Ç ðñÜîç ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» (4.11) åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç. ÐñÜã-
ìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé

a+ I = a0 + I, b+ I = b0 + I,

ãéá êÜðïéá a, a0, b, b0 ∈ R, ôüôå a0 = a + r êáé b0 = b + s, ãéá êÜðïéá r, s ∈ I.

ÅðïìÝíùò,

a0b0 = (a+ r)(b+ s) = ab+ as+ rb+ rs =⇒ a0b0 − ab = as+ rb+ rs ∈ I,

áð' üðïõ óõíÜãïõìå üôé ab + I = a0b0 + I. Åðßóçò, ç åí ëüãù ðñÜîç (4.11) åßíáé
ðñïöáíþò ìåôáèåôéêÞ üôáí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, åíþ, üôáí ï R åßíáé äáêôýëéïò
ìå ôï 1R ùò ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ï R/I åßíáé äéáèÝôåé ùò ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ
ôï 1R + I. ¤

4.6.2 Ïñéóìüò. Ï äáêôýëéïò R/I ïíïìÜæåôáé ðçëéêïäáêôýëéïò (Þ äáêôýëéïò êëÜ-
óåùí õðïëïßðùí) ôïý R ùò ðñïò ôï I.

Ç åðïìÝíç ðñüôáóç äçëïß -êáô' ïõóßáí- üôé ïé Ýííïéåò «ðõñÞíáò ïìïìïñöéóìïý
äáêôõëßùí» êáé «éäåþäåò» ìðïñïýí íá ·ñçóéìïðïéïýíôáé, ç ìßá áíôß ôÞò Üëëçò,
·ùñßò ðåñáéôÝñù ðåñéïñéóìïýò.

4.6.3 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ôüôå ï ðõñÞíáò
ôÞò f áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïýR. Êáé áíôéóôñüöùò ° åÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý
R, ôüôå ç áðåéêüíéóç π = πI : R −→ R/I, ç ïðïßá ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò r 7−→ r + I,

áðïôåëåß Ýíáí åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí ìå ðõñÞíá ôçò ôï I.

Áðïäåéîç. Ï ðñþôïò éó·õñéóìüò áðïôåëåß Üìåóç óõíÝðåéá ôÞò ðñïôÜóåùò 4.5.9.
ÁëëÜ êáé áíôéóôñüöùò: ç áðåéêüíéóç

π : R −→ R/I, π (r) := r + I, ∀r ∈ R,

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ëüãù ôùí (4.10), (4.11)), åî ïñéóìïý åðéññéðôéêÞ,
êáé Ý·åé ùò ðõñÞíá ôçò ôïí Ker(π) = {r ∈ R | r + I = I} = I. ¤

4.6.4 Ïñéóìüò. Ç áíùôÝñù áðåéêüíéóç π = πI : R −→ R/I ïíïìÜæåôáé öõóéêüò
åðéìïñöéóìüò (Þ åðéìïñöéóìüò êëÜóåùí õðïëïßðùí) ôïý R åðß ôïý ðçëéêïäáêôõ-
ëßïõ R/I.

4.6.5 Èåþñçìá. ¸óôù üôé ï f : R −→ S åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôï I
Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôÝôïéï þóôå I ⊆ Ker(f) , êáé π : R −→ R/I ï öõóéêüò åðéìïñ-
öéóìüò. Ôüôå ç áðåéêüíéóç

ψ : R/I −→ S, (a+ I) 7−→ f (a) , ∀a ∈ R,
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åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí, ôÝôïéïí þóôå íá
Ý·ïõìå ψ ◦ π = f.

R

π

²²

f

ÃÃA
AA
AA
AA
AA
AA
AA
AA
AA

R/I
ψ

// S

Çáðåéêüíéóç ψ åßíáé åðéññéðôéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ, åíþ åßíáé
åíñéðôéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé ç éóüôçôá I = Ker(f).

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ç ψ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç (ùò áðåéêüíéóç), äéüôé åÜí
Ý·ïõìå a+ I = b+ I, ãéá êÜðïéá a, b ∈ R, ôüôå

a− b ∈ I ⊆ Ker (f) =⇒ f(a− b) = f(a)− f(b) = 0R0 =⇒ f(a) = f(b).

Åðßóçò, ψ ◦ π = f , êáèüôé éó·ýåé

ψ (π (a)) = ψ (a+ I) = f (a) , ∀a ∈ R.

Ôï üôé ç ψ åßíáé êáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí óõíÜãåôáé áðü ôéò áêüëïõèåò éóüôç-
ôåò: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ψ ((a+ I) + (b+ I)) = ψ ((a+ b) + I) = f(a+ b)

= f(a) + f(b) = ψ (a+ I) + ψ (b+ I) ,

ψ ((a+ I) (b+ I)) = ψ (ab+ I) = f(ab)

= f(a)f(b) = ψ (a+ I)ψ (b+ I) , ∀a, b ∈ R.

ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ç π åßíáé åðéññéðôéêÞ, ç f = ψ ◦π åßíáé åðéññéðôéêÞ åÜí êáé ìüíïí
åÜí ç ψ åßíáé åðéññéðôéêÞ. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß êáé ç äéðëÞ óõíåðáãùãÞ:

(ψ åíñéðôéêÞ)⇐⇒ Ker (f) = I.

(=⇒)¸óôù ôõ·üí a ∈ Ker(f). Ôüôå

ψ (a+ I) = f(a) = 0S = ψ
¡
0R/I

¢
= ψ (I) =⇒

[ψ Ýíñéøç]
a+ I = I =⇒ a ∈ I.

¢ñá Ker(f) ⊆ I. Êé åðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- I ⊆ Ker(f) , Ý·ïõìå Ker(f) = I.

(⇐=) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé Ker(f) = I, áñêåß íá äåßîïõìå (åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 4.4.11) üôé Ker(ψ) = {0R/I}.¸óôù ëïéðüí ôõ·üí a+ I ∈ Ker(ψ). Ôüôå

f(a) = ψ (a+ I) = 0S =⇒ a ∈ Ker (f) = I =⇒ a+ I = I = 0R/I ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ðñÜãìáôé Ker(ψ) = {0R/I}. ¤
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4.6.6 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äá-
êôõëßùí. Ôüôå

R/Ker(f) ∼= Im (f) = f (R)

ÌÜëéóôá, Ýíáò óõãêåêñéìÝíïò éóïìïñöéóìüò ψ : R/Ker(f)
∼=−→ Im(f) êáèïñßæåôáé

ìÝóù ôÞò ψ (a+Ker(f)) = f (a) .

Áðïäåéîç. ¢ìåóç äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò 4.6.5, üôáí èÝóïõìå I = Ker(f) . ¤

4.6.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôùm ∈ N êáé Ýóôù f ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

f : Z −→ Zm, n 7−→ [n]m , ∀n ∈ Z.

Ôüôå

Ker (f) = {r ∈ Z | f(r) = [0]m} = {r ∈ Z | [r]m = [0]m}
= {r ∈ Z | r = km, k ∈ Z} = {km | k ∈ Z} = mZ,

êáé, óýìöùíá ìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí, Z/mZ ∼= Zm. ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ
mZ = −mZ ãéá êÜèåm ∈ Zr{0}, Ý·ïõìå ãåíéêüôåñá

Z/mZ ∼= Z|m|, ∀m ∈ Zr{0}. (4.12)

(ii) ¸óôù R ï õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (R) ï ïñéæüìåíïò ùò åîÞò:

R :=

½µ
a b

0 a

¶ ¯̄̄̄
a, b ∈ R

¾
,

êáé Ýóôù f ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

f : R −→ R,
µ

a b

0 a

¶
7−→ a.

Ôüôå -üðùò êáíåßò ìðïñåß åýêïëá íá åëÝãîåé- ç f åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí,
ïðüôå, äõíÜìåé ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí,

R/I ∼= R

üðïõ

I = Ker (f) =
½µ

0 b

0 0

¶ ¯̄̄̄
b ∈ R

¾
.



§ 4.6 ðçëéêïäáêôõëéïé êáé èåùñçìáôá éóïìïñöéóìùí 343

(iii) ¸óôù R ï õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò Q ôùí ñçôþí áñéèìþí ï ïñéæüìåíïò ùò
åîÞò:

R :=
n a

b
∈ Q

¯̄̄
a ∈ Z, b ∈ Zr{0} êáé ìêä (a, b) = 1, b ≡ 1(mod 2)

o
.

Ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

f : R −→ Z2, a
b 7−→ f(ab ) :=

½
[0]2 , üôáí a ≡ 0(mod 2),
[1]2 , üôáí a ≡ 1(mod 2),

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ãéáôß;) êáé âÜóåé ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöé-
óìþí

R/
©
a
b ∈ R

¯̄
a ≡ 0(mod 2)

ª ∼= Z2.
4.6.8 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ï S
Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R êáé ôï I Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï éäåþäåò ôïý R. Ôüôå

(i) ôï S ∩ I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï éäåþäåò ôïý S,
(ii) ôï

S + I := {s+ a | s ∈ S, a ∈ I}

åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R ìå S ⊆ S + I,

(iii) ôï I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï éäåþäåò ôïý S + I, êáé

(iv) Ý·ïõìå

S/(S ∩ I) ∼= (S + I)/I

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ôï I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï éäåþäåò ôïý R, Ý·ïõìå

{0S} = {0R} $ S ∩ I $ S.

Åðßóçò, ôï S ∩ I áðïôåëåß ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (áâåëéáíÞò) ïìÜäáò (S,+).
¸óôù ôþñá ôõ·üí a ∈ S ∩ I . Ðñïöáíþò, a ∈ S êáé a ∈ I. ÅðåéäÞ a ∈ S êáé ï S

åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý R, éó·ýåé

sa ∈ S, as ∈ S, ∀s ∈ S,

ëüãù ôÞò êëåéóôüôçôáò ôÞò ðñÜîåùò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý åíôüò ôïý S. Áðü ôçí
Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R,

sa ∈ I, as ∈ I.
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ÅðïìÝíùò, sa, as ∈ S ∩ I ãéá êÜèå s ∈ S êáé êÜèå a ∈ S ∩ I. Åî áõôþí Ýðåôáé üôé
ôï S ∩ I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï éäåþäåò ôïý S.

(ii) ÅÜí s ∈ S, ôüôå ðñïöáíþò s + 0R ∈ S + I, áöïý 0R ∈ I. ¢ñá S ⊆ S + I. Åí
óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé x1, x2 ∈ S + I. Ôá x1, x2 ãñÜöïíôáé ùò x1 = s1 + a1
êáé x2 = s2 + a2, ãéá êÜðïéá s1, s2 ∈ S êáé a1, a2 ∈ I. ÅðïìÝíùò,

x1x2 = s1s2 + s1a2 + a1s2 + a1a2,

s1s2 ∈ S,

s1a2 + a1s2 + a1a2 ∈ I

⎫⎬⎭ =⇒ x1x2 ∈ S + I,

êáé

x1 − x2 = (s1 − s2) + (a1 − a2) ,

s1 − s2 ∈ S,

a1 − a2 ∈ I

⎫⎬⎭ =⇒ x1 − x2 ∈ S + I.

¢ñá ôåëéêþò ôï S + I åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R ìå S ⊆ S + I.

(iii) ÅðåéäÞ ôï I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï éäåþäåò ôïý R, Ý·ïõìå

{0S+I} = {0R} $ I $ S + I.

Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý S + I. ¸óôù üôé a, b ∈ I

êáé x = s+ c ∈ S + I, üðïõ s ∈ S êáé c ∈ I. Ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ëüãù
ôÞò óõíåðáãùãÞò:

a− b ∈ I (äéüôé ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R)
sa ∈ I (äéüôé s ∈ R êáé ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R)

ca ∈ I (äéüôé ôï I åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý R)

⎫⎬⎭ =⇒ a− b, xa ∈ I.

(iv) ¸óôù f ç áðåéêüíéóç

f : S −→ (S + I)/I, s 7−→ s+ I, ∀s ∈ S.

Ðñïöáíþò, f = π ◦ j, üðïõ π : S + I −→ (S + I)/I ï åðéìïñöéóìüò êëÜóåùí
õðïëïßðùí êáé j : S −→ S + I ç óõíÞèçò Ýíèåóç s 7−→ s(+0R). ÊáôÜ ôï 1ï
èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.6.6, S/Ker(f) ∼= f(S). Èá áðïäåßîïõìå åí ðñþôïéò üôé
Ker(f) = S ∩ I. ¸óôù ëïéðüí ôõ·üí s ∈ Ker(f). Ôüôå

f(s) = s+ I = 0R + I =⇒ s ∈ I

s ∈ S

¾
=⇒ s ∈ S ∩ I.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí s ∈ S ∩ I, ôüôå f(s) = s + I = 0R + I = I =⇒ s ∈ Ker(f).
¢ñá ðñÜãìáôé Ker(f) = S ∩ I. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá:
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f(S) = (S + I)/I (Þôïé üôé ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ). ¸óôù ôõ·üí b+ I ∈ (S + I)/I.
Ôüôå b = s+ a, ãéá êÜðïéá s ∈ S êáé a ∈ I. ÅðïìÝíùò,

I 3 (s+ a)− s = a =⇒ f(s) = s+ I = s+ a+ I = b+ I,

ðñÜãìá ðïõ åðéâåâáéþíåé ôçí åðéññéðôéêüôçôá ôÞò f . ¤

4.6.9 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I, J äýï éäåþäç ôïõ. Ôüôå
éó·ýïõí ïé éóïìïñöéóìïß:

I/ (I ∩ J) ∼= (I + J) /J

êáé

(I + J) / (I ∩ J) ∼= ((I + J) /I)× ((I + J) /J) ∼= (J/ (I ∩ J))× (I/ (I ∩ J))

Áðïäåéîç. Ï ðñþôïò éóïìïñöéóìüò åßíáé Üìåóïò äõíÜìåé ôïý 2ïõ èåùñÞìáôïò
éóïìïñöéóìþí 4.6.8. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôùí äýï Üëëùí éóïìïñöéóìþí ïñßæïõìå ôçí

f : I + J −→ ((I + J) /I)× ((I + J) /J) , a 7−→ (a+ I, a+ J) , ∀a ∈ I + J.

Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç f áðïôåëåß ïìïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí. Ï ðõñÞ-
íáò ôçò éóïýôáé ðñïöáíþò ìå

Ker(f) =
©
a ∈ I + J | f(a) = 0((I+J)/I)×((I+J)/J)

ª
= {a ∈ I + J | (a+ I, a+ J) = (I, J)}
= {a ∈ I + J | a ∈ I, a ∈ J} = I ∩ J.

Åí óõíå·åßá èá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ. ¸óôù ôõ·üí

(a+ I, b+ J) ∈ ((I + J) /I)× ((I + J) /J) .

Ôüôå ôá a, b ãñÜöïíôáé ùò áèñïßóìáôá

a = u+ v, b = w + z,

ãéá êáôÜëëçëá u,w ∈ I êáé v, z ∈ J . ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

f(v) = (v + I, v + J) = (v + I, 0I+J + J),

f(w) = (w + I,w + J) = (0I+J + I, w + J),
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áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

f(v +w) = f(v) + f(w) = (v + I,w + J) = (u+ v + I,w + z + J) = (a+ I, b+ J),

äçëáäÞ üôé ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå Ker(f) = I∩J.Áñêåß ç åöáñìïãÞ
ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí. ÔÝëïò, ï ôñßôïò -êáôÜ óåéñÜí- éóïìïñöéóìüò
Ýðåôáé êáôüðéí áðåõèåßáò åöáñìïãÞò ôïý 2ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí óå áì-
öüôåñïõò ôïõò ðáñÜãïíôåò ôïý ìåôÝ·ïíôïò êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ äáêôõëßùí. ¤

4.6.10 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜíR = Z êáé I = hmi, J = hni , ãéá êÜðïéïõòm,n ∈ Zr{0},
ôüôå, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôá üóá áðïäåßîáìå óôá 4.5.26 (i), (ii), ïé éóïìïñöéóìïß
ïé èåóðéóèÝíôåò ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò 4.6.9 ãñÜöïíôáé õðü ôç ìïñöÞ:

hmi / håêð(m,n)i ∼= hìêä(m,n)i / hni

êáé, áíôéóôïß·ùò,

hìêä(m,n)i / håêð(m,n)i ∼= (hìêä(m,n)i / hmi)× (hìêä(m,n)i / hni)
∼= (hni / håêð(m,n)i)× (hmi / håêð(m,n)i) .

4.6.11 Ðüñéóìá. ÅÜí ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R êáé éó·ýåé 12 ç éóü-
ôçôá R = I + J , ôüôå

R/ (I ∩ J) ∼= (R/I)× (R/J)

4.6.12 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J

ãíÞóéá éäåþäç ôïý R ìå I ⊆ J , ôüôå Ý·ïõìå

R/J ∼= (R/I) / (J/I)

Áðïäåéîç. ¸óôù f ç áðåéêüíéóç

f : R −→ (R/I) / (J/I) , a 7−→ (a+ I) + (J/I), ∀a ∈ R.

ÅðåéäÞ f = π2 ◦ π1, üðïõ π1 : R −→ (R/I) êáé π2 : R/I −→ (R/I) / (J/I) ïé
öõóéêïß åðéìïñöéóìïß, ç f åßíáé Ýíáò (êáëþò ïñéóìÝíïò) åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.
Óýìöùíá ìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 4.6.6,

R/Ker (f) ∼= (R/I) / (J/I) .
12Äõï éäåþäç I, J , ôá ïðïßá ðëçñïýí áõôÞí ôç óõíèÞêç, ëÝãïíôáé éäéáéôÝñùò óõììåãéóôïôéêÜ.
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¼ìùò

Ker(f) =
©
a ∈ R | f(a) = 0(R/I) / (J/I)

ª
=

©
a ∈ R | π2(π1(a)) = 0(R/I) / (J/I)

ª
=

©
a ∈ R | π2(a+ I) = 0(R/I) / (J/I)

ª
= {a ∈ R | a+ I ∈ Ker (π2)}
= {a ∈ R | a+ I ∈ (J/I)} = J,

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

4.6.13 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí R = Z êáé I = h12i = 12Z $ J = h3i = 3Z, ôüôå, åðåéäÞ
ôï éäåþäåò 3Z/12Z ôïý äáêôõëßïõ Z/12Z ðåñéÝ·åé åêåßíåò ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí
ôïý Z/12Z, ïé åêðñüóùðïé ôùí ïðïßùí áíÞêïõí óôï J = 3Z, Þôïé åßíáé ðïëëáðëÜ-
óéá ôïý 3, Ý·ïõìå

J/I = {I, 3 + I, 6 + I, 9 + I}

êáé

(Z/I) / (J/I) = {k + I + (J/I) | k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 11} .

ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ðïëëáðëÝò åìöáíßóåéò ìåôáîý áõôþí ôùí äþäåêá óôïé-
·åßùí, êáèüôé

(k1 + I)− (k2 + I) ∈ J/I ⇐⇒ (k1 − k2) + I ∈ J/I

⇐⇒ 3 | k1 − k2.

Ùò åê ôïýôïõ, ï äáêôýëéïò (Z/I) / (J/I) óõíßóôáôáé áðü áêñéâþò ôñåéò äéáêåêñé-
ìÝíåò êëÜóåéò éóïôéìßáò:

(Z/I) / (J/I) = {k + I + (J/I) | k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 2} .

ÊáôÜ ôï 1o êáé ôï 3ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí (âë. 4.6.6 êáé 4.6.12),

Z3 = {[0]3 , [1]3 , [2]3} ∼= Z/3Z
∼=−→ (Z/I) / (J/I) = {(J/I, 1 + (J/I), 2 + (J/I)}.

4.7 ÓÙÌÁÔÁ ÊËÁÓÌÁÔÙÍ
ÁÊÅÑÁÉÙÍ ÐÅÑÉÏμÙÍ

Ôá óþìáôá, áðü ôïí ßäéï ôïõò ôïí ïñéóìü, ·áßñïõí ëßáí åõÜñåóôùí éäéïôÞôùí,
üðùò, åðß ðáñáäåßãìáôé, åßíáé ç ýðáñîç áíôéóôñüöïõ ãéá êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé-
·åßï ôïõò. Áíôéêåßìåíï ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé ç áðüäåéîç ôïý üôé êÜèå áêå-
ñáßá ðåñéï·Þ ìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ ôñüðï öõóéêü óå Ýíá óþìá. ÁõôÞ åðé-
ôõã·Üíåôáé ìÝóù ôÞò ãåíéêåýóåùò ôÞò ìåèüäïõ êáôáóêåõÞò ôùí ñçôþí áñéèìþí
áðü ôïõò áêåñáßïõò.
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4.7.1 Ïñéóìüò. ¸óôùR ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Åðß ôïýR×(Rr{0}) ïñßæïõìå
ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ùò áêïëïýèùò:

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒
ïñó

ad = cb.

¸óôù

Fr(R) := (R× (Rr{0})) / ∼

ôï óýíïëï êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼''. To êëÜóìá åíüò a ∈ R «äéçñç-
ìÝíïõ» äéÜ Ýíá b ∈ Rr{0} åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò

a

b
:= [(a, b)] := { (x, y) ∈ R× (Rr{0}) | (x, y) ∼ (a, b)}.

To Fr(R) åðéäÝ·åôáé ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a

b
+

c

d
:=

ad+ cb

bd
,

a

b
· c
d

:=
ac

bd
.

4.7.2 Ðñüôáóç. Ïé åí ëüãù ðñÜîåéò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ãéá êÜðïéá æåýãç (a, b) , (a0, b0) êáé (c, d) , (c0, d0) ∈ R × (Rr{0})
Ý·ïõìå

[(a, b)] = [(a0, b0)] êáé [(c, d)] = [(c0, d0)] ,

ôüôå

a

b
+

c

d
=

a0

b0
+

c0

d0
êáé

a

b

c

d
=

a0

b0
c0

d0
.

ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ åî õðïèÝóåùò

(a, b) ∼ (a0, b0)
(c, d) ∼ (c0, d0)

¾
=⇒ ab0 = ba0

cd0 = dc0

¾
=⇒ ab0dd0 = ba0dd0

cd0bb0 = dc0bb0

¾
,

(êáôüðéí ðñïóèÝóåùò êáôÜ ìÝëç) Ýðåôáé üôé

ab0dd0 + cd0bb0 = ba0dd0 + dc0bb0 =⇒ (ad+ cb) b0d0 = (a0d0 + c0b0) bd,

Þôïé üôé

ad+cb
bd = a0d0+c0b0

b0d0 =⇒ a
b +

c
d =

a0

b0 +
c0

d0 .
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ÅîÜëëïõ, ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìÝëç ìÜò ïäçãåß óôçí éóüôçôá ab0cd0 = ba0dc0,
áð' üðïõ ëáìâÜíïõìå

(ac) (b0d0) = (bd) (a0c0) =⇒ ac
bd =

a0c0

b0d0 ,

Þôïé ab
c
d =

a0

b0
c0

d0 . ¤

4.7.3 Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï Fr(R) üëùí ôùí êëáóìÜôùí ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R
áðïôåëåß Ýíá óþìá ùò ðñïò ôéò ùò Üíù ïñéóèåßóåò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïë-
ëáðëáóéáóìïý. (Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ôï Fr(R) ïíïìÜæåôáé óþìá êëáóìÜôùí ôÞò R.)

Áðïäåéîç. Ç ìåôáèåôéêüôçôá êáé ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôÞò ðñïóèÝóåùò åëÝã·ï-
íôáé åýêïëá, êáèüôé

a
b +

c
d =

ad+cb
bd = cb+ad

bd = c
d +

a
b

êáé ¡
a
b +

c
d

¢
+ e

f = ad+cb
bd + e

f =
adf+cbf+ebd

bdf

= adf+(cf+ed)b
bdf = a

b +
cf+ed
df = a

b +
³
c
d +

e
f

´
ãéá ïéáäÞðïôå a

b ,
c
d ,

e
f ∈ Fr(R). Ðáñïìïßùò åëÝã·åôáé ç ìåôáèåôéêüôçôá êáé ç

ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý, êáèþò êáé ïé åðéìåñéóôéêüôçôá ùò
ðñïò ôéò ïñéóèåßóåò ðñÜîåéò. Ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý Fr(R) åßíáé ôï 0

1 , ôï áíôß-
èåôï ôïý a

b ôï −ab , ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1
1 êáé, ôÝëïò, ôï áíôßóôñïöï êáèåíüò

a
b ∈ Fr(R)r{

0
1} ôï

b
a . ¤

4.7.4 ÐáñÜäåéãìá. Ðñïöáíþò, Fr(Z) = Q.

4.7.5 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ åìöõôåýåôáé åíôüò ôïý óþìáôïò ôùí êëá-
óìÜôùí ôçò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï äáêôýëéïò R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò

R −→ Fr(R), a 7−→ a

1
,

åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò, äéüôé Ý·åé ôï {a ∈ R | a
1 =

0
1} = {0} ùò ðõñÞíá ôïõ

(âë. ðñüôáóç 4.4.11). ¤

4.7.6 Ðñüôáóç. ÅÜí ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé ôï K Ýíá óþìá ôï ïðïßï
ôçí ðåñéÝ·åé, ôüôå ç áðåéêüíéóç

ψ : Fr(R) −→ K,
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ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôùí

ψ|R := IdR, ψ(ab ) := ψ (a)ψ (b)
−1

, ∀ (a, b) ∈ R× (Rr{0}) ,

áðïôåëåß ìïíïìïñöéóìü óùìÜôùí.

Áðïäåéîç. Ç ψ åßíáé ïìïìïñöéóìüò, êáèüôé ãéá ïéáäÞðïôå a
b ,

c
d ∈ Fr(R) Ý·ïõìå

ψ(ab +
c
d) = ψ(ad+cbbd ) = ψ (ad+ cb)ψ (bd)−1 = (ad+ cb) (bd)−1

= (ad+ cb) d−1b−1 = (ad)
¡
d−1b−1

¢
+ (cb)

¡
d−1b−1

¢
= a

¡
dd−1

¢
b−1 + c

¡
bb−1

¢
d−1 = ab−1 + cd−1

= ψ(a)ψ
¡
b−1
¢
+ ψ (c)ψ

¡
d−1

¢
= ψ(ab ) + ψ( cd )

êáé

ψ(ab
c
d) = ψ(acbd ) = ψ (ac)ψ (bd)

−1
= (ac) (bd)

−1

= (ab−1)(cd−1) =
¡
ψ(a)ψ

¡
b−1
¢¢ ¡

ψ (c)ψ
¡
d−1

¢¢
= ψ(ab )ψ(

c
d),

ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò êáé ìåôáèåôéêÞò éäéüôçôáò ôïõ ðïëëáðëáóéáóìïý ðïõ
éó·ýïõí ãéá ôá óôïé·åßá ôïý Kr{0} êáé ôïý üôé ψ|R := IdR. ÅðéðñïóèÝôùò, ç ψ

åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé åÜí a
b ,

c
d ∈ Fr(R) ìå ψ(

a
b ) = ψ( cd), ôüôå

ψ (a)ψ (b)−1 = ψ (c)ψ (d)−1 =⇒ ψ (a)ψ (d) = ψ (b)ψ (c) ,

Þôïé

ψ (ad) = ψ(bc) =⇒
[ψ|R:= IdR]

ad = cb =⇒ a
b =

c
d .

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç ψ åßíáé ðñÜãìáôé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ¤

4.7.7 Ðüñéóìá. ÅÜí ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ôï óþìá êëáóìÜôùí
Fr(R) ôÞò R åßíáé ôï åëÜ·éóôï óþìá (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý) ôï ïðïßï
ðåñéÝ·åé ôçí R.

Áðïäåéîç. ¸óôùK Ýíá Üëëï óþìá ðïõ ðåñéÝ·åé ôçíR. Ãéá êÜèå (a, b) ðïõ áíÞêåé
óôïR×(Rr{0}) Ý·ïõìå ab−1 ∈ K, äéüôé ôïK åßíáé óþìá êáéR ⊆ K. Ôáõôßæïíôáò
(ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ôçíFr(R) ìå ôçí ψ (Fr(R)) óôçí ðñïçãçèåßóá ðñüôáóç, ôï
a
b ôáõôßæåôáé ìå ôï ab−1, ïðüôå éó·ýåé Fr(R) ∼= ψ (Fr(R)) ⊆ K. ¤

4.7.8 Ðñüôáóç. ÅÜí äõï áêÝñáéåò ðåñéï·ÝòR1 êáéR2 åßíáé éóüìïñöåò, ôüôå êáé ôá
óþìáôá êëáóìÜôùí ôïõò Fr(R1) êáé Fr(R2) èá åßíáé éóüìïñöá.
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Áðïäåéîç. ÅÜí ç áðåéêüíéóç f : R1 −→ R2 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ôüôå êáé ç
áðåéêüíéóç

ef : Fr(R1) −→ Fr(R2), ef ³a
b

´
:=

f(a)

f(b)
, ∀ (a, b) ∈ R1 × (R1r{0}) ,

åßíáé éóïìïñöéóìüò. ÐñÜãìáôé° ç ef åßíáé ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí, äéüôé ãéá êÜèå
a
b ,

c
d ∈ Fr(R1) Ý·ïõìåef(ab + c

d) =
ef(ad+cbbd ) = f(ad+cb)

f(bd) = f(ad)+f(cb)
f(b)f(d) = f(a)f(d)+f(c)f(b)

f(b)f(d) = f(a)
f(b) +

f(c)
f(d)

êáé

ef(ab cd) = ef(acbd ) = f(ac)
f(bd) =

f(a)f(c)
f(b)f(d) =

f(a)
f(b)

f(c)
f(d) =

ef(ab ) ef( cd).
ÅðéðñïóèÝôùò, ç ef åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé åÜí a

b ,
c
d ∈ Fr(R1) ìå ef(ab ) = ef( cd), ôüôå

f(a)
f(b) =

f(c)
f(d) , áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

f(a)f(d) = f(c)f(b) =⇒ f(ad) = f(cb) =⇒
[f Ýíñéøç]

ad = cb =⇒ a
b =

c
d .

ÔÝëïò, ç ef åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, äéüôé ãéá êÜèå c
d ∈ Fr(R2) õðÜñ·åé

æåýãïò (a, b) ∈ R1 × (R1r{0}) , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

[f(a) = c, f(b) = d] =⇒ ef(ab ) = f(a)
f(b) ,

Þôïé ef(ab ) = c
d . ¤

4.8 ÐÑÙÔÁ ÓÙÌÁÔÁ

¸óôùL Ýíá õðüóùìá ôïý óþìáôïòQ ôùí ñçôþíáñéèìþí. ÅðåéäÞ õðÜñ·åé ðÜíôïôå
êÜðïéï a ∈ Lr{0}, ç -åî ïñéóìïý åããõçèåßóá- ýðáñîç ôïý (ðïëëáðëáóéáóôéêïý)
áíôéóôñüöïõ ôïõ a−1 Ý·åé ùò åðáêüëïõèï ôï üôé

a−1a = 1L = 1Q ∈ L.

Ùò åê ôïýôïõ, ãéá êÜèå áêÝñáéï n ∈ Z éó·ýåé n = n ·1L = n ·1Q ∈ L, ïðüôå Ý·ïõìå
êáô' áíÜãêçí ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Z ⊆ L ⊆ Q. ¼ìùò, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá
4.7.7, ôïQ = Fr (Z) åßíáé ôï åëÜ·éóôï óþìá (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý) ôï
ïðïßï ðåñéÝ·åé ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ Z. ¢ñá ôåëéêþò L = Q. Ç éäéüôçôá áõôÞ ôïý
Q ôï êáèéóôÜ ôï ðëÝïí ôõðéêü ðáñÜäåéãìá ôùí ëåãïìÝíùí «ðñþôùí óùìÜôùí».

4.8.1 Ïñéóìüò. ¸íá óþìáK êáëåßôáé ðñþôï óþìá üôáí äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá ãíÞ-
óéï õðüóùìá.
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4.8.2 ÐáñÜäåéãìá. ÐÝñáí ôïý Q, Ýíá Üëëï ðñþôï óþìá åßíáé ôï Zp, üðïõ p ðñþ-
ôïò áñéèìüò. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï L åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý Zp, ôüôå ç (ðñïóèåôéêÞ)
õðïïìÜäá (L,+) ôÞò ïìÜäáò (Zp,+) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ìå ôÜîç ôçò Ýíáí äéáéñÝôç
ôïý p (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.18 ôïý Lagrange). ÅðåéäÞ ëïéðüí ï p åßíáé ðñþôïò,
|L| = 1 Þ |L| = p. Ç ðñþôç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé, êáèüôé ôï L -ùò óþìá- Ý·åé
ôÜîç |L| ≥ 2. ÅðïìÝíùò, |L| = p, ïðüôå êáô' áíÜãêçí L = Zp.

4.8.3 Èåþñçìá. ÊÜèå óþìáK ðåñéÝ·åé Ýíá êáé ìüíïí ðñþôï õðüóùìá.

Áðïäåéîç. Ôï óþìá

K0 :=
\
{S | S õðüóùìá ôïýK} ⊆ K

åßíáé Ýíá ðñþôï õðüóùìá ôïý K. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï L åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý K0,

ôüôå ôï L åßíáé êáé õðüóùìá ôïý K, ïðüôå K0 ⊆ L, áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé
L = K0. Õðïëåßðåôáé ç áðüäåéîç ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý K0. ÕðïôéèåìÝíçò ôÞò
õðÜñîåùò åíüò Üëëïõ ðñþôïõ õðïóþìáôïò K0

0 ôïý óþìáôïò K, ôï K0 ∩ K0
0 åßíáé

õðüóùìá ôïýK êáéK0 ∩K0
0 ⊆ K0, K0 ∩K0

0 ⊆ K0
0. ÅðïìÝíùò,K0 ∩K0

0 = K0 êáé
K0 ∩K0

0 = K0
0, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôéK0 = K0

0. ¤

4.8.4 Èåþñçìá. (i) ÊÜèå ðñþôï óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò ìçäÝí åßíáé éóüìïñöï ìå
ôï óþìá Q ôùí ñçôþí áñéèìþí.
(ii) ÊÜèå ðñþôï óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò p (üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò) åßíáé éóüìïñöï
ìå ôï óþìá Zp ôùí êëÜóåùí éóïôéìéþí êáôÜ ìüäéï p.

Áðïäåéîç. ¸óôù L Ýíá ðñþôï óþìá. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

f : Z −→ L, f(n) := n · 1L, ∀n ∈ Z.

ÅðåéäÞ(
f(m+ n) = (m+ n) · 1L = m · 1L + n · 1L = f(m) + f(n),

f(mn) = (mn) · 1L = m (n · 1L) = (m · 1L) (n · 1L) = f(m)f(n),

ãéá ïéïõóäÞðïôåm,n ∈ Z, ç f åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÂÜóåé ôïý 1ïõ
èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí,

Z/Ker (f) ∼= Im(f) = f(Z),

üðïõ

Ker (f) = {n ∈ Z | n · 1L = 0L}.
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(i) ÅÜí ôï L Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ìçäÝí, ôüôå Ker(f) = {0}, ïðüôå

Z/Ker (f) = Z/{0} ∼= Z ∼= Im(f) = f(Z).

Ùò åê ôïýôïõ, ç Im (f) åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ (éóüìïñöç ôÞò Z) êáé, åðåéäÞ
Im (f) ⊆ L, Ý·ïõìå

Fr (Im (f)) =

½
n · 1L
m · 1L

¯̄̄̄
(n,m) ∈ Z× (Zr{0})

¾
⊆ Fr (L) = L,

ïðüôå L = Fr (Im (f)) ∼= Fr (Z) = Q (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 4.7.8 êáé ôïý üôé ôï L

åßíáé ðñþôï óþìá).

(ii) ÅÜí ôï L Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ p, üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå, âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 4.3.3 Ý·ïõìå

p = min { |k| ∈ N | k ∈ Zr{0} ìå k · 1L = 0L} ,

ïðüôå p ∈ Ker(f) =⇒ pZ = hpi ⊆ Ker(f) . ÁëëÜ êáé ãéá êÜèå λ ∈ Ker(f) , ãñÜöï-
íôáò

λ = up+ r, u, r ∈ Z, 0 ≤ r ≤ p− 1,

(êáôÜ ôï 2.1.6) ëáìâÜíïõìå

0L = λ · 1L = u (p · 1L) + (r · 1L) = 0L + r · 1L = r · 1L,

Þôïé ìéá éóüôçôá ç ïðïßá (ëüãù ôÞò ùò Üíù óõíèÞêçò åëá·ßóôïõ ðïõ ðëçñïß ôï p)
éó·ýåé ìüíïí üôáí r = 0. ÅðïìÝíùò, λ ∈ hpi, ïðüôå Ker(f) ⊆ pZ = hpi. Ôåëéêþò
ëïéðüí Ker(f) = pZ = hpi êáé

Z/pZ = Zp ∼= Im(f) = f(Z) = {n · 1L | n ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} ⊆ L,

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé L = Im(f) ∼= Zp, äéüôé ôï L åßíáé ðñþôï óþìá. ¤

4.8.5 Ðüñéóìá. ÊÜèå óþìáK ðåñéÝ·åé Ýíá õðüóùìá L, ôÝôïéï þóôå :

L ∼=

⎧⎨⎩
Q, üôáí ·áñ(K) = 0,

Zp, üôáí ·áñ(K) = p > 0.

4.8.6 ÐáñáôÞñçóç. Óýìöùíá ìå üóá áíáöÝñáìå óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò
4.8.4, åÜí ôï L åßíáé Ýíá ðñþôï óþìá, ôüôå

L =

⎧⎪⎨⎪⎩
n
(n · 1L) (m · 1L)−1

¯̄̄
(n,m) ∈ Z× (Zr{0})

o
, üôáí ·áñ(L) = 0,

{n · 1L | n ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} , üôáí ·áñ(L) = p > 0.


