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ÏìÜäåò

Ç áëãåâñéêÞ äïìÞ ôÞò ïìÜäáò êáèïñßæåôáé ìÝóù ôïý åöïäéáóìïý åíüò ìç êåíïý
óõíüëïõ ìå ìßá êáé ìüíïí åóùôåñéêÞ ðñÜîç, ç ïðïßá ðëçñïß êÜðïéåò «·áñáêôçñé-
óôéêÝò óõíèÞêåò». Ôá ïìáäïåéäÞ, ïé çìéïìÜäåò êáé ôá ìïíïåéäÞ õðÜãïíôáé óôïõò
«ðñïðïìðïýò» ôçò.

Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá éó·õñéóèåß ìå âÜóéìá åðé·åéñÞìáôá üôé ç Ýííïéá ôÞò
ïìÜäáò «åíõðÞñ·å» Þäç (åììÝóùò ðëçí óáöþò) óå äéÜöïñåò åñãáóßåò ôùí ìáèç-
ìáôéêþí ôÞò áñ·áéüôçôáò. Ùò áëãåâñéêÞ äïìÞ ðñùôïðáñïõóéÜóèçêå óå áñéèìï-
èåùñçôéêÝò åñãáóßåò ôùí L. Euler (1707-1783), C.-F. Gauss (1777-1855) ê.Ü. êáôÜ
ôá ôÝëç ôïý 18ïõ êáé ôéò áñ·Ýò ôïý 19ïõ áéþíá, êáé, åí óõíå·åßá, óôç èåùñßá ìåôá-
ôÜîåùí ôùí èÝóåùí ìçäåíéóìïý áëãåâñéêþí åîéóþóåùí ôùí J.-L. Lagrange (1736-
1813), E. Galois (1811-1832) ê.Ü. Ùóôüóï, ï ôåëéêþò êáèéåñùèåßò «ïñéóìüò» ôçò,
üðùò ôïí áíôéëáìâáíüìáóôå óôéò çìÝñåò ìáò, áðïêñõóôáëëþèçêå óå Ýíá Üñèñï1

ôïý A. Cayley (1821-1895) ôï ïðïßï äçìïóéåýèçêå ôï 1854, êáèþò êáé óå êáôïðé-
íÝò äçìïóéåýóåéò2 ôïõ ðåñß ôá ìÝóá ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1870. (Áñêåôïß éóôïñéêïß
õðïãñáììßæïõí êáé ôçí ðïëýôéìç óõìâïëÞ ôùí R. Dedekind (1831-1916), C. Jordan
(1838-1922) êáé W. van Dyck (1856-1934) óôçí ðáãßùóç áõôïý ôïý ïñéóìïý.)

1Cayley A.: On the theory of groups, as depending in the symbolic equation Θn = 1, Phil. Magazine, Vol. 7 (1854).

2Ðñâë. Scholz E. (Hrsg.): Geschichte der Algebra, B.I., Mannheim, 1990, óåë. 309.
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3.1 ÏÌÁÄÏÅÉÄÇ, ÇÌÉÏÌÁÄÅÓ ÊÁÉ ÌÏÍÏÅÉÄÇ

3.1.1 Ïñéóìüò. ÊÜèå æåýãïò (A,}), áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá ìç êåíü óýíïëï A êáé
ìßá åóùôåñéêÞ ðñÜîç

A×A −→ A, (x, y) 7−→ x} y,

åðß ôïý A, ïíïìÜæåôáé ïìáäïåéäÝò3. (Ôï A êáëåßôáé õðïêåßìåíï óýíïëï ôïý ïìá-
äïåéäïýò (A,}).)

3.1.2 Ïñéóìüò. ¸óôù (A,}) Ýíá ïìáäïåéäÝò. To (A,}) êáëåßôáé
(i) ðñïóåôáéñéóôéêü ïìáäïåéäÝò Þ çìéïìÜäá üôáí ç ðñÜîç ‘‘}'' åßíáé ðñïóåôáéñé-
óôéêÞ (âë. 1.5.3 (i)),

(ii) ìåôáèåôéêü ïìáäïåéäÝò Þ áâåëéáíü ïìáäïåéäÝò üôáí ç ðñÜîç ‘‘}'' åßíáé ìåôáèå-
ôéêÞ (âë. 1.5.3 (ii)), êáé

(iii) áâåëéáíÞ çìéïìÜäá üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò ðñïóåôáéñéóôéêü êáé áâå-
ëéáíü ïìáäïåéäÝò.

3.1.3 Ïñéóìüò. ÊÜèå çìéïìÜäá (êáé áíôéóôïß·ùò, êÜèå áâåëéáíÞ çìéïìÜäá) ç
ïðïßá äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôçí ïñéóèåßóá åð' áõôÞò (âë.
1.5.6 (iii)) ïíïìÜæåôáé ìïíïåéäÝò (êáé áíôéóôïß·ùò, áâåëéáíü ìïíïåéäÝò).

3.1.4 Óçìåßùóç. ÅÜí ìéá çìéïìÜäá (Þ, ãåíéêüôåñá, Ýíá ïìáäïåéäÝò) äéáèÝôåé ïõ-
äÝôåñï óôïé·åßï, ôüôå áõôü, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.5.8, åßíáé ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíï.

3.1.5 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí A ∈ {Z,Q,R,C}, ôüôå ôï æåýãïò (A,−), üðïõ ‘‘−'' ç
ðñÜîç ôÞò áöáéñÝóåùò, åßíáé Ýíá ìç ðñïóåôáéñéóôéêü, ìç ìåôáèåôéêü ïìáäïåéäÝò.

(ii) Ðáñïìïßùò, åÜí ôï Ω åßíáé Ýíá óýíïëï, ôüôå ôï æåýãïò (P (Ω) ,r) åßíáé (åí
ãÝíåé) Ýíá ìç ðñïóåôáéñéóôéêü, ìç ìåôáèåôéêü ïìáäïåéäÝò (âë. 1.5.5(iv)).

(iii) Ôï æåýãïò (Z,}), üðïõ

Z× Z −→ Z, (a, b) 7−→ a} b := b,

áðïôåëåß ìéá ìç áâåëéáíÞ çìéïìÜäá, äéüôé a } b 6= b } a üôáí a 6= b, åíþ ãéá
ïéáäÞðïôå a, b, c ∈ Z éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(a} b)} c = b} c = c = a} c = a} (b} c) .

ÅðéðñïóèÝôùò, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï (Z,}) äåí åßíáé ìïíïåéäÝò.
3Áíô' áõôïý ·ñçóéìïðïéåßôáé åíßïôå êáé ï üñïò ìÜãìá.
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(iv) Ôï æåýãïò (Z,~), üðïõ

Z× Z −→ Z, (a, b) 7−→ a~ b := a2 + b2,

áðïôåëåß Ýíá áâåëéáíü ïìáäïåéäÝò ðïõ äåí åßíáé çìéïìÜäá, äéüôé a~ b = b~ a ãéá
ïéáäÞðïôå a, b ∈ Z êáé

(2~ 1)~ 1 = 26 6= 8 = 2~ (1~ 1) .

(v) ¸óôùA Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ôï óýíïëïAA =áð(A,A) ôùí áðåéêïíßóåùí áðü
ôï A óôï A, åöïäéáóìÝíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç

AA ×AA −→ AA, (g, f) 7−→ g ◦ f,

åßíáé Ýíá (åí ãÝíåé ìç áâåëéáíü ) ìïíïåéäÝò ìå ôçí ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç idA ùò
ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ (âë. 1.5.12).

(vi) Ôï æåýãïò (N,+), üðïõ ‘‘+'' ç óõíÞèçò ðñüóèåóç öõóéêþí áñéèìþí, åßíáé ìéá
áâåëéáíÞ çìéïìÜäá ðïõ äåí åßíáé ìïíïåéäÝò.

(vii) ÅÜíA ∈ {N0,Z,Q,R,C} êáéB ∈ {N,N0,Z,Q,R,C}, ôüôå ôá æåýãç (A,+) êáé
(B, ·) (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý) áðïôå-
ëïýí áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ ìå ïõäÝôåñÜ ôïõò óôïé·åßá ôá 0 êáé 1, áíôéóôïß·ùò.

(viii) Ôá æåýãç (Zm,+),m ∈ N, êáé (Zm, ·),m ∈ N, m ≥ 2, ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò
ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ôéò ïñéóèåßóåò ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.28,
åßíáé áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ ìå ïõäÝôåñÜ ôïõò óôïé·åßá ôá [0]m êáé [1]m , áíôéóôïß·ùò.

(ix) ÅÜí ôïΩ åßíáé Ýíá óýíïëï, ôüôå ôá æåýãç (P (Ω) ,∪), (P (Ω) ,∩) êáé (P (Ω) ,4)
åßíáé áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ ìå ïõäÝôåñÜ ôïõò óôïé·åßá ôá ∅,Ω êáé ∅, áíôéóôïß·ùò.
(Âë. 1.5.5 (i), (ii) êáé (iii), êáé 1.5.10.)

3.1.6 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ïém êáé n åßíáé äõï öõóéêïß áñéèìïß êáé ôï A Ýíá ìç êåíü
óýíïëï, ôüôå êÜèå áðåéêüíéóç

f : {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n} −→ A (3.1)

ïíïìÜæåôáé (m× n)-ðßíáêáò ìå ôéò «åããñáöÝò4» ôïõ åéëçììÝíåò áðü ôïA.Áíôß ôïý
ó·åôéêþò äýó·ñçóôïõ óõìâïëéóìïý (3.1) ãñÜöïõìå áðëþò⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 a12 · · · a1n−1 a1n
a21 a22 · · · a2n−1 a2n
...

...
. . .

...
...

am−1 1 am−1 2 · · · am−1n−1 am−1n
am 1 am 2 · · · amn−1 amn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
4Ïé åããñáöÝò (áããë. entries) åíüò ðßíáêá (3.1) åßíáé ïém× n åéêüíåò ôÞò f .
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Þ (aij)1≤i≤m,1≤j≤n, üðïõ

aij := f (i, j) , ∀ (i, j) ∈ {1, 2, . . . ,m} × {1, 2, . . . , n}.

Åðßóçò, ùò Matm×n(A) óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï üëùí ôùí (m× n)-ðéíÜêùí ìå ôéò
åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïA. ÅÜí åðß ôïýA ïñßóïõìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç

A×A −→ A, (x, y) 7−→ x} y,

ôüôå ôï ïìáäïåéäÝò (A,}) êáèïñßæåé Ýíá ïìáäïåéäÝò (Matm×n(A), b} ), üðïõ
(aij)1≤i≤m,1≤j≤n b} (bij)1≤i≤m,1≤j≤n := (aij } bij)1≤i≤m,1≤j≤n,

ãéá êÜèå ((aij)1≤i≤m,1≤j≤n, (bij)1≤i≤m,1≤j≤n) ∈ (Matm×n(A))
2
. ÅÜí ôï (A,}) åß-

íáé ðñïóåôáéñéóôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, áâåëéáíü), ôüôå êáé ôï (Matm×n(A), b} ) åß-
íáé ðñïóåôáéñéóôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, áâåëéáíü). ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí ôï (A,})
åßíáé ìïíïåéäÝò Ý·ïí ôï eA ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ, ôüôå êáé ôï (Matm×n(A), b} )
åßíáé ìïíïåéäÝò ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ ôïí (m× n)-ðßíáêá, üëåò ïé åããñáöÝò
ôïý ïðïßïõ åßíáé ßóåò ìå ôï eA. Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí ôï A ∈ {N0,Z,Q,R,C,Zk}
(üðïõ k ∈ N) åöïäéáóèåß ìå ôçí ðñÜîç ôÞò ðñïóèÝóåùò ‘‘+'', ôüôå åßèéóôáé íá
ãñÜöïõìå áðëþò ‘‘+'' áíôß ôïý ‘‘b+'' ãéá ôïí óõìâïëéóìü ôÞò åðáãïìÝíçò ðñÜîåùò
åðß ôïý Matm×n(A) êáé íá ôçí êáëïýìå ðñüóèåóç ðéíÜêùí. Åí ðñïêåéìÝíù, ôï
(Matm×n(A),+) åßíáé áâåëéáíü ìïíïåéäÝò.

3.2 ÏÌÁÄÅÓ ÊÁÉ ÕÐÏÏÌÁÄÅÓ

I ÏìÜäåò. ÁõôÝò åßíáé óýíïëá (äéÜöïñá ôïý êåíïý) åöïäéáóìÝíá ìå ìßá êáé ìü-
íïí åóùôåñéêÞ ðñÜîç êáé ôñåéò óõíïäåõôéêÝò ·áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò: ôçí ðñï-
óåôáéñéóôéêüôçôá, ôçí ýðáñîç ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ êáé ôçí ýðáñîç óõììåôñéêïý
(«áíôéóôñüöïõ») ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ ôïõò.

3.2.1 Ïñéóìüò. ¸íá ìïíïåéäÝò (G,}) (ìå ôï G ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôïõ) êáëåß-
ôáé ïìÜäá5 üôáí ãéá êÜèå óôïé·åßï ôïý G õðÜñ·åé ôï óõììåôñéêü ôïõ ùò ðñïò ôçí
} (ðñâë. ðñüôáóç 1.5.8). Ç ôÜîç |G| ìéáò ïìÜäáò (G,}) åßíáé åî ïñéóìïý ï ðëç-
èéêüò áñéèìüò card(G) ôïý óõíüëïõ G. ÅÜí ç |G| åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå ëÝìå
üôé ç G Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç Þ áðëþò üôé ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé
ãñÜöïõìå |G| <∞. (ÅéäÜëëùò ëÝìå üôé çG åßíáé ìéá Üðåéñç ïìÜäá êáé ãñÜöïõìå
|G| = ∞). Ìéá ïìÜäá G ëÝãåôáé ìåôáèåôéêÞ Þ áâåëéáíÞ (Þ ïìÜäá ôïý Abel) üôáí
ç ðñÜîç, ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç, åßíáé ìåôáèåôéêÞ.
5Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò üðïõ äåí õößóôáôáé êßíäõíïò óõã·ýóåùò (ãéá ôï ðïéá ðñÜîç õðïíïåßôáé) óõìâïëßæïõìå ôéò
ïìÜäåò ìüíïí ìå Ýíá êåöáëáßï (ëáôéíéêü) ãñÜììá.
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3.2.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá æåýãç (Z,+) , (Q,+) , (R,+) , (C,+) ôùí áêåñáßùí,
ôùí ñçôþí, ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò, ìáæß ìå
ôç óõíÞèç ðñüóèåóç, áðïôåëïýí ôá ðéï ïéêåßá ðáñáäåßãìáôá áâåëéáíþí ïìÜäùí.
Ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (N0,+) äåí åßíáé ïìÜäá, äéüôé êáíÝíáò n ∈ N äåí äéáèÝôåé
áíôßèåôï (= óõììåôñéêü) óôïé·åßï åíôüò ôïý óõíüëïõ N0.

(ii) Ôï ìïíïåéäÝò (Zm,+), m ∈ N, (âë. 3.1.5 (viii)) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå
ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôï [0]m êáé áíôßèåôï óôïé·åßï êáèåíüò [k]m ∈ Zm ôï [−k]m.

(iii) Ôá æåýãç (Qr{0}, ·) , (Rr{0}, ·) , (Q>0, ·), (R>0, ·), (Cr{0}, ·) ôùí ìç ìçäåíé-
êþí ñçôþí, ôùí ìç ìçäåíéêþí ðñáãìáôéêþí, ôùí èåôéêþí ñçôþí, ôùí èåôéêþí ðñáã-
ìáôéêþí êáé ôùí ìç ìçäåíéêþí ìéãáäéêþí áñéèìþí, ìáæß ìå ôïí óõíÞèç ðïëëáðëá-
óéáóìü, åßíáé áâåëéáíÝò ïìÜäåò (ìå ôï 1 ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõò). ÁíôéèÝôùò,
ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (Zr{0}, ·) äåí åßíáé ïìÜäá, äéüôé ìüíïí ïé ±1 äéáèÝôïõí
áíôßóôñïöï (= óõììåôñéêü) óôïé·åßï åíôüò ôïý Zr{0} (âë. ðüñéóìá 1.7.21).

(iv) Ôï æåýãïò (Q>0, ), üðïõ

r s :=
rs

2
, ∀ (r, s) ∈ Q>0 ×Q>0,

åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ïðïßá Ý·åé ôï 2 (!) ùò ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï êáé ôï 4
r

ùò óõììåôñéêü óôïé·åßï ïéïõäÞðïôå r ∈ Q>0.

(v) Ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (Zm, ·), m ∈ N, m ≥ 2, (âë. 3.1.5 (viii)), ìå ïõäÝôåñü
ôïõ óôïé·åßï ôï [1]m , äåí åßíáé ïìÜäá, äéüôé (ôïõëÜ·éóôïí) ôï [0]m äåí äéáèÝôåé
áíôßóôñïöï.

(vi) ÅÜí ôï Ω åßíáé Ýíá óýíïëï, ôüôå ôï æåýãïò (P (Ω) ,4) áðïôåëåß ìéá áâåëéáíÞ
ïìÜäá. ÁíôéèÝôùò, ãéá ïéïäÞðïôå Ω 6= ∅ ôá áâåëéáíÜ ìïíïåéäÞ (P (Ω) ,∪) êáé
(P (Ω) ,∩) äåí åßíáé ïìÜäåò. (Âë. 1.5.15 êáé 3.1.5 (ix).)
(vii) ÅÜím,n ∈ N êáé åÜí ôïA ∈ {Z,Q,R,C,Zk} (üðïõ k ∈ N) åöïäéáóèåß ìå ôçí
ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò, ôüôå ôï áâåëéáíü ìïíïåéäÝò (Matm×n(A),+) ôï
ïñéóèÝí óôï åäÜöéï 3.1.6 áðïôåëåß ìéá ïìÜäá, êáèüôé êÜèå

(aij)1≤i≤m,1≤j≤n ∈Matm×n(A)

Ý·åé ôïí ðßíáêá (−aij)1≤i≤m,1≤j≤n ùò óõììåôñéêü ôïõ óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘+''.

3.2.3 Óçìåßùóç. ÏñéóìÝíåò öïñÝò, üôáí ìåëåôïýìå ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá
(G,}) ðïõ Ý·åé åßôå ìéêñÞ ôÜîç åßôå óôïé·åßá äéáóõíäåüìåíá ìÝóù åéäéêþí ó·Ý-
óåùí, åßíáé ·ñÞóéìï íá åñãáæüìáóôå ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôÞò
(G,}) (ðïõ ïíïìÜæåôáé, åíáëëáêôéêþò, êáé êáôÜëïãïò ôÞò ðñÜîåùò ‘‘}'' Þ êáôÜ-
ëïãïò ôïý Cayley ãéá ôçí (G,})). ÅÜí G = {g1, . . . , gk}, k ∈ N, ôüôå áõôüò åßíáé ï
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åîÞò:

} g1 g2 · · · · · · gk

g1 g1 } g1 g1 } g2 · · · · · · g1 } gk
g2 g2 } g1 g2 } g2 · · · · · · g2 } gk
...

...
...

...
...

...
...

...
gk gk } g1 gk } g2 · · · · · · gk } gk

Óôçí i-ïóôÞ ãñáììÞ êáé óôçí j-ïóôÞ óôÞëç ôïý êáôáëüãïõ ôïðïèåôåßôáé ôï óôïé·åßï
gi } gj , 1 ≤ i, j ≤ k. ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò åìöáíßæåôáé ìüíïí ìßá öïñÜ óå
êÜèå ãñáììÞ êáé êÜèå óôÞëç.

3.2.4 Óçìåßùóç. Ç éåñÜñ·çóç ôùí (NÂG-) êëÜóåùí ôùí äïìþí ðïõ Ý·ïõìå óõíá-
íôÞóåé ìÝ·ñé óôéãìÞò Ý·åé ùò åîÞò:

{ïìÜäåò} $ {ìïíïåéäÞ} $ {çìéïìÜäåò} $ {ïìáäïåéäÞ}.

Áðü ôá ðñïçãçèÝíôá ðáñáäåßãìáôá 3.1.5 êáé 3.3.2 êáèßóôáôáé óáöÝò üôé ïé áíù-
ôÝñù åãêëåéóìïß åßíáé ãíÞóéïé. ÅðéðñïóèÝôùò, åðéóçìáßíåôáé -éäéáéôÝñùò- üôé, äï-
èÝíôïò åíüò ìïíïåéäïýò, õðÜñ·åé ðÜíôïôå ç äõíáôüôçôá ó·çìáôéóìïý ìéáò ïìÜäáò,
üðùò ðåñéãñÜöåôáé óôçí ðñüôáóç 3.2.6.

3.2.5 Ïñéóìüò. ¸óôù (M, ·) Ýíá ìïíïåéäÝò Ý·ïí ôï eM ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïõ.
Ôüôå óõìâïëßæïõìå ùò

M× := {x ∈M |∃y ∈M : xy = eM = yx}

ôï óýíïëï üëùí ôùí x ∈M ðïõ äéáèÝôïõí óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘·''.

3.2.6 Ðñüôáóç. ¸óôù (M, ·) Ýíá ìïíïåéäÝò. Ôüôå ôï æåýãïò (M×, ·) áðïôåëåß ìéá
ïìÜäá.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò, åðåéäÞ eMeM = eM , Ý·ïõìå eM ∈ M×. ÅÜí x, x0 ∈ M×,

ôüôå

[∃y ∈M : xy = eM = yx] êáé [∃y0 ∈M : x0y0 = eM = y0x0],

ïðüôå (y0y)(xx0) = y0(yx)x0 = y0eMx0 = y0x0 = eM êáé (ðáñïìïßùò äéáðéóôþ-
íïõìå üôé) (xx0)(y0y) = eM . Ôïýôï óçìáßíåé üôé xx0 ∈ M×, äçëáäÞ üôé ôï M×

åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ‘‘·'' (âë. 1.5.2). ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí ôï x åßíáé ôõ·üí óôïé-
·åßï ôïý M× êáé ôï y óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïõ, ôüôå ôï y (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.
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5.13) åßíáé ôï ìüíï óôïé·åßï ôïý M ìå áõôÞí éäéüôçôá êáé (åî ïñéóìïý) y ∈ M×

(äéüôé ôï x åßíáé, ìå ôç óåéñÜ ôïõ, ôï óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý y). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
ôï æåýãïò (M×, ·) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá. ¤

3.2.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí F ∈ {Q,R,C}, ôüôå ìÝóù ôïý áâåëéáíïý ìïíïåéäïýò
(F, ·) (üðïõ ‘‘·'' ï óõíÞèçò ðïëëáðëáóéáóìüò) äçìéïõñãåßôáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
ïìÜäá ðïõ Ý·åé ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò ôï

F× = Fr{0F }.

(ii) ÌÝóù ôïý áâåëéáíïý ìïíïåéäïýò (Z, ·) (üðïõ ‘‘·'' ï óõíÞèçò ðïëëáðëáóéáóìüò)
äçìéïõñãåßôáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ðïõ Ý·åé ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò ôï
Z× = {1,−1} (âë. ðüñéóìá 1.7.21).

(iii) ÌÝóù ôïý áâåëéáíïý ìïíïåéäïýò (Zm, ·), m ∈ N, m ≥ 2, (üðïõ ‘‘·'' ï ðïëëá-
ðëáóéáóìüò ï ïñéóèåßò óôï èåþñçìá 2.4.28) äçìéïõñãåßôáé ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
ïìÜäá ðïõ Ý·åé ùò õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò ôï

Z×m = {[k]m ∈ Zm | 1 ≤ k ≤ m− 1, ìêä (k,m) = 1}

êáé ôÜîçϕ (m) , üðïõϕ ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. (Âë. 2.4.16 êáé 2.4.32.) Ç (Z×m, ·)
êáëåßôáé ïìÜäá ôùí áíôéóôñÝøéìùí êëÜóåùí õðïëïßðùí êáôÜ ìüäéïm.

(iv) ¸óôù F ∈ {Q,R,C,Zp} (üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò) êáé Ýóôù n ∈ N. Áò óõì-
âïëßóïõìå ùò 0F ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò (F,+) êáé ùò 1F ôï ïõäÝôåñï
óôïé·åßï ôïý ìïíïåéäïýò (F, ·), üðïõ ‘‘+'' êáé ‘‘·'' ïé óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò
êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, áíôéóôïß·ùò. Åðß ôïý Matn×n (F ) ïñßæåôáé ðïëëáðëáóéá-
óìüò ðéíÜêùí :

AB = (ai 1b1 j + ai 2b2 j + · · ·+ ai nbn j)1≤i,j≤n ,

ãéá ïéïõóäÞðïôå A = (aij)1≤i,j≤n, B = (bij)1≤i,j≤n ∈ Matn×n (F ) . Ôï æåý-
ãïò (Matn×n (F ) , ·) åßíáé Ýíá ìïíïåéäÝò ìå ïõäÝôåñü ôïõ óôïé·åßï ôïí ìïíáäéáßï
(n× n)-ðßíáêá

In :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1F 0F · · · 0F 0F
0F 1F · · · 0F 0F
...

...
. . .

...
...

0F 0F · · · 1F 0F
0F 0F · · · 0F 1F

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá åßíáé ãíùóôÞ ç ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá

GLn (F ) := (Matn×n(F ))× = {A ∈Matn×n(F ) | det (A) 6= 0F } ,

üðïõ det(A) ç ïñßæïõóá åíüòA ∈Matn×n(F ).
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3.2.8 Óçìåßùóç. (μñçóôéêüò ôñüðïò óõìâïëéóìïý ïìÜäùí) Áðü åäþêáé óôï åîÞò,
üôáí áíáöåñüìáóôå óå ôõ·ïýóåò ïìÜäåò, èá õéïèåôïýìå ùò åðß ôï ðëåßóôïí ôïí
ðïëëáðëáóéáóôéêü êáé (êÜðùò óðáíéüôåñá) ôïí ðñïóèåôéêü óõìâïëéóìü ãéá ôéò
åêÜóôïôå èåùñïýìåíåò ðñÜîåéò (ãñÜöïíôáò ð.·. g1g2, g1 ·g2 Þ g1 ∗g2 êáé, áíôéóôïß-
·ùò, g1+g2, áíôß ôïý g1}g2, ãéá äõï óôïé·åßá g1, g2 ìéáò ïìÜäáòG, áêüìç êáé üôáí
ïé ðñÜîåéò äåí õðïíïïýí êÜðïéïõò «ïéêåßïõò» ðïëëáðëáóéáóìïýò êáé ðñïóèÝóåéò,
áíôéóôïß·ùò) êáé èá óõìâïëßæïõìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáòG ùò eG êáé
ôï óõììåôñéêü óôïé·åßï åíüò g ∈ G ùò g−1 («áíôßóôñïöï» ôïý g) êáé, áíôéóôïß·ùò,
−g («áíôßèåôïò» ôïý g).

3.2.9 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) Ãéá êÜèå a, b, g ∈ G Ý·ïõìå

ag = bg =⇒ a = b

ga = gb =⇒ a = b

)
(Íüìïé äéáãñáöÞò)

(ii)
¡
g−1

¢−1
= g, ãéá êÜèå g ∈ G.

(iii) ÅÜí k ∈ N êáé g1, . . . , gk ∈ G, ôüôå

(g1g2 · · · gk)−1 = g−1k · · · g−12 g−11 .

(iv) Ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ G ïé åîéóþóåéò ax = b êáé ya = b åðéäÝ·ïíôáé ôéò x = a−1b

êáé y = ba−1, áíôéóôïß·ùò, ùò ìïíáäéêÝò ôïõò ëýóåéò.

Áðïäåéîç. (i) ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôçí ðñþôç åîßóùóç (åê äåîéþí) ìå ôï áíôß-
óôñïöï (= óõììåôñéêü) óôïé·åßï g−1 ôïý g, ëáìâÜíïõìå

(ag) g−1 = (bg) g−1 =⇒ a
¡
gg−1

¢
= b

¡
gg−1

¢
=⇒ aeG = beG =⇒ a = b.

Êáô' áíáëïãßáí (êáôüðéí ðïëëáðëáóéáóìïý ìå g−1 åî áñéóôåñþí) áðïäåéêíýïõìå
êáé ôïí äåýôåñï íüìï ôÞò äéáãñáöÞò.

(ii) ÅðåéäÞ ¡
g−1

¢−1
g−1 = eG = g−1

¡
g−1

¢−1
êáé gg−1 = eG = g−1g,

Ý·ïõìå
¡
g−1

¢−1
= g, ãéá êÜèå g ∈ G, ëüãù ôÞò ìïíïóçìáíôüôçôáò ôïý óõììåôñéêïý

óôïé·åßïõ (âë. ðñüôáóç 1.5.8).

(iii) ¸óôù k = 2. Áñêåß (êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ìïíïóçìáíôüôçôáò ôïý óõììåôñéêïý
óôïé·åßïõ) íá äåßîïõìå üôé

(g1g2)
¡
g−12 g−11

¢
= eG =

¡
g−12 g−11

¢
(g1g2) .

ÈÝôïíôáò óå åöáñìïãÞ ôïí ãåíéêåõìÝíï ðñïóåôáéñéóôéêü íüìï 1.6.40 ëáìâÜíïõìå

(g1g2)
¡
g−12 g−11

¢
=
¡
g1
¡
g2g
−1
2

¢¢
g−11 = (g1eG) g

−1
1 = g1g

−1
1 = eG.
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Áíáëüãùò äåß·íïõìå üôé
¡
g−12 g−11

¢
(g1g2) = eG. Ãéá k ≥ 3 ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé

ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

(iv) Êáô' áñ·Üò, a
¡
a−1b

¢
=
¡
aa−1

¢
b = eGb = b, ïðüôå ôï a−1b åßíáé üíôùò ìéá

ëýóç ôÞò åîéóþóåùò ax = b. ¸óôù g ∈ G ìéá ôõ·ïýóá ëýóç ôçò. Ôüôå

a−1 (ag) = a−1b =⇒
¡
a−1a

¢
g = a−1b =⇒ eGg = g = a−1b.

Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé ôï ìïíïóÞìáíôï ôÞò ëýóåùò ôÞò 2çò åîéóþóåùò. ¤

3.2.10 Ïñéóìüò. («ÄõíÜìåéò» óôïé·åßùí) ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ãéá êÜèå n ∈ Z
åéóÜãïõìå ôç âñá·õãñáößá

gn :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
g g · · · g| {z }
n öïñÝò

, üôáí n > 0,

(g−n)
−1

, üôáí n < 0,

eG , üôáí n = 0,

åí åßäåé6 «äõíÜìåùò».

3.2.11 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï g ∈ G êáé êÜèå
(m,n) ∈ Z× Z éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) gmgn = gm+n = gngm,

(ii) (gm)n = gmn,

(iii) g−m =
¡
g−1

¢m
= (gm)−1 . (Ôï g−m åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý gm.)

Áðïäåéîç. (i) Êáô' áñ·Üò õðïèÝôïõìå üôé áìöüôåñïé ïém,n åßíáé èåôéêïß. Äéáôç-
ñþíôáò ôüí n ðáãéùìÝíï, èá åöáñìüóïõìå êëáóéêÞ ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò
ôïí m. (Áíáëüãùò åðé·åéñçìáôïëïãåß êáíåßò êáé ìå ôïí n). ÅÜí m = 1, ôüôå -åî
ïñéóìïý- ggn = g1+n. ÕðïèÝôïíôáò üôé gmgn = gm+n, ëáìâÜíïõìå

gm+1gn = (ggm) gn = g (gmgn) = ggm+n = gm+n+1.

Ôþñá õðïèÝôïõìå üôé Ýíáò åê ôùím,n åßíáé = 0. ÅÜím = 0, ôüôå

g0gn = eGg
n = gn = g0+n.

6¼ôáí ·ñçóéìïðïéåßôáé ðñïóèåôéêüò óõìâïëéóìüò ãéá ôçíG, ôüôå ãéá êÜèå n ∈ Z ïñßæïõìå êáô' áíáëïãßáí

ng :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
g + g + · · ·+ g| {z }

n öïñÝò

, üôáí n > 0,

−((−n)g), üôáí n < 0,
eG , üôáí n = 0,

åí åßäåé «ðïëëáðëáóßïõ».
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(Áíáëüãùò, gmg0 = gmeG = gm = gm+0, üôáí n = 0). Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå
üôé áìöüôåñïé ïém,n åßíáé áñíçôéêïß. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôá 3.2.9 (ii) êáé (iii),

gmgn =
¡
g−m

¢−1 ¡
g−n

¢−1
=
¡
g−ng−m

¢−1
=

³
g−(n+m)

´−1
=
³
g−(m+n)

´−1
= gm+n.

ÅîÜëëïõ, åðåéäÞm+n = n+m, Ý·ïõìå gmgn = gngm. Ùò åê ôïýôïõ, õðïëåßðåôáé
ìüíïí ç åîÝôáóç ôÞò ðåñéðôþóåùò êáôÜ ôçí ïðïßá ï Ýíáò åê ôùím,n åßíáé áñíçôé-
êüò êáé ï Üëëïò èåôéêüò. ÅðåéäÞ ïé áðïäåßîåéò åßíáé ðáíïìïéüôõðåò, èá åîåôÜóïõìå
ôé óõìâáßíåé ìüíïí üôáím > 0 êáé n < 0. Äéáêñßíïõìå ôéò ôñåéò äéáöïñåôéêÝò ðå-
ñéðôþóåéò:

(á)m+n > 0.ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí üóùí éó·ýïõí óôçí ðåñßðôùóç üðïõ áìöüôåñïé
åßíáé èåôéêïß, ëáìâÜíïõìå

gm+ng−n = g(m+n)−n = gm.

ÅðåéäÞ ôï g−n åßíáé -åî ïñéóìïý- ôï áíôßóôñïöï ôïý gn, ìðïñïýìå íá ðïëëáðëá-
óéÜóïõìå áìöüôåñåò ôéò ðëåõñÝò (åê äåîéþí) ìå ôï gn êáé íá êáôáëÞîïõìå óôï
æçôïýìåíï:

gm+n = gmgn.

(â) m + n = 0. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, n = −m, ïðüôå ôï gn åßíáé -åî ïñéóìïý-
ôï áíôßóôñïöï ôïý gm êáé

gmgn = g0 = eG.

(ã) m + n < 0. ÊÜíïíôáò åê íÝïõ ·ñÞóç ôùí üóùí éó·ýïõí óôçí ðåñßðôùóç üðïõ
áìöüôåñïé åßíáé èåôéêïß, ëáìâÜíïõìå

g−(m+n)gm = g−m−n+m = g−n.

ÅðåéäÞ ôï g−m åßíáé -åî ïñéóìïý- ôï áíôßóôñïöï ôïý gm, ìðïñïýìå íá ðïëëáðëá-
óéÜóïõìå áìöüôåñåò ôéò ðëåõñÝò (åê äåîéþí) ìå ôï g−m êáé íá êáôáëÞîïõìå óôï
æçôïýìåíï:

g−(m+n) = g−ng−m = g−mg−n.

(ii) Ç áðüäåéîç åßíáé ðáñüìïéá êáé ãé' áõôü áöÞíåôáé ùò Üóêçóç.

(iii) ÅÜím > 0, ôüôå -åî ïñéóìïý- g−m = (gm)
−1. μñçóéìïðïéþíôáò êëáóéêÞ ìá-

èçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí m äåß·íïõìå åýêïëá üôé ôï
¡
g−1

¢m
åßíáé ôï áíôß-

óôñïöï ôïý gm. ÅÜím = 0, ôüôå

g−m =
¡
g−1

¢m
= (gm)

−1
= eG.



§ 3.2 ïìáäåò êáé õðïïìáäåò 213

ÔÝëïò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá m < 0, ·ñçóéìïðïéïýìå åê íÝïõ ìáèçìá-
ôéêÞ åðáãùãÞ, áëë' áõôÞí ôç öïñÜ ìå ïðéóèïðïñåßá ùò ðñïò ôïí m (âë. 1.7.28),
ìå óýíïëï áíáöïñÜò ìáò ôï {k ∈ Z |k ≤ −1} , åêêéíþíôáò áðü ôïím = −1.¼ôáí
m = −1, ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò ëüãù ôïý 3.2.9 (ii). ¸·ïíôáò ôéò

g−m =
¡
g−1

¢m
= (gm)−1

ùò åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç, ìÝóù ôïý (i) êáé ôùí 3.2.9 (ii), (iii) ëáìâÜíïõìå

g−(m−1) = g−mg =
¡
g−1

¢m
(g−1)−1 =

¡
g−1

¢m−1
êáé

g−(m−1) = g−mg = (gm)−1 (g−1)−1 = (g−1gm)−1 =
¡
gm−1

¢−1
.

Ôïýôï ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîç. ¤

3.2.12 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí Ýíá óôïé·åßï g ∈ G ãñÜöåôáé ùò «ãéíüìåíï» g = xy

äõï óôïé·åßùí x, y ôÞò G, ôï «ôåôñÜãùíü ôïõ» g2 = (xy)2 = (xy)(xy) äåí éóïýôáé
êáô' áíÜêçí ìå ôï x2y2!

I ÕðïïìÜäåò. Ç õðïäïìÞ ðïõ áíôéóôïé·åß óôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôÞò ïìÜäáò åßíáé
ç õðïïìÜäá.

3.2.13 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï H (ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ G) ìéáò
ïìÜäáò (G, ·) êáëåßôáé õðïïìÜäá ôÞòG üôáí ôïH åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç
ôÞò G (âë. 1.5.2) êáé êáèßóôáôáé áö' åáõôïý ìéá ïìÜäá (ùò ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü
ôçò ·|H åð' áõôïý). ¼ôáí çH åßíáé õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáòG êáéH $ G, ôüôå çH
ëÝãåôáé, éäéáéôÝñùò, ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò G.

3.2.14 ÐáñáôÞñçóç. Ãéá ôïí Ýëåã·ï ôïý êáôÜ ðüóïí Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï H

ìéáò ïìÜäáò (G, ·) åßíáé Þ äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (G, ·) äåí áðáéôåßôáé ï Ýëåã·ïò
ôÞò éó·ýïò ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò, äéüôé ãéá êÜèå ôñéÜäá (x, y, z) ∈ H3

Ý·ïõìå áõôïìÜôùò (x, y, z) ∈ G3, ïðüôå x(yz) = (xy)z. Ç åðüìåíç ðñüôáóç ìáò
ðëçñïöïñåß ãéá ôï ðïéåò (éêáíÝò êáé áíáãêáßåò) óõíèÞêåò ïöåßëïõí íá ðëçñïý-
íôáé, ïýôùò þóôå Ýíá äåäïìÝíï õðïóýíïëïH ⊆ G íá åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (G, ·) .

3.2.15 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé ÝóôùH ⊆ G. Ôüôå ôá (i), (ii) êáé (iii)
åßíáé éóïäýíáìá :

(i) ÔïH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G.

(ii) ÔïH ðëçñïß ôéò åîÞò óõíèÞêåò :
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(a) Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò G áíÞêåé óôïH.

(b) ÅÜí (x, y) ∈ H ×H, ôüôå xy ∈ H.

(c) ÅÜí h ∈ H , ôüôå h−1 ∈ H.

(iii) ÔïH ðëçñïß ôéò åîÞò óõíèÞêåò :

(a) Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò G áíÞêåé óôïH.

(b) ÅÜí (a, b) ∈ H ×H , ôüôå ab−1 ∈ H.

Áðïäåéîç. (i)=⇒ (ii). ÅÜí ôïH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòG, ôüôåH 6= ∅ êáé ïé (b)
êáé (c) éêáíïðïéïýíôáé. ÅîÜëëïõ, çH äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï eH ãéá ôï ïðïßï
éó·ýåé

eHh = heH = h, ∀h ∈ H.

ÅðåéäÞ êÜèå h ∈ H áíÞêåé êáé óôçí G, Ý·ïõìå heG = h, ïðüôå ôï ìïíïóÞìáíôï
ôÞò åðéëýóåùò ôùí ðñïêåéìÝíùí åîéóþóåùí (âë. 3.2.9 (iv)) äßäåé eG = eH .

(ii)=⇒ (iii). Áñêåß íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôÞò (b) ôïý (iii). ÅÜí (a, b) ∈ H×H , ôüôå
(êáôÜ ôçí (ii) (c)) b−1 ∈ H, ïðüôå ab−1 ∈ H (äõíÜìåé ôÞò (ii) (b)).

(iii)=⇒ (i). ¼ðùò ðñïåßðáìå, ï Ýëåã·ïò ôÞò éó·ýïò ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò
ðåñéôôåýåé. ÅîÜëëïõ, H 6= ∅ ëüãù ôÞò (iii) (a). ÕðïèÝôïíôáò ëïéðüí üôé ab−1 ∈ H

ãéá êÜèå (a, b) ∈ H ×H , åðé·åéñçìáôïëïãïýìå ùò åîÞò: åÜí a ∈ H, ôüôå Ý·ïõìå
eG = aa−1 ∈ H êáé a−1 = eGa

−1 ∈ H. Ôïýôï óçìáßíåé üôé ç ýðáñîç áíôéóôñü-
öïõ åíôüò ôÞòH åßíáé äéáóöáëéóìÝíç. ÁðïìÝíåé ï Ýëåã·ïò ôÞò «êëåéóôüôçôáò» ôÞò
ðñÜîåùò, Þôïé üôé

∀(x, y) ∈ H ×H =⇒ xy ∈ H.

ÈÝôïíôáò a = x ∈ H êáé b = y−1 (ôï ïðïßï áíÞêåé, üðùò äéáðéóôþóáìå, óôï H),
ëáìâÜíïõìå ìÝóù åöáñìïãÞò ôÞò (iii) (b):

x
¡
y−1

¢−1
= xy ∈ H,

Þôïé ôï æçôïýìåíï. ¢ñá çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G. ¤

3.2.16 ÐáñáôÞñçóç. Ïé óõíèÞêåò (ii) (a) êáé (iii) (a) óõìðåñéåëÞöèçóáí óôçí ðñü-
ôáóç 3.2.15 ìüíïí ãéá íá ìáò åããõçèïýí üôé ôï èåùñïýìåíï óýíïëï H äåí åßíáé
êåíü. Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí ôï H äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá óôïé·åßï, ôüôå åöáñ-
ìüæïíôáò ôçí (iii) (b) ìå a = b, ëáìâÜíïõìå eG ∈ H .

3.2.17 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå ïìÜäá Ý·åé ðÜíôïôå äýï ðñïöáíåßò õðïïìÜäåò,
Þôïé ôïí åáõôü ôçò êáé ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ðïõ áðïôåëåßôáé -åî ïñéóìïý-
ìüíïí áðü ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò.
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(ii) Ç ïìÜäá (Z× = {1,−1}, ·) åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (Qr{0}, ·) (üðùò Ýðåôáé Üìåóá
áðü ôçí ðñüôáóç 3.2.15).

(iii) ¸óôù n ∈ Z êáé Ýóôù nZ := {nz | z ∈ Z} ôï óýíïëï üëùí ôùí áêåñáßùí
ðïëëáðëáóßùí ôïõ. Ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóç 3.2.15, äéáðéóôþíïõìå üôé
ôï (nZ,+) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Z,+).
(iv) Ïé åãêëåéóìïß Z $ Q, Z $ R, Z $ C, Q $ R, Q $ C êáé R $ C êáèéóôïýí
áõôÜ ôá õðïóýíïëá õðïïìÜäåò ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò.

(v) Ïé åãêëåéóìïß Qr{0} $ Rr{0}, Qr{0} $ Cr{0} êáé Rr{0} $ Cr{0} êáèé-
óôïýí áõôÜ ôá õðïóýíïëá õðïïìÜäåò ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý óõíÞèïõò ðïëëáðëá-
óéáóìïý.

(vi) Ï ìïíáäéáßïò êýêëïò

S1 := {z ∈ C | |z| = 1} ,

åöïäéáóìÝíïò ìå ôïí óõíÞèç ðïëëáðëáóéáóìü ìéãáäéêþí áñéèìþí, áðïôåëåß õðïï-
ìÜäá ôÞò (Cr{0}, ·) . Åðßóçò, ôï óýíïëï ôùí n-ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò

En := {z ∈ C | zn = 1} , n ∈ N,

åßíáé õðïïìÜäá ôÞò (S1, ·), êáèüôé 1 ∈ En êáé ãéá ïéáäÞðïôå z1, z2 ∈ En Ý·ïõìå¡
z1z
−1
2

¢n
= zn1 z

−n
2 = 1⇒ z1z

−1
2 ∈ En.

(vii) ¸óôù F ∈ {Q,R,C,Zp} (üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò) êáé Ýóôù n ∈ N. Ôï óýíïëï

SLn (F ) := {A ∈ GLn (F ) | det (A) = 1F } ,

åöïäéáóìÝíï ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü (n × n)-ðéíÜêùí, áðïôåëåß õðïïìÜäá ôÞò
(GLn (F ) , ·) (âë. 3.2.7 (iv)), äéüôé In ∈ SLn (F ) êáé ãéá ïéïõóäÞðïôå ðßíáêåò
A,B ∈ SLn (F ) Ý·ïõìå

det
¡
AB−1

¢
= det (A) det

¡
B−1

¢
= det (A)det (B)−1 = 1F .

Ç (SLn (F ) , ·) êáëåßôáé åéäéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá (õðåñÜíù ôïý F ).

(viii) Áðü ôç èåùñßá ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïõò ðñáãìáôé-
êïýò áñéèìïýò ðñïêýðôåé ï áêüëïõèïò «ðýñãïò» ðïëëáðëáóéáóôéêþí õðïïìÜäùí

GLn (R) = {A ∈Matn×n(R) | det (A) 6= 0} % SLn (R)
∪

On (R) :=
©
A ∈ GLn (R)

¯̄
At = A−1

ª
∪

SOn (R) := On (R) ∩ SLn (R) ,
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üðïõ At ï áíÜóôñïöïò7 åíüò A ∈ GLn (R) . Ç On (R) êáëåßôáé ïñèïãþíéá êáé ç
SOn (R) åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá.

(ix) Êáô' áíáëïãßáí, áðü ôç èåùñßá ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü
ôïõò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ðñïêýðôåé ï áêüëïõèïò «ðýñãïò» ðïëëáðëáóéáóôéêþí
õðïïìÜäùí

GLn (C) = {A ∈Matn×n(C) | det (A) 6= 0} % SLn (C)
∪

Un (C) :=
n
A ∈ GLn (C)

¯̄̄
A
t
= A−1

o
∪

SUn (C) := Un (C) ∩ SLn (C) ,

üðïõ A
t
ï áíáóôñïöïóõæõãÞò8 åíüò A ∈ GLn (C) . Ç Un (C) êáëåßôáé ìïíáäéáêÞ

êáé ç SUn (C) åéäéêÞ ìïíáäéáêÞ ïìÜäá.

3.2.18 Ðñüôáóç. Ç ôïìÞ
T
j∈J

Hj ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå ïéêïãåíåßáò õðïïìÜäùí

(Hj) j∈J ìéáò ïìÜäáò (G, ·) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò G.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ eG ∈ Hj ãéá êÜèå j ∈ J , Ý·ïõìå eG ∈
T
j∈J

Hj , ïðüôå ç ôïìÞ

áõôÞ äåí åßíáé êåíÞ. ÅÜí h1, h2 ∈
T
j∈J

Hj , ôüôå

[h1, h2 ∈ Hj , ∀j ∈ J ] =⇒
£
h1h
−1
2 ∈ Hj , ∀j ∈ J

¤
=⇒ h1h

−1
2 ∈

T
j∈J

Hj .

¢ñá ç
T
j∈J

Hj åßíáé üíôùò ìéá õðïïìÜäá ôÞò G (âë. 3.2.15 (iii)). ¤

3.2.19 Óçìåßùóç. Ç Ýíùóç äõï õðïïìÜäùí ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò G äåí åßíáé
ðÜíôïôå õðïïìÜäá ôÞò G. (Âë. Üóêçóç ??)

I ÕðïïìÜäåò ðáñáãüìåíåò áðü óýíïëá. Ìéá ìÝèïäïò ðáñáãùãÞò õðïïìÜäùí ìéáò
äåäïìÝíçò ïìÜäáò (G, ·) åßíáé áõôÞ ôÞò èåùñÞóåùò ôõ·üíôùí õðïóõíüëùí X ⊆ G

êáé ôïý ó·çìáôéóìïý ôÞò ôïìÞò üëùí ôùí õðïïìÜäùí ðïõ ôá ðåñéÝ·ïõí.

7Ï áíÜóôñïöïò åíüò ðßíáêá åßíáé áõôüò ðïõ ðñïêýðôåé üôáí êáôáóôÞóïõìå ôéò ãñáììÝò ôïõ óôÞëåò (êáé ôéò óôÞëåò
ôïõ ãñáììÝò).
8Ï óõæõãÞò åíüò ðßíáêá (ìå ôéò åããñáöÝò ôïõ åéëçììÝíåò áðü ôï C) åßíáé áõôüò ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü áíôéêá-
ôÜóôáóç êáèåìéÜò ôùí åããñáöþí ôïõ ìå ôïí óõæõãÞ ôçò ìéãáäéêü áñéèìü. Ï áíáóôñïöïóõæõãÞò åíüò ðßíáêá (ìå ôéò
åããñáöÝò ôïõ åéëçììÝíåò áðü ôï C) åßíáé åî ïñéóìïý ï áíÜóôñïöïò ôïý óõæõãïýò ôïõ.
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3.2.20 Ïñéóìüò. Ãéá ôõ·üí õðïóýíïëï X ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõG ìéáò ïìÜäáò
(G, ·) , ·áñáêôçñßæïõìå ôçí ôïìÞ9

hXi :=
T
{õðïïìÜäåò H ôÞò G | X ⊆ H } , (3.2)

ç ïðïßá åßíáé ç åëá·ßóôç õðïïìÜäá ôÞò (G, ·) ðïõ ðåñéÝ·åé ôïX, ùò ôçí õðïïìÜäá
ôÞò (G, ·) ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôï X.

3.2.21 Ðñüôáóç. ÅÜí 10 X 6= ∅, ôüôå ç õðïïìÜäá (3.2), ãéá ôçí ïðïßá ëÝìå üôé Ý·åé
ôïX ùò ôï óýíïëï Þ ôï óýóôçìá ãåííçôüñùí ôçò, éóïýôáé ìå

hXi =
©
g = xε11 xε22 · · · xεkk

¯̄
(x1, .., xk) ∈ Xk êáé εj ∈ Z, ∀j, 1 ≤ j ≤ k, k ∈ N

ª
.

Áðïäåéîç. Ôï óýíïëï

K :=
©
g = xε11 xε22 · · · xεkk

¯̄
(x1, . . . , xk) ∈ Xk êáé εj ∈ Z, ∀j, 1 ≤ j ≤ k, k ∈ N

ª
åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòG. ÐñÜãìáôé° ôïK ðåñéÝ·åé (ðñïöáíþò) ôï ïõäÝôåñï óôïé-
·åßï ôÞò G êáé ãéá êÜèå æåýãïò

¡
xε11 xε22 · · · xεkk , y 1

1 y 2
2 · · · y ν

ν

¢
∈ K ×K Ý·ïõìå

(xε11 xε22 · · · xεkk )
¡
y 1
1 y 2

2 · · · y ν
ν

¢−1
= xε11 xε22 · · · xεkk y− ν

ν · · · y− 2
2 y

− 1
1 ∈ K

(ðñâë. 3.2.9 (iii) êáé 3.2.15 (iii)). ÅðåéäÞ x = x1 ∈ K ãéá êÜèå x ∈ X, ëáìâÜíïõìå
X ⊆ K. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ôï K åßíáé ç åëá·ßóôç õðïïìÜäá ôÞò G
ðïõ ðåñéÝ·åé ôïX . Ðñïò ôïýôï õðïèÝôïõìå üôé ç B åßíáé ïéáäÞðïôå õðïïìÜäá ôÞò
G, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé X ⊆ B. Ôüôå, ãéá êÜèå óôïé·åßï xε11 xε22 · · · xεkk ôÞò K,
Ý·ïõìå

(xj ∈ B êáé εj ∈ Z, ∀j ∈ {1, ..., k}) =⇒ x
εj
j ∈ B,

ïðüôå xε11 xε22 · · · xεkk ∈ B. Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôé ôï K åßíáé õðïïìÜäá ôÞò B,
Þôïé üôé hXi = K. ¤

3.2.22 Ïñéóìüò. Ìéá ïìÜäá êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç üôáí äéáèÝôåé
Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí.

3.2.23 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç (Z,+) ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëïX1 = {1}, êáèþò êáé
áðü ôï óýíïëïX2 = {−1} Þ áêüìç êáé áðü ïëüêëçñï ôï óýíïëïX3 = N.
(ii) Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéèìþí áðïôåëåß Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò ïìÜäáò
(Q>0, ·) (âë. ðáñáôÞñçóç 2.3.9).
9ÅÜí ôï X åßíáé ðåðåñáóìÝíï, áò ðïýìåX = {x1, ..., xk}, ôüôå (ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò) ãñÜöïõìå hx1, ..., xki
áíôß ôïý h{x1, ..., xk}i.
10ÅÜíX = ∅ , ôüôå ç hXi åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞòG (áðïôåëïýìåíç ìüíïí áðü ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò).
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3.2.24 ÐáñÜäåéãìá. (ÏìÜäá ôåôñáíßùí) ÅÜí èÝóïõìå

i :=

µ
0 i

i 0

¶
, j :=

µ
i 0

0 −i

¶
, k :=

µ
0 1

−1 0

¶
,

üðïõ i ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá, ôüôå ç õðïïìÜäá

Q := hj,ki ⊂ SU2 (C)

ç ðáñáãüìåíç áðü ôïõò ðßíáêåò j êáé k, êáëåßôáé ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí êáé (üðùò
äéáðéóôþíåôáé åýêïëá) Ý·åé ôÜîç 8, êáèüôé

Q =

½
j, j2 = k2 = −I2, j3 = −j, j4 = k4 = I2, k,
k3 = −k, jk = i, jk3 = kj = −jk = −i

¾
.

ÓçìåéùôÝïí üôé çQ äåí åßíáé áâåëéáíÞ (áöïý kj 6= jk) êáé üôé ï ðïëëáðëáóéáóôé-
êüò ôçò êáôÜëïãïò (üðïõ I := I2) åßíáé ï åîÞò:

· I −I i −i j −j k −k
I I −I2 i −i j −j k −k

− I − I I −i i −j j −k k

i i −i − I I k −k −j j

−i −i i I − I −k k j −j
j j −j −k k − I I i −i
−j −j j k −k I − I −i i

k k −k j −j −i i − I I

−k −k k −j j i −i I − I

3.2.25 Ïñéóìüò. Ìéá ïìÜäá êáëåßôáé êõêëéêÞ (Þ ìïíïãåíÞò) üôáí ìðïñåß íá ðá-
ñá·èåß (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.2.20) áðü Ýíá ìïíïóýíïëï.

3.2.26 Ðáñáäåßãìáôá. (i) H (Z,+) (üðùò ðñïáíáöÝñáìå óôï 3.2.23) åßíáé êõêëéêÞ.
Ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôçí (nZ,+) , ãéá ïéïíäÞðïôå n ∈ Z.
(ii) Ç (Zm,+) åßíáé êõêëéêÞ, áöïý ðáñÜãåôáé áðü ôçí êëÜóç éóïôéìßáò [1]m.

(iii) Ç (Q,+) äåí åßíáé êõêëéêÞ, êáèüôé ãéá êÜèå r ∈ Qr{0} ç {nr | n ∈ Z} åßíáé
ìéá ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò (Q,+) . ÐñÜãìáôé° åÜí ç (Q,+) ðáñÞãåôï áðü êÜðïéïí
r ∈ Qr{0}, üðïõ r = a

b , a, b ∈ Zr{0}, ôüôå êÜèå ñçôüò áñéèìüò s èá üöåéëå íá
ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ s = nr, ãéá êÜðïéïí n ∈ Z. Ð.·., ãéá ôïí s = 1

2b èá õðÞñ·å
êÜðïéïò n ∈ Z ãéá ôïí ïðïßï èá ßó·õå ç éóüôçôá 1

2b = na
b , ðñÜãìá Üôïðï, êáèüôé

äåí õößóôáôáé a ∈ Zr{0} ìå 2na = 1.

3.2.27 Ðñüôáóç. ÊÜèå êõêëéêÞ ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.
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Áðïäåéîç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí G = hgi (ãéá êÜðïéï g ∈ G), êáé åÜí
(x, y) ∈ G2, ôüôå x = gm êáé y = gn, ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò m êáé n.
Ùò åê ôïýôïõ, âÜóåé ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.11 ëáìâÜíïõìå

xy = gmgn = gm+n = gn+m = gngm = yx,

ïðüôå ç G åßíáé üíôùò áâåëéáíÞ. ¤

3.2.28 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù g ∈ G. Ôüôå ãéá ôçí êõêëéêÞ
ïìÜäá hgi ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï g õðÜñ·ïõí äýï åíäå·üìåíá° åßôå üëåò ïé «äõíÜ-
ìåéò» gn, n = 0,±1,±2, . . . åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò, åßôå õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé
n,m, ìå n > m, ôÝôïéïé þóôå gn = gm, Þôïé gn−m = eG. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ç
hgi Ý·åé Üðåéñç ôÜîç (êáé ëÝãåôáé Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá ). Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç,

hgi =
©
eG, g, g

2, . . . , gl−1
ª
,

üðïõ l := min{k ∈ N | gk = eG}.

Áðïäåéîç. Áñêåß íá äåßîïõìå ôï üôé ï éó·õñéóìüò óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç åß-
íáé áëçèÞò. Êáô' áñ·Üò, åðåéäÞ õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé n,m, ìå n > m, ôÝôïéïé þóôå
gn−m = eG, ôï óýíïëï {k ∈ N | gk = eG} åßíáé ìç êåíü. ¸óôù ôþñá gν , ν ∈ N, Ýíá
ôõ·üí óôïé·åßï ôÞò hgi. ÄõíÜìåé ôÞò ôáõôüôçôáò (2.1) ôÞò åõêëåßäåéáò äéáéñÝóåùò
õðÜñ·ïõí ìïíáäéêïß áêÝñáéïé q, r ìå 0 ≤ r < l, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ν = ql + r.
ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

gν = gql+r = gqlgr = glqgr =
¡
gl
¢q
gr = eqGg

r = eGg
r = gr.

ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ôá óôïé·åßá eG, g, g2, . . . , gl−1 åßíáé óáöþò äéá-
êåêñéìÝíá. ÅÜí õðïôåèåß üôé õðÜñ·ïõí μ, ν ∈ {0, 1, . . . , l − 1}, ãéá ôïõò ïðïßïõò
éó·ýåé μ > ν êáé

gμ = gν ,

ôüôå gμ−ν = eG, 1 ≤ μ − ν ≤ l − 1, ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé óôçí åðéëïãÞ ôïý l ùò
ôïý åëá·ßóôïõ åêèÝôç ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá. ¤

3.2.29 Ðñüôáóç. (i)ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Z,+) åßíáé êõêëéêÞ, êáé ìÜëéóôá ôÞò ìïñ-
öÞò (dZ,+) , ãéá êÜðïéïí d ∈ N0.
(ii) ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò åßíáé êõêëéêÞ.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Z,+) . ÅÜí ç H åßíáé ôåôñéì-
ìÝíç, ôüôå åßíáé ðñïöáíþò êõêëéêÞ. ÅÜí ç H äåí åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå ðåñéÝ·åé
Ýíáí áêÝñáéï x äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò êáé, åðåéäÞ ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá, èá
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Ý·ïõìå êáé −x ∈ H. ¢ñá çH ðåñéÝ·åé õðï·ñåùôéêþò Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï. ¸óôù
d ï åëÜ·éóôïò èåôéêüò áêÝñáéïò åíôüò ôÞòH. Éó·õñéæüìáóôå üôé ï d ðáñÜãåé ôçíH.

ÅÜí n ∈ H, äéáéñïýìå ôïí n äéÜ ôïý d êáé ëáìâÜíïõìå n = qd +m, üðïõ ïé q êáé
m åßíáé áêÝñáéïé êáé 0 ≤ m < d, Þôïé m ≡ n (mod d) . Ãíùñßæïõìå üôé n ∈ H êáé
d ∈ H. ÅðåéäÞ ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá, Ý·ïõìå qd ∈ H, ïðüôå −qd ∈ H, áð' üðïõ
óõìðåñáßíïõìå üôé

m = n− qd = n+ (−qd) ∈ H.

Áõôü üìùò áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý d, åêôüò êáé åÜí ïm éóïýôáé ìå ìçäÝí.
ÊáôÜ óõíÝðåéáí, Ý·ïõìå n = qd, ðñÜãìá ôï ïðïßï ìáò äåß·íåé üôé êÜèå óôïé·åßï
ôÞòH åßíáé Ýíá áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôïý d, Þôïé üôé H = hdi = dZ.

(ii) ¸óôù (G, ·) ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá êáé ÝóôùK ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞòG.
ÅÜí ï g åßíáé Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞò G, ôüôå êÜèå óôïé·åßï ôÞò G, êáé åðïìÝíùò êáé
êÜèå óôïé·åßï ôÞòK, åßíáé ìéá äýíáìç ôïý g.¸óôùH := {n ∈ Z | gn ∈ K}. Åßíáé
åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ôï óýíïëïH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Z,+) .
ÊáôÜ ôï (i) ç H åßíáé êõêëéêÞ. ÅÜí ï d ðáñÜãåé ôçí H , ôüôå ç äýíáìç gd ðáñÜãåé
ôçíK. Ôïýôï ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîÞ ìáò. ¤

3.2.30 Ïñéóìüò. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå ç ôÜîç ord(g) åíüò óôïé·åßïõ g ∈ G

ïñßæåôáé ùò åîÞò:

ord(g) :=
½
∞, üôáí gk 6= eG, ∀k ∈ N,
min{k ∈ N | gk = eG}, óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç.

¼ôáí ord(g) =∞, ôüôå ëÝìå üôé ôï g Ý·åé Üðåéñç ôÜîç. (ÅéäÜëëùò ëÝìå üôé Ý·åé ðå-
ðåñáóìÝíç ôÜîç). ¼ôáí ç ßäéá ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå ðñïöáíþò
üëá ôçò ôá óôïé·åßá Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç.

3.2.31 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí g ∈ G, ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.2.28, Ý·ïõìå:

ord (g) = |hgi| . (3.3)

3.2.32 ÐáñÜäåéãìá. Óôçí (Z4,+) ôá óôïé·åßá [0]4, [1]4, [2]4 êáé [3]4 Ý·ïõí ôÜîç
1, 4, 2 êáé 4, áíôéóôïß·ùò.

3.2.33 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá. Ôüôå ç G åßíáé êõêëéêÞ åÜí
êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé Ýíá g ∈ G ìå ord(g) = |G| .
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Áðïäåéîç. ÅÜí ç G åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå õðÜñ·åé Ýíá g ∈ G ìå G = hgi, ïðüôå
-âÜóåé ôÞò (3.3)-

ord(g) = |hgi| = |G| .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðÜñ·åé êÜðïéï g ∈ G ìå ord(g) = |G|, ôüôå

|hgi| = |G|
hgi ⊆ G

¾
=⇒ G = hgi ,

ðñâë. ëÞììá 1.12.5 êáé ðáñáôÞñçóç 1.12.6. ¤

3.2.34 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí g ∈ G êáé ord(g) = n ∈ N, ôüôå

(gm = eG, ãéá êÜðïéïím ∈ Z)⇐⇒ n |m .

Áðïäåéîç. ÅÜí n |m , ôüôå ∃q ∈ Z : m = nq. ÅðïìÝíùò,

gm = gnq = (gn)q = (enG)
q = eqG = eG.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí gm = eG, ãéá êÜðïéïím ∈ Z, ôüôå ∃ (q, r) ∈ Z2 :

m = nq + r, 0 ≤ r < n.

Ùò åê ôïýôïõ,

gm = gnq+r = (gn)
q
gr = (enG)

q
gr = eqGg

r = eGg
r = gr.

¼ìùò ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé gn = eG. ¢ñá
Ý·ïõìå r = 0 êáé n |m . ¤

3.2.35 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ord(g) = ord
¡
g−1

¢
,∀g ∈ G.

(ii) ord
¡
h−1gh

¢
= ord(g) ,∀(g, h) ∈ G×G.

(iii) ord(gh) = ord(hg) ,∀(g, h) ∈ G×G.

(iv) ÅÜí êÜèå óôïé·åßï ôÞò G Ý·åé ôÜîç ôï ðïëý 2, ôüôå ç G åßíáé áâåëéáíÞ.

Áðïäåéîç. (i) ÕðïèÝôïõìå åí ðñþôïéò üôé ord(g) = n ∈ N. Ôüôå

gn = eG =⇒ (gn)
−1
= e−1G = eG =⇒

¡
g−1

¢n
= eG.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ord
¡
g−1

¢
= n áñêåß íá éó·ýåém ≥ n, ãéá êÜèåm ∈ N ãéá

ôï ïðïßï
¡
g−1

¢m
= eG.¼ìùò¡

g−1
¢m
= eG =⇒ g−m = eG =⇒ (g−m)

−1
= e−1G = eG

=⇒ gm = eG =⇒
(âë. 3.2.34)

n |m =⇒ n ≤ m.
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Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord
¡
g−1

¢
= n ∈ N, ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôçí Þäç áðïäåé-

·èåßóá óõíåðáãùãÞ (ìå åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí g êáé g−1), ëáìâÜíïõìå

ord
¡
g−1

¢
= n =⇒ ord

³¡
g−1

¢−1´
= ord (g) = n.

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé ord(g) = ∞. ÅÜí ord
¡
g−1

¢
6= ∞, ôüôå èá õðÞñ·å

Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò n ìå n = ord
¡
g−1

¢
, ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé óå áõôÞí ôçí ðå-

ñßðôùóç èá åß·áìå êáô' áíÜãêçí êáé ord(g) = n (âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå).
Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord

¡
g−1

¢
= ∞, ôüôå, ìå åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôÞò Þäç áðïäåé-

·èåßóáò óõíåðáãùãÞò (êáé åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí g êáé g−1), ëáìâÜíïõìå

ord
¡
g−1

¢
=∞ =⇒ ord

³¡
g−1

¢−1´
= ord (g) =∞.

(ii) ¸óôù (g, h) ∈ G2 ìå ord(g) = n ∈ N. ÊáôÜ ôçí Üóêçóç ?? éó·ýåé ç éóüôçôá¡
h−1gh

¢n
= h−1gnh,

êáé åðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- gn = eG, Ý·ïõìå¡
h−1gh

¢n
= h−1eGh = h−1h = eG.

Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ord
¡
h−1gh

¢
= n áñêåß íá éó·ýåé m ≥ n, ãéá êÜèå m ∈ N

ãéá ôï ïðïßï
¡
h−1gh

¢m
= eG.¼ìùò¡

h−1gh
¢m
= h−1gmh = eG =⇒ hh−1gmhh−1 = heGh

−1 =⇒ gm = eG,

ïðüôåm ≥ n. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord
¡
h−1gh

¢
= n, ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôçí Þäç

áðïäåé·èåßóá óõíåðáãùãÞ (ìå åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí g êáé h−1gh, êáèþò êáé
ôùí h êáé h−1), ëáìâÜíïõìå

ord
¡
h−1gh

¢
= n =⇒ ord

¡
h
¡
h−1gh

¢
h−1

¢
= ord (g) = n.

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé ord(g) = ∞. ÅÜí ord
¡
h−1gh

¢
6= ∞, ôüôå èá õðÞñ·å

Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò n ìå n = ord
¡
h−1gh

¢
, ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç èá åß·áìå êáô' áíÜãêçí êáé ord(g) = n (âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝ-
ñáìå). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ord

¡
h−1gh

¢
=∞, ôüôå, ìå åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôÞò Þäç

áðïäåé·èåßóáò óõíåðáãùãÞò (êáé åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí g êáé h−1gh, êáèþò êáé
ôùí h êáé h−1) ëáìâÜíïõìå

ord
¡
h−1gh

¢
=∞ =⇒ ord

¡
h
¡
h−1gh

¢
h−1

¢
= ord (g) =∞.

(iii) ÅðåéäÞ hg = g−1 (gh) g, ôá hg êáé gh Ý·ïõí ôçí ßäéá ôÜîç âÜóåé ôïý (ii).

(iv) ÅÜí (a, b) ∈ G×G, ôüôå -åî õðïèÝóåùò- Ý·ïõìå

a2 = b2 = (ab)
2
= eG =⇒ a = a−1, b = b−1, (ab)−1 = ab,

ïðüôå ab = (ab)−1 = b−1a−1 = ba. ¢ñá ç G åßíáé áâåëéáíÞ. ¤
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3.2.36 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ôÜîç |G| = m ∈ N. ÅÜí ç G åßíáé
êõêëéêÞ, ðáñáãüìåíç áðü Ýíá óôïé·åßï g ∈ G, êáé a = gn, n ∈ N,ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) Ôï a ðáñÜãåé ìéá õðïïìÜäáH ôÞò G ôÜîåùò

|H| = m

ìêä (m,n)
.

(ii)H =

gìêä(m,n)

®
.

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.2.29 ç H = hai åßíáé ìéá êõêëéêÞ õðïïìÜäá
ôÞò G. Áñêåß ëïéðüí íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ôÜîç ôçò. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç
3.2.34, åÜí k ∈ N, ôüôå ak = eG ⇐⇒ gnk = eG ⇐⇒ m |nk . ¢ñá

|H| = min{k ∈ N | m |nk}.

¸óôù d := ìêä(m,n). Ôüôå, åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 2.2.5 õðÜñ·ïõí μ, ν ∈ Z,
ôÝôïéïé þóôå

d = μm+ νn⇐⇒ 1 = μ
³m
d

´
+ ν

³n
d

´
. (3.4)

Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá óõíÜãïõìå üôé ïé m
d êáé n

d åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé. Ôï
æçôïýìåíï åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôïý åëá·ßóôïõ öõóéêïý áñéèìïý k, ãéá ôïí ïðïßï

nk

m
=

k
¡
n
d

¢¡
m
d

¢ ∈ Z.
ÅðåéäÞ ìêä(nd ,

m
d ) = 1, ç áíùôÝñù óõíèÞêç éóïäõíáìåß ìå ôçí: m

d

¯̄
k (âë. ðüñéóìá

2.2.10). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

min{k ∈ N | m |nk} = m

d
= |H| .

(ii) ÅðåéäÞ a = gn = gd(
n
d ) =

¡
gd
¢n
d =⇒ gn ∈


gd
®
, ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò

gd
®
. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ëüãù ôÞò (3.4),

gd = gμm+νn = (gm)μ (gn)ν = eμG (g
n)ν = eG (g

n)ν = (gn)ν =⇒ gd ∈ hgni ,

ïðüôå êáé ç

gd
®
åßíáé õðïïìÜäá ôÞòH. ¤

3.2.37 Ðüñéóìá. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù (m,n) ∈ N2. Ôüôå

ord (g) = m =⇒ ord (gn) =
m

ìêä (m,n)
.

Áðïäåéîç. ÐñïöáíÞò âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.36 êáé ôïý (3.3). ¤
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3.2.38 Ðüñéóìá. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù (m,n) ∈ N2. Ôüôå

(ord (g) = m êáé n |m) =⇒ ord (gn) =
m

n
.

3.2.39 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ïìÜäá, g ∈ G êáé ord(g) = 12, ôüôå,
åðß ðáñáäåßãìáôé,

ord
¡
g9
¢
=

12

ìêä (12, 9)
=
12

3
= 4, ord

¡
g10
¢
=

12

ìêä (12, 10)
=
12

2
= 6.

(ii) Åíôüò ôÞò (Z48,+) Ý·ïõìå ord([4]48) = 12, äéüôé⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2 [4]48 = [8]48 , 3 [4]48 = [12]48 , 4 [4]48 = [16]48 , 5 [4]48 = [20]48 ,

6 [4]48 = [24]48 , 7 [4]48 = [28]48 , 8 [4]48 = [32]48 , 9 [4]48 = [36]48 ,

10 [4]48 = [40]48 , 11 [4]48 = [44]48 , 12 [4]48 = [48]48 = [0]48 .

ÅðïìÝíùò, ôá [12]48 êáé [20]48 Ý·ïõí ôÜîç

ord (3 [4]48) =
12

ìêä (12, 3)
=
12

3
= 4, ord (5 [4]48) =

12

ìêä (12, 5)
=
12

1
= 12.

Ãåíéêüôåñá, éó·ýåé ôï áêüëïõèï:

3.2.40 Ðüñéóìá. ¸óôù m Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. Ôüôå ãéá êÜèå n ∈ Z ç ôÜîç
ôïý óôïé·åßïõ [n]m ôÞò ïìÜäáò (Zm,+) äßäåôáé áðü ôïí ôýðï :

ord ([n]m) =
m

ìêä (m,n)
.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ |Zm| = m,

Zm = h[1]mi =⇒ ord ([1]m) = |h[1]mi| = m,

êáé [n]m = n [1]m, óõíÜãïõìå ôçí éóüôçôá

ord ([n]m) = ord (n [1]m) =
m

ìêä (m,n)

ìÝóù åöáñìïãÞò ôïý ðïñßóìáôïò 3.2.37. ¤

3.2.41 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ç G = {e, g, g2, . . . , gm−1} = hgi (üðïõ e = eG) åßíáé
ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùòm ≥ 2 êáé üôé k, l ∈ {1, . . . ,m− 1}. Ôüôå

gk
®
=

gl
®
⇐⇒ ìêä (k,m) = ìêä (l,m) .
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Áðïäåéîç. ÅÜí

gk
®
=

gl
®
, ôüôå

¯̄
gk
®¯̄
=
¯̄
gl
®¯̄
, êáé áðü ôçí ðñüôáóç 3.2.36 (i)

Ýðåôáé üôé

m

ìêä (k,m)
=

m

ìêä (l,m)
=⇒ ìêä (k,m) = ìêä (l,m) .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ìêä(k,m) = ìêä(l,m) =: d, ôüôå, âÜóåé ôÞò 3.2.36 (ii), éó·ýåé
ç éóüôçôá


gk
®
=

gd
®
=

gl
®
. ¤

3.2.42 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ç G = {e, g, g2, . . . , gm−1} (üðïõ e = eG) åßíáé ìéá ðå-
ðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùò m ≥ 2 êáé üôé k ∈ {1, . . . ,m− 1}. Ôüôå ç


gk
®

ðáñÜãåé ôçí G åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä(k,m) = 1. Ùò åê ôïýôïõ,

card ({ãåííÞôïñåò ôÞò G}) = ϕ (m) ,

üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler (âë. 2.4.16).

3.2.43 ÐáñÜäåéãìá. Ïé ìüíïé ãåííÞôïñåò ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò

Z8 = {[0]8 , [1]8 , [2]8 , [3]8 , [4]8 , [5]8 , [6]8 , [7]8}

åßíáé ïé åîÞò:

Z8 = h[1]8i = h[3]8i = h[5]8i = h[7]8i .

Ç åýñåóç ôùí õðïïìÜäùí ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò -üôáí åßíáé åöéêôÞ- ìáò åðéöõ-
ëÜóóåé ìéá ùò åðß ôï ðëåßóôïí åðßðïíç äéáäéêáóßá. Ùóôüóï, óôçí åéäéêÞ ðåñß-
ðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá èåùñïýìå ìüíïí êõêëéêÝò ïìÜäåò, ôï èåþñçìá 3.2.44 êáé
ôá óõíáêüëïõèá ðïñßóìáôá 3.2.45 êáé 3.3.16 ìáò ðáñÝ·ïõí ìéá ðëÞñç (êáé áñêåôÜ
åýêïëç) ðåñéãñáöÞ ôüóïí ôïý ôñüðïõ ó·çìáôéóìïý üóïí êáé ôïý ðëÞèïõò ôùí äéá-
èÝóéìùí õðïïìÜäùí.

3.2.44 Èåþñçìá. ¸óôùG = {e, g, g2, . . . , gm−1} ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá
ôÜîåùòm ≥ 2 (üðïõ e = eG). Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i)¼ôáí n ∈ N, ç G äéáèÝôåé ìéá õðïïìÜäá ôÜîåùò n åÜí êáé ìüíïí åÜí n |m .
(ii) ÅÜí n |m , ôüôå ç G äéáèÝôåé ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç õðïïìÜäá ôÜîåùò n.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí n |m , ôüôå m
n |m , ïðüôå -êáôÜ ôï ðüñéóìá 3.2.38-

ord(g
m
n ) =

¯̄
g
m
n

®¯̄
=

m

m/n
= n,
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äçëáäÞ ç

g
m
n

®
Ý·åé ôÜîç ßóç ìå n. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ç H åßíáé ìéá ìç ôåôñéì-

ìÝíç11 õðïïìÜäá ôÞò G ôÜîåùò n êáé H =

gk
®
, ãéá êÜðïéïí k ∈ {1, . . . ,m − 1}

(ðñâë. 3.2.29 (ii)), ôüôå (ëüãù ôÞò 3.2.36 (i)):

|H| = m

ìêä (m,k)
=⇒ n =

m

ìêä (m, k)
=⇒ n |m .

(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé H1 êáé H2 åßíáé äõï (ìç ôåôñéììÝíåò) õðïïìÜäåò ôÞò G
ôÜîåùò n êáé üôé

H1 =

gk1
®
, H2 =


gk2
®
,

ãéá êÜðïéïõò k1, k2 ∈ {1, . . . ,m− 1}. Ôüôå

|H1| =
m

ìêä (m, k1)
= n =

m

ìêä (m, k2)
= |H2| =⇒ ìêä (m, k1) = ìêä (m, k2) .

¼ìùò -êáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.2.36 (ii)- ôïýôï óçìáßíåé üôéH1 = H2. ¤

3.2.45 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ç G = {e, g, g2, . . . , gm−1} åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç êõ-
êëéêÞ ïìÜäá ôÜîåùòm ≥ 2 (üðïõ e = eG) êáé üôé ïé 12

d1, d2, . . . , dν

åßíáé ïé èåôéêïß äéáéñÝôåò ôïým. Ôüôå ïé
gd1
®
,

gd2
®
, . . . ,


gdν
®

åßíáé üëåò ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò (Þôïé äéáöïñåôéêÝò ìåôáîý ôïõò áíÜ æåýãç )
õðïïìÜäåò ôÞò G.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ dj |m, ãéá êÜèå j ∈ {1, 2, . . . , ν}, Ý·ïõìå ìêä(dj ,m) = dj . ÅÜí
ëïéðüí ãéá êÜðïéïõò j, j0 ∈ {1, 2, . . . , ν} éó·ýåé


gdj
®
=

gdj0

®
, ôüôå¯̄

gdj
®¯̄
=
¯̄
gdj0

®¯̄
=⇒ ìêä (dj ,m) = ìêä (dj0 ,m) =⇒ dj = dj0 ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé j = j0. ¤

3.2.46 ÐáñÜäåéãìá. Ïé õðïïìÜäåò ôÞò (ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò

Z8 = {[0]8 , [1]8 , [2]8 , [3]8 , [4]8 , [5]8 , [6]8 , [7]8}

åßíáé ç ôåôñéììÝíç {[0]8}, ïëüêëçñç ç Z8, êáèþò êáé ïé

h[2]8i = {[0]8 , [2]8 , [4]8 , [6]8}, h[4]8i = {[0]8 , [4]8}.
11ÅÜí çH åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò.
12Óôç Óôïé·åéþäç Èåùñßá Áñéèìþí áõôüò ï ðëçèéêüò áñéèìüò ν üëùí ôùí èåôéêþí äéáéñåôþí ôïý m óõìâïëßæåôáé
óõíÞèùò ùò τ (m) .
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3.3 ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ, ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ
ÊÁÉ ÁÕÔÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ ÏÌÁÄÙÍ

3.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé (G, ·) êáé (H, ∗) åßíáé äõï ïìÜäåò. Ìéá áðåéêüíéóç13

f : G −→ H êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò (ïìÜäùí) üôáí ãéá ïéáäÞðïôå x, y ∈ G éó·ýåé
ç éóüôçôá

f(x · y) = f(x) ∗ f(y) (3.5)

3.3.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé ç U ìéá õðïïìÜäá ôçò,
ôüôå ç óõíÞèçò åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç ιU : U −→ G åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò, äéüôé

ιU (x · y) = x · y = ιU (x) · ιU (y), ∀x, y ∈ G.

(ii) ÅÜí èåùñÞóïõìå Ýíá a ∈ R êáé ïñßóïõìå ôçí áðåéêüíéóç

μa : (R,+) −→ (R,+) , x 7−→ ax,

ôüôå ç μa åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò, äéüôé ãéá üëá ôá x, y ∈ R éó·ýåé

μa(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = μa(x) + μa(y).

(iii) Ç áðåéêüíéóç

(R,+) −→ (Rr{0}, ·) , x 7−→ exp (x) ,

áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí.

3.3.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ç f : (G, ·) −→ (H, ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) f (eG) = eH .

(ii) f(g)−1 = f
¡
g−1

¢
, ∀g ∈ G.

(iii) f(g)n = f(gn), ∀g ∈ G êáé ∀n ∈ Z.

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ëüãù ôÞò (3.5), f (eG) ∗ f (eG) = f (eG · eG) = f (eG) ,

Ý·ïõìå

f (eG) ∗ f (eG) ∗ f (eG)−1 = f (eG) ∗ f (eG)−1 =⇒ f (eG) = f (eG) ∗ f (eG)−1 = eH .

(ii) Ãéá êÜèå g ∈ G,

f (g) ∗ f
¡
g−1

¢
= f

¡
g · g−1

¢
= f (eG) = eH = f

¡
g−1 · g

¢
= f

¡
g−1

¢
∗ f (g) ,

13¼ôáí åðéèõìïýìå íá ôïíßóïõìå ôï ðïéåò åßíáé ïé ðñÜîåéò áíáöïñÜò ìáò, ãñÜöïõìå f : (G, ·) −→ (H, ∗).
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ïðüôå üíôùò ç åéêüíá ôïý óõììåôñéêïý óôïé·åßïõ ôïý g ìÝóù ôÞò f éóïýôáé ìå ôï
óõììåôñéêü óôïé·åßï ôïý f(g) åíôüò ôÞòH.

(iii) ¼ôáí n = 0 ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý (i) êáé üôáí n = 1

ç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá n ∈ N åñãáæüìáóôå ìå ôç âïÞèåéá ôÞò êëáóéêÞò
ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç åí ëüãù éóüôçôá éó·ýåé ãéá êÜðïéïí
öõóéêü áñéèìü n ≥ 1. Ôüôå

f(g)n+1 = f(g)n ∗ f(g) = f(gn) ∗ f(g) = f(gn · g) = f(gn+1).

ÅÜí n < 0, ôüôå−n > 0, ïðüôå åöáñìüæïíôáò ôï áíùôÝñù áðïäåé·èÝí ãéá ôïí−n,
ôï (ii), êáèþò êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.11, ëáìâÜíïõìå

f(g)n = (f(g)−1)−n = f(g−1)−n = f((g−1)−n) = f(gn).

Ôåëéêþò ëïéðüí, f(g)n = f(gn), ∀g ∈ G êáé ∀n ∈ Z. ¤

3.3.4 ËÞììá. ÅÜí ç f : (G, ·) −→ (H, ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ç åéêüíá Im(f) = f (G) ôÞò G ìÝóù ôÞò f åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòH.

(ii) Ôï óýíïëï

Ker (f) := f−1 (eH) = {g ∈ G | f(g) = eH}

(ðïõ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ðõñÞíáò ôÞò f) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G.

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï 3.3.3 (i), eH = f (eG) ∈ f(G). ÅîÜëëïõ, åÜí h, h0 ∈ f (G),
ôüôå õðÜñ·ïõí óôïé·åßá g, g0 ∈ K ìå f(g) = h êáé f(g0) = h0. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

h ∗ h0−1 = f(g) ∗ f(g0)−1 = f(g) ∗ f(g−1) = f(g · g−1) ∈ f(G),

ïðüôå ç f (G) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòH äõíÜìåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15.

(ii) ÅðåéäÞ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï eG ôÞòG áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò f óôï ïõäÝôåñï
óôïé·åßï eH ôÞòH, Ý·ïõìå eG ∈ Ker(f). ÅîÜëëïõ, åÜí g, g0 ∈ Ker(f), ôüôå

f(g · g0−1) = f(g) ∗ f(g0−1) = f(g) ∗ f(g)−1 = eH ∗ e−1H = eH .

Óõíåðþò g ·g0−1 ∈Ker(f) êáé áñêåß íá åöáñìüóïõìå åê íÝïõ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò
3.2.15. ¤

3.3.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ç f : (G, ·) −→ (H, ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i)Ç åéêüíá f (K) ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáòK ôÞòG ìÝóù ôÞò f åßíáé ìéá õðïïìÜäá
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ôÞò f (G) .

(ii) Ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1 (L) = {g ∈ G | f(g) ∈ L} ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáò L
ôÞò H ìÝóù ôÞò f åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G Ý·ïõóá ôïí ðõñÞíá Ker(f) ôÞò f ùò
õðïïìÜäá ôçò.

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï (i) ôïý ëÞììáôïò 3.3.4 ç åéêüíá f (G) ôÞòG ìÝóù ôÞò f áðï-
ôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò H. ÅðåéäÞ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï eG ôÞò G áðåéêïíßæåôáé
ìÝóù ôÞò f óôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò H (ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï
ôÞò f (G)), Ý·ïõìå eG ∈ f (K) .ÅîÜëëïõ, åÜí u, v ∈ f (K), ôüôå õðÜñ·ïõí óôïé·åßá
x, y ∈ K ìå f(x) = u êáé f(y) = v. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

u ∗ v−1 = f(x) ∗ f(y)−1 = f(x) ∗ f(y−1) = f(x · y−1) ∈ f(K),

ïðüôå ç f (K) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò H äõíÜìåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15.

(ii) ÅðåéäÞ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï eG ôÞò G áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò f óôï ïõ-
äÝôåñï óôïé·åßï ôÞò H (ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò L), Ý·ïõìå
eG ∈ f−1 (L) . ÅîÜëëïõ, åÜí x, y ∈ f−1 (L) , ôüôå éó·ýåé

f(x · y−1) = f(x) ∗ f(y−1) = f(x) ∗ f(y)−1,

äéüôé ç L åßíáé õðïïìÜäá ôÞò G. Óõíåðþò x · y−1 ∈ f−1 (L) êáé áñêåß íá åöáñìü-
óïõìå åê íÝïõ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15. ¤

3.3.6 Ïñéóìüò. ¸óôù f : (G, ·) −→ (H, ∗) Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ï f êá-
ëåßôáé¯̄̄̄

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åíñéðôéêÞ,

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åðéññéðôéêÞ,

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé áìöéññéðôéêÞ,

åíäïìïñöéóìüò (ôÞò G) ⇐⇒
ïñó

G = H êáé “ · ” = “ ∗ ”,
áõôïìïñöéóìüò (ôÞò G) ⇐⇒

ïñó
ç f åßíáé áìöéññéðôéêüò åíäïìïñöéóìüò ôÞòG.

3.3.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç áðåéêüíéóç

(R,+) −→ (R>0, ·) , x 7−→ exp (x) ,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí ìå áíôßóôñïöü ôïõ ôïí x 7−→ ln (x).

(ii) Ïé ïìïìïñöéóìïßμa ïé ïñéóèÝíôåò óôï 3.3.2 (ii) åßíáé áõôïìïñöéóìïß ôÞò (R,+)
ãéá êÜèå a 6= 0 (ìå ôïõò μ 1

a
ùò áíôéóôñüöïõò ôïõò). Ï μ0 åßíáé ðñïöáíþò ï ìçäåíé-

êüò åíäïìïñöéóìüò, Þôïé áõôüò ï åíäïìïñöéóìüò ðïõ óôÝëíåé üëá ôá óôïé·åßá ôïý
R íá áðåéêïíéóèïýí óôï 0.
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(iii) ÅÜí n ∈ N, ôüôå ç áðåéêüíéóç

(Z,+) −→ (nZ,+) , m 7−→ nm,

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò (Z,+) êáé ôÞò (nZ,+) , üðïõ ç (nZ,+) åßíáé
ãíÞóéá (!) õðïïìÜäá ôÞò (Z,+) üôáí n ≥ 2.
(iv) Ãéá êÜèåm ∈ N õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

(Zm,+) −→ (Em, ·) , [k]m 7−→ exp(
2πik

m
).

(v) Äåí õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ïìÜäùí (Q,+) êáé (Q>0, ·).ÐñÜãìáôé°
åÜí õðÞñ·å éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí f : Q −→ Q>0, ôüôå, åðåéäÞ 2 ∈ Q>0, èá õðÞñ·å
êÜðïéïò r ∈ Q, ôÝôoéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá f(r) = 2, ïðüôå èá êáôáëÞãáìå
óôçí áêüëïõèç áíôßöáóç:

2 = f(r) = f( r2 +
r
2) = f( r2)f(

r
2) = f( r2)

2 ⇒ f( r2) =
√
2 ∈ RrQ>0.

3.3.8 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé f : (G, ·) −→ (H, ∗) êáé g : (H, ∗) −→ (K, ) åßíáé äõï
ïìïìïñöéóìïß ïìÜäùí, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ç óýíèåóç g ◦ f : G −→ K åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

(ii) ÅÜí ïé f êáé g åßíáé ìïíïìïñöéóìïß (êáé áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöé-
óìïß/éóïìïñöéóìïß), ôüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f : G −→ K åßíáé ìïíïìïñöéóìüò
(êáé áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìüò/éóïìïñöéóìüò).

Áðïäåéîç. (i) Ãéá ïéáäÞðïôå x, y ∈ G Ý·ïõìå

(g ◦ f) (x · y) = g(f(x · y)) = g(f(x) ∗ f(y))
= g(f(x)) g(f(y)) = (g ◦ f) (x) (g ◦ f) (y).

(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôá (i) êáé (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.15. ¤

3.3.9 Ðñüôáóç. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí f : (G, ·) −→ (H, ∗) áðïôåëåß ìïíï-
ìïñöéóìü åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò ôïõ åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò G
(Þôïé óõíßóôáôáé ìüíïí áðü ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï eG ôÞò G).

Áðïäåéîç. ÅÜí ï f åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå ãéá êÜèå g ∈ Ker(f) Ý·ïõìå

f(g) = eH = f(eG) =⇒
f 1-1

g = eG.

ÅðïìÝíùò, Ker(f) = {eG}. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé Ker(f) = {eG}
êáé üôé f(g1) = f(g2) ãéá äõï óôïé·åßá g1, g2 ôÞò G, ôüôå

f
¡
g−12 · g1

¢
= (f(g2))

−1 ∗ f(g1) = (f(g2))−1 ∗ f(g2) = eH ,

ïðüôå g−12 · g1 = eG =⇒ g1 = g2. ¢ñá ï ïìïìïñöéóìüò f åßíáé üíôùò Ýíáò ìïíï-
ìïñöéóìüò. ¤
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3.3.10 Ðñüôáóç. ¸óôù f : (G, ·) −→ (H, ∗) Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) |G| = |H| .
(ii) H G åßíáé áâåëéáíÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí çH åßíáé áâåëéáíÞ.

(iii) H G åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí çH åßíáé êõêëéêÞ.

(iv) ord(g) = ord(f(g)),∀g ∈ G.

(v) ÅÜí êÜèå óôïé·åßï ôÞò G Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, ôüôå êáé êÜèå óôïé·åßï ôÞòH
Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç (êáé ôáíÜðáëéí).

Áðïäåéîç. (i) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò ëüãù ôÞò áìöéññéðôéêüôçôáò ôÞò f.

(ii) ÅÜí ç G åßíáé áâåëéáíÞ êáé h, h0 ∈ H, ôüôå õðÜñ·ïõí g, g0 ∈ G, ôÝôïéá þóôå
h = f(g) êáé h0 = f(g0). ÅðïìÝíùò,

h ∗ h0 = f(g) ∗ f(g0) = f(g · g0) = f(g0 · g)
= f(g0) ∗ f(g) = h0 ∗ h,

êáé çH åßíáé, ùò åê ôïýôïõ, áâåëéáíÞ. Ôï áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.

(iii) ÅÜí ∃g ∈ G : G = hgi , ôüôå, ëüãù ôÞò åðéññéðôéêüôçôáò ôÞò f, ãéá êÜèå h ∈ H

õðÜñ·åé ν ∈ Z ìå h = f(gν), ïðüôå áðü ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.3 óõìðåñáßíïõìå
üôé

h = f(g)ν ⇒ H ⊆ hf(g)i
f(g) ∈ H ⇒ hf(g)i ⊆ H

¾
=⇒ H = hf(g)i .

Ôï áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.

(iv) ¸óôù g ∈ G ôÜîåùò ord(g) = n ∈ N. Ôüôå gn = eG, ïðüôå ôá (i) êáé (iii) ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.3.3 ìáò äßäïõí

f(gn) = f(g)n = f(eG) = eH =⇒
3.2.34

ord(f(g)) = m ∈ N êáé m | n.

ÅðåéäÞ f(g)m = f(gm) = eH =⇒
3.2.34

gm ∈ Ker(f) = {eG} ⇒ gm = eG ⇒ n | m,

Ý·ïõìå ôåëéêþò m = n. ÅÜí ord(g) = ∞, ôüôå gν 6= eG ãéá êÜèå ν ∈ N, ïðüôå ç
åíñéðôéêüôçôá ôÞò f ìáò ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé (f(g))ν 6= eH ãéá êÜèå ν ∈ N,
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ord(f(g)) =∞.

(v) ÅÜí êÜèå óôïé·åßï g ôÞò G Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, ôüôå ∃ng ∈ N : gng = eG.

¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï h ∈ H. Ôüôå ∃x ∈ G : h = f(x), ïðüôå ìÝóù ôùí (i) êáé (iii)
ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.3 óõíÜãïõìå üôé

hnx = f(x)nx = f(xnx) = f(eG) = eH ⇒ ord(h) <∞.

Ôï áíôßóôñïöï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò. ¤
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3.3.11 ÐáñÜäåéãìá. Åßíáé áäýíáôïí íá õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ïìÜ-
äùí (Z,+) êáé (Q,+) , äéüôé ç ðñþôç åî áõôþí åßíáé êõêëéêÞ êáé ç äåýôåñç ìç êõ-
êëéêÞ (âë. 3.2.26 (i) êáé (iii)).

3.3.12 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé (G, ·) êáé (H, ∗) åßíáé äõï ïìÜäåò. ËÝìå üôé çG åßíáé
éóüìïñöç ìå ôçíH Þ áðëþò üôé åßíáé éóüìïñöç ôÞòH (êáé óçìåéþíïõìå: G ∼= H)
üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí f : G −→ H.

3.3.13 Ðñüôáóç. Ãéá ïéåóäÞðïôå ïìÜäåò (G, ·), (G0, ·0), (G00, ·00) éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) G ∼= G,

(ii) G ∼= G0 ⇒ G0 ∼= G,

(iii) [G ∼= G0 êáé G0 ∼= G00]⇒ G ∼= G00.

Áðïäåéîç. (i) Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç idG : G −→ G åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò éóï-
ìïñöéóìüò ïìÜäùí.

(ii) ÅÜí ï f : G −→ G0 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå, ùò áìöéñ-
ñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, äéáèÝôåé ìéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, áìöéññéðôéêÞ) áíôß-
óôñïöï f−1. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç f−1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü ïìÜ-
äùí. ÅÜí x, y ∈ G0, ôüôå õðÜñ·ïõí a, b ∈ G ìå x = f(a) êáé y = f(b). ÅðïìÝíùò,

f−1 (x ·0 y) = f−1 (f(a) ·0 f(b)) = f−1 (f(a · b)) = a · b = f−1 (x) · f−1 (y) ,

(áöïý ïé f, f−1 åßíáé áìöéññéðôéêÝò) êáé ç f−1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí.

(iii) ÅÜí ïé f : G −→ G0 êáé g : G0 −→ G00 åßíáé äõï éóïìïñöéóìïß ïìÜäùí,
ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.8, êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f åßíáé Ýíáò
éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤

3.3.14 Óçìåßùóç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.3.13, ç äéìåëÞò ó·Ýóç ‘‘∼='' ïñßæåé
ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ïéïõäÞðïôå óõíüëïõ áðáñôéæïìÝíïõ áðü ïìÜäåò (Þ åðß
ôÞò NÂG-«êëÜóåùò» üëùí ôùí ïìÜäùí). Ùò åê ôïýôïõ, äõï ïìÜäåò ëïãßæïíôáé ùò
(ïìáäïèåùñçôéêþò) ôáõôéæüìåíåò üôáí åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò. Ôïáêüëïõèï
èåþñçìá ìáò ðáñÝ·åé ôç äõíáôüôçôá ðëÞñïõò ôáîéíïìÞóåùò ôùí êõêëéêþí ïìÜäùí
ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý.

3.3.15 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç êõêëéêþí ïìÜäùí) ¸óôù (G, ·) ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá.
Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé Üðåéñç ïìÜäá, ôüôå åßíáé éóüìïñöç ôÞò (Z,+) .
(ii) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùòm, ôüôå

(G, ·) ∼= (Zm,+).
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Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ç (G, ·) Ý·åé êÜðïéï g ∈ G ùò ãåííÞôïñÜ ôçò.

(i) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé Üðåéñç êõêëéêÞ, ôüôå ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

(Z,+) −→ (G, ·), n 7−→ gn, ∀n ∈ Z,

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÐñÜãìáôé° ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé åíñéðôéêÞ,
äéüôé åÜí õðÞñ·áí n, n0 ∈ Z ìå n 6= n0 êáé gn = gn

0
, ôüôå èá ðñïÝêõðôå ç éóü-

ôçôá gmax{n,n
0}−min{n,n0} = eG (üðïõ eG ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò G), áð' üðïõ

èá óõíÜãåôï üôé ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá (âë. ðñüôáóç 3.2.28), êÜôé ðïõ èá
áíôÝöáóêå ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò. ÅðéðñïóèÝôùò, ç åí ëüãù áðåéêüíéóç åßíáé êáé
ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé (óýìöùíá ìå ôï 3.2.11 (i)) Ý·ïõìå

gn+n
0
= gngn

0
, ∀(n, n0) ∈ Z× Z.

(ii) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùòm, ôüôå G = {e, g, g2, ..., gm−1}
(üðïõ e = eG) êáé ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç14

(Zm,+) −→ (G, ·), [n]m 7−→ gn, ∀n ∈ {0, 1, ...,m− 1},

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ ç åéêüíá (ìÝóù ôÞò áíùôÝñù
áðåéêïíßóåùò) ôïý [n]m + [n

0]m = [n+ n0]m = [n00]m (üðïõ n00 ∈ {0, 1, ...,m − 1}
ôï õðüëïéðï ðïõ áöÞíåé ôï n+ n0 äéáéñïýìåíï äéÜ ôïým) åßíáé ôï

gn
00
= gn+n

0
= gngn

0
, ∀(n, n0) ∈ {0, 1, ...,m− 1} × {0, 1, ...,m− 1}

(âë. 3.2.11 (i)), áõôÞ åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅðéðñïóèÝôùò, ç åí ëüãù áðåé-
êüíéóç åßíáé êáé ìïíïìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé ï ðõñÞíáò ôçò åßíáé (ðñïöáíþò) ç
ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá {[0]m} ôÞò (Zm,+) (âë. ðñüôáóç 3.3.9). ¤

3.3.16 Ðüñéóìá. (Ôáîéíüìçóç õðïïìÜäùí êõêëéêþí ïìÜäùí) ¸óôù (G, ·) ìéá êõ-
êëéêÞ ïìÜäá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ç G åßíáé Üðåéñç ïìÜäá êáé G = hgi , ãéá êÜðïéï g ∈ G, ôüôå, óýìöùíá ìå
ôá 3.3.15 (i) êáé 3.2.29 (i), ïé õðïïìÜäåò ôçò åßíáé áêñéâþò ïé êõêëéêÝò ïìÜäåò 15
gd
®
, üðïõ d ∈ N0.

(ii) ÅÜí ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò m ≥ 2, ôüôå ïé õðïïìÜäåò ôçò åßíáé
áêñéâþò áõôÝò ðïõ ðåñéåãñÜöçóáí óôï ðüñéóìá 3.2.45. (ÅÜí |G| = 1, ôüôå ç G
åßíáé ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá.)
14Ôï üôé ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò: ÅÜí n, n0 ∈ {0, 1, ...,m − 1}, ôÝôïéïé
þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá [n]m =

£
n0
¤
m
, ôüôå ∃k ∈ Z : n−n0 = km, ïðüôå gn−n

0
= (gk)m = e⇒ gn = gn

0
.

15ÓçìåéùôÝïí üôé ç N0 3 d 7−→
D
gd
E
åßíáé ìéá áìößññéøç. (ÐñÜãìáôé° åÜí d 6= d0, ôüôå

D
gd
E
6=
D
gd

0E
, áð' üðïõ

Ýðåôáé ç åíñéðôéêüôçôÜ ôçò, äéüôé áðü ôçí éóüôçôá
D
gd
E
=
D
gd

0E
èá êáôáëÞãáìå óôï üôé ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíç,

ðñÜãìá Üôïðï. Ç åðéññéðôéêüôçôá åßíáé óáöÞò åðß ôç âÜóåé ôùí ðñïçãçèÝíôùí åðé·åéñçìÜôùí. Âë. áðüäåéîç ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.2.28.)
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3.3.17 Ðüñéóìá. ÅÜí ìéá ïìÜäá äåí äéáèÝôåé Üëëåò õðïïìÜäåò ðÝñáí ôÞò ôåôñéì-
ìÝíçò êáé ôïý åáõôïý ôçò, ôüôå åßíáé åßôå êõêëéêÞ ìå ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï áñéèìü
åßôå ôåôñéììÝíç.

Áðüäåéîç. ÅÜí ìéá ïìÜäá G ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá äåí åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå
∃g ∈ Gr{eG}. Ç êõêëéêÞ ïìÜäá hgi ç ðáñáãüìåíç áðü áõôü ôï óôïé·åßï g åßíáé
ðñïöáíþò ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò G, ïðüôå (åî õðïèÝóåùò) G = hgi .
ÅÜí ç G Þôáí åßôå Üðåéñç êõêëéêÞ åßôå ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ìå ôÜîç ôçò Ýíáí
óýíèåôï öõóéêü áñéèìü, ôüôå èá üöåéëå íá äéáèÝôåé êáé Üëëåò õðïïìÜäåò ðÝñáí
ôÞò ôåôñéììÝíçò êáé ôïý åáõôïý ôçò (ëüãù ôùí ðïñéóìÜôùí 3.2.45 êáé 3.3.16). ¢ñá
ç G åßíáé êáô' áíÜãêçí ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ìå ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï
áñéèìü. ¤

3.3.18 Óçìåßùóç. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ôõ·ïýóá ïìÜäá, ôüôå ôï óýíïëï Aut(G) üëùí
ôùí áõôïìïñöéóìþí ôÞò G áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò
áðåéêïíßóåùí16. Áò õðïèÝóïõìå, åðß ðáñáäåßãìáôé, üôé ç G åßíáé ç ðñïóèåôéêÞ
ïìÜäá ôùí áêåñáßùí áñéèìþí Z. ÊÜèå áõôïìïñöéóìüò θ ôÞò Z ðñÝðåé íá óôÝëíåé
ôï 1 íá áðåéêïíßæåôáé óå Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü ï ïðïßïò ðáñÜãåé ôçí Z. ÊáôÜ óõíÝ-
ðåéáí, θ (1) ∈ {±1} . ÅÜí θ (1) = 1, ôüôå ðáßñíïõìå ôïí ôáõôïôéêü áõôïìïñöéóìü°
åéäÜëëùò, θ (1) = −1, êáé ï θ óôÝëíåé êÜèå áêÝñáéï áñéèìü n íá áðåéêïíßæåôáé
óôïí áíôßèåôü ôïõ −n. ÂëÝðïõìå ëïéðüí Üìåóá üôé ç Aut(Z) ∼= Z2.

3.4 ÏÌÁÄÅÓ ÌÅÔÁÔÁÎÅÙÍ

3.4.1 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù A Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé

SA :=

½
σ : A −→ A

¯̄̄̄
σ áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

ôïý A åðß ôïý A

¾
⊆ áð (A,A) .

Ôüôå ôï æåýãïò (SA, ◦), üðïõ ‘‘◦'' ç ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò áðåéêïíßóåùí, áðïôå-
ëåß ìéá ïìÜäá, ôç ëåãïìÝíç óõììåôñéêÞ ïìÜäá åðß ôïý óõíüëïõ A (ìå ôçí ôáõôï-
ôéêÞ áðåéêüíéóç idG ùò ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï). Áðü «ïìáäïèåùñçôéêÞ» Üðïøç,
ç ïìÜäá SA äåí åîáñôÜôáé áðü ôï ßäéï ôï óýíïëï A, áëëÜ ìüíïí áðü ôïí ðëçèéêü
ôïõ áñéèìü card(A). (ÐñÜãìáôé° åÜí ôï B åßíáé Ýíá Üëëï óýíïëï ðïõ Ý·åé ôïí ßäéï
ðëçèéêü áñéèìü ìå ôï A, ôüôå õðÜñ·åé ìéá áìößññéøç f : A −→ B, ïðüôå ç áðåé-
êüíéóç

SA −→ SB, σ 7−→ f ◦ σ ◦ f−1,
16Áíôéóôïß·ùò, ìðïñïýìå íá åöïäéÜóïõìå êáé ôï óýíïëï End(G) ôùí åíäïìïñöéóìþí ìéáò ïìÜäáòG ìå ôçí ßäéá åóù-
ôåñéêÞ ðñÜîç. Åí ðñïêåéìÝíù, ôï æåýãïò (End(G), ◦) áðïôåëåß ìüíïí Ýíá ìïíïåéäÝò (Þôïé ìéá çìéïìÜäá ìå ïõäÝôåñï
óôïé·åßï).
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åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí ). Ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáòSA ïíïìÜæïíôáé ìåôá-
ôÜîåéò17. ¼ôáí σ ∈ SAr{idG}, ç σ «ìåôáôÜóóåé» êõñéïëåêôéêþò ôïõëÜ·éóôïí Ýíá
åê ôùí óôïé·åßùí ôïý A, äçëáäÞ ôï áðåéêïíßæåé óå Ýíá Üëëï (äéáöïñåôéêü) óôïé-
·åßï ôïýA. ÅÜí ôï èåùñïýìåíïA åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï êáé n = card(A),
ôüôå ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé A = {1, ..., n}. Åí
ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ç SA óõìâïëßæåôáé ùò Sn êáé êáëåßôáé óõììåôñéêÞ ïìÜäá óå
n óýìâïëá.

(ii) ÓõíÞèùò ãñÜöïõìå ôéò ìåôáôÜîåéò σ ∈ Sn õðü ôç ìïñöÞ∙
1 2 · · · n

σ (1) σ (2) · · · σ (n)

¸
Þ ∙

x1 x2 · · · xn
σ (x1) σ (x2) · · · σ (xn)

¸
óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôá x1, . . . , xn áðïôåëïýí ìéá áíáäéÜôáîç ôùí áñéèìþí
1, 2, . . . , n. Áõôüò ï ôñüðïò ãñáöÞò ìÜò äéåõêïëýíåé êáôÜ ôïí õðïëïãéóìü ôÞò óõí-
èÝóåùò äýï ìåôáôÜîåùí. Ð.·.,∙

1 2 3 4 5

3 2 5 1 4

¸
◦
∙
1 2 3 4 5

2 3 4 5 1

¸
=

∙
1 2 3 4 5

2 5 1 4 3

¸
.

Èá ðñÝðåé íá åðéóçìáíèåß üôé êáôÜ ôçí åêôÝëåóç ôÞò óõíèÝóåùò ðñïçãåßôáé ç
åöáñìïãÞ ôÞò äåîéÜò áðåéêïíßóåùò êáé áêïëïõèåß ç åöáñìïãÞ ôÞò áñéóôåñÜò. Ãå-
íéêüôåñá, ãéá ôõ·ïýóåò ìåôáôÜîåéò τ êáé σ ∈ Sn Ý·ïõìå"

1 · · · n

τ (σ (1)) · · · τ (σ (n))

#
=

"
1 · · · n

τ (1) · · · τ (n)

#
◦
"

1 · · · n

σ (1) · · · σ (n)

#
.

3.4.2 Óçìåßùóç. (i) Ç áíôßóôñïöïò σ−1 ìéáò ìåôáôÜîåùò σ ∈ Sn (ðïõ åßíáé ôáõ-
ôüóçìç ìå ôï ïìáäïèåùñçôéêü áíôßóôñïöï óôïé·åßï ôÞò σ åíôüò ôÞòSn) Ý·åé ðïëý
áðëÞ ìïñöÞ. ÅÜí ãñÜøïõìå ôçí σ ùò∙

1 2 · · · n

σ (1) σ (2) · · · σ (n)

¸
,

ôüôå ç σ−1 åßíáé ç ∙
σ (1) σ (2) · · · σ (2)

1 2 · · · n

¸
.

17μñçóéìïðïéåßôáé ôï ðñïóÞêïí ïõóéáóôéêü ìåôÜôáîç áíôß ôïý ìåôÜèåóç ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôïý üñïõ permutation,
êáèüôé ç åðéëïãÞ ôïý äåõôÝñïõ èá ïäçãïýóå óå áôõ·Þ ïìïåéäÞ áðüäïóç ôùí ñçìÜôùí commute êáé permute. (Óçìåéù-
ôÝïí üôé üëåò ïé permutation groupsSn, n≥ 3, åßíáé ìç ìåôáèåôéêÝò ïìÜäåò! ÅîÜëëïõ, ôï ïõóéáóôéêü áíôéìåôÜèåóç
äåóìåýåôáé ãéá ôçí áðüäïóç ôïý üñïõ transposition.)
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(ii) Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, èá óõìâïëßæïõìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï id{1,...,n} ôÞòSn

áðëþò ùò id.

(iii) ¼ôáí n ≥ 3, ç Sn äåí åßíáé áâåëéáíÞ. ÐñÜãìáôé° ïñßæïíôáò ôéò σ, τ ∈ Sn ùò
áêïëïýèùò:

σ (1) = 1, σ (2) = 3, σ (3) = 2, σ (i) = i, ∀i, 4 ≤ i ≤ n,

τ (1) = 2, τ (2) = 1, τ (3) = 3, τ (1) = 1, ∀i, 4 ≤ i ≤ n,

ëáìâÜíïõìå (τ ◦ σ) (1) = 2 6= 3 = (σ ◦ τ) (1) . ÅðïìÝíùò, τ ◦ σ 6= σ ◦ τ .

3.4.3 Ðñüôáóç. Ç ôÜîç ôÞò ïìÜäáòSn éóïýôáé ìå

|Sn| = n!

Áðïäåéîç. Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò èááðïäåßîïõìå ãåíéêüôåñá
ôïí áêüëïõèï éó·õñéóìü:

Éó·õñéóìüò: ÅÜí ôá A = {x1, . . . , xn} êáé B = {y1, . . . , yn} åßíáé äõï óýíïëá ðïõ
ðåñéÝ·ïõí (áêñéâþò) n óôïé·åßá, ôüôå ôï óýíïëï

Bij (A,B) := {f : A −→ B | f áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç}

Ý·åé áêñéâþò n! óôïé·åßá.

¼ôáí n = 1, ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ãéá êÜðïéï n > 1

éó·ýåé ç éóüôçôá

card (Bij (A0, B0)) = (n− 1)!

ãéá ïéáäÞðïôå óýíïëáA0, B0 ðïõ äéáèÝôïõí (áêñéâþò) n− 1 óôïé·åßá. ¸óôù ôþñá
üôé ôá A = {x1, . . . , xn} êáé B = {y1, . . . , yn} åßíáé äõï óýíïëá ðïõ ðåñéÝ·ïõí
(áêñéâþò) n óôïé·åßá. Ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , n} ïñßæïõìå ôï

Bij (A,B)i := {f ∈ Bij (A,B) | f (x1) = yi } .

Ðñïöáíþò ç áðåéêüíéóç

Bij (A,B)i −→ Bij (Ar{x1}, Br{yi}) , f 7−→ f |Ar{x1} ,

åßíáé áìöéññéðôéêÞ. ÅðïìÝíùò, êáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç,

card (Bij (A,B)i) = (n− 1)!.

ÅðéðñïóèÝôùò,

Bij (A,B) =
ǹ

i=1
Bij (A,B)i .
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Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôé

card (Bij (A,B)) =
nP
i=1

card (Bij (A,B)i) = n · (n− 1)! = n!.

(êáôÜ ôï ëÞììá 1.12.3). ¤

3.4.4 Ïñéóìüò. (i) ÅÜí σ ∈ Sn, ôüôå ôï óýíïëï

supp(σ) := {j ∈ {1, ..., n} | σ(j) 6= j }

åêåßíùí ôùí óôïé·åßùí ôïý {1, ..., n} ðïõ «ìåôáôÜóóïíôáé» êõñéïëåêôéêþò (äçëáäÞ
äåí ðáñáìÝíïõí áìåôÜâëçôá) ìÝóù ôÞò σ êáëåßôáé ï öïñÝáò ôÞò σ.

(ii) ËÝìå üôé äõï ìåôáôÜîåéò σ, τ ∈ Sn åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò üôáí ãéá ïéïõóäÞ-
ðïôå öõóéêïýò áñéèìïýò j, k ∈ {1, . . . , n} éó·ýïõí (ôáõôï·ñüíùò) ïé óõíåðáãùãÝò

σ (j) 6= j ⇒ τ(j) = j êáé τ (k) 6= k ⇒ σ(k) = k.

3.4.5 Ðñüôáóç. Äõï ìåôáôÜîåéò σ, τ ∈ Sn åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò åÜí êáé ìüíïí
åÜí

supp(σ) ∩ supp(τ) = ∅.

Áðïäåéîç. ÅÜí ïé σ, τ ∈ Sn åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò êáé j ∈ supp(σ), ôüôå

σ(j) 6= j ⇒ τ(j) = j ⇒ j /∈ supp(τ).

¢ñá supp(σ)∩ supp(τ) = ∅. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé öïñåßò
ôùí σ êáé τ äåí äéáèÝôïõí êáíÝíá êïéíü óôïé·åßï êáé èåùñÞóïõìå ïéïíäÞðïôå
j ∈ {1, ..., n} ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé σ(j) 6= j, ôüôå j ∈ supp(σ). Åî õðïèÝóåùò,
j /∈supp(τ)⇒ τ(j) = j. Êáô' áíáëïãßáí, åÜí k ∈ {1, ..., n} ìå τ (k) 6= k, ôüôå

k ∈ supp(τ)⇒ k /∈ supp(σ)⇒ σ(k) = k.

Ùò åê ôïýôïõ, ïé σ, τ åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò. ¤

3.4.6 ÐáñÜäåéãìá. Åíôüò ôÞò S4 ïé ìåôáôÜîåéò

σ =

∙
1 2 3 4

1 3 2 4

¸
, τ =

∙
1 2 3 4

4 2 3 1

¸
åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò, äéüôé ïé öõóéêïß 2 êáé 3 ìåôáôÜóóïíôáé ìÝóù ôÞò σ êáé
ìÝíïõí áìåôÜâëçôïé ìÝóù ôÞò τ , åíþ ïé öõóéêïß 1 êáé 4 ìåôáôÜóóïíôáé ìÝóù ôÞò τ
êáé ìÝíïõí áìåôÜâëçôïé ìÝóù ôÞò σ.
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3.4.7 Ïñéóìüò. Ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sn ëÝãåôáé êýêëïò ìÞêïõò k Þ k-êýêëïò
êáé ãñÜöåôáé ùò [α1 α2 . . . αk] üôáí õðÜñ·ïõí k óáöþò äéáêåêñéìÝíïé áñéèìïß
α1, α2, . . . , αk áðü ôï óýíïëï {1, . . . , n} (k ≤ n), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé(

σ (α1) = α2, σ (α2) = α3, . . . , σ (αk−1) = αk, σ (αk) = α1

êáé σ (β) = β, ∀β ∈ {1, . . . , n}r{α1, . . . , αk}.

Ï óõìâïëéóìüò ãéá ôï «ãéíüìåíï» (= óýíèåóç) äõï êýêëùí áêïëïõèåß ôç óõëëï-
ãéóôéêÞ åêåßíïõ ðïõ ðñïáíáöÝñáìå ãéá ôéò ìåôáôÜîåéò. ¸ôóé ð.·. åíôüò ôÞò Sn,

n ≥ 3, Ý·ïõìå [2 3] ◦ [1 2] = [1 3 2] , êáé åíôüò ôÞòSn, n ≥ 8,∙
1 2 3 4 5 6 7 8

8 1 6 7 3 5 4 2

¸
= [1 8 2] ◦ [3 6 5] ◦ [4 7] .

Ïé 2-êýêëïé ïíïìÜæïíôáé, éäéáéôÝñùò, áíôéìåôáèÝóåéò (Þ áìïéâáßåò ìåôáôïðßóåéò).

3.4.8 ÐáñÜäåéãìá. Ôá óôïé·åßá ôÞò S3 åßíáé ôá

id, [1 2] , [1 3] , [2 3] , [1 2 3] , [1 3 2] ,

êáé

[1 3] ◦ [1 2] = [1 2 3] , [2 3] ◦ [1 2] = [1 3 2] .

3.4.9 Ðñüôáóç. Ïé k-êýêëïé (åíôüò ôÞò Sn) Ý·ïõí ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò :

(i) [α1 α2 . . . αk] = [α1 α2 . . . αk] = · · · = [α1 α2 . . . αk] , Þôïé üëåò ïé «êõêëéêÝò
åíáëëáãÝò» ôùí k óôïé·åßùí åíüò k-êýêëïõ åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò.

(ii)¼ôáí k ≥ 3, ôüôå

[α1 α2 . . . αk] = [α1 . . . αj ] ◦ [αj αj+1 . . . αk] , ∀j ∈ {2, . . . , k}

(iii)¼ôáí k ≥ 3, ôüôå

[α1 α2 . . . αk] = [α1 α2 ] ◦ [α2 α3] ◦ · · · ◦ [αk−1 αk] .

(iv) Ãéá êÜèåm ∈ N éó·ýåé ç éóüôçôá

[α1 α2 . . . αk]
m
=

∙
a1 a2 · · · ak

am+1 am+2 · · · am+k

¸
,

üðïõ ïé (õðï)äåßêôåò ôÞò êÜôù ãñáììÞò ïöåßëïõí íá «äéáâÜæïíôáé êáôÜ ìüäéï k»,
Þôïé

ak+1 = a1, ak+2 = a2,……, ak+t = al, üðïõ t ≡ l(mod k) (t, l ∈ N).

(v) ord([α1 α2 . . . αk]) = k.

(vi) [α1 α2 . . . αk]
−1
= [αk αk−1 . . . α1] .
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Áðïäåéîç. Ôï (i) åßíáé åî ïñéóìïý ðñïöáíÝò. Ôï (ii) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïý
õðïëïãéóìïý ôïý ãéíïìÝíïõ (= óõíèÝóåùò).

(iii) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï (ii) (ãéá j = 2) êáé åöáñìïãÞ ôÞò ðñþôçò ìïñöÞò ôÞò
ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí k (âë. 1.6.36), åêêéíþíôáò áðü ôïí k = 3.

(iv) Åäþ åöáñìüæåôáé êëáóéêÞ ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí m (âë. 1.6.34).
Ãéám = 1 ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé åßíáé áëçèÞò
ãéá êÜðïéïím ≥ 1, ôüôå

[α1 α2 . . . αk]
m+1 = [α1 α2 . . . αk]

m ◦ [α1 α2 . . . αk]

=

∙
a1 a2 · · · ak

am+1 am+2 · · · am+k

¸
◦
∙
a1 a2 · · · ak
a2 a3 · · · a1

¸
=

∙
a1 a2 · · · ak

am+2 am+3 · · · am+1+k

¸
,

üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç.

(v) ÅÜí σ := [α1 α2 . . . αk] , ôüôå áðü ôï (iv) ëáìâÜíïõìå

σk = [α1 α2 . . . αk]
k

=

∙
a1 a2 · · · ak
ak+1 ak+2 · · · ak+k

¸
=

∙
a1 a2 · · · ak
a1 a2 · · · ak

¸
= id.

ÅÜí ∈ {1, ..., k − 1}, ôüôå σ (aj) = aj+ , ∀j ∈ {1, ..., k}, ïðüôå

j + 6≡ j(mod k),∀j ∈ {1, ..., k} =⇒ σ 6= id =⇒ ord ([α1 α2 . . . αk]) = k.

(vi) Ãéá k = 1 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò. Ãéá k ≥ 2 Ý·ïõìå

[α1 α2 . . . αk]
−1

= [α1 α2 . . . αk]
k−1

=

∙
a1 a2 · · · ak
ak ak+1 · · · a2k−1

¸
=

∙
a1 a2 · · · ak
ak a1 · · · ak−1

¸
= [αk αk−1 . . . α1] ,

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï (v), êáé ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç áðü ôï (iv),
êáèüóïí ôï 2k − 1 ãñÜöåôáé ùò (k − 1) + k. ¤

3.4.10 ËÞììá. ÅÜí äõï êýêëïé σ, τ ∈ Sn åßíáé îÝíïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ìåôáôßèåíôáé
áìïéâáßùò, äçëáäÞ σ ◦ τ = τ ◦ σ.
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Áðïäåéîç. ÅÜí ïé êýêëïé σ, τ åßíáé îÝíïé ìåôáîý ôïõò, áñêåß èá äåßîïõìå üôé

(σ ◦ τ) (j) = (τ ◦ σ) (j) , ∀j ∈ {1, ..., n}. (3.6)

Ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., n}r (supp(σ) ∪ supp(τ)) Ý·ïõìå

j /∈ supp(σ) êáé j /∈ supp(τ)⇒ σ (j) = j = τ (j) ,

ïðüôå

(σ ◦ τ) (j) = σ (τ (j)) = σ(j) = j êáé (τ ◦ σ) (j) = τ (σ (j)) = τ(j) = j.

ÊáôÜóõíÝðåéáí, áðïìÝíåé íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýåé ç (3.6) ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò
ôïõò áíÞêïíôåò óôçí Ýíùóç ôùí öïñÝùí ôùí σ êáé τ .¸óôù ôõ·þí

j ∈ (supp(σ) ∪ supp(τ)) .

Ôüôå åßôå j ∈ supp(σ) åßôå j ∈ supp(τ). ÅÜí j ∈ supp(σ), ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé
ïé σ, τ åßíáé îÝíïé ìåôáîý ôïõò óõíÜãïõìå üôé

j ∈ supp(σ)rsupp(τ)⇒ τ (j) = j 6= σ (j)⇒ (σ ◦ τ) (j) = σ (τ (j)) = σ (j) 6= j.

Áðü ôçí ôåëåõôáßá ó·Ýóç Ýðåôáé üôé σ(σ (j)) 6= σ(j) (êáèüôé ç σ åßíáé åíñéðôéêÞ).
Áõôü óçìáßíåé üôé σ (j) /∈supp(τ)⇒ τ (σ (j)) = σ (j) , ïðüôå

(σ ◦ τ) (j) = σ (τ (j)) = σ (j) = τ (σ (j)) = (τ ◦ σ) (j) , ∀j ∈ supp(σ).

Ìå áíÜëïãç åðé·åéñçìáôïëïãßá (ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí σ êáé τ)
áðïäåéêíÝôáé üôé ç (3.6) åßíáé áëçèÞòáêüìç êáé ãéá ôïõòöõóéêïýò j ôïõò áíÞêïíôåò
óôïí öïñÝá ôÞò τ . ¤

3.4.11 ËÞììá. ÅÜí ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sn ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

σ = c1 ◦ c2 ◦ · · · ◦ cν (ν ∈ N)

åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí c1, c2, . . . , cν ∈ Sn, êáé
åÜí õðÜñ·åé j ∈ {1, ..., n}, ïýôùò þóôå j ∈ supp(cs) ãéá êÜðïéïí s ∈ {1, ..., ν}, ôüôå

σκ(j) = cκs (j), ∀κ ∈ N.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ïé c1, c2, . . . , cν åßíáé áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò êýêëïé, ôï
ëÞììá 3.4.10 ìáò åðéôñÝðåé íá ãñÜøïõìå ôçí σ ùò åîÞò:

σ = σ̌ ◦ cs, üðïõ σ̌ := c1 ◦ · · · ◦ cs−1 ◦ cs+1 ◦ · · · ◦ cν .
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Ðñïöáíþò, ïé σ̌, cs åßíáé ìåôáîý ôïõò îÝíåò ìåôáôÜîåéò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, σ̌(j) = j

(ðñâë. ðñüôáóç 3.4.5) êáé

σ̌ ◦ cs = cs ◦ σ̌ (3.7)

(êáé ðÜëé ëüãù ôïý ëÞììáôïò 3.4.10). ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò êëáóéêÞò ìáèçìáôéêÞò
åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí κ (âë. 1.6.34) êáé ôÞò éóüôçôáò (3.7) áðïäåéêíýïõìå üôé

(σ̌ ◦ cs)κ = (cs ◦ σ̌)κ = cκs ◦ σ̌κ, ∀κ ∈ N.

ÅðïìÝíùò,

σκ(j) = (cs ◦ σ̌)κ (j) = cκs (σ̌
κ(j)) = cκs (σ̌

k−1(j)) = · · · = cκs (j), ∀κ ∈ N.

êáé ç áðüäåéîç ðåñáôïýôáé. ¤

3.4.12 ËÞììá. ÅÜí ïé σ, τ ∈ Sn åßíáé êýêëïé êáé åÜí õðÜñ·åé j ∈ {1, ..., n}, ïýôùò
þóôå j ∈ supp(σ)∩ supp(τ), ôüôå éó·ýåé ç áêüëïõèç óõíåðáãùãÞ :

[σκ(j) = τκ(j), ∀κ ∈ N] =⇒ σ = τ .

Áðïäåéîç. Ëüãù ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.9 ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêü-
ôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé

σ = [α1 α2 . . . αν ] , τ =
£
β1 β2 . . . βξ

¤
, üðïõ α1 = β1 = j.

ÊáôÜ ôï 3.4.9 (iv), ακ+1 = σκ(j) ãéá êÜèå κ, 1 ≤ κ < ν, êáé βκ+1 = τκ(j) ãéá êÜèå
κ, 1 ≤ κ < ξ. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé ν ≤ ξ. Ðñïöáíþò,

[σκ(j) = τκ(j), ∀κ ∈ N] =⇒ α2 = β2, ..., αν = βν

êáé (ôáõôï·ñüíùò) βν+1 = τν(j) = σν(j) = j = β1 (äéüôé σ
ν = id, ëüãù ôïý 3.4.9

(v)), ïðüôå Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí ξ = ν êáé σ = τ . ¤

3.4.13 Èåþñçìá. KÜèå (ìç ôáõôïôéêÞ) ìåôÜôáîç áíÞêïõóá óôçí Sn, n ≥ 2, ìðï-
ñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ
äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2. ÅðéðñïóèÝôùò, ìéá ôÝôïéá Ýêöñáóç
åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí
ìåôå·üíôùí êýêëùí).

Áðïäåéîç. 1) Åðáëçèåõóç ðñùôïõ éó·õñéóìïõ. ¼ôáí n = 2, ôüôå Ý·ïõìå
S2r{id} = {[1 2]}, ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. Èá åöáñìüóïõìå ôçí ðñþôç
ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí n (âë. 1.6.36), èåùñþíôáò ùò áöå-
ôçñßá ìáò ôïí n = 2. ÕðïèÝôïíôáò üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí
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n ≥ 2, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôçí ïñèüôçôÜ ôïõ êáé ãéá ôïí n + 1. ¸óôù ôõ·ïýóá
σ ∈ Sn+1r{id}. Äéá·ùñßæïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí σ(n+ 1) = n+ 1, ôüôå ç

σ0 := σ|{1,2,...,n} : {1, 2, ..., n} −→ {1, 2, ..., n}

åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáòSn. Óýìöùíá ìå ôçí åðáãùãéêÞ õðüèåóÞ ìáò õðÜñ-
·ïõí ν ∈ N êáé áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò êýêëïé τ 01, . . . , τ

0
ν ìÞêïõò ≥ 2, ïýôùò

þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

σ0 = τ 01 ◦ τ 02 ◦ · · · ◦ τ 0ν .

¸óôù τ j : {1, 2, ..., n + 1} −→ {1, 2, ..., n + 1} ç åðÝêôáóç ôïý êýêëïõ τ 0j ðïõ
ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

τ j(l) :=

½
τ 0j(l), üôáí l ∈ {1, ..., n},
n+ 1, üôáí l = n+ 1,

ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., ν}. Ôüôå

σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τν ,

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò êáé ãéá ôïí n+ 1.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ¸óôù üôé σ(n+ 1) 6= n+ 1. Ëüãù ôïý åãêëåéóìïý©
n+ 1, σ (n+ 1) , σ2 (n+ 1) , ..., σn+1 (n+ 1)

ª
⊆ {1, 2, ..., n+ 1}

õðÜñ·ïõí êÜðïéïé

k, l ∈ {0, 1, ..., n+ 1}, k < l : σk (n+ 1) = σl (n+ 1) .

ÈÝôïíôáò m := l − k ∈ {1, ..., n + 1}, Ý·ïõìå σm (n+ 1) = n + 1. Åî õðïèÝóåùò,
m ≥ 2. ÅðåéäÞ ôï

{q ∈ {2, ..., n+ 1} |σq (n+ 1) = n+ 1}

åßíáé Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï ôïý N (êáèüôé ðåñéÝ·åé ôïõëÜ·éóôïí ôï m ùò óôïé-
·åßï ôïõ), èá ðåñéÝ·åé (óýìöùíá ìå ôçí áñ·Þ 1.6.32 ôÞò êáëÞò äéáôÜîåùò ôïý N)
åëÜ·éóôï óôïé·åßï, áò ôï ðïýìå μ (μ ≥ 2). ÓçìåéùôÝïí üôé

card(
©
n+ 1, σ (n+ 1) , σ2 (n+ 1) , ..., σμ−1 (n+ 1)

ª
) = μ.

ÐñÜãìáôé° åÜí ïé μ öõóéêïß áñéèìïß n+1, σ (n+ 1) , ..., σμ (n+ 1) äåí Þôáí óáöþò
äéáêåêñéìÝíïé, ôüôå èá õðÞñ·áí êÜðïéïé

ξ, ∈ {0, 1, ..., μ− 1}, ξ < : σξ (n+ 1) = σ (n+ 1) ,



§ 3.4 ìåôáôáîåéò 243

ïðüôå èá åß·áìå σ −ξ (n+ 1) = n + 1, êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï ðñïò ôçí åðéëïãÞ
ôïý μ (äéüôé − ξ ≤ μ − 1). ÈÝôïíôáò τ :=

£
n+ 1 σ (n+ 1) . . . σμ−1 (n+ 1)

¤
êáéeσ := τ−1 ◦ σ ∈ Sn+1r{id}, äéáðéóôþíïõìå üôéeσ(n+ 1) = τ−1(σ(n+ 1)) = n+ 1,

ïðüôå åìðßðôïõìå óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç (ãéá ôçí eσ). Ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·ïõí áíÜ
äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò êýêëïé τ1, . . . , τν ìÞêïõò ≥ 2, ïýôùò þóôå

eσ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τν ⇒ σ = τ ◦ eσ = τ ◦ τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τν .

ÅðåéäÞ eσ(n+ 1) = n+ 1 êáé

eσ(σ(n+ 1)) = τ−1(σ2(n+ 1)) = σ(n+ 1), ..., eσ(σμ−1(n+ 1)) = σμ−1(n+ 1),

Ý·ïõìåÃ
νS

j=1
supp(τ j)

!
∩
©
n+ 1, σ (n+ 1) , σ2 (n+ 1) , ..., σμ−1 (n+ 1)

ª
= ∅,

ïðüôå ïé ìåôáôÜîåéò eσ êáé τ åßíáé îÝíåò ìåôáîý ôïõò êáé, êáô' åðÝêôáóéí, êáé ïé
êýêëïé τ , τ1, τ2, ..., τν åßíáé áíÜ äýï îÝíïé ìåôáîý ôïõò. ¢ñá êáé óå áõôÞí ôçí ðå-
ñßðôùóç ï (ðñþôïò) éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò êáé ãéá ôïí n+ 1.

2) Åðáëçèåõóç äåõôåñïõ éó·õñéóìïõ. ¸óôù σ ∈ Snr{id}. ÕðïèÝôïõìå üôé
ç σ ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

σ = c1 ◦ c2 ◦ · · · ◦ cν = d1 ◦ d2 ◦ · · · ◦ dν0 , ν, ν0 ∈ N,

üðïõ ïé c1, c2, . . . , cν (êáé, áíôéóôïß·ùò, ïé d1, d2, . . . , dν0) åßíáé êýêëïé áíÜ äýï îÝ-
íïé ìåôáîý ôïõò ìÞêïõò ≥ 2.Èá åöáñìüóïõìå ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò
åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí := max{ν, ν0} (âë. 1.6.38). ¼ôáí = 1, ôüôå ν = ν0 = 1

êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÕðïèÝôïíôáò üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò ãéá
üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò ðïõ åßíáé ìéêñüôåñïé åíüò ≥ 2, áñêåß íá áðïäåß-
îïõìå ôçí ïñèüôçôÜ ôïõ êáé ãéá ôïí ßäéïí ôïí . ÅðåéäÞ σ 6= id,

∃j ∈ {1, ..., n} : σ (j) 6= j

êáé ∃s ∈ {1, ..., ν}, s0 ∈ {1, ..., ν0} : j ∈supp(cs)∩ supp(ds0). ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.4.11,

σκ(j) = cκs (j) = dκs0(j), ∀κ ∈ N,

ïðüôå ôï ëÞììá 3.4.12 ìáò ðëçñïöïñåß üôé cs = ds0 .ÅîÜëëïõ, äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò
3.4.10 êáé ôïý íüìïõ ôÞò äéáãñáöÞò 3.2.9 (i) óõíÜãïõìå üôé

c1 ◦ · · · ◦ cs−1 ◦ cs ◦ cs+1 ◦ · · · ◦ cν = d1 ◦ · · · ◦ ds0−1 ◦ ds0 ◦ ds0+1 ◦ · · · ◦ dν0

⇒ (c1 ◦ · · · ◦ cs−1 ◦ cs+1 ◦ · · · ◦ cν) ◦ cs = (d1 ◦ · · · ◦ ds0−1 ◦ ds0+1 ◦ · · · ◦ dν0) ◦ ds0

⇒ c1 ◦ · · · ◦ cs−1 ◦ cs+1 ◦ · · · ◦ cν = d1 ◦ · · · ◦ ds0−1 ◦ ds0+1 ◦ · · · ◦ dν0
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Óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôÞò ôåëåõôáßáò éóüôçôáò åìöáíßæïíôáé ν − 1 êýêëïé êáé óôï
äåîéü ìÝëïò ν0 − 1 êýêëïé, ïðüôåmax{ν − 1, ν0 − 1} < . ÊáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò
õðüèåóç, ν−1 = ν0−1 (ïðüôå ν = ν0) êáé õðÜñ·åé êÜðïéá áìößññéøç (Þôïé êÜðïéá
áíáäéÜôáîç äåéêôþí)

ψ : {1, ..., s− 1, s+ 1, ..., ν} −→ {1, ..., s0 − 1, s0 + 1, ..., ν}

ìå cx = dψ(x), ãéá êÜèå x ∈ {1, ..., s − 1, s + 1, ..., ν}. ÅðåéäÞ cs = ds0 , ïñßæåôáé ç
áìößññéøç ϑ : {1, ..., ν} −→ {1, ..., ν} ìÝóù ôïý ôýðïõ

ϑ(x) :=

½
ψ (x) , üôáí x ∈ {1, ..., s− 1, s+ 1, ..., ν},
s0, üôáí x = s.

Ðñïöáíþò, cx = dϑ(x), ãéá êÜèå x ∈ {1, ..., ν}, êáé ç áðüäåéîç ëÞãåé åäþ. ¤

3.4.14 Ðüñéóìá. ÊÜèå ìåôÜôáîç åíôüò ôÞò Sn, n ≥ 2, ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç
ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíôéìåôáèÝóåùí.

Áðïäåéîç. ÅÜí σ ∈ Snr{id}, ôüôå áõôü Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí óõíäõáóìü ôïý
èåùñÞìáôïò 3.4.13 ìå ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.9. ÅîÜëëïõ, ãéá ôçí id Ý·ïõìå

id = [1 2 . . . n]
n
= ([1 2 ] ◦ [2 3] ◦ · · · ◦ [n− 1 n])n,

ëüãù ôùí (v) êáé (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.9. ¤

3.4.15 Ðüñéóìá. ¼ôáí n ≥ 2, ôüôå ç óõììåôñéêÞ ïìÜäáSn ðáñÜãåôáé áðü ôï óý-
íïëï ôùí áíôéìåôáèÝóåþí ôçò.

3.4.16 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù ôõ·ïýóáσ ∈ Snr{id} (üðïõn ≥ 2). ÁõôÞ, óýìöùíáìå
ôï èåþñçìá 3.4.13, ìðïñåß íá ãñáöåß ìïíïóçìÜíôùò õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõí-
èÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò êýêëùí ìÞêïõò ≥ 2
(åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç ôùí ìåôå·üíôùí êýêëùí). ¼ìùò ç
ÝêöñáóÞ ôçò õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíôé-
ìåôáèÝóåùí (âë. ðüñéóìá 3.4.14) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç°
åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá n = 6,∙

1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

¸
= [1 5] ◦ [2 4 6] = [1 5] ◦ [2 6] ◦ [2 4] .

ÅðåéäÞ [2 4 6] = [6 2 4] , ìðïñïýìå éóïäõíÜìùò íá ãñÜøïõìå áõôü ôï óôïé·åßï ôÞò
S6 êáé ùò∙

1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

¸
= [1 5] ◦ [6 2 4] = [1 5] ◦ [6 4] ◦ [6 2] = [1 5] ◦ [4 6] ◦ [2 6] .
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Ùóôüóï, áîßæåé íá åðéóçìáíèåß üôé ðåñéóþæåôáé ìéá ëßáí óçìáíôéêÞ éäéüôçôá: ôï
ðëÞèïò ôùí åìöáíéæïìÝíùí áíôéìåôáèÝóåùí åßíáé Þ ðÜíôïôå Ýíáò Üñôéïò Þ ðÜíôïôå
Ýíáò ðåñéôôüò öõóéêüò áñéèìüò (âë. 3.4.21 (iv)).

3.4.17 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù σ ∈ Sn ìéá ìåôÜôáîç. Ïñßæïõìå ùò ðáñáâáôéêü æåý-
ãïò18 (ãéá ôçí σ) êÜèå äéáôåôáãìÝíï æåýãïò

(i, j) ∈ {1, . . . , n} × {1, . . . , n}

ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

i < j =⇒ σ (i) > σ (j) .

(ii) Ùò áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (ôùí óôïé·åßùí ôÞòSn) ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

sgn : (Sn, ◦) −→ ({1,−1} , ·) (3.8)

ìÝóù ôïý ôýðïõ19:

sgn (σ) :=

(
1, üôáí ç σ äéáèÝôåé Ýíáí Üñôéï áñéèìü ðáñáâáôéêþí æåõãþí,
−1, üôáí ç σ äéáèÝôåé Ýíáí ðåñéôôü áñéèìü ðáñáâáôéêþí æåõãþí,

ãéá êÜèå σ ∈ Sn.

(iii) Ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sn ïíïìÜæåôáé Üñôéá (êáé áíôéóôïß·ùò, ðåñéôôÞ) üôáí
sgn(σ) = 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, üôáí sgn(σ) = −1).

3.4.18 ÐáñÜäåéãìá. Ôá ðáñáâáôéêÜ æåýãç ôÞò ìåôáôÜîåùò∙
1 2 3 4

2 1 4 3

¸
åßíáé ôá (1, 2) êáé (3, 4).

3.4.19 ËÞììá. ÊÜèå áíôéìåôÜèåóç τ ∈ Sn, n ≥ 2, åßíáé ðåñéôôÞ ìåôÜôáîç, äçëáäÞ
Ý·ïõìå

sgn (τ) = −1.

18Óå áõôÜ ôá óôïé·åßá çσ õðïðßðôåé óôçí «ðáñÜâáóç» ôÞò áíôéóôñïöÞò ôùí êáôåõèýíóåùí ôùí áíéóïôÞôùí (óôéò åéêü-
íåò ôïõò). Ãé' áõôü êáé ðïëëÝò öïñÝò óôç âéâëéïãñáößá óõíáíôïýìå áíôß ôïý ðáñáâáôéêïý æåýãïõò ôïí üñï áíôéóôñïöÞ
(ï ïðïßïò üìùò åíôÜóóåôáé óôçí êáôçãïñßá ôùí overused terms).
19Ç ôéìÞ sgn(σ) ïíïìÜæåôáé ðñïóçìáóìÝíïò Üóïò (Þ -ðéï óýíôïìá, áëëÜ ü·é áêñéâïëïãçìÝíá- ðñüóçìï) ôÞò σ.
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Áðïäåéîç. ¸óôù τ = [i j] , üðïõ 1 ≤ i < j ≤ n. Áñêåß íá êáôáìåôñÞóïõìå ôï
ðëÞèïò ôùí ðáñáâáôéêþí æåõãþí ôçò. ÃñÜöïíôÜò ôçí «óå ðëÞñç Ýêôáóç», ëáìâÜ-
íïõìå "

1 . . . i− 1
1 . . . i− 1

i

j

i+ 1 . . . j − 1
i+ 1 . . . j − 1

j

i

j + 1 . . . n

j + 1 . . . n

#
.

Ðñïöáíþò, ôá ðáñáâáôéêÜ æåýãç -ðÝñáí ôïý éäßïõ ôïý (i, j)- áíÞêïõí óôçí Ýíùóç
äýï óõíüëùí:

{ (i, k) | i+ 1 ≤ k ≤ j − 1} ∪ { (l, j) | i+ 1 ≤ l ≤ j − 1}.

ÅðåéäÞ êáèÝíá åî áõôþí Ý·åé ðëçèéêü áñéèìü ßóïí ìå j − i − 1, ç τ äéáèÝôåé åí
óõíüëù

2 (j − i− 1) + 1 = 2(j − i)− 1

ðáñáâáôéêÜ æåýãç. ¢ñá sgn(τ) = −1. ¤

3.4.20 ËÞììá. Ç ôéìÞ ðïõ ëáìâÜíåé ïéáäÞðïôå ìåôÜôáîç σ ∈ Sn ìÝóù ôÞò áðåé-
êïíßóåùò ðñïóçìÜíóåùò ìðïñåß íá åêöñáóèåß ìå ôç âïÞèåéá ôïý áêïëïýèïõ «êëåé-
óôïý» ôýðïõ :

sgn (σ) =
Y

1≤i<j≤n

σ (j)− σ (i)

j − i
.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ðñÝðåé íá ôïíéóèåß üôé ôï ãéíüìåíï ôïý äåîéïý ìÝëïõò ìðï-
ñåß íá éäùèåß ùò Ýíá ìáêñý êëÜóìá óôï ïðïßï ôüóïí ï áñéèìçôÞò üóïí êáé ï ðáñï-
íïìáóôÞò ðåñéÝ·ïõí ôéò ßäéåò äéáöïñÝò° åíôïýôïéò, óôïí áñéèìçôÞ áõôÝò âñßóêïíôáé
(åí ãÝíåé) óå Üëëåò èÝóåéò êáé ìÜëéóôá -óôçí ðåñßðôùóç åìöáíßóåùò ðáñáâáôéêþí
æåõãþí- ìå áñíçôéêü ðñüóçìï. ¸óôù s ï áñéèìüò ôùí ðáñáâáôéêþí æåõãþí (ãéá
ôçí σ). Ôüôå

Y
1≤i<j≤n

(σ (j)− σ (i)) =

⎛⎜⎝ Y
1≤i<j≤n
σ(i)<σ(j)

σ (j)− σ (i)

⎞⎟⎠ · (−1)s Y
1≤i<j≤n
σ(i)>σ(j)

|σ (j)− σ (i)|

= (−1)s
Y

1≤i<j≤n
|σ (j)− σ (i)| = (−1)s

Y
1≤i<j≤n

(j − i) .

ÓçìåéùôÝïí üôé óôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ãåãïíüò ôïý üôé ôá
äýï ãéíüìåíá ðåñéÝ·ïõí ôïõò ßäéïõò ðáñÜãïíôåò (Ýóôù êé áí áõôïß ôý·åé íá åßíáé
ðáñáôåôáãìÝíïé êáôÜ äéáöïñåôéêü ôñüðï). Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôçí áìöéññéðôéêü-
ôçôá ôÞò σ. ¤
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3.4.21 Èåþñçìá. (i) Ãéá ôõ·ïýóåò σ, τ ∈ Sn Ý·ïõìå

sgn (τ ◦ σ) = sgn (τ) · sgn (σ) .

ïðüôå ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (3.8) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

(ii) Ãéá êÜèå σ ∈ Sn Ý·ïõìå

sgn (σ) = sgn
¡
σ−1

¢
.

(iii) ÅÜí ç ìåôÜôáîç σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk ∈ Sn óõíôßèåôáé áðü k áíôéìåôáèÝóåéò
τ1, τ2, . . . , τk, ôüôå

sgn (σ) = (−1)k .

ÉäéáéôÝñùò, áõôÞ ç éóüôçôá éó·ýåé ãéá êÜèå (k + 1)-êýêëï σ ∈ Sn (0 ≤ k ≤ n− 1).
(iv) ÅÜí ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sn ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ åðáëëÞëùí óõíèÝóåùí

σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk = τ 01 ◦ τ 02 ◦ · · · ◦ τ 0l
k áíôéìåôáèÝóåùí τ1, . . . , τk êáé -ôáõôï·ñüíùò- l áíôéìåôáèÝóåùí τ 01, . . . , τ

0
l, ôüôå

ôüóïí ôï k üóïí êáé ôï l åßíáé Þ ðÜíôïôå Ýíáò Üñôéïò Þ ðÜíôïôå Ýíáò ðåñéôôüò öõ-
óéêüò áñéèìüò.

Áðïäåéîç. (i) Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 3.4.20 Ý·ïõìå

sgn (τ ◦ σ) =
Y

1≤i<j≤n

τ (σ (j))− τ (σ (i))

j − i

=
Y

1≤i<j≤n

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

Y
1≤i<j≤n

σ (j)− σ (i)

j − i
.

ÅðåéäÞ ëïéðüí ôï äåýôåñï ãéíüìåíï éóïýôáé ìå sgn(σ), áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï
ðñþôï éóïýôáé ìå ôï sgn(τ). ¼ìùò ôï ãéíüìåíïY

1≤i<j≤n

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

ãñÜöåôáé ùò áêïëïýèùò:Y
1≤i<j≤n
σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

Y
1≤i<j≤n
σ(i)>σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

=
Y

1≤i<j≤n
σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

Y
1≤j<i≤n
σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)

=
Y

σ(i)<σ(j)

τ (σ (j))− τ (σ (i))

σ (j)− σ (i)
.
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ÅðåéäÞ ç σ åßíáé áìöéññéðôéêÞ, èá õðÜñ·ïõí ìïíáäéêïß l,m ∈ {1, ..., n} ãéá êÜèå
i, j, ôÝôïéïé þóôå σ (j) = l, σ (i) = m (êáé ôáíÜðáëéí). ÅðïìÝíùò, ôï ôåëåõôáßï
áõôü ãéíüìåíï ðåñéÝ·åé (åíäå·ïìÝíùò ðáñáôåôáãìÝíïõò êáôÜ Ýíáí äéáöïñåôéêü
ôñüðï, ðñÜãìá ïõóéáóôéêþò áäéÜöïñï) ôïõò ßäéïõò ðáñÜãïíôåò ìå ôï ãéíüìåíïY

λ<μ

τ (λ)− τ (μ)

λ− μ
= sgn (τ) .

(ii) ¢ìåóï åðß ôç âÜóåé ôïý (i), êáèüóïí éó·ýåé: σ ◦ σ−1 = id êáé sgn(id) = 1.

(iii) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï (i), ôï ëÞììá 3.4.19 êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.9.

(iv) Ðñïöáíþò,

τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk = τ 01 ◦ τ 02 ◦ · · · ◦ τ 0l
=⇒ (τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk) ◦ (τ 01 ◦ τ 02 ◦ · · · ◦ τ 0l)

−1
= id

(i)
=⇒
(ii)

sgn (τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τk) · sgn (τ 01 ◦ τ 02 ◦ · · · ◦ τ 0l) = 1

=⇒
(iii)

(−1)k · (−1)l = 1 =⇒ (−1)k+l = 1,

ïðüôå ôï Üèñïéóìá k + l ïöåßëåé íá åßíáé Ýíáò Üñôéïò öõóéêüò áñéèìüò. ¤

3.4.22 Ïñéóìüò. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. Ï ðõñÞíáò

An := Ker (sgn) = {σ ∈ Sn | sgn (σ) = 1}

ôïý ïìïìïñöéóìïý (3.8) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò Sn (êáôÜ
ôï (ii) ôïý ëÞììáôïò 3.3.4), áðáñôßæåôáé áðü üëåò ôéò Üñôéåò ìåôáôÜîåéò ôÞò Sn

êáé êáëåßôáé åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá (óå n óýìâïëá). ÓçìåéùôÝïí üôé ôï óýíïëï
{σ ∈ Sn | sgn (σ) = −1} äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞò Sn, äéüôé äåí ðåñéÝ·åé ôï ïõäÝ-
ôåñï óôïé·åßï id ôÞòSn.

3.4.23 Ðñüôáóç. Ç ôÜîç ôÞò An éóïýôáé ìå

|An| =
n!

2
.

Áðïäåéîç. ¸óôù ìéá ìåôÜôáîç τ ∈ Sn êáé Ýóôù

Anτ := {σ ◦ τ | σ ∈ An}.

ÅÜí sgn(τ) = 1, ôüôå Anτ = An. Áò ðáãéþóïõìå ôþñá ìéá τ ∈ Sn ãéá ôçí ïðïßá
sgn(τ) = −1. Ãéá êÜèå σ ∈ Sn ìå sgn(σ) = −1 Ý·ïõìå sgn

¡
σ ◦ τ−1

¢
= 1 (âÜóåé

ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.21), ïðüôå σ ∈ Anτ , äéüôé σ =
¡
σ ◦ τ−1

¢
◦ τ . Ôïýôï

óçìáßíåé üôé {σ ∈ Sn | sgn (σ) = −1} ⊆ Anτ , ïðüôå ôåëéêþò

{σ ∈ Sn | sgn (σ) = −1} = Anτ
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(äéüôé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò) êáé Anτ ∩ An = ∅. ÅðåéäÞ ç
áðåéêüíéóç An −→ Anτ , σ 7−→ σ ◦ τ , åßíáé áìöéññéðôéêÞ, ëáìâÜíïõìå (âÜóåé ôïý
1.12.3 êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.3)

Sn = An
`
Anτ ⇒ n! = |Sn| = |An|+ card(Anτ) = 2 |An| ,

ïðüôå |An| = n!
2 . ¤

3.4.24 ÐáñáôÞñçóç. Áðü ôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò 3.8 êáé ôçí ðñüôáóç 3.4.23 Ýðåôáé
Üìåóá üôé ãéá n ≥ 2 ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (3.8) åßíáé åðéìïñöéóìüò ïìÜ-
äùí.

3.4.25 Ïñéóìüò. ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò SA (üðïõ A Ýíá ìç êåíü óýíïëï) Þ ôÞò Sn

(üðïõ n ∈ N) êáëåßôáé ïìÜäá ìåôáôÜîåùí.

3.4.26 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá An åßíáé ìéá ïìÜäá ìåôáôÜ-
îåùí.

(ii) ¸óôùV ôï áêüëïõèï õðïóýíïëï ôÞò A4:

V := {id, [1 2] ◦ [3 4] , [1 3] ◦ [2 4] , [1 4] ◦ [2 3]} .

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ôï V åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõí-
èÝóåùò êáé üôé áðïôåëåß ìéá áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôÞò A4. Ç ïìÜäá ìåôáôÜîåùí20

(V, ◦) êáëåßôáé ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein.
(iii) ¸óôù n ∈ N, n ≥ 3.Ïñßæïõìå ôéò áêüëïõèåò ìåôáôÜîåéò σ, τ ∈ Sn:

σ := [1 2 . . . n], τ :=

∙
1 2 3 · · · n− 1 n

1 n n− 1 · · · 3 2

¸
.

Ç õðïïìÜäá ôÞòSn

Dn := hσ, τi

ç ðáñáãüìåíç áðü ôéò σ êáé τ åßíáé ìéá ïìÜäá ìåôáôÜîåùí ðïõ åðéäÝ·åôáé ìéá
åéäéêÞ «ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá» êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, n-ïóôÞ äéåäñéêÞ ïìÜäá
Ý·ïõóá ôÜîç |Dn| = 2n, êáèüôé

Dn =
©
σjτk |j ∈ {0, 1, ..., n− 1} , k ∈ {0, 1}

ª
.

Ãéá ðåñéóóüôåñåò ëåðôïìÝñåéåò âë. Üóêçóç ??.
20Ôï ãñÜììá V åðåëÝãç ãéá íá èõìßæåé ôç ëÝîç Vierergruppe ðïõ ·ñçóéìïðïéÞèçêå ãéá ðñþôç öïñÜ áðü ôïí Felix
Klein (1849-1925) ãéá ôçí ïíïìáóßá ôÞò åí ëüãù ïìÜäáò (Þ, ãéá íá áêñéâïëïãïýìå, ìéáò ïìÜäáò ðïõ åßíáé éóüìïñöç
ìå áõôÞ). Âë. óåë. 13 ôïý óõããñÜììáôüò ôïõ: Vorlesungen über das Ikosaeder , Teubner, 1884.
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Ç óçìáóßá ôùí ïìÜäùí ìåôáôÜîåùí óôç Èåùñßá ÏìÜäùí ðáñåìöáßíåôáé áðü ôï
áêüëïõèï:

3.4.27 Èåþñçìá. (Cayley, 1878) ÊÜèå ïìÜäá (G, ·) åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïï-
ìÜäá ôÞò ïìÜäáò (SG, ◦).

Áðïäåéîç. ¸óôù (G, ·) ôõ·ïýóá ïìÜäá (ìå ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôï eG). Óå êÜèå
óôïé·åßï g ôÞò G áíôéóôïé·ïýìå ìéá ìåôÜôáîç Lg ïñéæüìåíç ùò åîÞò:

Lg : G −→ G, Lg(x) = gx.

(Ç áðåéêüíéóç Lg åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé

Lg (x) = Lg (y) =⇒ gx = gy =⇒ g−1gx = g−1gy =⇒ eGx = eGy =⇒ x = y,

áëëÜ êáé åðéññéðôéêÞ, äéüôé åÜí z ∈ G, ôüôå Lg
¡
g−1z

¢
= gg−1z = eGz = z). H

Lg ïíïìÜæåôáé åî áñéóôåñþí ìåôáöïñÜ ìÝóù ôïý g.¸óôù ôþñáG0 ôï õðïóýíïëï
{Lg | g ∈ G} ôÞò SG. Ç ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç ç SG åßíáé ç óýí-
èåóç áðåéêïíßóåùí. Ùò åê ôïýôïõ, Ý·ïõìå

(Lg ◦ Lh) (x) = Lg (Lh (x)) = Lg (hx) = ghx = Lgh(x), ∀x ∈ G.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï ãéíüìåíï äõï ôõ·üíôùí óôïé·åßùí ôïý G0 áíÞêåé óôï G0. Ôï
ôáõôïôéêü óôïé·åßï idG ôÞò SG áíÞêåé óôï G0 äéüôé éóïýôáé ìå ôçí LeG , åíþ ôï
áíôßóôñïöï ôÞò Lg åíôüò ôÞò SG éóïýôáé ìå ôçí Lg−1 êáé áíÞêåé êáé áõôü óôï G0.

Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôï óýíïëï G0 áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò SG äõíÜìåé ôïý (ii)
ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15. Ç áðåéêüíéóç

G −→ G0, g 7−→ Lg,

åßíáé ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ êáé ìåôáöÝñåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò G óôç óýí-
èåóç áðåéêïíßóåùí ôÞòG0 (gh 7−→ Lgh = Lg ◦Lh). ÅîÜëëïõ, ç åí ëüãù áðåéêüíéóç
åßíáé êáé åíñéðôéêÞ, áöïý áðü ôçí Lg = Lh Ýðåôáé üôé g = Lg(eG) = Lh(eG) = h.

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï êáôáóêåõÜóáìå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò
õðïïìÜäáò G0 ôÞò ïìÜäáò SG. ¤

3.4.28 Óçìåßùóç. Ç áíùôÝñù êáôáóêåõáóèåßóá ïìÜäá ìåôáôÜîåùí G0 êáëåßôáé
åíßïôå êáé åî áñéóôåñþí êáíïíéêÞ áíáðáñÜóôáóç ôÞò G åíôüò ôÞò SG. Âåâáßùò,
êáô' áíáëïãßáí, èá ìðïñïýóå êáíåßò íá åñãáóèåß êáé ìå ôçí åê äåîéþí êáíïíéêÞ
áíáðáñÜóôáóç Ğ0 := {Rg | g ∈ G} ôÞò G åíôüò ôÞòSG, üðïõ

Rg : G −→ G, Rg(x) = xg.

Ðñïöáíþò, G0 ∼= G ∼= Ğ0.
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3.4.29 Ðüñéóìá. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò n, ôüôå ç G åßíáé
éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞòSn.

Áðïäåéîç. ÅÜí, êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, áñéèìÞóïõìå ôá óôïé·åßá ôÞò G ùò
1, 2, . . . , n, ôüôå êÜèå ìåôÜôáîç ôÞò G åðÜãåé ìéá ìåôÜôáîç ôùí 1, 2, . . . , n. Ùò åê
ôïýôïõ, äçìéïõñãåßôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò SG êáé ôÞò Sn, êáé åðïìÝ-
íùò ç õðïïìÜäá G0 ôÞò SG åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá G00 ôÞò Sn. ÅðåéäÞ
ç G åßíáé éóüìïñöç ôÞò G0 êáé åðåéäÞ ç óýíèåóç äýï éóïìïñöéóìþí åßíáé Ýíáò
éóïìïñöéóìüò, ç G åßíáé éóüìïñöç ôÞò G00. ¤

3.4.30 ÐáñÜäåéãìá. (Åðßðåäåò óõììåôñßåò ìéáò óêáêéÝñáò) Ìéá óêáêéÝñá äéáèÝ-
ôåé ôÝóóåñåéò åðßðåäåò óõììåôñßåò21: ôçí ôáõôïôéêÞ e, ôç óôñïöÞ r ðåñß ôï êÝíôñï
ôçò êáôÜ 180◦ êáé ôïõò êáôïðôñéóìïýò q1 êáé q2 ùò ðñïò ôéò äýï äéáãùíßïõò ôçò.

ÁõôÝò ïé óõììåôñßåò óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäáG = {e, r, q1, q2} ìå ðñÜîç ôçò ôç óýí-
èåóç áðåéêïíßóåùí. Ï êáôÜëïãïò ôÞò ðñÜîåùò ôÞò G åßíáé ï åîÞò:

◦ e r q1 q2

e e r q1 q2
r r e q2 q1
q1 q1 q2 e r

q2 q2 q1 r e

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.4.27 ôïý Cayley, G ∼= G0, üðïõ

G0 = {Le, Lr, Lq1 , Lq2} $ SG.

21Ùò óõììåôñßåò åíüò õðïóõíüëïõ A ôïý åõêëåéäåßïõ åðéðÝäïõ ïñßæïíôáé åêåßíåò ïé áìöéññßøåéò áðü ôï åõêëåßäåéï
åðßðåäï óôïí åáõôü ôïõ, ïé ïðïßåò äéáôçñïýí ôéò áðïóôÜóåéò êáé óôÝëíïõí ôïA íá áðåéêïíéóèåß óôï ßäéï ôïA.
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ÓçìåéùôÝïí üôé Le = idG êáé üôé ïé åéêüíåò ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôÞò G ìÝóù
ôùí Lr, Lq1 , Lq2 åßíáé ïé áêüëïõèåò:

x Lr(x)

e r

r e

q1 q2
q2 q1

x Lq1(x)

e q1
r q2
q1 e

q2 r

x Lq2(x)

e q2
r q1
q1 r

q2 e

¸óôù f : G −→ {1, 2, 3, 4} ç áìößññéøç ìå f(e) := 1, f(r) := 2, f(q1) := 3 êáé
f(q2) := 4. Ôüôå ç áðåéêüíéóç

Φf : SG −→ S4, σ 7−→ Φf (σ) := f ◦ σ ◦ f−1,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ¢ñá G0 ∼= G00, üðïõ G00 := Φf (G0). Ðñïöá-
íþò, Φf (Le) = id êáé Φf (Lr) = f ◦ Lr ◦ f−1, ïðüôå

Φf (Lr)(1) = f(Lr(f
−1(1))) = f(Lr(e)) = f(r) = 2,

Φf (Lr)(2) = f(Lr(f
−1(2))) = f(Lr(r)) = f(e) = 1,

Φf (Lr)(3) = f(Lr(f
−1(3))) = f(Lr(q1)) = f(q2) = 4,

Φf (Lr)(4) = f(Lr(f
−1(4))) = f(Lr(q2)) = f(q1) = 3,

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

Φf (Lr) =

∙
1 2 3 4

2 1 4 3

¸
= [1 2] ◦ [3 4] .

Êáô' áíáëïãßáí,

Φf (Lq1) =

∙
1 2 3 4

3 4 1 2

¸
= [1 3] ◦ [2 4]

êáé

Φf (Lq2) =

∙
1 2 3 4

4 3 2 1

¸
= [1 4] ◦ [2 3] .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, G00 = V, üðïõ çV åßíáé ç ïìÜäá 3.4.26 (ii) ôùí ôåóóÜñùí óôïé-
·åßùí ôïý Klein êáé G ∼= V.

3.5 ÐËÅÕÑÉÊÅÓ ÊËÁÓÅÉÓ
ÊÁÉ ÄÅÉÊÔÅÓ ÕÐÏÏÌÁÄÙÍ

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá áðïäåßîïõìå Ýíá áðü ôá óçìáíôéêüôåñá èåùñÞìáôá ðïõ
áöïñïýí óôéò ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò, ôï ëåãüìåíï èåþñçìá ôïý Lagrange 3.5.18,
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ìÝóù åíüò ãåíéêüôåñïõ èåùñÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé ôçí ôÜîç ïéáóäÞðïôå ïìÜäáò ìå
ôçí ôÜîç ìéáò õðïïìÜäáò ôçò (âë. èåþñçìá 3.5.16). Ðñïò ôïýôï ðñïáðáéôåßôáé ç
ðáñÜèåóç ôùí ïñéóìþí ôùí ðëåõñéêþí êëÜóåùí êáé ôïý äåßêôç õðïïìÜäùí äïèåß-
óáò ïìÜäáò.

3.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí A ⊆ G êáé B ⊆ G, ôüôå ïñßæïõìå ùò
AB ôï óýíïëï

AB := {xy | x ∈ A êáé y ∈ B}.

3.5.2 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí ôá A,B,C åßíáé ôñßá õðïóýíïëá ôïý
õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôçò G, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) A (B ∪ C) = AB ∪AC.
(ii) A (B ∩ C) ⊆ AB ∩ AC. ÌÜëéóôá, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï A åßíáé
Ýíá ìïíïóýíïëï, áõôÞ ç ó·Ýóç éó·ýåé ùò éóüôçôá.

(iii) A (BC) = (AB)C.

Áðïäåéîç. (i) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôéò åîÞò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò:

g ∈ A (B ∪C) = {xy | x ∈ A êáé y ∈ B ∪ C} ⊆ G

⇔ g ∈ {xy | x ∈ A êáé y ∈ B Þ y ∈ C}
⇔ g ∈ {xy | x ∈ A êáé y ∈ B} Þ g ∈ {xy | x ∈ A êáé y ∈ C}
⇔ g ∈ {xy | x ∈ A êáé y ∈ B} ∪ {xy | x ∈ A êáé y ∈ C}
⇔ g ∈ AB ∪AC.

(ii) ¸óôù ôõ·üí g ∈ A (B ∩ C) . Ôüôå g = xy ãéá êÜðïéá x ∈ A êáé y ∈ B ∩ C,

ïðüôå

x ∈ A, y ∈ B êáé x ∈ A, y ∈ C ⇒ g ∈ AB ∩AC.

ÅðïìÝíùò,A (B ∩ C) ⊆ AB∩AC.Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá õðÜñ·åé êÜðïéï
óôïé·åßï x ∈ G : A = {x}, èåùñïýìå ôõ·üí óôïé·åßï g ∈ AB ∩AC. Ðñïöáíþò,

∃y ∈ B êáé ∃z ∈ C : g = xy = xz =⇒
3.2.9 (i)

y = z ∈ B ∩ C,

ïðüôå g ∈ A (B ∩ C) . Áõôü óçìáßíåé üôé A (B ∩ C) ⊇ AB ∩AC.
(iii) Ôïýôï åßíáé Üìåóï áðü ôïí ïñéóìü 3.5.1 êáé ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôÞò ðñÜ-
îåùò ‘‘·''. ¤

3.5.3 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ôáH êáéK åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) .Ôüôå

[ôï óýíïëïHK åßíáé õðïïìÜäá ôÞò G]⇐⇒ HK = KH.
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Áðïäåéîç. ‘‘⇒'': ¸óôù ôõ·üí x ∈ HK. Ôüôå x = hk ãéá êÜðïéá h ∈ H êáé k ∈ K.
ÅðåéäÞ ôïHK åßíáé åî õðïèÝóåùò õðïïìÜäá ôÞòG, Ý·ïõìå x−1 ∈ HK (âë. ôï (ii)
(c) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15). ¢ñá x−1 = h0k0 ãéá êÜðïéá h0 ∈ H êáé k0 ∈ K, êáé

x =
¡
x−1

¢−1 ⇒ x = (h0k0)−1 = (k0)−1(h0)−1

k0 ∈ K ⇒ (k0)−1 ∈ K êáé h0 ∈ H ⇒ (h0)−1 ∈ H

)
⇒ x = (k0)−1(h0)−1 ∈ KH.

Ôïýôï óçìáßíåé üôé HK ⊆ KH. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åãêëåéóìïý
èåùñïýìå ôõ·üí y ∈ KH. Ðñïöáíþò, y = kh ãéá êÜðïéá k ∈ K êáé h ∈ H, êáé

h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H êáé k ∈ K ⇒ k−1 ∈ K

y−1 = (kh)−1 = h−1k−1

)
⇒ y−1 ∈ HK.

ÅðåéäÞ ôï HK õðåôÝèç üôé åßíáé õðïïìÜäá ôÞò G, Ý·ïõìå
¡
y−1

¢−1
= y ∈ HK.

¢ñá éó·ýåé êáé áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüòHK ⊇ KH.

‘‘⇐'': ÅðåéäÞ ôáH êáéK åßíáé õðïïìÜäåò ôÞòG, Ý·ïõìå eG ∈ H êáé eG ∈ K, ïðüôå
eGeG = eG ∈ HK. Åí óõíå·åßá èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá x1, x2 ∈ HK. Åî
ïñéóìïý õðÜñ·ïõí h1, h2 ∈ H êáé k1, k2 ∈ K, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò
x1 = h1k1 êáé x2 = h2k2. ÅðéðñïóèÝôùò,

k1h2 ∈ KH = HK ⇒ ∃h3 ∈ H êáé ∃k3 ∈ K : k1h2 = h3k3.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

x1x2 = (h1k1) (h2k2) =
1.6.40

h1 (k1h2) k2

= h1 (h3k3) k2 =
1.6.40

(h1h3|{z}
∈H

)(k3k2|{z}
∈K

) ∈ HK.

ÔÝëïò, ãéá ïéïäÞðïôå x ∈ HK õðÜñ·ïõí h ∈ H êáé k ∈ K, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé
ç éóüôçôá x = hk, ïðüôå

x−1 = (hk)−1 = k−1h−1 ∈ KH = HK.

Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15 ôï óýíïëïHK åßíáé õðïïìÜäá ôÞò G.¤

3.5.4 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí G := S3 êáé H := h[1 2]i , K := h[2 3]i , ôüôå

{id, [1 2] , [2 3] , [1 2 3]} = HK 6= KH = {id, [1 2] , [2 3] , [1 3 2]} ,

ïðüôå êáíÝíá åê ôùí óõíüëùíHK,KH äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞòS3.

3.5.5 Ïñéóìüò. ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) , ôüôå êÜèå óýíïëï
ôÞò ìïñöÞò

Hg := H{g} = {hg | h ∈ H}
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(êáé áíôéóôïß·ùò, êÜèå óýíïëï ôÞò ìïñöÞò

gH := {g}H = {gh | h ∈ H} )

üðïõ g ∈ G, êáëåßôáé äåîéÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéóôåñÞ) ðëåõñéêÞ êëÜóç22 ôÞò H
åíôüò ôÞò G .

3.5.6 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ç (G, ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé ç H ìéá õðïïìÜäá ôçò. Åðß
ôïý óõíüëïõ G ïñßæïõìå ôéò äéìåëåßò ó·Ýóåéò

x ∼ä y ⇐⇒
ïñó

yx−1 ∈ H (3.9)

êáé

x ∼á y ⇐⇒
ïñó

y−1x ∈ H. (3.10)

3.5.7 Ðñüôáóç. Ïé (3.9) êáé (3.10) áðïôåëïýí ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò åðß ôïý G.

Áðïäåéîç. Ç (3.9) åßíáé áíáêëáóôéêÞ, äéüôé

(eG = xx−1 ∈ H =⇒ x ∼ä x), ∀x ∈ G,

óõììåôñéêÞ, äéüôé åÜí x ∼ä y, ôüôå

yx−1 ∈ H =⇒
¡
yx−1

¢−1
= xy−1 ∈ H =⇒ y ∼ä x,

êáé, ôÝëïò, ìåôáâáôéêÞ, äéüôé åÜí x ∼ä y êáé y ∼ä z, ôüôå¡
yx−1 ∈ H êáé zy−1 ∈ H

¢
=⇒

¡
zy−1

¢ ¡
yx−1

¢
= zx−1 ∈ H =⇒ x ∼ä z.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ‘‘∼ä'' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõ G. Ðáñï-
ìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôçí (3.10). ¤

3.5.8 Ðñüôáóç. ¸óôùH ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) . Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [g]ä := {y ∈ G | g ∼ä y} ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ g ∈ G (ùò
ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò (3.9)) éóïýôáé ìå ôç äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç

[g]ä = Hg

22Åäþ ðñïôéìÜôáé ç áðüäïóç ôïý coset ùò ðëåõñéêÞ êëÜóç êáôÜ ôïí áíôßóôïé·ï ãåñìáíéêü üñï Nebenklasse. ËÝîåéò
üðùò óõóóýíïëï Þ ïìïóýíïëï åßíáé åí ãÝíåé áäüêéìåò, åíþ ç áíô' áõôþí ·ñÞóç ôÞò ëÝîåùò óýìðëïêï åßíáé ðñïâëçìá-
ôéêÞ. Ôï «óýìðëïêï» Þ «óýìðëåãìá» ·ñçóéìïðïéåßôáé (ïñèþò) ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôÞò ëÝîåùò complex, áëëÜ âåâáßùò
áíáöÝñåôáé óôç óýã·ñïíç åííïéïëüãçóÞ ôçò óôá ðëáßóéá ôÞò ÏìïëïãéêÞò ¢ëãåâñáò êáé ôÞò ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëïãßáò!
Ùò åê ôïýôïõ, ç åììïíÞ óå ðåðáëáéùìÝíç ïñïëïãßá (âë. ðáñáäüóåéò ôïý R. Dedekind êáôÜ ôï ·åéìåñéíü åîÜìçíï ôïý
1855/56 óôï ðáíåðéóôÞìéï ôïý Gttingen) óáöþò âëÜðôåé. Ï ßäéïò ï van der Waerden (åíäå·ïìÝíùò êáé ÜèåëÜ ôïõ)
Þôáí áõôüò ðïõ Ýäùóå ôÝëïò óôç ·áïôéêÞ ðïëõóçìßá ôùí áñ·þí ôïý åéêïóôïý áéþíá, äéüôé ·ñçóéìïðïßçóå êáé ôïí üñï
Nebenklasse, ï ïðïßïò ôåëéêþò êáé åðåâëÞèç Ýíáíôé üëùí ôùí Üëëùí ðïõ Þôáí ôüôå äéáèÝóéìïé (âë. Algebra I, Springer,
1936, óåë. 25).
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ôÞòH åíôüò ôÞò G ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý g.

(ii) Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [g]á := {y ∈ G | g ∼á y} ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ g ∈ G

(ùò ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò (3.10)) éóïýôáé ìå ôçí áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç

[g]á = gH

ôÞòH åíôüò ôÞò G ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý g.

Áðïäåéîç. (i) Ç [g]ä éóïýôáé ðñÜãìáôé ìå

{y ∈ G | g ∼ä y} = {y ∈ G | yg−1 ∈ H}

= {y ∈ G | yg−1 = h ∈ H}

= {y ∈ G | y = hg, h ∈ H} = {hg | h ∈ H}

Þôïé ìå ôç äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç Hg ôÞò H åíôüò ôÞò G ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý
óôïé·åßïõ g. Ç áðüäåéîç ôïý (ii) åßíáé ðáñüìïéá. ¤

3.5.9 Ðüñéóìá. ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôüôå

G =
[

Hg∈(G/∼ä)

Hg =
[

gH∈(G/∼á)

gH (3.11)

êáé éó·ýïõí ïé áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

Hg1 ∩Hg2 6= ∅⇔ Hg1 = Hg2 ⇔ g2 ∈ Hg1 ⇔ g2g
−1
1 ∈ H, ∀ (g1, g2) ∈ G×G,

êáèþò êáé ïé

g1H ∩ g2H 6= ∅⇔ g1H = g2H ⇔ g2 ∈ g1H ⇔ g−11 g2 ∈ H, ∀ (g1, g2) ∈ G×G.

ÉäéáéôÝñùò äå, ãéá Ýíá g ∈ G, g ∈ H ⇔ Hg = H ⇔ H = gH.

Áðïäåéîç. ÁõôÞ Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï ãåãïíüò üôé ôá óýíïëá

G/ ∼ä= {Hg | g ∈ G} êáé G/ ∼á= {gH | g ∈ G}

ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôéò ‘‘∼ä'' êáé ‘‘∼á'' åßíáé äéáìåëéóìïß ôïý õðï-
êåéìÝíïõ óõíüëïõ G ôÞò ïìÜäáò (G, ·) . Âë. ðñïôÜóåéò 1.3.14, 3.5.7 êáé 3.5.8. Ïé
áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

Hg1 = Hg2 ⇔ g2 ∈ Hg1 ⇔ g2g
−1
1 ∈ H

áðïäåéêíýïíôáé óôïé·åéùäþò: ÅÜí Hg1 = Hg2, ôüôå ðñïöáíþò g2 ∈ Hg2 = Hg1.

ÅÜí g2 ∈ Hg1, ôüôå ∃h ∈ H:g2 = hg1, ïðüôå g2g−11 = h ∈ H. ÔÝëïò, åÜí õðïèÝ-
óïõìå üôé g2g−11 ∈ H, ôüôå g2g−11 = h ãéá êÜðïéï h ∈ H, ïðüôå

g2 = hg1 ⇒ Hg2 = H (hg1) = (Hh)g1 = Hg1.

Ïé ëïéðÝò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò áðïäåéêíýïíôáé ðáñïìïßùò. ¤
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3.5.10 Ðñüôáóç. ÅÜí ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôüôå ãéá êÜèå
óôïé·åßï g ∈ G ïé áðåéêïíßóåéò(

ϑ[ä]g : H −→ Hg

h 7−→ hg

)
,

(
ϑ[á]g : H −→ gH

h 7−→ gh

)
åßíáé áìöéññéðôéêÝò. Ùò åê ôïýôïõ,

|H| = card (Hg) = card (gH) , ∀g ∈ G. (3.12)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç

ψ[ä]g : Hg −→ H, ψ[ä]g (x) := xg−1, ∀x ∈ Hg.

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé

ϑ[ä]g ◦ ψ[ä]g = idHg êáé ψ[ä]g ◦ ϑ[ä]g = idH .

ÊáôÜ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.17 ç ϑ[ä]g åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç Ý·ïõóá
ôçí ψ[ä]g ùò áíôßóôñïöü ôçò. Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé ç ϑ[á]g åßíáé ùóáýôùò
áìöéññéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí áðåéêüíéóç

ψ[á]g : gH −→ H, ψ[á]g (x) := g−1x, ∀x ∈ gH.

ùò áíôßóôñïöü ôçò. ¤

3.5.11 Ïñéóìüò. ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) , ôüôå êÜèå ðëÞñåò
óýóôçìá åêðñïóþðùí ôïý óõíüëïõ G ùò ðñïò ôçí ‘‘∼ä'', Þôïé êÜèå Ä ⊆ G, ôÝôïéï
þóôå23 ãéá ïéáäÞðïôå x, y ∈ Ä íá éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

x 6= y =⇒ Hx 6= Hy (3.13)

(âë. 1.3.19) êáëåßôáéóýóôçìá äåîéþí åêðñïóþðùí ôÞòH åíôüò ôÞòG. (ÓçìåéùôÝïí
üôé äõï ôÝôïéá óõóôÞìáôá åêðñïóþðùí Ý·ïõí ðÜíôïôå ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü, êá-
èüôé êáèÝíá åî áõôþí áðáñôßæåôáé áðü ìïíïóçìÜíôùò åðéëåãìÝíïõò åêðñïóþðïõò
ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí äåîéþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò H åíôüò ôÞò G.) Ðñï-
öáíþò,

G =
g̀∈Ä

[g]ä =
g̀∈Ä

Hg.

Êáô' áíáëïãßáí, êÜèå ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí ôïý óõíüëïõ G ùò ðñïò ôçí
‘‘∼á'' êáëåßôáé óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò G.
23Ðñïöáíþò, ç óõíèÞêç (3.13) éóïäõíáìåß ìå ôçí: card(Ä∩Hg) = 1,∀g ∈ G.
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3.5.12 Ðñüôáóç. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) . ÅÜí ôï Ä åßíáé Ýíá
óýóôçìá äåîéþí êáé ôï Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò
G, ôüôå

card ({Hg |g ∈ Ä}) = card (Ä) = card (A) = card ({gH |g ∈ Á}) . (3.14)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí f : {Hg |g ∈ Ä} −→ {gH |g ∈ Á} ìå ôýðï

f(Hg) := g−1H, ∀g ∈ Ä.

Ëüãù ôÞò éó·ýïò ôùí áìöéðëåýñùí óõíåðáãùãþí

Hg1 = Hg2 ⇔ g1g
−1
2 ∈ H ⇔

¡
g−11

¢−1
g−12 ∈ H ⇔ g−11 H = g−12 H,

ãéá êÜèå (g1, g2) ∈ G×G, ç f åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç êáé åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç. ÅÜí
ôï gH åßíáé ôõ·ïýóá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò H åíôüò ôÞò G ìå g ∈ A, ôüôå
f(Hg−1) = (g−1)−1H = gH, ïðüôå ç f åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ¤

3.5.13 Ïñéóìüò. ÅÜí ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôüôå ï ðëçèé-
êüò áñéèìüò (3.14) ôïý óõíüëïõ ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí äåîéþí (Þ -éóïäõíÜìùò-
áñéóôåñþí) ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò H åíôüò ôÞò G ïíïìÜæåôáé äåßêôçò ôÞò H
åíôüò ôÞò G êáé óõìâïëßæåôáé ùò |G : H| . ¼ôáí ôï åí ëüãù óýíïëï åßíáé ðåðåñá-
óìÝíï (êáé, áíôéóôïß·ùò, Üðåéñï), ôüôå ãñÜöïõìå |G : H| < ∞ (êáé, áíôéóôïß·ùò,
|G : H| =∞).

3.5.14 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ðñïöáíþò, |G : {eG}| = |G| , |G : G| = 1, üðïõ {eG} ç
ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò G, ãéá ïéáäÞðïôå ïìÜäá G.

(ii) ÅÜí ùò G èåùñÞóïõìå ôçí ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá Z ôùí áêåñáßùí êáé H = nZ,
ãéá êÜðïéïí n ∈ N, n ≥ 2, ôüôå |Z : nZ| = n, äéüôé ôï óýíïëï

A := {nZ, 1 + nZ, ..., (n− 1) + nZ}

(üðïõ k + nZ := {k + nl |l ∈ Z},∀k ∈ Z) áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åê-
ðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò Z.
(iii) ÅÜí ùòG èåùñÞóïõìå ôçí ðñïóèåôéêÞ ïìÜäáQ ôùí ñçôþí áñéèìþí, ôüôå ïéá-
äÞðïôå ãíÞóéá õðïïìÜäá ôçò H Ý·åé äåßêôç |Q : H| =∞ åíôüò áõôÞò.

3.5.15 ÐáñáôÞñçóç. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) . Ôï üôé ï ðëçèé-
êüò áñéèìüò åíüò óõóôÞìáôïò äåîéþí åêðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò G éóïýôáé ìå
ôïí ðëçèéêü áñéèìü åíüò óõóôÞìáôïò áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò G
äåí óçìáßíåé üôé ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ïé áðáñôßæïõóåò ôïõò áíôéóôïß·ïõò äéáìå-
ëéóìïýò ôÞò G èá ôáõôßæïíôáé êáô' áíÜãêçí áíÜ äýï êáé óõíïëïèåùñçôéêþò (Þôïé
óôïé·åßï ðñïò óôïé·åßï ). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá ôéò

G := S3 = {id, [1 2] , [1 3] , [2 3] , [1 2 3] , [1 3 2]}
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êáéH := h[1 2]i = {id, [1 2]} Ý·ïõìå

H ◦ id = H, H ◦ [1 2] = H,

H ◦ [1 3] = {[1 3] , [1 3 2]} , H ◦ [2 3] = {[2 3] , [1 2 3]} ,

H ◦ [1 2 3] = {[2 3] , [1 2 3]} , H ◦ [1 3 2] = {[1 3] , [1 3 2]} ,

êáé

id ◦H = H, [1 2] ◦H = H,

[1 3] ◦H = {[1 3] , [1 2 3]} , [2 3] ◦H = {[2 3] , [1 3 2]} ,

[1 2 3] ◦H = {[1 3] , [1 2 3]} , [1 3 2] ◦H = {[2 3] , [1 3 2]}.

Ôï óýíïëï {g1, g2, g3}, üðïõ g1 := id, g2 := [1 3] , g3 := [2 3] , ìðïñåß íá åêëçöèåß
ôüóïí ùò óýóôçìá äåîéþí üóïí êáé ùò óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H
åíôüò ôÞò G, ïðüôå

G = Hg1
`

Hg2
`

Hg3 = g1H
`

g2H
`

g3H ⇒ |G : H| = 3.

Ùóôüóï, óõíïëïèåùñçôéêþò, Hg2 6= g2H êáé Hg3 6= g3H. Èá ðñÝðåé, âåâáßùò,
åê ðáñáëëÞëïõ íá ôïíéóèåß üôé õðÜñ·ïõí ðÜíôïôå õðïïìÜäåò ïéáóäÞðïôå èåù-
ñïýìåíçò ïìÜäáò (ìåôáîý ôùí ïðïßùí óõãêáôáëÝãïíôáé ôïõëÜ·éóôïí ç ôåôñéììÝíç
õðïïìÜäá êáé ç ßäéá ç ïìÜäá), êÜèå äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôùí ïðïßùí åßíáé êáé
áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç (ùò ðñïò ôï ßäéï óôïé·åßï áíáöïñÜò ôÞò ïìÜäáò) êáé ôá-
íÜðáëéí. (Ïé åí ëüãù õðïïìÜäåò êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò êáé
èá ìåëåôçèïýí óôçí åðüìåíç åíüôçôá24.)

3.5.16 Èåþñçìá. ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôüôå

|G| = |G : H| |H| . (3.15)

Áðïäåéîç. ¸óôù Ä Ýíá óýóôçìá äåîéþí åêðñïóþðùí ôÞòH åíôüò ôÞò G. Ôüôå

|G| := card(G) = card(
g̀∈Ä

Hg). (3.16)

Ç áðåéêüíéóç

f : H × Ä −→
g̀∈Ä

Hg, f(h, g) := hg ∈ Hg, ∀(h, g) ∈ H × Ä, (3.17)

24ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò åßíáé ïñèüèåôç (âë. 3.6.14). Ùò åê ôïýôïõ, äåí èá ðñÝðåé íá ìáò åêðëÞóóåé
ôï üôé ãéá ôçí áíáæÞôçóç åíüò ðáñáäåßãìáôïò ïìÜäáò ðåñéÝ·ïõóáò (êÜðïéåò) ìç ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò åßìáóôå õðï-
·ñåùìÝíïé íá êáôáöýãïõìå óå ïìÜäåò üðùò ç S3. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ìåôáîý ôùí ðåðåñáóìÝíùí ìç áâåëéáíþí
ïìÜäùí, çS3 åßíáé åêåßíç ç (-ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý- ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) ïìÜäá, ç ïðïßá äéáèÝôåé ôç ìéêñüôåñç
äõíáôÞ ôÜîç.
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åßíáé áìößññéøç. Ùò åê ôïýôïõ, ìÝóù ôùí (3.16) êáé (3.17) Þ, åíáëëáêôéêþò, ìÝóù
ôùí (3.16) êáé (3.12) óõíÜãïõìå üôé

|G| = card (H × Ä) = |H| · card(Ä) = card(Ä) · |H| = |G : H| |H| ,

ïðüôå ç (3.15) åßíáé áëçèÞò. ¤

3.5.17 Óçìåßùóç. ÅÜí äýï åê ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí |G| , |H| , |G : H| åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíïé, ôüôå êáé ï ôñßôïò åßíáé ðåðåñáóìÝíïò.

3.5.18 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá ôïý Lagrange, 1770) ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç
ïìÜäá, ôüôå ç ôÜîç ôçò |G| äéáéñåßôáé äéÜ ôÞò ôÜîåùò |H| ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáò
ôçòH êáé |G : H| = |G|

|H| .

Áðïäåéîç25. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò |G| = n ∈ N êáé ç H
ôõ·ïýóá õðïïìÜäá ôçò ôÜîåùò |H| = m ≤ n, ôüôå |G : H| < ∞ êáé äõíÜìåé ôÞò
(3.15) Ý·ïõìåm |n êáé |G : H| = n

m . ¤

3.5.19 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôùH ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (Z12,+) ç ðáñáãüìåíç áðü
ôï óôïé·åßï [4]12. Ôüôå H = {[0]12, [4]12, [8]12} êáé ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò
H åíôüò ôÞò Z12 åßíáé ïé

H + [0]12 = H + [4]12 = H + [8]12 = {[0]12, [4]12, [8]12},
H + [1]12 = H + [5]12 = H + [9]12 = {[1]12, [5]12, [9]12},
H + [2]12 = H + [6]12 = H + [10]12 = {[2]12, [6]12, [10]12},
H + [3]12 = H + [7]12 = H + [11]12 = {[3]12, [7]12, [11]12}.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, |Z12 : H| = 4 = 12
3 =

|Z12|
|H| .

3.5.20 Ðüñéóìá. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå ç ôÜîç ïéïõäÞðïôå
óôïé·åßïõ ôçò åßíáé äéáéñÝôçò ôÞò |G|.

Áðïäåéîç. ÅÜí g ∈ G, ôüôå ord(g) = |hgi| (âë. (3.3)), ïðüôå ç ôÜîç ord(g) ôïý g
åßíáé äéáéñÝôçò ôÞò |G| åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.18 ôïý Lagrange. ¤

3.5.21 Ðüñéóìá. ÅÜí ìéá ïìÜäáG Ý·åé ùò ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï áñéèìü p ≥ 2, ôüôå
ç G åßíáé êõêëéêÞ 26.

25Ðáñüôé ï Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) Þôáí ï ðñþôïò ðïõ äéåôýðùóå Ýíá èåþñçìá éóïäýíáìï ôïý 3.5.18 ôï
1770, ç ðñþôç ïëïêëçñùìÝíç áðüäåéîç åäüèç ôñéÜíôá Ýôç áñãüôåñá áðü ôïí Pietro Abbatti (1768-1842).
26Âåâáßùò, êáé êÜèå ïìÜäá ôÜîåùò 1 åßíáé ðñïöáíþò êõêëéêÞ.



§ 3.5 ðëåõñéêåò êëáóåéò êáé äåéêôåò õðïïìáäùí 261

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ p = |G| ≥ 2, õðÜñ·åé êÜðïéï g ∈ G ìå g 6= eG. Óõíåðþò,
ord(g) ≥ 2 êáé ord(g) |p (äõíÜìåé ôïý ðïñßóìáôïò 3.5.20). Êáé åðåéäÞ ï p åßíáé åî
õðïèÝóåùò ðñþôïò, Ý·ïõìå ord(g) = p. Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé ç G åßíáé êõêëéêÞ
äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.33. ¤

3.5.22 Ðüñéóìá. ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ôüôå

g|G| = eG, ∀g ∈ G. (3.18)

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí g ∈ G. ÅÜím := ord(g), ôüôå gm = eG êáé, óýìöùíá ìå
ôï ðüñéóìá 3.5.20, ç ôÜîç ord(g) ôïý g åßíáé äéáéñÝôçò ôÞò |G|, ïðüôå

g|G| = gm(
|G|
m ) = (gm)

|G|
m = e

|G|
m

G = eG,

êáé ç (3.18) åßíáé áëçèÞò. ¤

3.5.23 Óçìåßùóç. (ÍÝá áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Euler ðåñß éóïôéìéþí)
¸óôù m Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù a Ýíáò áêÝñáéïò ìå ìêä(a,m) = 1.

Èåùñïýìå ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (Z×m, ·),

Z×m = {[k]m ∈ Zm |k ∈ {1, ...,m− 1} : ìêä (k,m) = 1},

ç ôÜîç ôÞò ïðïßáò éóïýôáé ìå |Z×m| = ϕ (m) , üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler
(âë. 2.4.16 êáé 3.2.7 (iii)). Áò õðïèÝóïõìå üôé ï a äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý m áöÞíåé
õðüëïéðï r. Ðñïöáíþò, [a]m = [r]m ìå r ∈ {1, ...,m − 1} êáé ìêä(r,m) = 1. Áðü
ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5 êáé áðü ôï ðüñéóìá 3.5.22 óõíÜãïõìå üôé

[r]m ∈ Z×m ⇒ [aϕ(m)]m = ([a]m)
ϕ(m)

= ([r]m)
ϕ(m)

= [1]m ,

ïðüôå êáôáëÞãïõìå óå ìéá (áðëïýóôáôç, ïìáäïèåùñçôéêÞ) áðüäåéîç ôÞò éóïôéìßáò
(2.28). Åí ðñïêåéìÝíù, êáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ ðïñåßá äåí Ýãéíå ·ñÞóç ôïý «ìéêñïý
èåùñÞìáôïò» ôïý Fermat 2.4.14 (êÜôé ðïõ óõíÝâç óôçí áðüäåéîç ðïõ åß·å äïèåß
ãéá ôï èåþñçìá 2.4.21). ÐñÝðåé, ëïéðüí, íá åðéóçìáíèåß, üôé Ý·ïíôáò áðïäåßîåé
êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ôçí éó·ý ôÞò éóïôéìßáò

aϕ(m) ≡ 1(mod m), (3.19)

Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ôÞò áðåõèåßáò áðïäåßîåùò ôïý «ìéêñïý èåùñÞìáôïò» ôïý
Fermat 2.4.14 ìÝóù áõôÞò êáé -êáôüðéí ôïýôïõ- êáé ôÞò êáôÜ ôé ãåíéêüôåñçò éóï-
ôéìßáò (2.22) ðïõ åß·áìå ðáñáèÝóåé óôï ðüñéóìá 2.4.13. ÐñÜãìáôé° åÜí ï a åßíáé
Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò êáé ï p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ
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ôçí ïðïßá p - a, ç éóïôéìßá (3.19), ç éóüôçôá ϕ (p) = p− 1 (âë. 2.4.18) êáé ôï (ii) ôÞò
ðñïôÜóåùò 2.4.5 ìáò äßäïõí

ap−1 ≡ 1(mod p) =⇒ ap ≡ a(mod p),

åíþ óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ∃l ∈ Z : a = lp, ëáìâÜíïõìå

ap − a = (lp)p − lp = p(lppp−1 − l) ≡ 0(mod p)⇒ ap ≡ a(mod p).

Ôï èåþñçìá 3.5.16 ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò:

3.5.24 Èåþñçìá. ÅÜí ïéH êáéK åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·)êáé éó·ýåé
ï åãêëåéóìüòK ⊆ H, ôüôå

|G : K| = |G : H| |H : K| . (3.20)

Áðïäåéîç. ¸óôù Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò G êáé
Ýóôù Á0 Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò K åíôüò ôÞò H. Ôüôå

card(Á) = |G : H| êáé card(Á0) = |H : K| . (3.21)

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï ÁÁ0 ⊆ G áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí
ôÞò K åíôüò ôÞò G. Êáô' áñ·Üò,

G =
S
g∈Á

gH =
S
g∈Á

g

µ S
h∈Á0

hK

¶
=

S
g∈Á, h∈Á0

(gh)K,

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.5.2. Ç ôåëåõôáßá
Ýíùóç åßíáé áðïóõíäåôÞ. ÐñÜãìáôé° åÜí g1, g2 ∈ Á êáé h1, h2 ∈ Á0, ôÝôïéá þóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá (g1h1)K = (g2h2)K, ôüôå

(g1h1)KH = (g2h2)KH

K ⊆ H ⇒ KH = H

)
⇒ g1h1H = g2h2H

hj ∈ H ⇒ hjH = H, ∀j ∈ {1, 2}

)
⇒ g1H = g2H,

ïðüôå g1 = g2 (äéüôé ôï Á åßíáé åî õðïèÝóåùò Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñï-
óþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò G). Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôï óýíïëï ÁÁ0 åßíáé üíôùò
(åê êáôáóêåõÞò) Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò K åíôüò ôÞò G. ¢ñá
card(ÁÁ0) = |G : K| . Åí óõíå·åßá, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïéáäÞðïôå g1, g2 ∈ Á êáé
h1, h2 ∈ Á0, ãéá ôá ïðïßá g1h1 = g2h2, éó·ýïõí ïé óõíåðáãùãÝò

g1h1 = g2h2 ⇒ (g1h1)KH = (g2h2)KH ⇒ g1 = g2 ⇒ h1 = h2,

üðïõ ç ðñþôç åßíáé ðñïöáíÞò, ç äåýôåñç áðüññïéá ôùí üóùí Ý·ïõìå Þäç ðñïáíá-
öÝñåé êáé ç ôñßôç Ýðåôáé áðü ôïí íüìï ôÞò äéáãñáöÞò 3.2.9 (i). Áðü ôï ãåãïíüò ôïý
üôé ôåëéêþò éó·ýåé g1h1 = g2h2 ⇒ [g1 = g2 êáé h1 = h2] óõìðåñáßíïõìå üôé

|G : K| = card(ÁÁ0) = card(Á×Á0) = card(Á) · card(Á0). (3.22)

Ï óõíäõáóìüò ôùí (3.21) êáé (3.22) äßäåé ôçí (3.20). ¤
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3.5.25 ÐáñáôÞñçóç. Ç éóüôçôá (3.15) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí (3.20) åÜí ùòK èåù-
ñÞóïõìå ôçí ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò G (âë. 3.5.14 (i)).

3.5.26 Ïñéóìüò. ÊÜèå õðïïìÜäá H ìéáò ïìÜäáò (G, ·) ìå |G : H| < ∞ êáëåßôáé
õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç (åíôüò ôÞò G).

3.5.27 Èåþñçìá. (H. Poincarª) ÅÜí ïé H êáéK åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò
(G, ·) , ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) Ï äåßêôçò ôÞòH ∩K åíôüò ôÞò G ðëçñïß ôçí áíéóïúóüôçôá

|G : H ∩K| ≤ |G : H| |G : K| . (3.23)

Ùò åê ôïýôïõ, åÜí áìöüôåñåò ïé H êáé K åßíáé õðïïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç,
ôüôå êáé çH ∩K åßíáé õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç.
(ii) ÅÜí áìöüôåñåò ïé H êáéK åßíáé õðïïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç, ôüôå éó·ýåé
ç óõíåðáãùãÞ

ìêä (|G : H| , |G : K|) = 1 =⇒ |G : H ∩K| = |G : H| |G : K| .

Ðñùôç áðïäåéîç ôïõ (i). Êáô' áñ·Üò, åÜí x, y ∈ G, ôüôå ôï óýíïëï (xH)∩ (yK)
åßíáé åßôå ôï êåíü óýíïëï åßôå ìéá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò H ∩K åíôüò ôÞò
G. ÐñÜãìáôé° åÜí g ∈ (xH) ∩ (yK), ôüôå g ∈ xH êáé g ∈ yK, ïðüôå gH = xH êáé
gK = yK (âë. ðñüôáóç 3.5.9). Áðü ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.5.2 óõíÜãïõìå üôé

(xH) ∩ (yK) = (gH) ∩ (gK) = g(H ∩K).

¸óôù Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H åíôüò ôÞò G êáé Ýóôù Á0 Ýíá
óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò K åíôüò ôÞò G. ÅðåéäÞ

G = G ∩G =
µ S
x∈Á

xH

¶
∩
Ã S
y∈Á0

yK

!
=

S
x∈Á, y∈Á0

((xH) ∩ (yK)) ,

ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé

card({(xH) ∩ (yK) |x ∈ Á, y ∈ Á0 }) = card(Á) · card(Á0)
= |G : H| |G : K|

êáé üôé (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí) êÜèå óýíïëï ôÞò ìïñöÞò (xH) ∩ (yK) ðïõ
åßíáé äéÜöïñï ôïý êåíïý ïöåßëåé íá åßíáé ìéá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞòH ∩K
åíôüò ôÞò G, êáôáëÞãïõìå óôçí áíéóïúóüôçôá (3.23).

Äåõôåñç áðïäåéîç ôïõ (i). Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 3.5.24 (ìå ôçí H ∩ K

óôç èÝóç ôÞò åêåß ðáñáôéèÝìåíçòK) ëáìâÜíïõìå

|G : H ∩K| = |G : H| |H : H ∩K| .
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Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß ç áíéóïúóüôçôá |H : H ∩K| ≤ |G : K| . ¸óôù Á Ýíá óý-
óôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò H ∩K åíôüò ôÞò H êáé Ýóôù Á0 Ýíá óýóôçìá
áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôÞò K åíôüò ôÞò G. ÅðåéäÞ ãéá ïéáäÞðïôå h1, h2 ∈ H

éó·ýïõí ïé áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò

h1 (H ∩K) = h2 (H ∩K)⇔ h−11 h2 ∈ H ∩K ⇐⇒
h1,h2∈H

h−11 h2 ∈ K ⇔ h1K = h2K,

ç f : {h (H ∩K) |h ∈ A} −→ {gK |g ∈ A0 } ìå ôýðï f(h (H ∩K)) := hK åßíáé ìéá
êáëþò ïñéóìÝíç åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé

|H : H ∩K| = card(Á) ≤ card(Á0) = |G : K| .

Áðïäåéîç ôïõ (ii). ÈÝôïíôáò m := |G : H| , n := |G : K| , k := |G : H ∩K| êáé
l := |H : H ∩K| , ç (3.23) ìáò ðëçñïöïñåß üôé

|G : H ∩K| =: k ≤ mn. (3.24)

Åê ðáñáëëÞëïõ, äéðëÞ åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.24 ìáò äßäåé

k = ml, k = n |K : H ∩K| =⇒ n | k = ml.

ÅðåéäÞ ìêä(m,n) = 1, âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.10 óõìðåñáßíïõìå üôé n | l, ïðüôå

∃ν ∈ N : l = νn⇒ k = ml = mνn = ν(mn) ≥ mn

(3.24) =⇒ k ≤ mn

¾
⇒ k = mn,

êáé ç áðüäåéîç ëÞãåé åäþ. ¤

3.5.28 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé H1, . . . ,Hk åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) (üðïõ k
êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2), ôüôå

|G :
kT

j=1
Hj | ≤

kQ
j=1

|G : Hj | .

Ùò åê ôïýôïõ, åÜí ïéH1, . . . ,Hk åßíáé õðïïìÜäåò ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç, ôüôå êáé ç
kT

j=1
Hj åßíáé õðïïìÜäá ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.27 êáé ìáèçìá-
ôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí k. ¤
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3.6 ÐÇËÉÊÏÏÌÁÄÅÓ
ÊÁÉ ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

I Ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò. Ìåôáîý ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò óõãêáôáëÝãïíôáé
ðÜíôïôå êÜðïéåò ïé ïðïßåò åßíáé «ïñèþò ôéèÝìåíåò» (= ïñèüèåôåò ), õðü ôçí Ýííïéá
üôé êÜèå áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ ôïõò êëÜóç ôïõò åßíáé êáé äåîéÜ êáé ôáíÜðáëéí.

3.6.1 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé ÝóôùH ìéá õðïïìÜäá ôçò. Ôüôå ïé áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ïé ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò ‘‘∼ä'' êáé ‘‘∼á'' ïé ïñéæüìåíåò åðß ôïý õðïêåéìÝíïõ óõ-
íüëïõ G ôÞò äïèåßóáò ïìÜäáò åßíáé ßóåò.

(ii) ÊÜèå áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò H åíôüò ôÞò G åßíáé êáé äåîéÜ ðëåõñéêÞ
êëÜóç ôçò êáé ôáíÜðáëéí.

(iii) gH = Hg, ∀g ∈ G.

(iv) gHg−1 = H, ∀g ∈ G (üðïõ gHg−1 := {g}H{g−1} = {ghg−1 |h ∈ H }).
(v) gHg−1 ⊆ H, ∀g ∈ G.

(vi) Áìöüôåñåò ïé ‘‘∼ä'' êáé ‘‘∼á'' åßíáé óõìâáôÝò ìå ôçí ðñÜîç ‘‘·'' (âë. 1.5.19).

Áðïäåéîç. Ïé óõíåðáãùãÝò (i)⇔(iii)⇒(ii) êáé (iv)⇒(v) åßíáé ðñïöáíåßò.

(ii)⇒(iii). ¸óôù gH ôõ·ïýóá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò H åíôüò ôÞò G. Åî
õðïèÝóåùò, gH = Hg0, ãéá êÜðïéï g0 ∈ G. ÅðåéäÞ g ∈ gH Ý·ïõìå g ∈ Hg0, ïðüôå
g(g0)−1 ∈ H Þ, éóïäõíÜìùò,Hg0 = Hg (âë. 3.5.9). ¢ñá gH = Hg, ∀g ∈ G.

(iii)⇔(iv). Ðñïöáíþò, gH = Hg ⇔ gHg−1 = Hgg−1 = HeG = H, ∀g ∈ G.

(v)⇒(iv). Åî õðïèÝóåùò, gHg−1 ⊆ H, ∀g ∈ G.ÊáôÜóõíÝðåéáí, ãéá ôï áíôßóôñïöï
g−1 ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ g ∈ G, Ý·ïõìå g−1H

¡
g−1

¢−1
= g−1Hg ⊆ H. Ãéá êÜèå

g ∈ G, ýóôåñá áðü «ðïëëáðëáóéáóìü» ôïý g−1Hg ìå ôï g åî áñéóôåñþí êáé ìå ôï
g−1 åê äåîéþí ëáìâÜíïõìå g

¡
g−1Hg

¢
g−1 ⊆ gHg−1 ⊆ H, ïðüôå

H = eGHeG = (gg
−1)H(gg−1) = g

¡
g−1Hg

¢
g−1 ⊆ gHg−1,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé gHg−1 = H, ∀g ∈ G.

(v)⇒(vi). Áò õðïèÝóïõìå üôé g1, g2, g01, g
0
2 ∈ G ìå g1 ∼ä g2 êáé g01 ∼ä g02. Ôüôå

g2g
−1
1 ∈ H êáé g02g

0−1
1 ∈ H, êáé (åî õðïèÝóåùò) g1(g02g

0−1
1 )g−11 ∈ H. ¢ñá

g2g
−1
1 ∈ H

g1(g
0
2g
0−1
1 )g−11 ∈ H

¾
⇒
¡
g2g
−1
1

¢ ¡
g1(g

0
2g
0−1
1 )g−11

¢
= (g2g

0
2)(g

0−1
1 g−11 ) ∈ H,

ïðüôå (g2g02)(g
0−1
1 g−11 ) = (g2g

0
2)(g1g

0
1)
−1 ∈ H ⇒ g1g

0
1 ∼ä g2g

0
2. Ç áðüäåéîç ôÞò

óõìâáôüôçôáò ôÞò ‘‘∼á'' ìå ôçí ‘‘·'' åßíáé ðáñüìïéá.
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(vi)⇒(v). Ãéá êÜèå h ∈ H êáé êÜèå g ∈ G Ý·ïõìå

g ∼ä g

h ∼ä eG

¾
=⇒ gh ∼ä geG = g ⇒ g ∼ä gh,

ïðüôå

g ∼ä gh

g−1 ∼ä g
−1

¾
⇒ eG = gg−1 ∼ä ghg

−1 ⇐⇒
ïñó

ghg−1eG = ghg−1 ∈ H.

¢ñá gHg−1 ⊆ H, ∀g ∈ G. (Ôïýôï áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò åÜí åñãáóèïýìå ìå
ôçí ‘‘∼á'' óôç èÝóç ôÞò ‘‘∼ä''.) ¤

3.6.2 Ïñéóìüò. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ìéá õðïïìÜäáH ôÞò G ïíïìÜæåôáé ïñèü-
èåôç27 (óçìåéïýìåíç óõíÞèùò ùò28 H C G) üôáí ðëçñïýôáé ìßá (êáé, êáô' åðÝêôá-
óéí, êáé ïéáäÞðïôå Üëëç) åê ôùí óõíèçêþí (i)-(vi) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.1.

3.6.3 Ðñüôáóç. Ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G êáé ç ßäéá ç G áðïôåëïýí
ðÜíôïôå ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò G.

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò, G C G. ÅîÜëëïõ, ∀g ∈ G Ý·ïõìå geG = g = eGg, ïðüôå
{eG} C G. ¤

3.6.4 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé H êáé K åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôÝôïéåò
þóôåK ⊆ H êáéK CG, ôüôåK CH.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá k ∈ K êáé h ∈ H. Ðñïöáíþò,

h ∈ G

K CG

¾
⇒ hkh−1 ∈ K,

ïðüôå hKh−1 ⊆ K ⇒ K CH. ¤

3.6.5 ÐáñáôÞñçóç. (i) Ìå ôá äåäïìÝíá ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.4 äåí ìðïñïýìå íá
óõìðåñÜíïõìå üôé èá éó·ýåé êáô' áíÜãêçí H C G. Åðß ðáñáäåßãìáôé, èÝôïíôáò
G := S3, H := h[1 2]i = {id, [1 2]} êáéK := {id} Ý·ïõìå H 6 G (âë. 3.5.15).

(ii) ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Ç äéìåëÞò ó·Ýóç «K v H ⇐⇒
ïñó

K õðïïìÜäá ôÞòH» åðß

ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí õðïïìÜäùí ôÞò (G, ·) åßíáé ðñïöáíþò áíáêëáóôéêÞ, áíôé-
óõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ (Þôïé ìéá ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò, âë. 1.4.1). Áíôé-
èÝôùò, ç äéìåëÞò ó·Ýóç «K v H ⇐⇒

ïñó
K C H» åðß ôïý éäßïõ óõíüëïõ äåí åßíáé

27Óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá óõíáíôÜôáé êáé ùò êáíïíéêÞ õðïïìÜäá. Ç ðáñïýóá áðïóôáóéïðïßçóç áðü ôç ·ñÞóç
áõôïý ôïý üñïõ ó·åôßæåôáé ôüóï ìå ôçí åðéæÞìéá ðïëõóçìßá ôïõ üóï êáé ìå èÝìáôá åôõìïëïãßáò.
28Êáô' áíáëïãßáí, ôï óýìâïëïH 6 G óçìáßíåé üôé çH äåí åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòG.
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ìåôáâáôéêÞ. Åðß ðáñáäåßãìáôé, èÝôïíôáò G := A4, H := V (ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí
óôïé·åßùí ôïý Klein, âë. 3.4.26 (ii)) êáé K := h[1 2] ◦ [3 4]i , Ý·ïõìå K CH, H CG

áëëÜK 6 G (âë. Üóêçóç ??).

3.6.6 Ðñüôáóç. Ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå ïéêïãåíåßáò ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí
(Hj)j∈J ìéáò ïìÜäáò (G, ·) áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò (G, ·).

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.2.18 ç ôïìÞ
T
j∈J

Hj ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå

ïéêïãåíåßáò õðïïìÜäùí (Hj) j∈J ìéáò ïìÜäáò (G, ·) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòG.
ÅÜí õðïèÝóïõìå üôéHj CG ãéá êÜèå j ∈ J êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá óôïé·åßá
g ∈ G êáé h ∈

T
j∈J

Hj , ôüôå

[h ∈ Hj , ∀j ∈ J ]⇒
£
ghg−1 ∈ Hj , ∀j ∈ J

¤
⇒ ghg−1 ∈

T
j∈J

Hj .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, g(
T
j∈J

Hj)g
−1 ⊆

T
j∈J

Hj ⇒
T
j∈J

Hj CG. ¤

3.6.7 Ðñüôáóç. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·). ÅÜí ï äåßêôçò ôÞò G
åíôüò ôÞòH åßíáé |G : H| = 2, ôüôå H CG.

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò,

∃g ∈ GrH : G = H
`

gH êáé ∃g0 ∈ GrH : G = H
`

Hg0.

ÅðïìÝíùò, gH = Hg0 = GrH. Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò
H åíôüò ôÞòG åßíáé êáé äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç êáé ôáíÜðáëéí. Áõôü üìùò óçìáßíåé
üôéH CG. ¤

3.6.8 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. ÅðåéäÞ, óýìöùíá ìå ôéò
ðñïôÜóåéò 3.4.3 êáé 3.4.23, |Sn| = n! êáé |An| = n!

2 , ôï èåþñçìá 3.5.18 ôïý
Lagrange ìáò ðëçñïöïñåß üôé |Sn : An| = |Sn|

|An| = 2. ¢ñá An CSn.

3.6.9 ËÞììá. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) êáé Ýóôù g ∈ G. Ôüôå ôï
óýíïëï gHg−1 áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ôÜîåùò

¯̄
gHg−1

¯̄
= |H| .

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ eG ∈ H, Ý·ïõìå geGg−1 = eG ∈ gHg−1. Åí óõíå·åßá èåù-
ñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá gh1g

−1 êáé gh2g−1 ôïý gHg−1. Ðñïöáíþò,¡
gh1g

−1¢ ¡gh2g−1¢−1 = ¡gh1g−1¢ ¡gh−12 g−1
¢
= g(h1h

−1
2| {z }

∈H

)g−1 ∈ gHg−1,

ïðüôå ôï gHg−1 åßíáé ðñÜãìáôé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G äõíÜìåé ôïý (iii) ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 3.2.15. ÅðéðñïóèÝôùò, ç áðåéêüíéóç H 3 h 7−→ ghg−1 ∈ gHg−1 åßíáé
áìöéññéðôéêÞ. ¢ñá

¯̄
gHg−1

¯̄
= |H| . ¤
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3.6.10 Ðñüôáóç. ¸óôùH åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) ôÜ-
îåùò |H| = m ∈ N. ÅÜí ç H åßíáé ç ìïíáäéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (G, ·) ôÜîåùò m, ôüôå
H CG.

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï g ∈ G. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 3.6.9 ôï óýíïëï
gHg−1 áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ôÜîåùò

¯̄
gHg−1

¯̄
= |H| = m. Åî õðïèÝóåùò,

gHg−1 = H ⇒ H CG. ¤

3.6.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ç f : (G, ·) −→ (H, ∗) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i)Ç åéêüíá f (K) ïéáóäÞðïôå ïñèüèåôçò õðïïìÜäáòK ôÞòG ìÝóù ôÞò f åßíáé ìéá
ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò f(G).

(ii) Ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1 (L) = {g ∈ G | f(g) ∈ L} ïéáóäÞðïôå ïñèüèåôçò
õðïïìÜäáò L ôÞòH ìÝóù ôïý f åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

Áðïäåéîç. (i) ÊáôÜ ôï 3.3.5 (i) ç åéêüíá f (K) ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáò K ôÞò G
ìÝóù ôÞò f åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò f(G). ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé K C G, ôüôå èåù-
ñþíôáò ôõ·üíôá óôïé·åßá h ∈ f(G) êáé v ∈ f(K) êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé
õðÜñ·ïõí g ∈ G,u ∈ K, ôÝôïéá þóôå h = f(g) êáé v = f(u), óõìðåñáßíïõìå üôé

h ∗ v ∗ h−1 = f(g) ∗ f(u) ∗ f(g)−1 = f(gug−1)

u ∈ K, K CG⇒ gug−1 ∈ K

¾
⇒ h ∗ v ∗ h−1 ∈ f(K).

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, f(K)C f(G).

(ii) ÊáôÜ ôï 3.3.5 (ii) ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1 (L) ïéáóäÞðïôå õðïïìÜäáòL ôÞòH
ìÝóù ôÞò f åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòG. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôéLCH, ôüôå èåùñþíôáò
ôõ·üíôá óôïé·åßá g ∈ G êáé u ∈ f−1 (L) óõìðåñáßíïõìå üôé

f(gug−1) = f(g) ∗ f(u) ∗ f(g)−1
u ∈ f−1 (L)⇒ f(u) ∈ L

¾
⇒ f(gug−1) ∈ L⇒ gug−1 ∈ f−1 (L) .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, f−1 (L)CG. ¤

3.6.12 Ðüñéóìá. Ï ðõñÞíáò ïéïõäÞðïôå ïìïìïñöéóìïý ïìÜäùí f : (G, ·)→ (H, ∗)
åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç áðü ôá 3.3.4 (ii), 3.6.3 êáé 3.6.11 (ii), êáèüóïí ï ðõñÞíáòKer(f)
åßíáé åî ïñéóìïý ç áíôßóôñïöç åéêüíá ôÞò ôåôñéììÝíçò õðïïìÜäáò ôÞòH ìÝóù ôÞò
áðåéêïíßóåùò f. ¤

3.6.13 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù n ∈ N, n ≥ 2. Åî ïñéóìïý, An := Ker(sgn) , üðïõ
sgn: (Sn, ◦) −→ ({1,−1} , ·) ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò (3.8). ÊáôÜ ôï (i) ôïý
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èåùñÞìáôïò 3.4.21 êáé ôçí ðáñáôÞñçóç 3.4.24 ç sgn åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜ-
äùí. Åöáñìüæïíôáò ôï ðüñéóìá 3.6.12 äéáðéóôþíïõìå åê íÝïõ üôé An CSn (ðñâë.
3.6.8).

(ii) ¸óôù F ∈ {Q,R,C,Zp} (üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò). Ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò ïìÜ-
äùí

det : GLn(F ) −→ F×, A 7−→ det(A),

åßíáé åðéìïñöéóìüò, äéüôé

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
x 0F · · · 0F
... 1F

...
...

. . . 0F
0F · · · 0F 1F

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ = x, ∀x ∈ F×,

êáé Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí SLn(F ), ïðüôå SLn(F )C GLn(F ) (âë. 3.2.17 (vii)).

(iii) Ï åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí

det : On(R) −→ {1,−1} , A 7−→ det(A),

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí SOn(R), ïðüôå SOn(R)C On(R).
(iv) Êáô' áíáëïãßáí, ï åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí

det : Un(C) −→ S1, A 7−→ det(A),

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí SUn(C), ïðüôå SUn(C)CUn(C).

3.6.14 Ðñüôáóç. ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò åßíáé ïñèüèåôç.

Áðïäåéîç. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò (G, ·). Ôüôå ãéá êÜèå
g ∈ G Ý·ïõìå gHg−1 = {ghg−1 |h ∈ H } = {gg−1h |h ∈ H } = H, ïðüôåH CG. ¤

I ÁðëÝò ïìÜäåò. ¸íá óçìáíôéêü ôìÞìá ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí óõíáñôÜôáé ìå ôç
ìåëÝôç åêåßíùí ôùí ïìÜäùí ðïõ äéáèÝôïõí ôïí åëÜ·éóôï äõíáôü áñéèìü ïñèüèåôùí
õðïïìÜäùí.

3.6.15 Ïñéóìüò. Ìéá ìç ôåôñéììÝíç ïìÜäá êáëåßôáé áðëÞ ïìÜäá üôáí äéáèÝôåé ùò
ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôçò ìüíïí ôçí ôåôñéììÝíç êáé ôïí åáõôü ôçò.

Ëüãù ôÞò åðïìÝíçò ðñïôÜóåùò, ç ìåëÝôç ôùí áðëþí ïìÜäùí (ðåðåñáóìÝíçò Þ
Üðåéñçò ôÜîåùò) åðéêåíôñþíåôáé óôçí åîÝôáóç ôÞò äïìÞò ôùí ìç áâåëéáíþí.
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3.6.16 Ðñüôáóç. ÊÜèå áâåëéáíÞ áðëÞ ïìÜäá åßíáé êõêëéêÞ êáé Ý·åé ùò ôÜîç ôçò
Ýíáí ðñþôï áñéèìü.

Áðüäåéîç. ¸óôù G ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅÜí ç G åßíáé áðëÞ, ôüôå, óýìöùíá ìå
ôçí ðñüôáóç 3.6.14, ïé ìüíåò õðïïìÜäåò ôçò åßíáé ç ôåôñéììÝíç êáé ï åáõôüò ôçò.
Áñêåß ëïéðüí ç åöáñìïãÞ ôïý ðïñßóìáôïò 3.3.17. ¤

3.6.17 Óçìåßùóç. (Ðåñß ôÞò ôáîéíïìÞóåùò ôùí ðåðåñáóìÝíùí áðëþí ïìÜäùí)
Ç ôáîéíüìçóç ôùí ìç áâåëéáíþí, áðëþí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ìÝ·ñéò éóïìïñ-
öéóìïý õðÞñîå Ýíá áðü ôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ôùí Óýã·ñïíùí Ìáèçìáôé-
êþí. Ãéá ôçí ïëïêëÞñùóÞ ôçò (êáôÜ ôéò áñ·Ýò ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1980) áðáéôÞèçêáí
óêëçñÝò (êáé, åí ðïëëïßò, óõíôïíéóìÝíåò) ðñïóðÜèåéåò åêáôïíôÜäùí ìáèçìáôéêþí
åðß ðåñßðïõ ìßá ôåóóáñáêïíôáåôßá. Óôçí ôåëéêÞ «áðüäåéîç» õðåéóÝñ·ïíôáé áðï-
ôåëÝóìáôá, ôá ïðïßá óõíáíôïýìå óå ðåñéóóüôåñá áðü 500 Üñèñá äçìïóéåõèÝíôá
óå ìáèçìáôéêÜ ðåñéïäéêÜ, êáé ôá ïðïßá êáëýðôïõí ôï åýñïò 10-15 ·éëéÜäùí ôõðù-
ìÝíùí óåëßäùí29. Ï ðëÞñçò êáôÜëïãïò ôùí ìç áâåëéáíþí, áðëþí ðåðåñáóìÝíùí
ïìÜäùí õðïäéáéñåßôáé, óå áäñÝò ãñáììÝò, óå ôñåéò êëÜóåéò ïìÜäùí. ÁõôÝò åßíáé
ïé åîÞò:

(i) Ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåò 30 An, n ≥ 5.
(ii) ÄéÜöïñåò ïéêïãÝíåéåò ïìÜäùí ôýðïõ Lie 31.

(iii) Ïé óðïñáäéêÝò ïìÜäåò 32 (Þôïé 26 åéäéêÝò áðëÝò ïìÜäåò ðïõ äåí åíôÜóóïíôáé
óôéò (i)-(ii)).]

I ÐçëéêïïìÜäåò. ÌÝóù ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí äïèåßóáò ïìÜäáò äçìéïõñ-
ãïýíôáé íÝåò ïìÜäåò, ïé ëåãüìåíåò ðçëéêïïìÜäåò, ýóôåñá áðü «ìåôáöïñÜ» ôïý
«ðïëëáðëáóéáóìïý» ôÞò ïìÜäáò óå êáôÜëëçëï «ðïëëáðëáóéáóìü» ìåôáîý ôùí äéá-
èÝóéìùí ðëåõñéêþí êëÜóåùí.

3.6.18 Ïñéóìüò. ÅÜí ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôüôå
óõìâïëßæïõìå ùò

G/H := G/ ∼á (= G/ ∼ä)

29Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôá óõããñÜììáôá ôùí

D. Gorenstein: Finite Simple Groups: An Introduction to their Classification, Plenum Press, (1982); The Classification
of Finite Simple Groups I, Plenum Press, (1983), êáé

M. Ashbacher: Finite Group Theory, Cambridge St. in Adv. Math., Vol. 10, Cambridge Un. Press, (1994). ¥Êåö. 16],

êáèþò êáé óôïí «Áôëáíôá ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí»

J.H. Conway, R. T. Curtis, S.P. Norton, R.A. Parker and R.A. Wilson:Atlas of finite groups, Clarendon Press, (1985).
30Ç áðüäåéîç ôïý üôé ïé An, n ≥ 5, åßíáé áðëÝò åßíáé êáôÜ ôé ìáêñïóêåëÞò, áëë' åíôïýôïéò åöéêôÞ ìå ôá ôå·íéêÜ
ìÝóá ðïõ äéáèÝôïõìå åäþ° åßèéóôáé, ùóôüóï, ëüãù ôùí õöéóôÜìåíùí ·ñïíéêþí ðåñéïñéóìþí, íá ðáñáôßèåôáé ìüíïí
óôéò ðáñáäüóåéò ôïý ìáèÞìáôïò ôÞò «áìéãïýò» Èåùñßáò ÏìÜäùí.
31Âë. R.W. Carter: Finite Groups of Lie Type, Wiley, (1985).
32Âë. M. Ashbacher: Sporadic Groups, Cambridge Tracts in Math., Vol. 104, Cambridge University Press, (1994).
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ôï áíôßóôïé·ï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò êáé ùò πH : G −→ G/H ôç öõóéêÞ
åðßññéøç π∼á (äçëáäÞ πH(g) := gH, ∀g ∈ G, âë. 1.3.3, 1.3.4 êáé 3.5.8).

3.6.19 Ðñüôáóç. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù H ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôçò.
Ôüôå õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí áðåéêüíéóç

(G/H)× (G/H) −→ G/H, (gH, g0H) 7−→ gH ¯ g0H,

Þôïé ìßá êáé ìüíïí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘¯'' åðß ôïý G/H, ç ïðïßá êáèéóôÜ ôï äéÜ-
ãñáììá

G×G

πH×πH

²²

· // G

πH

²²
(G/H)× (G/H) ¯

// G/H

ìåôáèåôéêü. ÓõãêåêñéìÝíá,

gH ¯ g0H := (g · g0)H, ∀(g, g0) ∈ G×G,

êáé ôï æåýãïò (G/H,¯) áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ôÜîåùò |G/H| = |G : H| Ý·ïõóá ôï
eGH (= H) ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï óõììåôñéêü (= áíôßóôñïöï ) óôïé·åßï ïéïõäÞðïôå gH ∈ G/H åßíáé ôï g−1H.

(ii) ÅÜí ç G åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå êáé ç G/H åßíáé áâåëéáíÞ.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ç ‘‘∼á'' åßíáé óõìâáôÞ ìå ôçí ‘‘·'' (âë. 3.6.1), ç áðüäåéîç ôÞò
ðñïôÜóåùò Ýðåôáé Üìåóá êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò 1.5.20. ¤

3.6.20 Ïñéóìüò. Ç ïìÜäá (G/H,¯) ç ïñéóèåßóá ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.19 êá-
ëåßôáé ðçëéêïïìÜäá (Þ ïìÜäá ðçëßêùí) ôÞò G ùò ðñïò ôçí H. (ÅðåéäÞ Ý·ïõìå
x ∼á y ⇐⇒

ïñó
y−1x ∈ H, åßíáé óáöÞò ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï åêëáìâÜíïõìå ôá óôïé-

·åßá ôÞò G/H -óõíåêäï·éêþò- ùò ðçëßêá óôïé·åßùí ôÞò G áíÞêïíôá óôçí H êáé
ïìéëïýìå åíßïôå -åêöñáæüìåíïé áöáéñåôéêþò- ãéá äéáßñåóç «ôÞò G äéÜ ôÞò H».)

3.6.21 Óçìåßùóç. (Áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìïý) Åðéèõìþíôáò íá ôçñÞóïõìå ôçí
åîáðëïýóôåõóç êáé «åëÜöñõíóç» ôùí ·ñçóéìïðïéïýìåíùí óõìâïëéóìþí ðïõ äéÝ-
ðåé ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôïý êåéìÝíïõ èá ãñÜöïõìå åöåîÞò, ·ùñßò íá äéáôñÝ·ïõìå
ôïí êßíäõíï ðáñåñìçíåßáò, (gH) · (g0H) Þ áðëþò (gH) (g0H) áíôß ôïý gH ¯ g0H,

Ý·ïíôáò ðÜíôïôå êáôÜ íïõ üôé êáôÜ ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» ðëåõñéêþí êëÜóåùí èá
åííïïýìå ôçí åöáñìïãÞ ôïý ‘‘¯'' ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí ðñüôáóç 3.6.19 (êáé ðïõ
áðëþò åðÜãåôáé ìÝóù ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» ôïý ïñéóìÝíïõ åðß ôïý G).
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3.6.22 Ðñüôáóç. ¸óôù H ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·). Ç öõóéêÞ
åðßññéøç

πH : G −→ G/H, g 7−→ πH(g) := gH,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí Ý·ùí ôçíH ùò ðõñÞíá ôïõ êáé (ãé' áõôüí ôïí ëüãï)
êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ôÞò G åðß ôÞò G/H.

Áðüäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç πH åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé üôé
Ker(πH) = H. Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá g, g0 ∈ G Ý·ïõìå

πH(gg
0) = (gg0)H = (gH) (g0H) = πH(g)πH(g

0).

ÅîÜëëïõ, Ker(πH) = {g ∈ G |πH(g) = H } = {g ∈ G |gH = H } = H. ¤

3.6.23 Ðüñéóìá. Ìéá õðïïìÜäáH ìéáò ïìÜäáò (G, ·) åßíáé ïñèüèåôç åÜí êáé ìüíïí
åÜí áðïôåëåß ôïí ðõñÞíá åíüò ïìïìïñöéóìïý ïìÜäùí f : (G, ·) −→ (G0, ∗) .

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 3.6.22 êáé ôï ðüñéóìá 3.6.12. ¤

3.6.24 Ðñüôáóç. ¸óôùH ìéá õðïïìÜäá ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò (G, ·). Ôüôå çG/H
åßíáé êõêëéêÞ.

Áðüäåéîç. ÇGùò êõêëéêÞ åßíáé áâåëéáíÞ (âë. 3.2.27), ïðüôå çH åßíáé ïñèüèåôç
(âë. 3.6.14). Ùò åê ôïýôïõ, ïñßæåôáé ç ðçëéêïìÜäáG/H. ÅÜí èåùñÞóïõìå êÜðïéïí
ãåííÞôïñá g ∈ G ôÞòG, ôüôå ôá óôïé·åßá ôÞòG/H åßíáé ôÞò ìïñöÞò gnH = (gH)n,

üðïõ n ∈ Z. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, G/H = hgHi . ¤

3.6.25 Ðñüôáóç. ¸óôù H ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·). Ãéá ïéïäÞ-
ðïôå g ∈ G ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ gH ôÞò G/H éóïýôáé ìå

ord(gH) =
½
∞, üôáí gk /∈ H, ∀k ∈ N,
min{k ∈ N | gk ∈ H}, óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç.

Áðüäåéîç. ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï g ∈ G. ÅÜí gk /∈ H, ∀k ∈ N, ôüôå ðñïöáíþò
gkH = (gH)k 6= H, ∀k ∈ N, ïðüôå ord(gH) =∞. ÅÜí {k ∈ N | gk ∈ H} 6= ∅ êáé
m := min{k ∈ N | gk ∈ H}, ôüôåm = min{k ∈ N | (gH)k = H} = ord(gH). ¤

I ÈåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí. ÁõôÜ åßíáé ïñéóìÝíá ·áñáêôçñéóôéêÜ èåù-
ñÞìáôá ðïõ ðåñéãñÜöïõí ôïí ôñüðï äéáóõíäÝóåùò ôùí ïìïìïñöéóìþí ïìÜäùí,
ôùí ïñèüèåôùí õðïïìÜäùí êáé ôùí ðçëéêïïìÜäùí.
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3.6.26 Èåþñçìá. (Èåìåëéþäåò èåþñçìá ðåñß ðçëéêïïìÜäùí) ¸óôù

f : (G, ·) −→ (H, ∗)

Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé ÝóôùKCG. ÅÜíK ⊆ Ker(f), ôüôå õößóôáôáé ìßá
êáé ìüíïí áðåéêüíéóç f̄ : G/K −→ H, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé f = f̄ ◦ πK , äçëáäÞ
ôÝôïéá þóôå ôï äéÜãñáììá

G

πK

²²

f // H

G/K

f̄

==|||||||||||||||||

(3.25)

íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

f̄(gK) := f(g), ∀g ∈ G, (3.26)

êáé áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Im(f̄) = Im(f). (Ùò åê ôïýôïõ, ç f̄ åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ç f
åßíáé åðéìïñöéóìüò.)

(ii) Ker(f̄) = Ker(f)/K.

(iii) Ç f̄ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜíK = Ker(f).

Áðüäåéîç. ¸óôùRf ç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ç åðáãïìÝíç ìÝóù ôïý f åðß ôÞòG (âë.
1.3.22). Ç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ‘‘∼á'' ç ïñéæüìåíç åðß ôÞòG ìÝóù ôÞò õðïïìÜäáò K
(âë. (3.10)) ðåñéÝ·åôáé óå áõôÞí, äçëáäÞ ∼á⊆ Rf . ÐñÜãìáôé° åÜí g1, g2 ∈ G, ôüôå

g1 ∼á g2 ⇐⇒
ïñó

g−12 g1 ∈ K ⊆ Ker(f)⇒ f(g−12 g1) = f(g2)
−1 ∗ f(g1) = eH .

Êáôüðéí «ðïëëáðëáóéáóìïý» áìöïôÝñùí ôùí ìåëþí ôÞò ôåëåõôáßáò éóüôçôáò åî
áñéóôåñþí ìå ôï f(g2) ëáìâÜíïõìå

g1 ∼á g2 ⇒ f(g1) = f(g2)⇐⇒
ïñó

(g1, g2) ∈ Rf .

Åöáñìüæïíôáò ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá 1.3.25 (ðåñß óõíüëùí êëÜóåùí éóïäõíá-
ìßáò) êáôáóêåõÜæïõìå ôç ìïíáäéêÞ áðåéêüíéóç f̄ : G/K −→ H ðïõ êáèéóôÜ ôï
äéÜãñáììá (3.25) ìåôáèåôéêü. ÁõôÞ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ (3.26) êáé áðïôåëåß
ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå g1, g2 ∈ G Ý·ïõìå

f̄(g1K) ∗ f̄(g2K) = f(g1) ∗ f(g2) = f(g1g2)

= f̄((g1g2)K) = f̄((g1K)(g2K)).
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(i) Åê êáôáóêåõÞò, Im(f̄) = Im(f) (âë. 1.3.25 (b)).
(ii) ÅðåéäÞ åî õðïèÝóåùòKCG êáéK ⊆Ker(f), ç ðñüôáóç 3.6.4 ìáò ðëçñïöïñåß
üôéKC Ker(f). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïñßæåôáé ç ðçëéêïìÜäá Ker(f)/K. Ðñïöáíþò,

Ker(f)/K = {gK |g ∈ Ker(f)} = {gK |f(g) = eH }
= {gK

¯̄
f̄(πK(g)) = eH }

= {gK
¯̄
f̄(gK) = eH } = Ker(f̄).

(iii) Tïýôï åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôïý (ii) êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.9. ¤

3.6.27 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù f : (G, ·) → (H, ∗) Ýíáò ïìïìïñöé-
óìüò ïìÜäùí. Ôüôå õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí áðåéêüíéóç f̂ : G/Ker(f) −→ Im (f) ,

ôÝôïéá þóôå ôï äéÜãñáììá

G

πKer(f)

²²

f // Im(f)

G/Ker(f)

f̂

;;wwwwwwwwwwwwwwwwwww

íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

f̂(gKer(f)) := f(g), ∀g ∈ G,

êáé áðïôåëåß éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. Ùò åê ôïýôïõ,

G/Ker(f) ∼= Im(f) .

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 3.6.26 óôçí ðåñßðôùóç üðïõ K = Ker(f)
áðïêôïýìå ôïí ìïíïìïñöéóìü ïìÜäùí

f̄ : G/Ker(f) −→ H, gKer(f) 7−→ f̄(gKer(f)) := f(x),

ìå Im(f̄) = Im(f). Áñêåß ëïéðüí íá ïñßóïõìå ôïí f̂ ùò ôïí f̄ ýóôåñá áðü ðåñéïñé-
óìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôïõ H óôï óýíïëï Im(f) ⊆ H. (Ðñâë. 1.3.26.) ¤

3.6.28 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜím ∈ N, ôüôå ç áðåéêüíéóç

(Z,+) −→ (Zm,+), n 7−→ [n]m
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åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí õðïïìÜäá mZ ôÞò ïìÜäáò Z
(âë. 3.2.17 (iii)). Óõíåðþò,

Z/mZ ∼= Zm.

(ii) Ç áðåéêüíéóç

(R,+) −→ (S1, ·), x 7−→ exp(2πix),

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí ïìÜäá (Z,+) , ïðüôå

R/Z ∼= S1.

(iii) Ï åðéìïñöéóìüò ðïëëáðëáóéáóôéêþí ïìÜäùí

(Cr{0}, ·) −→ (S1, ·), z 7−→ z

|z| ,

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí (R>0, ·) . ¢ñá

(Cr{0})/R>0 ∼= S1.

(iv) Ç ðçëéêïïìÜäá ìéáò Üðåéñçò ïìÜäáò ùò ðñïò ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôçò
åíäÝ·åôáé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ßäéá ôçí ïìÜäá áíáöïñÜò! Åðß ðáñáäåßãìáôé,
ï åðéìïñöéóìüò (S1, ·) −→ (S1, ·), z 7−→ z2, ìáò ïäçãåß óôïí éóïìïñöéóìü

S1/{±1} ∼= S1.

(v) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 3.6.13 (i) êáôáóêåõÜæåôáé ï éóïìïñöéóìüò

Sn/An ∼= {±1}.

(vi) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 3.6.13 (ii) êáôáóêåõÜæåôáé ï éóïìïñöéóìüò

GLn(F )/SLn(F ) ∼= F×.

(vii) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 3.6.13 (iii) êáôáóêåõÜæåôáé ï éóïìïñöéóìüò

On(R)/SOn(R) ∼= {±1}.

(viii) ÌÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý 3.6.13 (iv) êáôáóêåõÜæåôáé ï éóïìïñöéóìüò

Un(C)/SUn(C) ∼= S1.
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(ix) ¸óôù üôé ç G åßíáé ìéá ïìÜäá êáé Aut(G) ç ïìÜäá ôùí áõôïìïñöéóìþí ôçò
(âë. 3.3.18). Ôï õðïóýíïëï Inn(G) ôÞò Aut(G) ôï áðïôåëïýìåíï áðü üëïõò ôïõò
áõôïìïñöéóìïýò ôÞò ìïñöÞò

φh : G −→ G, φh(g) = h−1gh, ∀g, g ∈ G,

üðïõ h ∈ G, åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò Aut(G). Ôá óôïé·åßá ôïý Inn(G)
ïíïìÜæïíôáé åóùôåñéêïß áõôïìïñöéóìïß ôÞò G. Ç áðåéêüíéóç

f : G −→ Inn(G), f (h) = φh, ∀h, h ∈ G,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôïí Ker(f) = Z(G), üðïõ

Z(G) := {g ∈ G | xg = gx, ∀x, x ∈ G}

åßíáé ôï ëåãüìåíï êÝíôñï ôÞò ïìÜäáò G. ÅðïìÝíùò,

G/Z (G) ∼= Inn(G).

3.6.29 Ðüñéóìá. (ÖõóéêÞ «ðáñáãïíôïðïßçóç» ïìïìïñöéóìþí) ÊÜèå ïìïìïñöé-
óìüò ïìÜäùí f : (G, ·) −→ (H, ∗) ãñÜöåôáé ùò óýíèåóç ôñéþí áðåéêïíßóåùí

f = ( idH |Im(f)) ◦ f̂ ◦ πKer(f),

ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý πKer(f), ôïý éóïìïñöéóìïý f̂ ôïý êáôáóêåõáóèÝíôïò
óôï èåþñçìá 3.6.27 êáé ôïý ìïíïìïñöéóìïý idH |Im(f) .

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ðüñéóìá 1.3.27 êáé ôï èåþñçìá 3.6.27. ¤

3.6.30 Ðüñéóìá. ¸óôù (G, ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù f : (G, ·)→ (H, ∗)
Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí ç K åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (G, ·) , ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) |K| = |f(K)| |Ker(f |K)| .
(ii) |G : K| = |f(G) : f(K)| |Ker(f) : Ker(f |K)| .

Áðïäåéîç. (i) ¾óôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôÞò f |K óôï f(K) ðñï-
êýðôåé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí f |K : K −→ f(K). ÊáôÜ ôï èåþñçìá 3.6.27,

K/Ker(f |K) ∼= Im(f |K) = f(K),

üðïõ Ker(f |K) = Ker(f) ∩ K,ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý
èåùñÞìáôïò 3.5.18 ôïý Lagrange.
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(ii) ÄõíÜìåé ôïý (i) (óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõK = G) éó·ýåé ç éóüôçôá

|G| = |f(G)| |Ker(f)| .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

|G| = |f(G)| |Ker(f)|
|K| = |f(K)|

¯̄
Ker(f |K)

¯̄ )⇒ |G : K| = |f(G) : f(K)|
¯̄
Ker(f) : Ker(f |K)

¯̄
,

êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.18 ôïý Lagrange. ¤

3.6.31 Èåþñçìá. (Ôýðïò ãéíïìÝíïõ) ÅÜí ïé H,K åßíáé ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò
ìéáò ïìÜäáò (G, ·) , ôüôå

card(HK) =
|H| |K|
|H ∩K| . (3.27)

Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

ϑ : H ×K −→ HK, (h, k) 7−→ ϑ(h, k) := hk.

Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé

card(ϑ−1(x)) = |H ∩K| , ∀x ∈ HK,

äéüôé33 H ×K =
`

x∈HK

ϑ−1(x) êáé card(H ×K) = |H| |K| .¸óôù ôõ·üí x ∈ HK.

Ôüôå ∃h ∈ H,k ∈ K: x = hk êáé

ϑ−1(x) = {(hr, r−1k) |r ∈ H ∩K }. (3.28)

ÐñÜãìáôé° êÜèå äéáôåôáãìÝíï æåýãïò åéëçììÝíï áðü ôï H ×K êáé Ý·ïí ôç ìïñöÞ
(hr, r−1k), ãéá êÜðïéï r ∈ H ∩ K, áíÞêåé óôçí ßíá ϑ−1(x) ôÞò ϑ õðåñÜíù ôïý x,

äéüôé

ϑ(hr, r−1k) = (hr)(r−1k) = h(rr−1)k = heGk = hk = x.

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åãêëåéóìïý èåùñïýìå ôõ·üí äéáôåôáãìÝíï æåý-
ãïò (h0, k0) ∈ ϑ−1(x). Ôüôå

ϑ(h0, k0) = h0k0 = x = hk⇒ h−1h0 = kk0−1 =: r ∈ H ∩K.

Ãéá ôï êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ïñéóèÝí r Ý·ïõìå h0 = hr êáé k0 = r−1k, ïðüôå ç (3.28)
åßíáé áëçèÞò. ÅðïìÝíùò,

card(ϑ−1(x)) = card({(hr, r−1k) |r ∈ H ∩K }) = |H ∩K| ,

êáèüôé ç áðåéêüíéóçH ∩K 3 r 7−→ (hr, r−1k) ∈ ϑ−1(x) åßíáé áìöéññéðôéêÞ. ¤
33ÅÜí x, x0 ∈ HK ìå x 6= x0, ôüôå f−1(x) ∩ f−1(x0) = ∅ , äéüôé åÜí õðÞñ·å z ∈ f−1(x) ∩ f−1(x0), ôüôå èá
óõìðåñáßíáìå üôé x = f(z) = x0.
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3.6.32 ËÞììá. ÅÜí ïé H,K åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) êáé H C hH,Ki ,
üðïõ hH,Ki := hH ∪Ki (âë. 3.2.20), ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i)HK = hH,Ki = KH.

(ii)H ∩K CK.

Áðüäåéîç. (i) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá h ∈ H êáé k ∈ K. ÅðåéäÞ

h ∈ H C hH,Ki
k ∈ hH,Ki

¾
⇒ hkh−1 ∈ hH,Ki⇒ hkh−1 = xm,

ãéá êÜðïéo x ∈ H ∪ K êáé êÜðïéïí m ∈ Z, Ý·ïõìå hk = xmh. ÅÜí x ∈ H, ôüôå
hk ∈ H ⊆ KH. ÅÜí x ∈ K, ôüôå hk ∈ KH. ¢ñá óå êÜèå ðåñßðôùóç hk ∈ KH. Åî
áõôïý Ýðåôáé üôé HK ⊆ KH. ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ h ∈ H ⇒ h−1 ∈ H, Ý·ïõìå

h−1 ∈ H C hH,Ki
k ∈ hH,Ki

¾
⇒ h−1k(h−1)−1 = h−1kh ∈ hH,Ki⇒ h−1kh = yn,

ãéá êÜðïéo y ∈ H ∪ K êáé êÜðïéïí n ∈ Z, ïðüôå kh = hyn. ÅÜí y ∈ H, ôüôå
kh ∈ H ⊆ HK. ÅÜí y ∈ K, ôüôå kh ∈ HK. ¢ñá óå êÜèå ðåñßðôùóç kh ∈ HK. Åî
áõôïý Ýðåôáé üôéKH ⊆ HK.Ôåëéêþò ëïéðüí,HK = KH êáé ôïHK (óýìöùíá ìå
ôçí ðñüôáóç 3.5.3) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ç ïðïßá ðåñéÝ·åôáé óôçí õðïïìÜäá
hH,Ki . ÅðåéäÞ ç hH,Ki åßíáé ç åëá·ßóôç õðïïìÜäá ôÞò G (ùò ðñïò ôïí óõíï-
ëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü) ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôçí Ýíùóç H ∪ K ⊆ HK, éó·ýåé êáô'
áíÜãêçí ç éóüôçôáHK = hH,Ki .
(ii) ÅÜí f := πH ◦ ιK , üðïõ πH : HK −→ HK/H ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò êáé

ιK : K −→ KH, k 7−→ ιK(k) := k,

ôüôå ç f äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

f(k) := πH(ιK(k)) = πH(k) = kH, ∀k ∈ K,

êáé (ïýóá óýíèåóç äýï ïìïìïñöéóìþí ïìÜäùí) åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå
ðõñÞíá ôïõ ôïí

Ker(f) = {k ∈ K | kH = H} = {k ∈ K | k ∈ H} = H ∩K.

¢ñáH ∩K CK (óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.6.12). ¤

3.6.33 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ïé H,K åßíáé äõï õðïïìÜäåò
ìéáò ïìÜäáò (G, ·) ìåH C hH,Ki . ÅÜí f := πH ◦ ιK , üðïõ πH : HK −→ HK/H
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ï öõóéêüò åðéìüñöéóìüò êáé ιK : K −→ KH, k 7−→ ιK(k) := k, ôüôå õößóôáôáé
ìßá êáé ìüíïí áðåéêüíéóç f̂ : K/H ∩K −→ HK/H, ôÝôïéá þóôå ôï äéÜãñáììá

K

f = πH◦ιK

##

πH∩K

²²

ιK // HK
πH // HK/H

K/H ∩K

f̂

55llllllllllllllllllllllllllllll

íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ùò åê
ôïýôïõ,

K/H ∩K ∼= HK/H (= hH,Ki /H) (3.29)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.6.32,HK = hH,Ki = KH êáé Ker(f) = H ∩KCK.

ÅðïìÝíùò ïñßæïíôáé ïé ðçëéêïïìÜäåò HK/H êáé K/H ∩K. ¸óôù (hk)H ôõ·üí
óôïé·åßï ôÞò ðçëéêïïìÜäáòHK/H (üðïõ h ∈ H êáé k ∈ K). Ôüôå

(hk)H = (hH)(kH) = H(kH) = (eGH)(kH) = (eGk)H = kH = f(k),

ïðüôå ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí. Åöáñìüæïíôáò ãé' áõôüí ôï 1ï èåþñçìá
éóïìïñöéóìþí 3.6.27 êáôáóêåõÜæïõìå ôïí éóïìïñöéóìü

f̂ : K/H ∩K −→ HK/H, k(H ∩K) 7−→ f(k) = kH,

ìå ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò. ¤

3.6.34 ÐáñáôÞñçóç. (i) Óå ïñéóìÝíá óõããñÜììáôá, óôç äéáôýðùóç ôïý 2ïõ èåù-
ñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí, áíôß ôÞò óõíèÞêçò “H C hH,Ki ” ðáñáôßèåôáé ç óõíèÞêç
“H CG”. Ùóôüóï, ç ðñþôç åßíáé áóèåíÝóôåñç ôÞò äåýôåñçò, äéüôé êáôüðéí åöáñ-
ìïãÞò ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.4 óõìðåñáßíïõìå üôé H C G ⇒ H C hH,Ki (áöïý
H ⊆ hH,Ki).
(ii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ïé H êáé K ðåðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò G êáé
H C hH,Ki , ï ôýðïò ôïý ãéíïìÝíïõ (3.27) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí éóïìïñöéóìü
(3.29), ôç óçìåßùóç 3.5.17 êáé ôï èåþñçìá 3.5.18 ôïý Lagrange. Ùóôüóï, ôï èåþ-
ñçìá 3.6.31 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï åí ëüãù ôýðïò åîáêïëïõèåß íá éó·ýåé áêüìç êáé
üôáí ôï óýíïëï HK äåí åßíáé õðïïìÜäá ôÞò G.
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3.6.35 ÐáñÜäåéãìá. Èåùñïýìå ôéò õðïïìÜäåò H := 3Z êáé K := 4Z ôÞò (áâåëéá-
íÞò, ðñïóèåôéêÞò) ïìÜäáò (Z,+). ÅðåéäÞH ∩K = 12Z êáé HK = Z, ôï èåþñçìá
3.6.33 ìáò ðáñÝ·åé ôïí éóïìïñöéóìü

Z / 4Z ∼= 3Z / 12Z.

3.6.36 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù V ç ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí óôïé·åßùí ôïý Klein (âë. ôï
(ii) ôïý åäáößïõ 3.4.26) êáé Ýóôù σ ∈S4. ÅðåéäÞ

σ ◦ ([1 2] ◦ [3 4]) ◦ σ−1 = [σ(1)σ(2)] ◦ [σ(3)σ(4)]

êáé {σ(1), σ(2), σ(3), σ(4)} = {1, 2, 3, 4}, Ý·ïõìå σ ◦ ([1 2] ◦ [3 4]) ◦ σ−1 ∈ V. Êáô'
áíáëïãßáí,

σ ◦ ([1 3] ◦ [2 4]) ◦ σ−1 ∈ V êáé σ ◦ ([1 4] ◦ [2 3]) ◦ σ−1 ∈ V.

ÅðïìÝíùò, V C S4. ¸óôù K := {σ ∈ S4 |σ (4) = 4} . Ðñïöáíþò, K ∼= S3. Èá
äåßîïõìå üôé VK = S4. ¸óôù ôõ·ïýóá ìåôÜôáîç σ ∈ S4. ÅÜí σ (4) = 4, ôüôå
Ý·ïõìå σ ∈ K ⊆ VK. ÅÜí σ (4) = j, ãéá êÜðïéïí j ∈ {1, 2, 3}, ôüôå ç óõíôéèÝìåíç
ìåôÜôáîç τ := [j 4]◦σ áíÞêåé óôçíK (äéüôé áöÞíåé ôï 4 áìåôÜâëçôï). Èåùñþíôáò
ôÞí áíôéìåôÜèåóç [l m] , üðïõ {l,m} = {1, 2, 3}r{j}, l 6= m, óõìðåñáßíïõìå (ìÝóù
ôùí (i), (v) êáé (vi) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.9) üôé

σ = [j 4]−1 ◦ τ = [j 4] ◦ τ = ([j 4] ◦ [l m]| {z }
∈V

)([l m] ◦ τ| {z }
∈K

) ∈ VK.

¢ñá üíôùòVK = S4. ÓçìåéùôÝïí üôéV∩K = {id}, äéüôé êáíÝíá áðü ôá óôïé·åßá
ôïý Vr{id} äåí áöÞíåé ôï 4 áìåôÜâëçôï. Ùò åê ôïýôïõ, ôï èåþñçìá 3.6.33 ìáò
ðáñÝ·åé ôïí éóïìïñöéóìü

S3 ∼= K ∼= K/{id} ∼= S4/V.

3.6.37 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ïé H, K åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò
ìéáò ïìÜäáò (G, ·) êáé K ⊆ H, ôüôå H/K C G/K êáé õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí
áðåéêüíéóç π̌K : G/H −→ (G/K) / (H/K) , ôÝôïéá þóôå ôï äéÜãñáììá

G

πH

²²

πK // G/K

πH/K

²²
G/H

π̌K
// (G/K)/(H/K)

(3.30)
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íá êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêü. Ç áðåéêüíéóç áõôÞ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

π̌K(gH) := (gK)(H/K), ∀g ∈ G, (3.31)

êáé áðïôåëåß éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. Ùò åê ôïýôïõ,

G/H ∼= (G/K) / (H/K) . (3.32)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞK ⊆ H êáé êáéK CG, Ý·ïõìåK CH (âë. ðñüôáóç 3.6.4). Ùò
åê ôïýôïõ, ïñßæåôáé ç ðçëéêïìÜäáH/K. ÅðåéäÞHCG, Ý·ïõìå ãéá êÜèå g ∈ G êáé
ãéá êÜèå h ∈ H,

ghg−1 ∈ H ⇒ (ghg−1)K ∈ H/K,

ïðüôå

(ghg−1)K = (gK)(hK)(g−1K) = (gK)(hK)(gK)−1 ∈ H/K,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé H/K C G/H êáé üôé ïñßæåôáé ç ðçëéêïïìÜäá
(G/K) / (H/K). ¸óôù RπH/K◦πK ç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ç åðáãïìÝíç ìÝóù ôÞò
óõíèÝóåùò πH/K ◦ πK åðß ôÞò G (âë. 1.3.22), üðïõ

πK : G −→ G/K, g 7−→ gK,

êáé

πH/K : G/K −→ (G/K) / (H/K) , gK 7−→ (gK)(H/K),

ïé áíôßóôïé·ïé öõóéêïß åðéìïñöéóìïß. ÁõôÞ éóïýôáé ìå ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ‘‘∼á''
ôçí ïñéæüìåíç åðß ôÞò G ìÝóù ôÞò õðïïìÜäáò H (âë. (3.10)). ÐñÜãìáôé° åÜí èåù-
ñÞóïõìå ôõ·üíôá óôïé·åßá g1, g2 ∈ G, ôüôå

g1 ∼á g2 ⇐⇒
ïñó

g−12 g1 ∈ H ⇔ (g−12 g1)K ∈ H/K

⇔ (g−12 K)(g1K) ∈ H/K ⇔ (g1K) (H/K) = (g2K) (H/K)

⇔ (πH/K ◦ πK)(g1) = (πH/K ◦ πK)(g2).
Åí óõíå·åßá, åöáñìüæïíôáò ôï ðüñéóìá 1.3.29 êáôáóêåõÜæïõìå ôç ìïíáäéêÞ áðåé-
êüíéóç π̌K : G/H −→ (G/K) / (H/K) ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá (3.30) ìåôá-
èåôéêü. ÁõôÞ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ (3.31) êáé åßíáé åíñéðôéêÞ. ÅðéðñïóèÝôùò,
åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ, äéüôé Im(π̌K) = Im(πH/K ◦πK) = (G/K) / (H/K) .Õðïëåß-
ðåôáé íá åëåã·èåß üôé ç π̌K åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá
g1, g2 ∈ G Ý·ïõìå

π̌K(g1H)π̌K(g2H) = ((g1K)(H/K)) ((g2K)(H/K))

= ((g1K)(g2K)) (H/K) = ((g1g2)K)(H/K)

= π̌K((g1g2)H) = π̌K((g1H)(g2H)),

ïðüôå ç áðüäåéîç ëÞãåé åäþ. ¤
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3.6.38 Óçìåßùóç. ¸íáò åíáëëáêôéêüò ôñüðïò áðïäåßîåùò ôÞò õðÜñîåùò åíüò éóï-
ìïñöéóìïý (3.32) åßíáé ï åîÞò: Èåùñïýìå ôçí

f : G/K −→ G/H, f(gK) := gH, ∀g ∈ G.

Ç f åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå g1, g2 ∈ G ãéá ôá ïðïßá
g1K = g2K Ý·ïõìå g−12 g1 ∈ K ⊆ H, ïðüôå g1H = g2H. ÅðéðñïóèÝôùò, ç f

åßíáé (åê êáôáóêåõÞò) åðéññéðôéêÞ êáé ìÜëéóôá åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé ãéá
ïéáäÞðïôå g1, g2 ∈ G Ý·ïõìå

f((g1K)(g2K)) = f((g1g2)K) = (g1g2)H

= (g1H)(g2H) = f(g1K)f(g2K).

Ðñïöáíþò, Ker(f) = {gK ∈ G/K | gH = H} = H/K. ÅðïìÝíùò, åßíáé äõíáôüí
íá åöáñìüóïõìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.6.27 êáé íá êáôáóêåõÜóïõìå ôïí
éóïìïñöéóìü

f̂ : (G/K) / (H/K) −→ G/H, (gK)(H/K) 7−→ f(gK) = gH.

Åßíáé ðëÝïí ðñüäçëï üôé ï éóïìïñöéóìüò f̂ åßíáé ï áíôßóôñïöïò ôïý áíùôÝñù êá-
ôáóêåõáóèÝíôïò éóïìïñöéóìïý π̌K .

3.6.39 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜím,n ∈ N, ôüôå ïémZ êáé nZ åßíáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò
ôÞò (Z,+). ÕðïèÝôïíôáò üôé ç mZ åßíáé õðïïìÜäá ôÞò nZ (ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôï
üôé n | m), Ý·ïõìå (Z/mZ) / (nZ/mZ) ∼= Z/nZ.

3.7 ÊËÁÓÅÉÓ ÓÕÆÕÃÉÁÓ

3.7.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá. Äõï óôïé·åßá x, y ∈ G êáëïýíôáé óõæõãÞ
óôïé·åßá åíôüò ôÞò G (óçìåéïýìåíá ùò x ∼

óõæ.
y) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï g ∈ G, ïýôùò

þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá y = gxg−1.Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ç êáô' áõôüí ôïí
ôñüðï ïñéæüìåíç äéìåëÞò ó·Ýóç ‘‘ ∼

óõæ.
'' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý õðïêåé-

ìÝíïõ óõíüëïõ G ôÞò èåùñïýìåíçò ïìÜäáò. Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò åíüò óôïé·åßïõ
x ∈ G ùò ðñïò ôçí ‘‘∼

óõæ.
'' êáëåßôáé êëÜóç óõæõãßáò ôïý x (åíôüò ôÞò G) êáé óõìâï-

ëßæåôáé ùò åîÞò:

êëóG(x) := {y ∈ G |x ∼
óõæ.

y}.
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3.7.2 Óçìåßùóç. Ç êëÜóç óõæõãßáò åíüò x ∈ G åßíáé ìïíïóýíïëï åÜí êáé ìüíïí
åÜí ôï x áíÞêåé óôï êÝíôñï Z(G) ôÞò G (âë. 3.6.28 (ix)). ÐñÜãìáôé°

êëóG(x) = {x} ⇔ gxg−1 = x,∀g ∈ G

⇔ gx = xg,∀g ∈ G⇔ x ∈ Z(G).

3.7.3 Ðñüôáóç. ÓõæõãÞ óôïé·åßá åíôüò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) Ý·ïõí ôçí ßäéá ôÜîç.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.35. ¤

3.7.4 Ðñüôáóç. ¸óôùH ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·) . Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõí-
èÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i)H CG.

(ii) Ç õðïïìÜäáH åßíáé Ýíùóç êÜðïéùí êëÜóåùí óõæõãßáò åíôüò ôÞò G.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii). Ãéá êÜèå h ∈ H Ý·ïõìå ghg−1 ∈ H, ïðüôå êëóG(h) ⊆ H.

(ii)⇒(i). ÅðåéäÞ çH åßíáé Ýíùóç êÜðïéùí êëÜóåùí óõæõãßáò åíôüò ôÞòG, ôá óôïé-
·åßá ôÞò G ðïõ åßíáé óõæõãÞ ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ h ∈ H èá ðåñéÝ·ïíôáé êáô'
áíÜãêçí óôçíH, ïðüôå gHg−1 ⊆ H ãéá êÜèå g ∈ G. ¤

3.7.5 Ïñéóìüò. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù g ∈ G. Ôï óýíïëï

CG(g) := {x ∈ G |gx = xg }

üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò (G, ·) ðïõ ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò ìå ôï g êáëåßôáé êåíôñï-
ðïéçôÞò ôïý g åíôüò ôÞò G. Ðñïöáíþò,

Z(G) =
T
g∈G

CG(g).

ÓçìåéùôÝïí üôé ç (G, ·) åßíáé áâåëéáíÞ⇔ G = Z(G).

3.7.6 ËÞììá. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù g ∈ G. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ï êåíôñïðïéçôÞò CG(g) ôïý g åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G.

(ii) Ôï ðëÞèïò ôùí óôïé·åßùí ìéáò ïìÜäáò (G, ·) ðïõ åßíáé óõæõãÞ ôïý g éóïýôáé ìå
ôïí äåßêôç |G : CG(g)| ôïý CG(g) åíôüò ôÞò G.

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò, eG ∈ CG(g). ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí x, y ∈ CG(g), ôüôå

gx = xg

gy = yg ⇒ g = y−1gy

¾
⇒ gx = xy−1gy ⇒ gxy−1 = xy−1g,
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ïðüôå xy−1 ∈ CG(g). ÂÜóåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.15 ï êåíôñïðïéçôÞò CG(g)

ôïý g åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G.

(ii) ¸óôù Á Ýíá óýóôçìá áñéóôåñþí åêðñïóþðùí ôïý CG(g) åíôüò ôÞò G. Ïñß-
æïõìå ôçí β ìÝóù ôïý ôýðïõ

{xCG(g) |x ∈ Á} 3 xCG(g)
β7−→ xgx−1 ∈ êëóG(g).

ÁõôÞ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé ãéá x, y ∈ Á ìå xCG(g) = yCG(g)

Ý·ïõìå

x−1y ∈ CG(g)⇒ gx−1y = x−1yg ⇒ xgx−1 = ygy−1.

Ç β åßíáé åíñéðôéêÞ, êáèüôé éó·ýïõí ïé óõíåðáãùãÝò

β (xCG(g)) = β (yCG(g))⇒ xgx−1 = ygy−1

⇒ x−1y ∈ CG(g)⇒ xCG(g) = yCG(g).

ÔÝëïò, ç β åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ, áöïý ãéá êÜèå z ∈ êëóG(g) õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé-
·åßï x ∈ G : z = xgx−1, ïðüôå β (xCG(g)) = z. ¤

3.7.7 Ðñüôáóç. (Åîßóùóç êëÜóåùí óõæõãßáò) ¸óôù (G, ·) ìéá ìç áâåëéáíÞ ðåðå-
ñáóìÝíç ïìÜäá. ÅÜí ôá g1, . . . , gm åßíáé åêðñüóùðïé åêåßíùí ôùí óáöþò äéáêå-
êñéìÝíùí êëÜóåùí óõæõãßáò ðïõ äåí ðåñéÝ·ïíôáé óôï êÝíôñï Z(G) ôÞò G, ôüôå ç
ôÜîç |G| ôÞò G éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç

|G| = |Z(G)|+
mX
j=1

|G : CG(gj)| . (3.33)

Áðïäåéîç. ÅÜí Z(G) = {eG = z1, z2, ..., zk} êáé åÜí ïé C1, . . . , Cm åßíáé ïé óáöþò
äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò óõæõãßáò ðïõ äåí ðåñéÝ·ïíôáé óôïZ(G) ìå gj ∈ Cj ãéá êÜèå
j ∈ {1, ...,m}, ôüôå ôï

{eG = z1, z2, ..., zk, C1 = êëóG(g1), . . . , Cm = êëóG(gm)}

áðïôåëåß Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí ôÞòG ùò ðñïò ôçí ‘‘ ∼
óõæ.

''. ÅðïìÝíùò,

G =

Ã
k̀

=1
{z }

!aÃ
m̀

j=1
êëóG(gj)

!
⇒ |G| = k +

mX
j=1

card(êëóG(gj)).

H (3.33) Ýðåôáé èÝôïíôáò |Z(G)| = k êáé

card(êëóG(gj)) = |G : CG(gj)| , ∀j ∈ {1, ...,m},

åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 3.7.6. ¤
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3.7.8 Èåþñçìá. ¸óôù (G, ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò |G| = pν , üðïõ pðñþ-
ôïò áñéèìüò êáé ν ∈ N. Ôüôå |Z(G)| > 1.

Áðïäåéîç. ÅÜí ç (G, ·) åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå G = Z(G), ïðüôå

|G| = |Z(G)| = pν > 1.

ÅÜí ç (G, ·) äåí åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå, èåùñþíôáò åêðñïóþðïõò g1, . . . , gm åêåß-
íùí ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êëÜóåùí óõæõãßáò ðïõ äåí ðåñéÝ·ïíôáé óôï êÝíôñï
Z(G) ôÞò G, Ý·ïõìå (åê êáôáóêåõÞò) |G : CG(gj)| > 1 ãéá êÜèå j ∈ {1, ...,m} êáé
ç (3.33) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

pν = |Z(G)|+
mX
j=1

|G : CG(gj)| .

ÊáôÜ ôï èåþñçìá 3.5.18 ôïý Lagrange, |G : CG(gj)| | pν ãéá êÜèå j ∈ {1, ...,m},
ïðüôå

∃ξj ∈ {1, ..., ν} : |G : CG(gj)| = pξj , ∀j ∈ {1, ...,m},

(ðñâë. 2.3.10). ÅðïìÝíùò,

|Z(G)| = p

⎛⎝pν−1 −
mX
j=1

pξj−1

⎞⎠ ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé p | |Z(G)|⇒ 1 < p ≤ |Z(G)| . ¤

3.7.9 Óçìåßùóç. Ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.18 ôïý Lagrange, ôï êÝíôñï Z(G) ôÞò
G ïöåßëåé íá Ý·åé ôÜîç |Z(G)| = pκ, üðïõ κ ∈ {1, ..., ν} (ìå κ = ν åÜí êáé ìüíïí
åÜí ç G åßíáé áâåëéáíÞ).

3.8 ÅÕÈÅÁ ÃÉÍÏÌÅÍÁ ÏÌÁÄÙÍ

Ôï åõèý ãéíüìåíïG×H äõï ïìÜäùí (G, ·) êáé (H, ∗) êáôáóêåõÜæåôáé ùò áêïëïý-
èùò: ôá óôïé·åßá ôïýG×H åßíáé äéáôåôáãìÝíá æåýãç (g, h), üðïõ g ∈ G êáé h ∈ H ,
åíþ ï ðïëëáðëáóéáóìüò åð' áõôïý ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò

(g, h)} (g0, h0) = (g · g0, h ∗ h0).

Áìöüôåñá ôá g, g0 åßíáé óôïé·åßá ôÞò G êáé, ðïëëáðëáóéáæüìåíá åíôüò ôÞò G, äß-
äïõí ôçí ðñþôç «óõíôåôáãìÝíç» áõôïý ôïý ãéíïìÝíïõ. Ç äåýôåñç «óõíôåôáãìÝíç»
ðñïÝñ·åôáé áðü ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôïý h ìå ôï h0 åíôüò ôÞò H. ÅðïìÝíùò, ôï
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(g · g0, h ∗ h0) åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ G × H. Ç ðñïóå-
ôáéñéóôéêüôçôá Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôùí ðïëëáðëáóéáóôé-
êþí ðñÜîåùí ôùí G êáé H. Åðßóçò, ôï (eG, eH) åßíáé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï, åíþ
ôï (g−1, h−1) åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý óôïé·åßïõ (g, h). (Áðü åäþ êáé óôï åîÞò èá
áðëïõóôåýóïõìå åê íÝïõ ôïí óõìâïëéóìü ìáò êáé áíôß ôùí ‘‘}'' êáé ‘‘∗'' èá ãñÜ-
öïõìå áðëþò ‘‘·'', ãíùñßæïíôáò ôé åííïïýìå êáôÜ ðåñßðôùóç.)

3.8.1 Èåþñçìá. Zm × Zn ∼= Zmn åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä(m,n) = 1.

Áðïäåéîç. ¸óôù k ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ ([1]m , [1]n) åíôüò ôÞò Zm × Zn (âë.
3.2.30). Áèñïßæïíôáò ôï ([1]m , [1]n) ìå ôïí åáõôü ôïõ k öïñÝò ëáìâÜíïõìå ôï
([0]m , [0]n), ïðüôå Ý·ïõìå

[k]m = [0]m êáé [k]n = [0]n ⇒ m | k êáé n | k.

ÅÜí ìêä(m,n) = 1, ôüôå, êáôÜ ôï ðüñéóìá 2.3.15, mn | k, ïðüôå mn ≤ k. ÅðåéäÞ
k ≤ mn = |Zm × Zn| (âë. 3.5.22), Ý·ïõìå ôåëéêþò k = mn êáé ç Zm × Zn (óýì-
öùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.2.33) åßíáé êõêëéêÞ ìå ôï ([1]m , [1]n) ùò ãåííÞôïñÜ ôçò.
ÅðéðñïóèÝôùò, êáôÜ ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.15,

Zm × Zn ∼= Zmn.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé d := ìêä(m,n) > 1. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç Zm × Zn
äåí åßíáé êõêëéêÞ. Ðñïò ôïýôï ïñßæïõìå ôïõò m0 := m

d êáé n0 := n
d . Ãéá ïéïäÞðïôå

óôïé·åßï ([l]m , [l0]n) ôÞò Zm × Zn Ý·ïõìå

m0dn0([l]m , [l0]n) = (m0dn0 [l]m ,m0dn0 [l0]n)

= ([mn0l]m , [m0nl0]n)

= ([0]m , [0]n),

ïðüôå

ord(([l]m , [l0]n)) ≤ m0dn0 < mn.

ÅðïìÝíùò, ç ïìÜäá Zm×Zn äåí åßíáé êõêëéêÞ, äéüôé äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá óôïé·åßï
ôÜîåùòmn (âë. ðñüôáóç 3.2.33). ¤

3.8.2 Èåþñçìá. ÅÜí ïéH êáéK åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò (G, ·) , ãéá ôéò ïðïßåò
ðëçñïýíôáé ïé åîÞò óõíèÞêåò :

(i)HK = G,

(ii)H ∩K = {eG}, êáé
(iii) hk = kh, ∀h ∈ H êáé ∀k ∈ K, ôüôå

G ∼= H ×K.
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Áðïäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

ϑ : H ×K −→ G, (x, y) 7−→ ϑ (x, y) := xy.

Ãéá ïéáäÞðïôå (x, y)(x0, y0) ∈ H ×K Ý·ïõìå

ϑ ((x, y)(x0, y0)) = ϑ (xx0, yy0) = xx0yy0

= xyx0y0
µ

åðåéäÞ êÜèå óôïé·åßï ôÞòH
ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞòK

¶
= ϑ (x, y)ϑ (x0, y0) .

Ôïýôï óçìáßíåé üôé ç ϑ åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí ϑ (x, y) = ϑ (x0, y0) , ôüôå

xy = x0y0 =⇒ (x0)
−1

x = y0y−1.

ÅðåéäÞ ôï áñéóôåñü ìÝëïò áõôÞò ôÞò ôåëåõôáßáò åîéóþóåùò áíÞêåé óôçí H êáé ôï
äåîéü óôçíK, êáé ôá äýï ìÝëç èá áíÞêïõí óôçí ôïìÞH ∩K = {eG}. ¢ñá

(x0)
−1

x = eG = y0y−1 =⇒ x = x0, y = y0,

ïðüôå ç ϑ åßíáé åíñéðôéêÞ. Ç ϑ åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ, êáèüôé ç éóüôçôá HK = G

óçìáßíåé üôé êÜèå óôïé·åßï ôÞò G ãñÜöåôáé ùò Ýíá ãéíüìåíï xy, üðïõ x ∈ H êáé
y ∈ K. ¢ñá ç ϑ åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ¤

3.8.3 Èåþñçìá. ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ïìÜäá ôÜîåùò |G| = p2, üðïõ p ðñþôïò áñéè-
ìüò, ôüôå åßôå

G ∼= Zp2 åßôå G ∼= Zp × Zp.

Áðïäåéîç. ¸óôù G ìéá ïìÜäá ìå áêñéâþò p2 óôïé·åßá. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíá óôïé-
·åßï ôÞò G ôÜîåùò p2, ôüôå G ∼= Zp2 (âë. 3.2.33 êáé 3.3.15 (ii)). ÅÜí äåí õðÜñ·åé
êáíÝíá óôïé·åßïG ôÜîåùò p2, ôüôå (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.5.18 ôïý Lagrange)
êÜèå óôïé·åßï äéáöïñåôéêü ôïý ïõäåôÝñïõ ïöåßëåé íá Ý·åé ôÜîç p. Åí ôïéáýôç ðå-
ñéðôþóåé, ôï êÝíôñï Z(G) ôÞòG åßíáé ìç ôåôñéììÝíï êáôÜ ôï èåþñçìá 3.7.8. Ùò åê
ôïýôïõ, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá x ∈ Z (G)r{eG} êáé Ýíá y ∈ Gr hxi . Ôá p2

óôïé·åßá xiyj , 1 ≤ i, j ≤ p, åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá, êáèüôé hxi ∩ hyi = {eG}.
ÅðïìÝíùò, hxi hyi = G. ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò hxi ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò
hyi , äéüôé x ∈ Z(G). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.8.2, ç G åßíáé
éóüìïñöç ìå ôçí hxi × hyi, ïðüôå G ∼= Zp × Zp (âë. 3.2.33 êáé 3.3.15 (ii)).

3.8.4 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 3.8.1, Zp × Zp À Zp2 .
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3.9 ÐÑÏÓÄÉÏÑÉÓÌÏÓ ÏÌÁÄÙÍ ÔÁÎÅÙÓ ≤ 11
Êëåßíïõìå áõôü ôï êåöÜëáéï ôáîéíïìþíôáò ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý üëåò ôéò ðåðåñá-
óìÝíåò ïìÜäåò G ìå |G| ≤ 11.

3.9.1 Èåþñçìá. ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò |G| = 2p, üðïõ p ðåñéôôüò ðñþôïò
áñéèìüò. Ôüôå åßôå

G ∼= Z2p åßôå G ∼= Dp.

Áðïäåéîç. ¸óôùG ìéá ïìÜäá ìå áêñéâþò 2p óôïé·åßá. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíá óôïé·åßï
ôÞò G ôÜîåùò 2p, ôüôå G ∼= Z2p (âë. 3.2.33 êáé 3.3.15 (ii)). ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé
ôÜîåéò üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò G åßíáé < 2p, ôüôåG ∼= Dp.ÐñÜãìáôé° óýìöùíá ìå
ôï èåþñçìá 3.5.18 ôïý Lagrange êÜèå óôïé·åßï äéáöïñåôéêü ôïý ïõäåôÝñïõ ïöåßëåé
íá Ý·åé ôÜîç åßôå 2 åßôå p. ÅÜí üëá ôá g ∈ Gr{eG} åß·áí ôÜîç 2, ôüôå ç G èá Þôáí
áâåëéáíÞ (âë. 3.2.35 (iv)). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ Gr{eG},
a 6= b, ôï óýíïëï {eG, a, b, ab} èá Þôáí êëåéóôü ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò G, ïðüôå
èá áðïôåëïýóå õðïïìÜäá ôÞòG ôÜîåùò 4, ðñÜãìá ðïõ èá ìáò ïäçãïýóå óå Üôïðï
ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 3.5.18 ôïý Lagrange (êáèüôé 4 - 2p). ¢ñá ç G äéáèÝôåé êáô'
áíÜãêçí êÜðïéï óôïé·åßï, áò ðïýìå x, ôÜîåùò p.¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï y ∈ Gr hxi .
ÅðåéäÞ y hxi 6= hxi êáé |G : hxi| = 2, Ý·ïõìå

G = hxi
`

y hxi .

ÅðåéäÞ ïé hxi êáé y hxi åßíáé ïé ìüíåò (îÝíåò) ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò hxi åíôüò ôÞò
G, ãéá ôï y2 hxi = (y hxi)2 Ý·ïõìå

åßôå y2 hxi = y hxi åßôå y2 hxi = hxi .

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, y2 hxi = y hxi ⇒ y hxi = hxi , Þôïé êÜôé åî õðïèÝóåùò
áðïêëåéóèÝí. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç,

y2 hxi = hxi⇒ y2 ∈ hxi⇒ åßôå ord(y2) = 1 åßôå ord(y2) = p.

Åî õðïèÝóåùò, ord(y2) 6= p (äéüôé ç ord(y2) = p èá óÞìáéíå üôé ord(y) = 2p).
¢ñá ord(y2) = 1, ïðüôå ord(y) = 2. Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå óôïé·åßï y ∈ Gr hxi Ý·åé
ôÜîç 2. Ãéá ïéïäÞðïôå y ∈ Gr hxi Ý·ïõìå xy /∈ hxi , ïðüôå ìÝóù ôïý áíùôÝñù
åðé·åéñÞìáôïò óõíÜãïõìå üôé

ord(xy) = 2⇒ xyxy = eG ⇒ yx = x−1y−1 = x−1y.

ÁõôÝò ïé ó·Ýóåéò êáèïñßæïõí ðëÞñùò ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôÞò G.

ÅðåéäÞ ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò êáôÜëïãïò üëùí ôùí ìç êõêëéêþí ïìÜäùí ôÜîåùò
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2p êáèïñßæïíôáé ðëÞñùò áðü ôçí åîßóùóç yx = x−1y, üëåò ïé ìç êõêëéêÝò ïìÜäåò
ôÜîåùò 2p åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò. Âåâáßùò, çDp åßíáé (åê êáôáóêåõÞò) ìßá
åî áõôþí. ¢ñá G ∼= Dp. ¤

3.9.2 Èåþñçìá. (Cayley, 1859) ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ôÜîåùò |G| = 8. Ôüôå áõôÞ
ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá åê ôùí áêïëïýèùí ïìÜäùí :

Z8,Z4 × Z2,Z2 × Z2 × Z2,D4,Q (âë. 3.2.24).

Áðïäåéîç. ¸óôùG ìéá ïìÜäá ìå áêñéâþò ïêôþ óôïé·åßá. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíá óôïé-
·åßï ôÞò G ôÜîåùò 8, ôüôå G ∼= Z8 (âë. 3.2.33 êáé 3.3.15 (ii)). Ãé' áõôüí ôïí ëüãï
ìðïñïýìå, áðü åäþ êáé óôï åîÞò, íá õðïèÝôïõìå üôé ïé ôÜîåéò üëùí ôùí óôïé·åßùí
ôÞò G åßíáé ≤ 4. Äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

I Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï, Ýóôù x, ôÞò G
ôÜîåùò 4. Ôüôå åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï y ∈ Gr{x}. Ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò
hxi êáé hxi y ìáò ðáñÝ·ïõí ôá ïêôþ óôïé·åßá ôÞò G õðü ôç ìïñöÞ

eG, x, x
2, x3, y, xy, x2y, x3y.

Ðñïöáíþò, yx /∈ hxi , yx 6= y (åéäÜëëùò èá åß·áìå yx = y ⇒ x = eG) êáé yx 6= x2y

(äéüôé ç éóüôçôá yx = x2y èá ïäçãïýóå óôçí x = y−1x2y, ç ïðïßá, ìå ôç óåéñÜ
ôçò, èá Ýäéäå x2 = y−1x2yy−1x2y = eG). ¢ñá yx ∈

©
xy, x3y

ª
. ÅðéðñïóèÝôùò, ç

ôÜîç ôïý y åßíáé åßôå 2 åßôå 4. Ðáñáôçñïýìå üôé y2 /∈ hxi y (äéüôé y /∈ hxi) êáé üôé
y2 /∈ {x, x3} (äéüôé ç ôÜîç ôïý y åßíáé äéÜöïñç ôïý 8). ÅðïìÝíùò, åÜí ôï y Ý·åé ôÜîç
4, ôüôå y2 = x2. ÕðÜñ·ïõí ôÝóóåñá åí óõíüëù åíäå·üìåíá:

(i) ÅÜí yx = xy êáé y2 = eG, ôüôå çG åßíáé áâåëéáíÞ êáé ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò

xj 7−→ ([j]4 , [0]2), xjy 7−→ ([j]4 , [1]2), ∀j ∈ {0, 1, 2, 3},

êáôáêåõÜæåôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò G ∼= Z4 × Z2.

(ii) ÅÜí yx = x3y êáé y2 = eG, êáé åÜí ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí óõìâïëéóìü ôïí
åéóá·èÝíôá óôï (iii) ôïý åäáößïõ 3.4.26, ôüôå äéáðéóôþíïõìå üôé ç áðåéêüíéóç

xj 7−→ σj , xjy 7−→ σj ◦ τ , ∀j ∈ {0, 1, 2, 3},

ðñïóäéïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞòD4.

(iii) ÅÜí yx = xy êáé y2 = x2, ôüôå ç G åßíáé áâåëéáíÞ, ôï xy−1 Ý·åé ôÜîç 2 êáé ç
áðåéêüíéóç

xj 7−→ ([j]4 , [0]2), xjy 7−→ ([j + 1]4 , [1]2), ∀j ∈ {0, 1, 2, 3},

ìáò ïäçãåß óôïí êáèïñéóìü åíüò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôÞòG êáé ôÞòZ4×Z2.
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(iv) ÔÝëïò, åÜí yx = x3y êáé y2 = x2, êáé åÜí ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí óõìâïëéóìü
ôïí åéóá·èÝíôá óôï åäÜöéï 3.2.24, ôüôå äéáðéóôþíïõìå üôé ç áðåéêüíéóç

xν 7−→ jν , xνy 7−→ jνk, ∀ν ∈ {0, 1, 2, 3},

ðñïóäéïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò ïìÜäáò Q ôùí
ôåôñáíßùí.

I Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÕðïèÝôïõìå üôé êÜèå óôïé·åßï ðïõ áíÞêåé óôç äéáöïñÜ
Gr{eG} Ý·åé ôÜîç 2. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé çG åßíáé áâåëéáíÞ ïìÜäá (âë. ôï (iv)
ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.35). ÅðéëÝãïõìå ôñßá óôïé·åßá x, y, z ∈ Gr{eG}, ïýôùò þóôå
íá éó·ýåé xy 6= z. Ç õðïïìÜäá H = {eG, x, y, xy} åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Z2 × Z2
ìÝóù ôÞò

xjyk 7−→ ([j]2 , [k]2), j, k ∈ {0, 1},

êáé, åÜí K := hzi , ôüôå åýêïëá äéáðéóôþíïõìå üôé HK = G êáé H ∩K = {eG}.
ÅðïìÝíùò,

G ∼= H ×K ∼= Z2 × Z2 × Z2

åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 3.8.2. ¤

3.9.3 Èåþñçìá. (ÔáîéíïìÞóåùò) Ç ôáîéíüìçóç ôùí ïìÜäùí (G, ·) ìå |G| ≤ 11 ìÝ-
·ñéò éóïìïñöéóìïý åßíáé áõôÞ ðïõ êáôá·ùñßæåôáé óôïí áêüëïõèï êáôÜëïãï :

ôÜîç G

1 ôåôñéììÝíç
2 Z2
3 Z3
4 Z4, Z2 × Z2
5 Z5
6 Z6, D3

7 Z7
8 Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2, D4, Q

9 Z9, Z3 × Z3
10 Z10, D5

11 Z11

Ïé ïìÜäåò ïé åìöáíéæüìåíåò óå áõôüí ôïí êáôÜëïãï åßíáé áíÜ äýï ìç éóüìïñöåò.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò èá åîçãÞóïõìå ôï ðþò ó·çìáôßæåôáé ï áíùôÝñù êáôÜëï-
ãïò. ¼ôáí |G| = 1, ôüôå çG åßíáé ôåôñéììÝíç. ¼ôáí |G| ∈ {2, 3, 5, 7, 11}, ôï óõìðÝ-
ñáóìá åîÜãåôáé áðü ôï ðüñéóìá 3.5.21 êáé ôï (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.15. ¼ôáí
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|G| ∈ {4, 9}, áñêåß êáíåßò íá åöáñìüóåé ôï èåþñçìá 3.8.3. ¼ôáí |G| ∈ {6, 10},
ôüôå ôßèåôáé óå åöáñìïãÞ ôï èåþñçìá 3.9.1. ÔÝëïò, üôáí |G| = 8, ç ôáîéíüìçóç ìÝ-
·ñéò éóïìïñöéóìïý Ý·åé ãßíåé óôï èåþñçìá 3.9.2. Åí óõíå·åßá, èá äåßîïõìå üôé ïé
ïìÜäåò ïé åìöáíéæüìåíåò óôïí êáôÜëïãï åßíáé áíÜ äýï ìç éóüìïñöåò. Åßíáé ðñï-
öáíÝò üôé äõï ïìÜäåò äéáöïñåôéêÞò ôÜîåùò äåí åßíáé éóüìïñöåò (âë. 3.3.10 (i)).
ÅîÜëëïõ, êáôÜ ôï èåþñçìá 3.8.1, Z4 À Z2×Z2, Z8 À Z4×Z2, Z9 À Z3×Z3. Åðß-
óçò, çZ2×Z2×Z2 äåí ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá åê ôùíZ4×Z2 êáéZ8, äéüôé
äåí äéáèÝôåé êáíÝíá óôïé·åßï ôÜîåùò 4 Þ 8 (âë. 3.3.10 (iv)). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç
D3 äåí ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z6, äéüôé äåí åßíáé áâåëéáíÞ (âë. ôï (ii) ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.3.10) êáé, ãéá ôïí ßäéï ëüãï, ç D5 äåí ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ôÞò
Z10 áëëÜ ïýôå êáé çD4 íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá åê ôùí Z8, Z4×Z2, Z2×Z2×Z2.
AðïìÝíåé ëïéðüí íá äåé·èåß üôéD4 À Q. Ôïýôï Ýðåôáé åýêïëá áðü ôï ãåãïíüò üôé
çQ äéáèÝôåé ìüíïí Ýíá óôïé·åßï ôÜîåùò 2 (óõãêåêñéìÝíá ôï j2 = −I2), åíþ çD4

Ý·åé åí óõíüëù ðÝíôå óôïé·åßá ôÜîåùò 2. ¤


