
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

ÕðïìíÞóåéò áðü ôç
Óôïé·åéþäç Èåùñßá Áñéèìþí

Óêïðüò ôïý ðáñüíôïò êåöáëáßïõ åßíáé ç õðåíèýìéóç êÜðïéùí áðïôåëåóìÜôùí ôÞò
Óôïé·åéþäïõòÈåùñßáòÁñéèìþí, ïñéóìÝíá åê ôùí ïðïßùí åßíáé Þäç ãíùóôÜ áðü ôï
ó·ïëåßï1 êáé èá ·ñçóéìïðïéçèïýí êáô' åðáíÜëçøéí óå ü,ôé èá áêïëïõèÞóåé. Ìå-
ôáîý áõôþí óõãêáôáëÝãïíôáé ç ôáõôüôçôá ôÞò åõêëåéäåßïõ äéáéñÝóåùò, ïé êýñéåò
éäéüôçôåò êáé ï ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç êáé ôïý åëá·ß-
óôïõ êïéíïý ðïëëáðëáóßïõ (äýï Þ ðåñéóóüôåñùí áêåñáßùí), ç ìïíïóÞìáíôç ðá-
ñÜóôáóç åíüò öõóéêïý áñéèìïý ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí, ôï èåþñçìá ôïý
Euler ðåñß éóïôéìßùí êáé ç ðåñéãñáöÞ ôùí ëýóåùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí.

2.1 ÄÉÁÉÑÅÓÇ ÁÊÅÑÁÉÙÍ

Ç Ýííïéá ôÞò «äéáéñÝóåùò» Þôáí ãíùóôÞ êáé êáôáíïçôÞ Þäç áðü áñ·áéïôÜôùí ·ñü-
íùí. Ï Åõêëåßäçò óôï âéâëßï VII ôùí «Óôïé·åßùí» ôçí ðåñéãñÜöåé ìå ðåñéóóÞ óá-
öÞíåéá (âáóéæüìåíïò óôç ãåùìåôñéêÞ-áíèõöáéñåôéêÞ ìÝèïäï).

2.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôùüôé ïé a, b åßíáé äõï áêÝñáéïé áñéèìïß. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíáò áêÝ-
ñáéïò áñéèìüò c, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá b = ac, ôüôå ëÝìå üôé ï a äéáéñåß
ôïí b êáé üôé ï b åßíáé äéáéñåôüò (Þ äéáéñåßôáé) äéÜ ôïý a Þ -éóïäõíÜìùò- üôé ï b

1Ðñâë. Ë. Áäáìüðïõëïõ, Â. ÂéóêáäïõñÜêç, Ä. ÃáâáëÜ, Ã. Ðïëýæïõ êáé Á. ÓâÝñêïõ: ÌáèçìáôéêÜ (Â0 ÔÜîç Åíéáßïõ
Ëõêåßïõ, ÈåôéêÞ êáé Ôå·íïëïãéêÞ Êáôåýèõíóç), ÏÅÄÂ, ÁèÞíá, 1998, êåö. 4, óåë. 135-184.
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åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôïý a êáé üôé ï a åßíáé äéáéñÝôçò Þ ðáñÜãïíôáò ôïý b.¼ôáí ï a

äéáéñåß ôïí b ãñÜöïõìå a | b, åíþ üôáí ï a äåí äéáéñåß ôïí b ãñÜöïõìå a - b.

2.1.2 ÐáñÜäåéãìá. Ïé Üñôéïé (êáé áíôéóôïß·ùò, ïé ðåñéôôïß ) áêÝñáéïé áñéèìïß åß-
íáé åî ïñéóìïý åêåßíïé ïé áêÝñáéïé áñéèìïß ïé ïðïßïé äéáéñïýíôáé (êáé áíôéóôïß·ùò,
äåí äéáéñïýíôáé) äéÜ ôïý 2.

2.1.3 Ðñüôáóç. (i) a | 0 ãéá êÜèå a ∈ Z.
(ii) ±1 | a ãéá êÜèå a ∈ Z.
(iii) ÅÜí 0 | b, ôüôå b = 0.
(iv) ÅÜí b | ±1, ôüôå b = ±1.

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò 0 = a · 0.
(ii) ÅðåéäÞ a = 1 · a = (−1) · (−a) , Ý·ïõìå ±1 | a ãéá ïéïíäÞðïôå a ∈ Z.
(iii) ÅÜí 0 | b, ôüôå b = 0 · c ãéá êÜðïéïí c ∈ Z, ïðüôå êáô' áíÜãêçí b = 0.
(iv) ÅÜí b | ±1, ôüôå ±1 = b · c ãéá êÜðïéïí c ∈ Z, ïðüôå êáô' áíÜãêçí Ý·ïõìå
(b, c) ∈ {(±1,±1), (±1,∓1)}. ¤

2.1.4 Óçìåßùóç. Óå ü,ôé áêïëïõèåß óçìåéþíïõìå ùò |a| = sign(a) a ôçí áðüëõôç
ôéìÞ åíüò áêåñáßïõ a (âë. 1.8.30).

2.1.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ôá a, b, c, d ∈ Z,ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(i) a | b⇐⇒ −a | b⇐⇒ a | −b⇐⇒ |a| | |b| .
(ii) ÅÜí a | b êáé b 6= 0, ôüôå |a| ≤ |b| .
(iii) ÅÜí a | b êáé b | a, ôüôå |a| = |b| .
(iv) ÅÜí a | b êáé c | d, ôüôå ac | bd.
(v) ÅÜí a | b êáé b | c, ôüôå a | c.
(vi) ÅÜí 2 a | b êáé a | c, ôüôå a | bx+ cy ãéá êÜèå x, y ∈ Z.

Áðïäåéîç. (i) ÐñïöáíÝò åðß ôç âÜóåé ôïý ïñéóìïý ôÞò äéáéñåôüôçôáò áêåñáßùí.

(ii) ÅÜí a | b êáé b 6= 0, ôüôå õðÜñ·åé ìç ìçäåíéêüò áêÝñáéïò a0 ìå b = aa0. ÅðïìÝ-
íùò, |b| = |a| |a0|, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé |a| ≤ |b|.
(iii) ÅÜí ïé a êáé b åßíáé áìöüôåñïé ìç ìçäåíéêïß, ôüôå -ëüãù ôïý (ii)- |a| ≤ |b| êáé
|a| ≥ |b|, ïðüôå |a| = |b|. ÅÜí a = 0, ôüôå áðü ôç ó·Ýóç äéáéñåôüôçôáò a | b ëáìâÜ-
íïõìå b = 0 (âë. 2.1.3 (iii)). Ðáñïìïßùò åÜí b = 0, ôüôå áðü ôçí b | a ëáìâÜíïõìå
a = 0. ¢ñá óå êÜèå ðåñßðôùóç |a| = |b|.
2Ãåíéêüôåñá, åÜí n ∈ N, b1, . . . , bn ∈ Z, êáé a | bj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ôüôå (áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá
óõëëïãéóôéêÞ) Ý·ïõìå a |

Pn
j=1 xjbj ãéá ïéïõóäÞðïôå x1, . . . , xn ∈ Z.
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(iv) ÕðïèÝôïíôáò üôé a | b êáé c | d, èá õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé e, f, ôÝôïéïé þóôå íá
éó·ýïõí ïé éóüôçôåò b = ae êáé d = cf. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

bd = acef =⇒ ac | bd.

(v) ÕðïèÝôïíôáò üôé a | b êáé c | d, èá õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé e, f, ôÝôïéïé þóôå íá
éó·ýïõí ïé éóüôçôåò b = ae êáé c = bf. ÅðïìÝíùò,

c = bf = aef =⇒ a | c.

(vi) ÅÜí a | b êáé a | c, èá õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé e, f, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýïõí ïé
éóüôçôåò b = ae êáé c = af. Óõíåðþò,

bx+ cy = aex+ afy = a(ex+ fy) =⇒ a | bx+ cy

ãéá ïéïõóäÞðïôå x, y ∈ Z. ¤

2.1.6 Èåþñçìá. (Ç ôáõôüôçôá ôÞò åõêëåßäåéáò äéáéñÝóåùò)
ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé a ∈ Z êáé üôé b ∈ Zr{0}, ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíï æåýãïò (q, r) ∈ Z× Z, ïýôùò þóôå

a = qb+ r, üðïõ 0 ≤ r < |b| . (2.1)

Áðïäåéîç. Åí ðñþôïéò èá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç åíüò ôÝôïéïõ æåýãïõò áêå-
ñáßùí (q, r). Èåùñïýìå ôá óýíïëá

A := {a− xb | x ∈ Z} êáé S := {y ∈ A | y ≥ 0} .

Ôï S äåí åßíáé êåíü, äéüôé èÝôïíôáò x = − |a|sign(b) ëáìâÜíïõìå

a− xb = a+ |a| |b| ≥ 0,

äåäïìÝíïõ -åî õðïèÝóåùò- üôé |b| ≥ 1. Ùò åê ôïýôïõ, ôï S äéáèÝôåé Ýíá åëÜ·éóôï
óôïé·åßï r ≥ 0 (âë. ðñüôáóç 1.7.27). Áõôü óçìáßíåé üôé r = a − qb ãéá êÜðïéïí
q ∈ Z, ïðüôå a = qb+r. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï r äåí éêáíïðïéåß ôçí r < |b|, èá åß·áìå

r ≥ |b| > 0 =⇒ 0 ≤ r − |b| < r =⇒ r − |b| = a− qb− |b| = a− (q + sign (b))b,

Þôïé üôé r − |b| ∈ S, êÜôé ôï ïðïßï èá áíôÝöáóêå ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý r. ÊáôÜ
óõíÝðåéáí, ïé áíéóüôçôåò 0 ≤ r < |b| åßíáé üíôùò áëçèåßò. ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá äåß-
îïõìå üôé ôï áíùôÝñù æåýãïò (q, r) ðïõ éêáíïðïéåß ôçí (2.1) åßíáé, åðéðñïóèÝôùò,
êáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï. Áò õðïèÝóïõìå üôé

a = qb+ r = q0b+ r0,
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üðïõ (q0, r0) ∈ Z× Z, êáé üôé 0 ≤ r, r0 < |b| . Ôüôå

|r − r0| = |b| |q − q0|
êáé

0 ≤ |r − r0| < |b|

⎫⎬⎭ =⇒ |b| |q − q0| < |b| =⇒ |q − q0| < 1 =⇒
q,q0∈Z

q = q0.

¢ñá r = a− qb = a− q0b = r0, äçëáäÞ êáô' áíÜãêçí (q, r) = (q0, r0). ¤

2.1.7 Ïñéóìüò. Ôá q êáé r ôÞò ôáõôüôçôáò (2.1) ïíïìÜæïíôáé ôï ðçëßêï êáé, áíôé-
óôïß·ùò, ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý a äéÜ ôïý b.

2.2 ÌÅÃÉÓÔÏÓ ÊÏÉÍÏÓ ÄÉÁÉÑÅÔÇÓ
ÊÁÉ ÅËÁμÉÓÔÏ ÊÏÉÍÏ ÐÏËËÁÐËÁÓÉÏ

2.2.1 Ïñéóìüò. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé åÜí ïé a1, . . . , an åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, ìå
Ýíáí ôïõëÜ·éóôïí åî áõôþí 6= 0, ôüôå ïéïóäÞðïôå áêÝñáéïò ðïõ äéáéñåß êáèÝíáí åê
ôùí a1, . . . , an êáëåßôáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a1, . . . , an. ¸óôù S ôï óýíïëï ôùí
èåôéêþí êïéíþí äéáéñåôþí ôùí a1, . . . , an. Ðñïöáíþò ôï S åßíáé ìç êåíü, êáèüôé
1 ∈ S. ÅðåéäÞ ak 6= 0 ãéá êÜðïéïí k ∈ {1, ..., n}, Ý·ïõìå δ | ak êáé, ùò åê ôïýôïõ,
δ ≤ |ak| , ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï δ ôïýS.ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôïS åßíáé ðåðåñáóìÝíï.
Ôï ìÝãéóôï óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ S (ùò ðñïò ôçí “ ≤ ”) êáëåßôáé ìÝãéóôïò êïéíüò
äéáéñÝôçò (=: ìêä) ôùí a1, . . . , an êáé óõìâïëßæåôáé ùò ìêä(a1, . . . , an). Óçìåéù-
ôÝïí üôé ãéá êÜèå a ∈ Z ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí äéáéñåôþí ôïý a óõìðßðôåé ìå ôï
óýíïëï ôùí èåôéêþí äéáéñåôþí ôïý −a. ÅðïìÝíùò,

ìêä(a1, . . . , an) = ìêä(|a1| , . . . , |an|),

äçëáäÞ ï ìêä ôùí a1, . . . , an åßíáé áíåîÜñôçôïò ôùí ðñïóÞìùí ôïõò. Åðßóçò,
åðåéäÞ êÜèå áêÝñáéïò äéáéñåß ôï ìçäÝí, Ý·ïõìå

ìêä(0, a1, . . . , an) = ìêä(a1, . . . , an).

(Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ìðïñïýìå åöåîÞò íá õðïèÝôïõìå üôé êáíåßò åê ôùí åêÜóôïôå
èåùñïõìÝíùí áêåñáßùí a1, . . . , an äåí åßíáé ìçäÝí.)

2.2.2 Ïñéóìüò. Äõï ìç áñíçôéêïß áêÝñáéïé a, b êáëïýíôáé ó·åôéêþò ðñþôïé üôáí
ìêä(a, b) = 1. (Åðßóçò, åíáëëáêôéêþò, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ëÝìå üôé ï a åßíáé
ðñþôïò ðñïò ôïí b Þ -éóïäõíÜìùò- üôé ï b åßíáé ðñþôïò ðñïò ôïí a).

2.2.3 Ïñéóìüò. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, ïé a1, . . . , an ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß êáé
ìêä(a1, . . . , an) = 1, ôüôå ëÝìå üôé ïé áêÝñáéïé a1, . . . , an åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé Þ
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üôé åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò. ÅÜí ìêä(aj , ak) = 1 ãéá ïéïõóäÞðïôå j, k ∈ {1, ..., n}
ìå j 6= k, ôüôå ëÝìå üôé ïé áêÝñáéïé a1, . . . , an åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé áíÜ äýï (Þ
áíÜ æåýãç) Þ, åíáëëáêôéêþò, üôé åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò áíÜ äýï (Þ áíÜ æåýãç).

2.2.4 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí ïé áêÝñáéïé a1, . . . , an åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé áíÜ äýï,
ôüôå åßíáé êáé ó·åôéêþò ðñþôïé (ùò ïëüôçôá). ÁíôéèÝôùò, ôï íá åßíáé ïé áêÝñáéïé
a1, . . . , an ó·åôéêþò ðñþôïé äåí óçìáßíåé üôé áõôïß åßíáé êáô' áíÜãêçí êáé ó·åôé-
êþò ðñþôïé áíÜ äýï. Ð.·., ìêä(5, 6, 10) = 1, ìå ìêä(5, 6) = 1, áëëÜ ìêä(5, 10) = 5
êáé ìêä(6, 10) = 2.

2.2.5 Èåþñçìá. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, ïé a1, . . . , an ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé êáé

d = ìêä(a1, . . . , an),

ôüôå õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé áñéèìïß k1, . . . , kn, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá 3

d = k1a1 + · · ·+ knan. (2.2)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôï óýíïëï

S :=

(
nP
j=1

λjaj

¯̄̄̄
¯ λ1, . . . , λn ∈ Z

)
.

ÈÝôïíôáò

εj,l :=

½
1, üôáí j = l,

0, üôáí j 6= l,

ãéá êÜèå j, l ∈ {1, . . . , n}, Ý·ïõìå ðñïöáíþò

al =
nP
j=1

εj,laj ∈ S, ∀l ∈ {1, . . . , n}.

ÅÜí êÜðïéïò åê ôùí a1, . . . , an åßíáé> 0, ôüôå S∩N 6= ∅ .Ùóôüóï, ôï üôé S∩N 6= ∅
åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò, äéüôé áêüìç êáé åÜí al < 0 ãéá êÜèå l ∈ {1, . . . , n}, Ý·ïõìå

−al =
nP
j=1

(−εj,l) aj ∈ S ∩ N.

Ùò åê ôïýôïõ, ôï S ∩N äéáèÝôåé åëÜ·éóôï óôïé·åßï (âë. ðñüôáóç 1.7.27), áò ðïýìå
ôï d0 =

Pn
j=1 kjaj . Èá áðïäåßîïõìå üôé d0 = d. ÐñÜãìáôé° ãéá ïéïäÞðïôå óôïé-

·åßï m =
Pn

j=1 λjaj ôïý S õðÜñ·åé (êáôÜ ôï èåþñçìá 2.1.6) Ýíá ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíï æåýãïò (q, r) ∈ Z× Z, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

m = qd0 + r, üðïõ 0 ≤ r < d0.

3Åßèéóôáé íá ëÝìå üôé ìÝóù ôÞò (2.2) ï d åêöñÜæåôáé ùò áêÝñáéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí a1, . . . , an (ìå óõ-
íôåëåóôÝò ôïõ ôïõò k1, . . . , kn).
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ÕðïèÝôïíôáò üôé r > 0 êáôáëÞãïõìå óå êÜôé ôï Üôïðï, êáèüóïí

d0 > r =
nP
j=1

(λj − kjq) aj ∈ S.

¢ñá r = 0 =⇒ d0 | m êáé, åéäéêüôåñá, d0 | aj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. ÅðéðñïóèÝ-
ôùò, ãéá ïéïíäÞðïôå δ ∈ N , ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé δ | a1, . . . , δ | an, Ý·ïõìå

[δ | k1a1, . . . , δ | knan] =⇒ δ | d0 =⇒ δ ≤ d0

(âë. 2.1.5 (vi) êáé (ii)), ïðüôå ôåëéêþò d0 = d. ¤

2.2.6 Ðüñéóìá. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé,
ôüôå Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò d éóïýôáé ìå ôïí ìêä(a1, . . . , an) åÜí êáé ìüíïí åÜí
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) d | a1, . . . , d | an,
(ii) ãéá ïéïíäÞðïôå δ ∈ N , ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé δ | a1, . . . , δ | an, Ý·ïõìå δ | d.

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.2.5 õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé k1, . . . , kn, ôÝôïéïé
þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

ìêä(a1, . . . , an) = k1a1 + · · ·+ knan.

Ôï (i) éó·ýåé åî ïñéóìïý. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý (ii) áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá
èåôéêü êïéíü äéáéñÝôç δ ôùí a1, . . . , an êáé íá áðïäåßîïõìå üôé áõôüò äéáéñåß ôïí
ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôïõò. ÅðåéäÞ

δ | aj =⇒ δ | kjaj , ∀j ∈ {1, . . . , n},

äéáðéóôþíïõìå ðñÜãìáôé üôé δ |ìêä(a1, . . . , an) (ðñâë. 2.1.5 (vi)). Êáé áíôéóôñü-
öùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ï d åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôá
(i) êáé (ii), ôüôå ï d åßíáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a1, . . . , an (ëüãù ôïý (i)) êáé ïéïóäÞ-
ðïôå èåôéêüò êïéíüò äéáéñÝôçò δ ôùí a1, . . . , an äéáéñåß ôïí d (ëüãù ôïý (ii)), ïðüôå
δ ≤ d (âë. 2.1.5 (ii)). ÅðïìÝíùò, d = ìêä(a1, . . . , an). ¤

2.2.7 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé n ∈ N, n ≥ 2, êáé üôé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß
áêÝñáéïé. ÅÜí ï d åßíáé Ýíáò èåôéêüò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a1, . . . , an, ï ïðïßïò
ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ d = k1a1 + · · ·+ knan, ìå ôïõò k1, . . . , kn áêåñáßïõò, ôüôå
Ý·ïõìå d = ìêä(a1, . . . , an).

Áðïäåéîç. ¸óôù δ Ýíáò èåôéêüò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a1, . . . , an. ÅðåéäÞ

δ | aj =⇒ δ | kjaj , ∀j ∈ {1, . . . , n},

Ý·ïõìå δ | d (âë. 2.1.5 (vi)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, d = ìêä(a1, . . . , an) âÜóåé ôïý ðïñß-
óìáôïò 2.2.7. ¤
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2.2.8 Ðüñéóìá. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé,
ôüôå ïé a1, . . . , an åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé
áñéèìïß k1, . . . , kn, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

k1a1 + · · ·+ knan = 1.

Áðïäåéîç. ÅÜí ïé a1, . . . , an åßíáé ðñþôïé ìåôáîý ôïõò, ôüôå ç ùò Üíù éóüôçôá
åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôï èåþñçìá 2.2.5. ÅÜí, áíôéóôñüöùò, k1a1 + · · · + knan = 1

ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò k1, . . . , kn, Ý·ïõìå 1 | aj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ïðüôå
ìêä(a1, . . . , an) = 1 äõíÜìåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.7. ¤

2.2.9 Ðüñéóìá. ÅÜí a,m, n ∈ Zr{0}, ôüôå ìêä(a,mn) = 1 åÜí êáé ìüíïí åÜí
ìêä(a,m) = 1 êáé ìêä(a, n) = 1.

Áðïäåéîç. ÅÜí ìêä(a,mn) = 1, ôüôå êáôÜ ôï ðüñéóìá 2.2.8 õðÜñ·ïõí k, l ∈ Z,
ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá ka+lmn = 1.Ìå åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôïý ðïñßóìá-
ôïò 2.2.8 (êáé, óõãêåêñéìÝíá, ôÞò áíôßóôñïöçò óõíåðáãùãÞò ðïõ äçëïß ôï «ìüíïí
åÜí») óõìðåñáßíïõìå üôé ìêä(a,m) = 1 êáé ìêä(a, n) = 1. Êáé áíôéóôñüöùò° õðï-
èÝôïíôáò üôé ìêä(a,m) = 1 êáé ìêä(a, n) = 1, èá õðÜñ·ïõí r, s, t, u ∈ Z, ôÝôïéïé
þóôå

ra+ sm = 1

ta+ un = 1

)
=⇒ ra+ sm (ta+ un) = 1 = (r + stm) a+ (su)mn,

ïðüôå êáé ðÜëé ìÝóù ôïý 2.2.8 ðñïêýðôåé üôé ìêä(a,mn) = 1. ¤

2.2.10 Ðüñéóìá. ÅÜí a, b, c ∈ Zr{0}, ìêä(a, b) = 1 êáé a | bc, ôüôå a | c.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ìêä(a, b) = 1, âÜóåé ôïý 2.2.8 õðÜñ·ïõí k, l ∈ Z, ôÝôïéïé þóôå
íá éó·ýåé ç éóüôçôá ka+ lb = 1. Ùò åê ôïýôïõ,

kac+ lbc = c,

êáé åðåéäÞ a | ac êáé a | bc, Ý·ïõìå a | c. ¤

2.2.11 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé åÜí ïé λ, a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß
áêÝñáéïé,ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ìêä(λa1, . . . , λan) = |λ| ìêä(a1, . . . , an),
(ii) åÜí ìêä(a1, . . . , an) = d, ôüôå ìêä(

a1
d
, . . . ,

an
d
) = 1, êáé

(iii) ìêä(a1, . . . , an) = ìêä(a1 + ν2a2 + · · · + νnan, a2, ..., an), ãéá ïéïõóäÞðïôå
ν2, .., νn ∈ Z.
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Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ìêä(a1, . . . , an) = d, ôüôå êáôÜ ôï èåþñçìá 2.2.5 õðÜñ·ïõí
áêÝñáéïé k1, . . . , kn, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá d = k1a1 + · · ·+ knan. Åðï-
ìÝíùò,

d |λ| =
nP
j=1

kjaj |λ| =
nP
j=1

(sign (λ) kj) ajλ,

êé åðåéäÞ d | aj =⇒ d |λ| | ajλ, ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ï ìêä ôùí λa1, . . . , λan
åßíáé ï d |λ| äõíÜìåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.7.

(ii) Óýìöùíá ìå ôï (i) Ý·ïõìå

d = ìêä(a1, . . . , an) = ìêä(d a1
d , . . . , d

an
d ) = d ìêä(a1d , . . . ,

an
d ),

ïðüôå ìêä(a1d , . . . ,
an
d ) = 1.

(iii) Êáôüðéí åéóáãùãÞò ôùí óõíôïìïãñáöéþí

ìêä(a1, . . . , an) =: d, ìêä(a1 + ν2a2 + · · ·+ νnan, a2, ..., an) =: d
0,

ðáñáôçñïýìå üôé

[d | aj =⇒ d | νjaj , ∀j ∈ {2, . . . , n}] =⇒ d | a1 + ν2a2 + · · ·+ νnan.

ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 2.2.6, d | d0. Êáé áíôéóôñüöùò° åðåéäÞ

d0 | a1 + ν2a2 + · · ·+ νnan êáé [d0 | aj =⇒ d0 | νjaj, ∀j ∈ {2, . . . , n}] ,

Ý·ïõìå

d0 | a1 + ν2a2 + · · ·+ νnan − (ν2a2 + · · ·+ νnan),

Þôïé d0 | a1, ïðüôå d0 | aj , ∀j ∈ {1, 2, . . . , n}, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé d0 | d (âë. 2.2.6).
ÅðåéäÞ ïé d êáé d0 åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé, ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò d | d0 êáé d0 | d
ìáò ïäçãïýí óôçí éóüôçôá d = d0 (âë. 2.1.5 (iii)). ¤

2.2.12 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 3, êáé åÜí ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝ-
ñáéïé,ôüôå ãéá êÜèå k ∈ Z, 1 ≤ k ≤ n− 2, éó·ýåé ç éóüôçôá

ìêä(a1, . . . , an) = ìêä(a1, . . . , ak, ìêä(ak+1, . . . , an)). (2.3)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ìêä(a1, . . . , an) | aj ãéá êÜèå j ∈ {k + 1, . . . , n} Ý·ïõìå

ìêä(a1, . . . , an) | ìêä(ak+1, . . . , an).
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ÅðïìÝíùò, ìêä(a1, . . . , an) | aj ãéá ïéïíäÞðïôå äåßêôç j ∈ {1, . . . , n} êáé
ìêä(a1, . . . , an) |ìêä(ak+1, . . . , an), áð' üðïõ óõíÜãïõìå üôé

ìêä(a1, . . . , an) | ìêä(a1, . . . , ak, ìêä(ak+1, . . . , an)). (2.4)

Êáé áíôéóôñüöùò° ìêä(a1, . . . , ak, ìêä(ak+1, . . . , an)) | aj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k}
êáé

ìêä(a1, . . . , ak, ìêä(ak+1, . . . , an)) | ìêä(ak+1, . . . , an),

ïðüôå ìêä(a1, . . . , ak, ìêä(ak+1, . . . , an)) | aj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ðïõ óçìáß-
íåé üôé

ìêä(a1, . . . , ak,ìêä(ak+1, . . . , an)) | ìêä(a1, . . . , an). (2.5)

ÅðåéäÞ ïé ðñïêåßìåíïé ìÝãéóôïé êïéíïß äéáéñÝôåò åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé, áðü ôéò
(2.4), (2.5) êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.5 óõìðåñáßíïõìå ôçí éó·ý ôÞò éóüôçôáò
(2.3). ¤

2.2.13 ÐáñáôÞñçóç. ÈÝôïíôáò k = 1 êáé åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (2.3) n−1 öïñÝò
åßíáé äõíáôÞ ç áíáãùãÞ ôÞò åõñÝóåùò ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç n ≥ 3 ìç ìç-
äåíéêþí áêåñáßùí áñéèìþí a1, . . . , an óôçí åýñåóç ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç
n− 1 æåõãþí ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí.

I Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò ðñïóäéïñéóìïý ìêä. Ï õðïëïãéóìüò ôïý ìåãßóôïõ êïé-
íïý äéáéñÝôç äýï ôõ·üíôùí ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí r0 = a, r1 = b ìðïñåß íá
åêôåëåóèåß ìå ôç âïÞèåéá ôïý ëåãïìÝíïõ Åõêëåéäåßïõ áëãïñßèìïõ, ï ïðïßïò âáóß-
æåôáé óôç ·ñÞóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ôáõôïôÞôùí ôÞò Åõêëåéäåßïõ äéáéñÝóåùò
(2.1) ùò áêïëïýèùò: ÅðåéäÞ ìêä(a, b) = ìêä(|a| , |b|) ìðïñïýìå -·ùñßò âëÜâç ôÞò
ãåíéêüôçôáò- íá õðïèÝóïõìå üôé a ≥ b > 0. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 2.1.6 õðÜñ·ïõí ìï-
íïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá æåýãç áêåñáßùí áñéèìþí (qj , rj), 1 ≤ j ≤ n+1, ïýôùò þóôå
íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

r0 = r1q1 + r2, 0 ≤ r2 < r1
r1 = r2q2 + r3, 0 ≤ r3 < r2
r2 = r3q3 + r4, 0 ≤ r4 < r3
· · · · · · · · · · · ·
rn−3 = rn−2qn−2 + rn−1, 0 ≤ rn−1 < rn−2
rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 ≤ rn < rn−1
rn−1 = rnqn + rn+1, 0 ≤ rn+1 < rn.

(2.6)

(ÅÜí ∃rj , j ≥ 2, ìå rj = 0, ôüôå óôáìáôïýìå). Åî áõôþí óõíÜãïõìå -éäéáéôÝñùò-
üôé

0 ≤ rn+1 < rn < rn−1 < · · · < r3 < r2 < r1 ≤ r0.
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ÅÜí õðïèÝôáìå üôé ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ôï õðüëïéðï rn+1 åßíáé 6= 0, èá êá-
ôáëÞãáìå óôï óõìðÝñáóìá üôé ìåôáîý ôïý 0 êáé ôïý r0 = a õðÜñ·ïõí Üðåéñïé (äéá-
êåêñéìÝíïé) öõóéêïß áñéèìïß, êÜôé ðïõ èá Þôáí Üôïðï. Ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·åé (êáô'
áíÜãêçí) êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò, áò ôïí ðïýìå n∗, ãéá ôïí ïðïßï rn∗ 6= 0 êáé
rn∗+1 = 0.

2.2.14 Ðñüôáóç. (Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò) Ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a êáé
b åßíáé ï

ìêä(a, b) = rn∗ . (2.7)

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.2.11 (iii) Ý·ïõìå

ìêä(a, b) = ìêä(r0, r1) = ìêä(r1, r0) = ìêä(r1, r1q1 + r2) = ìêä(r1, r2)

êáé, êáô' áíáëïãßáí,

ìêä(r1, r2) = ìêä(r2, r3) = · · · = ìêä(rn∗−1, rn∗) = ìêä(rn∗qn∗ , rn∗) = rn∗ ,

áð' üðïõ Ýðåôáé ç éóüôçôá (2.7). ¤

2.2.15 ÐáñÜäåéãìá. Ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí a = 240 êáé b = 50, ëáìâá-
íïìÝíïõ õð' üøéí üôé ⎧⎨⎩

240 = 50 · 4 + 40,
50 = 40 · 1 + 10,
40 = 10 · 4 + 0,

õðïëïãßæåôáé ìÝóù ôùí éóïôÞôùí ìêä(240, 50) = ìêä(50, 40) = ìêä(40, 10) = 10.

2.2.16 Óçìåßùóç. Ôï èåþñçìá 2.2.5 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáé-
ñÝôçò n ≥ 2 ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí áñéèìþí åêöñÜæåôáé ùò áêÝñáéïò ãñáììéêüò
óõíäõáóìüò áõôþí ôùí áñéèìþí. Ùóôüóï, åîáéôßáò ôÞò êáèáñþò «õðáñîéáêÞò»
áðïäåßîåþò ôïõ, äåí ìáò ðáñÝ·åé êáìßá ðëçñïöïñßá ãéá ôïí ôñüðï õðïëïãéóìïý
ôùí óõíôåëåóôþí ôïý åí ëüãù ãñáììéêïý óõíäõáóìïý. ÁíôéèÝôùò, üôáí n = 2,

ï Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò ìáò äéáóöáëßæåé êáôÜ ôñüðï êáôáóêåõáóôéêü Ýíá öõ-
óéêü æåýãïò áêåñáßùí, ïé ïðïßïé ðáßæïõí ôïí ñüëï óõíôåëåóôþí ôïý ìêä(a, b) ùò
áêåñáßïõ ãñáììéêïý óõíäõáóìïý ôùí a êáé b, ùò áêïëïýèùò:

2.2.17 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé a êáé b åßíáé äõï èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß êáé a ≥ b, ôüôå

ìêä(a, b) = sn∗a+ tn∗b, (2.8)
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ìå 4 ⎧⎨⎩
s0 = 1, t0 = 0,

s1 = 0, t1 = 1,

sj = sj−2 − qj−1sj−1, tj = tj−2 − qj−1tj−1,

ãéá êÜèå j ∈ {2, . . . , n∗}, üðïõ ôá q1, q2, . . . , qn∗−1 åßíáé ôá ðçëßêá ôùí äéáéñÝóåùí
(2.6) ôùí åìöáíéæïìÝíùí êáôÜ ôçí åêôÝëåóç ôïý Åõêëåéäåßïõ áëãïñßèìïõ ãéá ôïí
ðñïóäéïñéóìü ôïý ìêä(a, b) êáé n∗ ï ëçêôéêüò ôïõ öõóéêüò áñéèìüò (ãéá ôïí ïðïßï
rn∗ 6= 0 êáé rn∗+1 = 0).

Áðïäåéîç. μñçóéìïðïéþíôáò ôéò äéáéñÝóåéò (2.6) èá áðïäåßîïõìå ôéò éóüôçôåò

rj = sja+ tjb, ∀j ∈ {0, 1, . . . , n∗}, (2.9)

áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç (2.8), ëüãù ôïý üôé ìêä(a, b) = rn∗ . Ðñïò ôïýôï áñêåß íá
åñãáóèïýìå åðáãùãéêþò åðß ôïý j. Ãéá j = 0 Ý·ïõìå

a = r0 = 1 · a+ 0 · b = s0a+ t0b,

åíþ ãéá j = 1,

b = r1 = 0 · a+ 1 · b = s1a+ t1b.

ÕðïèÝôïíôáò üôé rj = sja + tjb ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k − 1}, üðïõ 1 ≤ k ≤ n∗,

Ý·ïõìå

rk = rk−2 − rk−1qk−1,

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåþò ìáò,

rk = (sk−2a+ tk−2b)− (sk−1a+ tk−1b) qk−1

= (sk−2 − skqk−1) a+ (tk−2 − tk−1qk−1) b

= ska+ tkb,

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

2.2.18 ÐáñáôÞñçóç. (i) μñçóéìïðïéþíôáò n − 1 öïñÝò ôçí (2.3) (ãéá k = 1, âë.
ðáñáôÞñçóç 2.2.13) êáé ôçí éóüôçôá (2.8) åßíáé äõíáôüò ï õðïëïãéóìüò óõãêåêñé-
ìÝíùí óõíôåëåóôþí k1, . . . , kn ∈ Z ôïý d = ìêä(a1, . . . , an) ãéá ôçí ÝêöñáóÞ ôïõ
ùò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý (2.2). Ùóôüóï, èá ðñÝðåé åäþ íá ôïíéóèåß üôé ç åðéëïãÞ

4Ãéá ôïí óõó·åôéóìü áõôþí ôùí ðåðåñáóìÝíùí áêïëïõèéþí ìå ôçí êáôÜáñêåôÜ êïìøü ôñüðï ðáñÜóôáóç ôïý ðçëßêïõ
ôïý a

b =
a/ìêä(a,b)
b/ìêä(a,b) ùò ðåðåñáóìÝíïõ óõíå·ïýò êëÜóìáôïò ðñâë. D. Burton: Elementary Number Theory, third ed.,

McGraw-Hill Co., 1997, åí. 14.2, óåë. 290.
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áêåñáßùí k1, . . . , kn, ôÝôïéùí þóôå íá éó·ýåé ç (2.2) äåí åßíáé êáôÜ êáíÝíáí ôñüðï
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç!

(ii) Ãéá íá êáôáóôåß ðåñéóóüôåñï óáöÝò ôï üôé ç åðéëïãÞ ôùí ùò Üíù áêåñáßùí
óõíôåëåóôþí äåí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç áêüìç êáé ãéá n = 2, èåùñïýìå
äõï ìç ìçäåíéêïýò áêåñáßïõò a êáé b êáé èÝôïõìå d = ìêä(a, b). ÅÜí

d = sa+ tb,

ãéá êáôÜëëçëïõò s, t ∈ Z, ôüôå

d =

µ
s+ k

µ
b

d

¶¶
a+

³
t− k

³a
d

´´
b,

ãéá ïéïíäÞðïôå k ∈ Z.

2.2.19 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé n ∈ N êáé üôé ïé a1, . . . , an åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß.
¸íáò áêÝñáéïò μ êáëåßôáé êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí a1, .., an üôáí a1 | μ, .., an | μ.
(ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí Ýíáò åê ôùí a1, . . . , an åßíáé ßóïò ìå ôï 0, ôüôå ôï ìïíáäéêü
ðïëëáðëÜóéü ôïõò åßíáé ôï 0).

2.2.20 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé n ∈ N êáé üôé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝ-
ñáéïé áñéèìïß. Ðñïöáíþò ï öõóéêüò áñéèìüò |a1 · · · an| åßíáé Ýíá êïéíü ðïëëá-
ðëÜóéï ôùí a1, . . . , an. Ùò åê ôïýôïõ, ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí ðïëëáðëáóßùí ôùí
a1, . . . , an åßíáé ìç êåíü êáé äéáèÝôåé Ýíá åëÜ·éóôï óôïé·åßï. Ôï óôïé·åßï áõôü
êáëåßôáé åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï (=: åêð) ôùí a1, . . . , an êáé óõìâïëßæåôáé
ùò åêð(a1, . . . , an). ÅðåéäÞ ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí ðïëëáðëáóßùí ôùí a1, . . . , an
éóïýôáé ìå ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí ðïëëáðëáóßùí ôùí |a1| , . . . , |an| , óõìðåñáß-
íïõìå üôé åêð(a1, . . . , an) = åêð(|a1| , . . . , |an|).

2.2.21 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé, ôüôå
Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïòm éóïýôáé ìå ôï åêð(a1, . . . , an) åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýïõí
ôá áêüëïõèá :

(i) a1 | m, . . . , an | m,

(ii) ãéá ïéïíäÞðïôå èåôéêü áêÝñáéï μ, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé a1 | μ, . . . , an | μ, Ý·ïõìå
m | μ.

Áðïäåéîç. ÅÜím = åêð(a1, . . . , an), ôüôå åî ïñéóìïý a1 | m, . . . , an | m, ïðüôå
éó·ýåé ôï (i). ÅîÜëëïõ, ãéá ïéïíäÞðïôå èåôéêü áêÝñáéï μ, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé
a1 | μ, . . . , an | μ, õðÜñ·åé (êáôÜ ôï 2.1.6) Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï æåýãïò
(q, r) ∈ Z× Z, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

μ = qm+ r, üðïõ 0 ≤ r < m.
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ÅðåéäÞ

a1 | m, . . . , an | m
a1 | μ, . . . , an | μ

)
=⇒ a1 | r, . . . , an | r,

ôï r åßíáé Ýíá êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí a1, . . . , an. ¢ñá r = 0 (äéüôé åÜí r > 0, èá
åß·áìå r ≥ m, Þôïé êÜôé ôï Üôïðï), ïðüôå éó·ýåé êáé ôï (ii).

Êáé áíôéóôñüöùò° õðïèÝôïíôáò ôçí éó·ý ôùí éäéïôÞôùí (i) êáé (ii) ãéá Ýíáí èå-
ôéêü áêÝñáéï m, ôï m åßíáé Ýíá êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí a1, . . . , an êáé ãéá ïéïäÞ-
ðïôå êïéíü ðïëëáðëÜóéï μ ôùí a1, . . . , an Ý·ïõìå m | μ, áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå
üôém ≤ μ, Þôïé üôém = åêð(a1, . . . , an). ¤

2.2.22 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N êáé åÜí ïé λ, a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝ-
ñáéïé,ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) åêð(λa1, . . . , λan) = |λ| åêð(a1, . . . , an),
(ii) åÜí åêð(a1, . . . , an) = m, ôüôå ìêä(ma1 , . . . ,

m
an
) = 1.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí åêð(a1, . . . , an) = m, ôüôå ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}

aj | m =⇒ λaj | |λ|m,

ïðüôå, äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.21, åêð(λa1, . . . , λan) | |λ|m. ÅðéðñïóèÝôùò,

λaj | åêð(λa1, . . . , λan) =⇒ aj | åêð(λa1,... ,λan)
|λ| , ∀j ∈ {1, . . . , n},

ïðüôåm | åêð(λa1,... ,λan)
|λ| =⇒ |λ|m |åêð(λa1, . . . , λan). ÅðïìÝíùò,

|λ|m | åêð(λa1, . . . , λan)
åêð(λa1, . . . , λan) | |λ|m

¾
=⇒ åêð(λa1, . . . , λan) = |λ|m.

(ii) ÅðåéäÞ ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n} Ý·ïõìå ìêä(ma1 , . . . ,
m
an
) | maj ,

∃cj ∈ Z : m = ìêä(ma1 , . . . ,
m
an
)ajcj ⇒ ìêä(ma1 , . . . ,

m
an
)aj | m,

ïðüôå (âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.21)

åêð
³
ìêä(ma1 , . . . ,

m
an
)a1, . . . , ìêä(ma1 , . . . ,

m
an
)an

´
| m,

ðïõ óçìáßíåé, ëüãù ôïý (i), üôé

ìêä(ma1 , . . . ,
m
an
)m | m =⇒ ìêä(ma1 , . . . ,

m
an
)m ≤ m.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ìêä(ma1 , . . . ,
m
an
) = 1. ¤
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2.2.23 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 3, êáé åÜí ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝ-
ñáéïé,ôüôå ãéá êÜèå k ∈ Z, 1 ≤ k ≤ n− 2, éó·ýåé ç éóüôçôá :

åêð(a1, . . . , an) = åêð(a1, . . . , ak, åêð(ak+1, . . . , an)). (2.10)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ aj |åêð(a1, . . . , an) ãéá êÜèå j ∈ {k + 1, . . . , n} Ý·ïõìå

åêð(ak+1, . . . , an) | åêð(a1, . . . , an).

ÅðïìÝíùò, aj |åêð(a1, . . . , an) ãéá ïéïíäÞðïôå äåßêôç j ∈ {1, . . . , n} êáé

åêð(ak+1, . . . , an) | åêð(a1, . . . , an),

áð' üðïõ óõíÜãïõìå üôé

åêð(a1, . . . , ak, åêð(ak+1, . . . , an)) | åêð(a1, . . . , an). (2.11)

Êáé áíôéóôñüöùò° ìêä(a1, . . . , ak, ìêä(ak+1, . . . , an)) | aj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k}
êáé

åêð(ak+1, . . . , an) | åêð(a1, . . . , ak, åêð(ak+1, . . . , an)),

ïðüôå aj |åêð(a1, . . . , ak,åêð(ak+1, . . . , an)) ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ðïõ óçìáßíåé
üôé

åêð(a1, . . . , an) | åêð(a1, . . . , ak, åêð(ak+1, . . . , an)). (2.12)

ÅðåéäÞ ôá ðñïêåßìåíá åëÜ·éóôá êïéíÜ ðïëëáðëÜóéá åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé, áðü ôéò
(2.11), (2.12) êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.5 óõìðåñáßíïõìå ôçí éó·ý ôÞò éóüôçôáò
(2.10). ¤

2.2.24 ÐáñáôÞñçóç. ÈÝôïíôáò k = 1 êáé åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (2.10) n− 1 öï-
ñÝò åßíáé äõíáôÞ ç áíáãùãÞ ôÞò åõñÝóåùò ôïý åëá·ßóôïõ êïéíïý ðïëëáðëáóßïõ
n ≥ 3 ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí áñéèìþí a1, . . . , an óôçí åýñåóç ôïý åëá·ßóôïõ êïé-
íïý ðïëëáðëáóßïõ n−1 æåõãþí ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí. ÅðéðñïóèÝôùò, ï õðïëï-
ãéóìüò ôïý åëá·ßóôïõ êïéíïý ðïëëáðëáóßïõ äýï ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí ìðïñåß
íá áíá·èåß áðåõèåßáò óôïí õðïëïãéóìü ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç ôïõò, åÜí
ëçöèåß õð' üøéí ï ôýðïò (2.13), ôïí ïðïßï áðïäåéêíýïõìå óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

2.2.25 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå ìç ìçäåíéêïýò áêåñáßïõò áñéèìïýò a, b Ý·ïõìå

ìêä(a, b) åêð(a, b) = |ab| . (2.13)
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ìêä(a, b) | a êáé ìêä(a, b) | b, Ý·ïõìå ìêä(a, b) | |ab| . Áñêåß
ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå üôé ï áêÝñáéïò ìç ìçäåíéêüò áñéèìüò |ab|

ìêä(a,b) éóïýôáé ìå
ôï åêð(a, b) . Ðñïò ôïýôï èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí ðñüôáóç 2.2.21. Êáô' áñ·Üò,
a | |ab|

ìêä(a,b) êáé b | |ab|
ìêä(a,b) . Áò õðïèÝóïõìå üôé ï μ åßíáé åíáò èåôéêüò áêÝñáéïò,

ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé a | μ êáé b | μ. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 2.2.5, õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé
áñéèìïß s, t, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá: ìêä(a, b) = sa+ tb. Óõíåðþò,

μ
|ab|

ìêä(a,b)

=
ìêä(a, b)μ
|ab| =

(sa+ tb)μ

|ab| =
³
sign (a)

μ

b

´
s+

³
sign (b)

μ

a

´
t ∈ Z,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé |ab|
ìêä(a,b) | μ, ïðüôå êáô' áíÜãêçí

|ab|
ìêä(a,b)= åêð(a, b) . ¤

2.3 ÐÑÙÔÏÉ ÁÑÉÈÌÏÉ

2.3.1 Ïñéóìüò. ¸íáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò p > 1 êáëåßôáé ðñþôïò üôáí ïé
ìüíïé äéáéñÝôåò ôïõ åßíáé ïé ±1 êáé ±p.¸íáò ðñþôïò áñéèìüò ðïõ åßíáé äéáéñÝôçò
åíüò áêåñáßïõ m êáëåßôáé ðñþôïò äéáéñÝôçò Þ ðñþôïò ðáñÜãïíôáò ôïý m. ¸íáò
öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2, ï ïðïßïò äåí åßíáé ðñþôïò, êáëåßôáé óýíèåôïò áñéèìüò.
ÅÜí ï n åßíáé óýíèåôïò, ôüôå õðÜñ·ïõí öõóéêïß áñéèìïß n1, n2, ôÝôïéïé þóôå íá
éó·ýåé 1 < n1 ≤ n2 < n êáé n = n1n2.

2.3.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2 äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí ðñþôï
äéáéñÝôç.

Áðïäåéîç. ¸óôù k := min{m ∈ N | m ≥ 2 êáé m | n}. ÅÜí ï k Þôáí óýíèåôïò
áñéèìüò, ôüôå èá õðÞñ·áí k1, k2 ∈ N, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé 2 ≤ k1 ≤ k2 < k êáé
k = k1k2, ðñÜãìá Üôïðï (áöïý k1 | k êáé k2 | k), äéüôé ï k åßíáé åî õðïèÝóåùò ï
åëÜ·éóôïò öõóéêüò ≥ 2 ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá. ¢ñá ï k ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôïò
áñéèìüò. ¤

2.3.3 Èåþñçìá. Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéèìþí åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï 5.

Áðïäåéîç6. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéèìþí åßíáé ðåðåñá-
óìÝíï, áò ðïýìå ôï {p1, p2, . . . , pk}, êé áò èåùñÞóïõìå ôïí öõóéêü áñéèìü

m := p1p2 · · · pk + 1.

Ôüôå p1 - m, p2 - m, . . . , pk - m (äéüôé åÜí õðÞñ·å êÜðïéïò j ∈ {1, ..., k} ìå pj | m,

èá åß·áìå pj | p1p2 · · · pk, ïðüôå pj | m − p1p2 · · · pk, Þôïé pj | 1, êÜôé ðïõ èá
5Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéèìþí, üíôáò õðïóýíïëï ôïý N, åßíáé ðñïöáíþò áñéèìÞóéìï.
6Âë. Åõêëåßäïõ «Óôïé·åßá», âéâëßï Éμ, åä. 20: «Ïé ðñþôïé áñéèìïß ðëåßïõò åéóß ðáíôüò ôïý ðñïôåèÝíôïò ðëÞèïõò
ðñþôùí». (Ðñâë. ÌåôÜöñáóç-ó·üëéá-åðåîçãÞóåéò Å. ÓôáìÜôç, ÏÅÄÂ, ÁèÞíá, 1953, óåë. 250-253 êáé 358-359.)
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áíôÝöáóêå ðñïò ôçí áíéóüôçôá pj ≥ 2). Ôïýôï üìùò åßíáé Üôïðï åðß ôç âÜóåé ôÞò
ðñïôÜóåùò 2.3.2. ¤

2.3.4 Èåþñçìá. ÊÜèå öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2 ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï ðñþôùí áñéè-
ìþí.

Áðïäåéîç7. Èá ãßíåé ·ñÞóç ôÞò äåýôåñçò ìïñöÞò ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò (âë.
1.6.38). Ãéá n = 2 ôï èåþñçìá åßíáé áëçèÝò. ÕðïèÝôïõìå üôé áõôü óõìâáßíåé
êáé ãéá ôïõò áêåñáßïõò 2, 3, . . . , n− 1 êáé èåùñïýìå ôïí áêÝñáéï n. ÅÜí ï n åßíáé
ðñþôïò, ôüôå ôï èåþñçìá åßíáé ðñïöáíþò áëçèÝò. ÅÜí ï n åßíáé óýíèåôïò, ôüôå
õðÜñ·ïõí öõóéêïß áñéèìïß n1, n2, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé 1 < n1 ≤ n2 < n êáé
n = n1n2. Ëïãù ôÞò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåþò ìáò áìöüôåñïé ïé n1, n2 ðáñéóôþíôáé
ùò ãéíüìåíá ðñþôùí áñéèìþí. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ï n

ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï ðñþôùí áñéèìþí. ¤

Óôçí åðüìåíç åíüôçôá (êáé óõãêåêñéìÝíá, óôï èåþñçìá 2.4.40) èá äïèåß ìéá éêáíÞ
êáé áíáãêáßá óõíèÞêç, ïýôùò þóôå Ýíáò áêÝñáéïò > 1 íá åßíáé ðñþôïò.

2.3.5 ËÞììá. ÅÜí ïém,n åßíáé áêÝñáéïé 6= 0, 1 êáé ï p ðñþôïò ìå p | mn, ôüôå åßôå
p | m åßôå p | n.

Áðïäåéîç. ÅÜí õðïèÝóïõìå, ·ùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, üôé p - m, ôüôå
ìêä(p,m) = 1, ïðüôå êáô' áíÜãêçí p | n âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.10. ¤

2.3.6 ËÞììá. ÅÜí k ∈ N êáé ïé p, p1, . . . , pk åßíáé ðñþôïé áñéèìïß, ôÝôïéïé þóôå
p | p1 · · · pk, ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò äåßêôçò j ∈ {1, ..., k}, ìå p = pj .

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ p | p1 · · · pk, åßôå p | p1 åßôå p | p2p3 · · · pk (âë. 2.3.5). ÅÜí p - p1,
ôüôå p | p2p3 · · · pk, ïðüôå êáé ðÜëé åßôå p | p2 åßôå p | p3 · · · pk. Êáô' áíáëïãßáí, åÜí
p - p2, ôüôå p | p3 · · · pk, ïðüôå ýóôåñá áðü ôçí åðáíÜëçøç ôïý éäßïõ óõëëïãéóìïý
(ôï ðïëý k − 1 öïñÝò) óõìðåñáßíïõìå üôé p | pj ãéá êÜðïéïí äåßêôç j ∈ {1, ..., k}.
ÅðåéäÞ ïé p, pj åßíáé ðñþôïé, óõíÜãïõìå üôé p = pj . ¤

2.3.7 Èåþñçìá. (Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ÁñéèìçôéêÞò) ÊÜèå öõóéêüò áñéèìüò
n ≥ 2 ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò ãéíüìåíï ðñþôùí áñéèìþí (ìç ëáìâáíïìÝíçò
õð' üøéí ôÞò äéáôÜîåùò ôùí åìöáíéæïìÝíùí ðáñáãüíôùí åíôüò áõôïý).

Áðïäåéîç. ÊÜôá ôï èåþñçìá 2.3.4 êÜèå öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2 ìðïñåß íá ðáñá-
óôáèåß ùò ãéíüìåíï ðñþôùí áñéèìþí. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß ôï ìïíïóÞìáíôï

7Âë. Åõêëåßäïõ «Óôïé·åßá», âéâëßï VII, åä. 31: «¢ðáò óýíèåôïò áñéèìüò õðü ðñþôïõ ôéíüò áñéèìïý ìåôñåßôáé».
(Ðñâë. ÌåôÜöñáóç-ó·üëéá-åðåîçãÞóåéò Å. ÓôáìÜôç, ÏÅÄÂ, ÁèÞíá, 1953, óåë. 168-171 êáé 322.)
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ôÞò ðáñáóôÜóåùò (ìç ëáìâáíïìÝíçò õð' üøéí ôÞò äéáôÜîåùò ôùí åìöáíéæïìÝíùí
ðáñáãüíôùí åíôüò áõôÞò). Ðñïò ôïýôï õðïèÝôïõìå üôé

n = p1 · · · pk = q1 · · · ql, (2.14)

üðïõ k, l ∈ N êáé p1, . . . , pk, q1, . . . , ql ðñþôïé áñéèìïß. ÅðéðñïóèÝôùò, ·ùñßò
âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, õðïèÝôïõìå üôé

p1 ≤ · · · ≤ pk êáé q1 ≤ · · · ≤ ql.

μñçóéìïðïéþíôáò ôç äåýôåñç ìïñöÞ ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí n (âë.
1.6.38) èá äåßîïõìå üôé

k = l êáé pj = qj , ∀j ∈ {1, . . . , k}.

Ãéá n = 2 ôï èåþñçìá åßíáé áëçèÝò. ÕðïèÝôïõìå üôé áõôü åßíáé áëçèÝò êáé ãéá
êÜèå öõóéêü t, ìå 2 ≤ t < n, üðïõ n ïéïóäÞðïôå ðáãéùìÝíïò öõóéêüò≥ 3. ÅÜí ï n
åßíáé ðñþôïò, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ÅÜí o n åßíáé óýíèåôïò, ôüôå óôçí
(2.14) Ý·ïõìå k ≥ 2 êáé l ≥ 2. ÅðåéäÞ

p1 | q1 · · · ql êáé q1 | p1 · · · pk,

õðÜñ·oõí êÜðïéïé äåßêôåò j ∈ {1, ..., k}, ∈ {1, ..., l} ìå q1 = pj êáé p1 = q (êáôÜ
ôï ëÞììá 2.3.6). Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

p1 ≤ pj = q1
q1 ≤ q = p1

¾
=⇒ p1 = q1,

ïðüôå 1 < n
p1

< n êáé

n

p1
= p2 · · · pk = q2 · · · ql.

Ëüãù ôÞò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåþò ìáò k − 1 = l − 1 êáé pj = qj ,∀j ∈ {2, . . . , k}.
Ùò åê ôïýôïõ, k = l êáé pj = qj ,∀j ∈ {1, . . . , k}. ¤

2.3.8 Ïñéóìüò. Áðü ôï èåþñçìá 2.3.7 Ýðåôáé üôé êÜèå öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2 ìðï-
ñåß íá ãñáöåß ìïíïóçìÜíôùò ùò

n = pα11 pα22 · · · pαkk , (2.15)

üðïõ k ∈ N, ïé p1, p2, . . . , pk ðñþôïé áñéèìïß ìå p1 < p2 < · · · < pk êáé ïé
α1, α2, . . . , αk öõóéêïß áñéèìïß. Ç Ýêöñáóç (2.15) êáëåßôáé ðáñÜóôáóç ôïý n ùò
ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí Þ áðïóýíèåóç ôïý n óå ãéíüìåíï ðñþôùí áñéèìþí (Þ
ðñþôùí ðáñáãüíôùí).
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2.3.9 ÐáñáôÞñçóç. Ðñïöáíþò êÜèå áêÝñáéïò n ∈ Zr{0,±1} ìðïñåß íá ãñáöåß
ìïíïóçìÜíôùò ùò

n = sign (n) pα11 pα22 · · · pαkk , (2.16)

üðïõ k ∈ N, ïé p1, p2, . . . , pk ðñþôïé áñéèìïß ìå p1 < · · · < pk êáé ïé α1, . . . , αk
öõóéêïß áñéèìïß. ÁëëÜ áêüìç êáé êÜèå ñçôüò áñéèìüò n ∈ Qr{0,±1} ìðï-
ñåß íá ðáñáóôáèåß ìïíïóçìÜíôùò õðü ôç ìïñöÞ (2.16), üðïõ -åí ðñïêåéìÝíù- ïé
α1, α2, . . . , αk óõìâïëßæïõí ìç ìçäåíéêïýò áêåñáßïõò áñéèìïýò.

2.3.10 ËÞììá. ¸óôù a Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ãñáöüìåíïò õðü ôç ìïñöÞ

a = pα11 pα22 · · · pαkk ,

üðïõ k ∈ N, ïé p1, p2, . . . , pk äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé áñéèìïß êáé ïé α1, α2, . . . , αk
ìç áñíçôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôüôå Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò b äéáéñåß ôïí a åÜí êáé
ìüíïí åÜí

b = p
β1
1 p

β2
2 · · · pβkk ,

üðïõ ïé β1, β2, . . . , βk åßíáé ìç áñíçôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß ìå 0 ≤ βj ≤ αj , ãéá
êÜèå j ∈ {1, ..., k}.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ãéá a = 1 ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò, ìðïñïýìå, äß·ùò
âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, íá õðïèÝóïõìå üôé a ≥ 2 êáé üôé ç áíùôÝñù Ýêñáóç åß-
íáé ç áðïóýíèåóç ôïý a óå ãéíüìåíï ðñþôùí áñéèìþí. ÅÜí b = p

β1
1 p

β2
2 · · · pβkk ìå

0 ≤ βj ≤ αj ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., k}, ôüôå

a = b
³
p
α1−β1
1 p

α2−β2
2 · · · pαk−βkk

´
=⇒ b | a.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ï b åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2, ï ïðïßïò äéáéñåß ôïí a
êáé Ý·åé ùò áðïóýíèåóÞ ôïõ óå ãéíüìåíï ðñþôùí ôçí

b = q
γ1
1 q

γ2
2 · · · qγll ,

ôüôå õðÜñ·åé öõóéêüò áñéèìüò c, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

a = bc =⇒ a = pα11 pα22 · · · pαkk =
¡
q
γ1
1 q

γ2
2 · · · qγll

¢
c.

Áðü ôç ìïíáäéêüôçôá ôÞò ðáñáóôÜóåùò ôïý a ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí ðáñáãüíôùí
ëáìâÜíïõìå l ≤ k êáé

q = pj , 0 < γ ≤ αj , ∀ ∈ {1, ..., l},

ãéá êÜðïéï õðïóýíïëï äåéêôþí {j1, . . . , j } ⊆ {1, ..., k}.Ùò åê ôïýôïõ, ïéïóäÞðïôå
öõóéêüò áñéèìüò b ≥ 1 äéáéñåß ôïí a èá ãñÜöåôáé õðü ôçí åðéèõìçôÞ ìïñöÞ. ¤
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2.3.11 Ïñéóìüò. ¸íáò a ∈ Zr{0} êáëåßôáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï üôáí ∃c ∈ Zr{0} :
c2 = a.

2.3.12 Ðñüôáóç. ÅÜí Ýíáò n ∈ N äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, ôüôå ç ôåôñáãùíéêÞ
ôïõ ñßæá

√
n åßíáé Ýíáò Üññçôïò áñéèìüò.

Áðüäåéîç. Åñãáæüìáóôå ìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». ÕðïèÝôïõìå üôé ï n ∈ N äåí
åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï êáé üôé õðÜñ·ïõí a, b ∈ Zr{0}, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç
éóüôçôá

√
n = a

b .Ðñïöáíþò, n ≥ 2 êáén = a2

b2 .Èåùñïýìå ôç ìïíáäéêÞ ðáñÜóôáóç
ôùí a, b õðü ôç ìïñöÞ ãéíïìÝíùí

a = pα11 pα22 · · · pαkk , b = p
β1
1 p

β2
2 · · · pβkk ,

üðïõ k ∈ N, p1, . . . , pk äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé êáé α1, . . . , αk, β1, . . . , βk ìç áñíç-
ôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôüôå

a2 = p2α11 p2α22 · · · p2αkk , b2 = p
2β1
1 p

2β2
2 · · · p2βkk .

Åî õðïèÝóåùò, b2 | a2. ÊáôÜ ôï ëÞììá 2.3.10, 0 ≤ 2βj ≤ 2αj ,∀j ∈ {1, ..., k}.
ÅðïìÝíùò,

n = p
2α1−2β1
1 p

2α2−2β2
2 · · · p2αk−2βkk =

³
p
α1−β1
1 p

α2−β2
2 · · · pαk−βkk

´2
,

êÜôé ðïõ êáôáöáíþò áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò (Þôïé ðñïò ôï üôé ï n äåí
åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï). ¤

2.3.13 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé
ìå

|a1| = p
α1,1
1 · · · pα1,kk , . . . . . . , |an| = p

αn,1
1 · · · pαn,kk ,

üðïõ ïé p1, . . . , pk åßíáé ðñþôïé áñéèìïß êáé ïé αj,l, j ∈ {1, ..., n}, l ∈ {1, ..., k}, ìç
áñíçôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß, ôüôå

ìêä(a1, . . . , an) =
kY
l=1

p
min{α1,l,...,αn,l}
l . (2.17)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ìêä(a1, . . . , an) = ìêä(|a1| , . . . , |an|), ìðïñïýìå -äß·ùò âëÜâç
ôÞò ãåíéêüôçôáò- íá õðïèÝóïõìå üôé ïé a1, . . . , an åßíáé èåôéêïß. ÅðåéäÞ

min{α1,l, ..., αn,l} ≤ αj,l, ∀j ∈ {1, ..., n} êáé ∀l ∈ {1, ..., k},
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Ý·ïõìå
kQ
l=1

p
min{α1,l,...,αn,l}
l | aj , ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., n} (âë. 2.3.10). ÅðéðñïóèÝôùò,

åÜí δ åßíáé ïéïóäÞðïôå öõóéêüò áñéèìüò, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé δ | a1, . . . , δ | an,
ôüôå, êáôÜ ôï ëÞììá 2.3.10, δ = pδ11 pδ22 · · · p

δk
k , üðïõ

0 ≤ δl ≤ αj,l, ∀j ∈ {1, ..., n} êáé ∀l ∈ {1, ..., k},

ïðüôå

δl ≤ min{α1,l, ..., αn,l}, ∀l ∈ {1, ..., k} =⇒ δ |
kQ
l=1

p
min{α1,l,...,αn,l}
l .

ÅðïìÝíùò ç (2.17) åßíáé áëçèÞò ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.6. ¤

2.3.14 Ðüñéóìá. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a, b1, . . . , bn åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé
ìå ôïõò b1, . . . , bn ó·åôéêþò ðñþôïõò áíÜ äýï, ôüôå

ìêä(a,
nQ
j=1

bj) =
nQ
j=1

ìêä(a, bj). (2.18)

Áðïäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôçí éóüôçôá (2.18) óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí
ïðïßá ïé ùò Üíù áñéèìïß åßíáé öõóéêïß ≥ 2. Åöáñìüæïõìå ôçí ðñþôç ìïñöÞ ôÞò
ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí n (âë. 1.6.36), èåùñþíôáò ùò áöåôçñßá ìáò
ôïí n = 2. ÅÜí n = 2 êáé åÜí ïé áðïóõíèÝóåéò ôùí b1, b2 óå ãéíüìåíá ðñþôùí
ðáñáãüíôùí åßíáé ïé

b1 = p
β1
1 p

β2
2 · · · pβkk , b2 = q

γ1
1 q

γ2
2 · · · qγll ,

ôüôå ïé p1, p2, . . . , pk, q1, q2, . . . , ql åßíáé äéáöïñåôéêïß áíÜ äýï ðñþôïé áñéèìïß, êá-
èüóïí ìêä(b1, b2) = 1. ÃñÜöïíôáò ôïí a ùò ãéíüìåíï äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéè-
ìþí õðü ôç ìïñöÞ

a =
³
pδ11 pδ22 · · · pδkk

´
(qε11 qε22 · · · qεll )

³
r
ζ1
1 r

ζ2
2 · · · rζmm

´
,

üðïõ δ1,δ2, . . . , δk, ε1, ε2, . . . , εl ∈ N0 êáôÜëëçëïé åêèÝôåò ôùí ðñþôùí ðïõ åìöá-
íßæïíôáé óôéò áðïóõíèÝóåéò ôùí b1, b2 êáé r1, r2, . . . , rm ïé ðñþôïé ðïõ åìöáíßæï-
íôáé óôçí áðïóýíèåóç ôïý a, áëëÜ äåí ðåñéÝ·ïíôáé óôéò áðïóõíèÝóåéò ôùí b1, b2,
õøùìÝíïé óå êáôÜëëçëåò äõíÜìåéò ζ1, ζ2, . . . , ζm ∈ N. Åöáñìüæïíôáò ôçí (2.17)
ëáìâÜíïõìå

ìêä (a, b1b2) =

Ã
kQ

j=1
p
min{βj ,δj}
j

!Ã
lQ
=1

p
min{γ ,ε }

!
= ìêä (a, b1) ìêä (a, b2) .

ÕðïèÝôïíôáò üôé ç (2.18) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí n = k ≥ 2, èá ôçí áðïäåßîïõìå
êáé ãéá n = k + 1. Ðáñáôçñïýìå üôé ìêä(b1b2 · · · bk, bk+1) = 1 (ÐñÜãìáôé° åÜí ï p
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åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ï ïðïßïò äéáéñåß áìöïôÝñïõò ôïõò b1b2 · · · bk êáé bk+1,
ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò äåßêôçò j ∈ {1, . . . , k} ìå p | bj , ïðüôå p |ìêä(bj , bk+1) = 1,
ðñÜãìá Üôïðï.) ÂÜóåé ôùí üóùí áðïäåßîáìå ãéá äýï ðáñÜãïíôåò,

ìêä(a,
k+1Q
j=1

bj) = ìêä(a,
kQ

j=1
bj) ìêä (a, bk+1) .

ÅîÜëëïõ, áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç,

ìêä(a,
kQ

j=1
bj) =

kQ
j=1

ìêä(a, bj),

ïðüôå ç (2.18) åßíáé áëçèÞò êáé ãéá n = k + 1. ¤

2.3.15 Ðüñéóìá. Åóôù üôé n ∈ N, n ≥ 2, êáé üôé ïé a, b1, . . . , bn åßíáé ìç ìçäåíéêïß
áêÝñáéïé ìå ôïõò b1, . . . , bn ó·åôéêþò ðñþôïõò áíÜ äýï. ÅÜí bj | a ãéá êÜèå äåßêôç
j ∈ {1, ..., n}, ôüôå

nQ
j=1

bj | a.

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.3.14 Ý·ïõìå

ìêä(a,
nQ
j=1

bj) =
nQ
j=1

ìêä(a, bj) =
nQ
j=1

|bj | ,

ïðüôå
nQ
j=1

bj | a. ¤

2.3.16 Ðüñéóìá. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé,
ó·åôéêþò ðñþôïé áíÜ äýï, ôüôå åêð(a1, . . . , an) = |a1 · · · an| .

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ aj | |a1 · · · an| ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n} Ý·ïõìå

åêð(a1, . . . , an) | |a1 · · · an|

(âë. 2.2.21 (ii)). ÅîÜëëïõ åðåéäÞ åî ïñéóìïý aj |åêð(a1, . . . , an) ãéá êÜèå äåßêôç
j ∈ {1, . . . , n} êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé áíÜ äýï,

a1 · · · an | åêð(a1, . . . , an) =⇒ |a1 · · · an| | åêð(a1, . . . , an)

(âë. 2.3.15 êáé 2.1.5 (i)). ÅðåéäÞ ôüóï ôï åêð(a1, . . . , an) üóï êáé ï |a1 · · · an| åßíáé
èåôéêïß áêÝñáéïé, áðü ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.5 óõìðåñáßíïõìå üôé ïöåßëïõí íá
åßíáé ßóïé. ¤
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2.3.17 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ïé a1, . . . , an åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé
ìå

|a1| = p
α1,1
1 · · · pα1,kk , . . . . . . , |an| = p

αn,1
1 · · · pαn,kk ,

üðïõ ïé p1, . . . , pk åßíáé ðñþôïé áñéèìïß êáé ïé αj,l, j ∈ {1, ..., n}, l ∈ {1, ..., k}, ìç
áñíçôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß, ôüôå

åêð(a1, . . . , an) =
kY
l=1

p
max{α1,l,...,αn,l}
l . (2.19)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ åêð(a1, . . . , an) = åêð(|a1| , . . . , |an|), ìðïñïýìå -·ùñßò âëÜâç
ôÞò ãåíéêüôçôáò- íá õðïèÝóïõìå üôé ïé a1, . . . , an åßíáé èåôéêïß. ÅðåéäÞ

αj,l ≤ max{α1,l, ..., αn,l}, ∀j ∈ {1, ..., n} êáé ∀l ∈ {1, ..., k},

Ý·ïõìå aj |
kQ
l=1

p
max{α1,l,...,αn,l}
l , ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., n} (âë. 2.3.10). ÅðéðñïóèÝôùò,

åÜí μ åßíáé ïéïóäÞðïôå öõóéêüò áñéèìüò, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé a1 | μ, . . . , an | μ,
ôüôå, êáôÜ ôï ëÞììá 2.3.10,

μ =
¡
p
μ1
1 p

μ2
2 · · · pμkk

¢
p
μk+1
k+1 · · · pμνν ,

üðïõ ïé p1, p2, . . . , pk, . . . , pν åßíáé äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé áñéèìïß êáé ïé
μ1, μ2, . . . , μk, . . . , μν êáôÜëëçëïé öõóéêïß áñéèìïß ìå

αj,l ≤ μl, ∀j ∈ {1, ..., n} êáé ∀l ∈ {1, ..., k},

ïðüôå

max{α1,l, ..., αn,l} ≤ μl, ∀l ∈ {1, ..., k} =⇒
kQ
l=1

p
max{α1,l,...,αn,l}
l | μ.

ÅðïìÝíùò ç (2.19) åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.21. ¤

2.4 ÉÓÏÔÉÌÉÅÓ

2.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. ¸íáò áêÝñáéïò a ïñßæåôáé íá åßíáé
éóüôéìïò åíüò áêåñáßïõ b êáôÜ ìüäéïm (Þmodulom), óõìâïëéæüìåíïò ùò8

a ≡ b(modm),

8Ï óõìâïëéóìüò áõôüò åéóÞ·èç áðü ôïí C.-F. Gauss (1777-1855) ôï Ýôïò 1801 óôï Ýñãï ôïõ «Disquisitiones
Arithmeticae», óôï ïðïßï áíáðôýóóåôáé ìå óáöÞíåéá êáé áõóôçñüôçôá ï ëïãéóìüò ôùí éóïôéìéþí.
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üôáí m | a − b. Ï m êáëåßôáé, åí ðñïêåéìÝíù, ôï ìüäéï9 ôÞò éóïôéìßáò. ¼ôáí
m - a − b, ôüôå ëÝìå üôé ï a åßíáé áíéóüôéìïò ôïý b êáôÜ ìüäéï m êáé ãñÜöïõìå
a 6≡ b(modm).

2.4.2 ÐáñáôÞñçóç. Ïé êáôùôÝñù éäéüôçôåò ôÞò äéìåëïýò ó·Ýóåùò ‘‘≡'' (åðß ôïý Z)
áðïññÝïõí Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü 2.4.1:

(i) a ≡ 0(modm)⇐⇒ m | a.
(ii) Ãéá ïéïõóäÞðïôå áêåñáßïõò a, b Ý·ïõìå a ≡ b(mod 1).

(iii) Ï áêÝñáéïò a åßíáé Üñôéïò⇐⇒ a ≡ 0(mod 2).
(iv) Ï áêÝñáéïò a åßíáé ðåñéôôüò⇐⇒ a ≡ 1(mod 2).
(v) ÅÜí a ≡ b(modm) êáé n | m, ãéá êÜðïéïí n ∈ N, ôüôå a ≡ b(mod n).

2.4.3 Óçìåßùóç. ¼ôáí a ≡ b(modm) ïé a êáé b ïíïìÜæïíôáé åíßïôå êáé éóïûðüëïé-
ðïé êáôÜ ìüäéïm, ëüãù ôÞò åðïìÝíçò ðñïôÜóåùò:

2.4.4 Ðñüôáóç. ¸·ïõìå a ≡ b(mod m) åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé a êáé b, äéáéñïýìåíïé
äéÜ ôïým, áöÞíïõí ôï ßäéï õðüëïéðï.

Áðïäåéîç. Åêôåëþíôáò ôÞ äéáßñåóç ôùí a êáé b äéÜ ôïým ëáìâÜíïõìå

a = κm+ ν, b = λm+ ρ,

üðïõ κ, λ, ν, ρ ∈ Z ìå 0 ≤ ν, ρ < m. Ðáñáôçñïýìå üôé

a ≡ b(modm)⇐⇒ m | a− b⇐⇒ m | ν − ρ.

ÅðåéäÞ üìùò |ν − ρ| < m, âÜóåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.5 óõìðåñáßíïõìå üôé
m | ν − ρ⇐⇒ ν = ρ. ¤

2.4.5 Ðñüôáóç. (Èåìåëéþäåéò éäéüôçôåò éóïôéìéþí) ¸óôù üôé ï m åßíáé Ýíáò öõóé-
êüò áñéèìüò êáé ïé a, b, c, d áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí a ≡ b(modm) êáé c ≡ d(modm), ôüôå

a± c ≡ b± d(modm) êáé ac ≡ bd(modm).

(ii) ÅÜí a ≡ b(modm), ôüôå

a± c ≡ b± c(modm) êáé ac ≡ bc(modm).

9¢ëëïé óõããñáöåßò ðñïôéìïýí íá êáëïýí ôï ìüäéï ìÝôñï ôÞò (åêÜóôïôå èåùñïýìåíçò) éóïôéìßáò. Ðñïóï·Þ! Ìç óõã-
·Ýåôå ôï (ïõäÝôåñï) ïõóéáóôéêü: ôï ìüäéï (ãåñì. dasModul) ìå ôï (áñóåíéêü) ïõóéáóôéêü: ï ìüäéïò (ãåñì. derModul)
ðïõ åßíáé üñïò ·ñçóéìïðïéïýìåíïò ãéá íá åêöñÜæåé Ýíáí ãåíéêåõìÝíï äéáíõóìáôéêü ·þñï (ìå ôá âáèìùôÜ ôïõ ìåãÝèç
áíÞêïíôá óå Ýíáí äáêôýëéï ðïõ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí óþìá.)
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(iii) ÅÜí a ≡ b(modm), ôüôå

ak ≡ bk(modm), ∀k ∈ N.

(iv) ÅÜí c 6= 0, ôüôå a ≡ b(modm)⇐⇒ ac ≡ bc(modmc).

(v) ÅÜí c 6= 0, ôüôå ac ≡ bc(modm)⇐⇒ a ≡ b(mod m
ìêä(m,c) ).

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí a ≡ b(mod m) êáé c ≡ d(mod m), ôüôå õðÜñ·ïõí k1, k2 ∈ Z,
ôÝôïéïé þóôå

a− b = k1m

c− d = k2m

)
=⇒

(
(a± c)− (b± d) = (a− b)± (c− d) = (k1 ± k2)m,

ac− bd = (bk2 + dk1 + k1k2m)m,

ïðüôå a± c ≡ b± d(modm) êáé ac ≡ bd(modm).
(ii) ÅðåéäÞ c ≡ c(modm), ïé éóïôéìßåò áõôÝò Ýðïíôáé áðü ôï (i).
(iii) Ôïýôï áðïäåéêíýåôáé êÜíïíôáò ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. Ãéá k = 1, ï
éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. ÕðïèÝôïíôáò üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí áêÝ-
ñáéï k > 1, Ý·ïõìå

a ≡ b(modm) (åî õðïèÝóåùò) êáé
ak ≡ bk(modm) (áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç)| {z }

⇓ (i)
ak+1 ≡ bk+1(modm).

(iv) Áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé

m | a− b⇐⇒ mc | (a− b) c.

(v) ÅÜí ac ≡ bc(modm), ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.11 êáé ôï
ðüñéóìá 2.2.10, ëáìâÜíïõìå

m | (a− b)c =⇒ m
ìêä(m,c) | (a− b) c

ìêä(m,c)

ìêä( m
ìêä(m,c) ,

c
ìêä(m,c) ) = 1

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ m

ìêä(m, c)
| a− b,

Þôïé a ≡ b(mod m
ìêä(m,c) ). Êáé áíôéóôñüöùò° õðïèÝôïíôáò üôé a ≡ b(mod m

ìêä(m,c) ),

ôüôå -óýìöùíá ìå ôï (iv)- ìêä(m, c) a ≡ìêä(m, c) b(modm). ÅðéðñïóèÝôùò,

ìêä(m, c) | c =⇒ (∃c0 ∈ Z : c = ìêä(m, c)c0).

ÅÜí ëïéðüí åöáñìüóïõìå ôï (ii), ëáìâÜíïõìå

ìêä(m, c) c0 a ≡ ìêä(m, c) c0 b(modm),

Þôïé ac ≡ bc(modm). ¤
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2.4.6 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï m åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé ïé a, b, c áêÝñáéïé
áñéèìïß. ÅÜí c 6= 0, ac ≡ bc(modm) êáé ìêä(m, c) = 1, ôüôå Ý·ïõìå a ≡ b(modm).

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôï (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5. ¤

2.4.7 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ïé a, b, c áêÝñáéïé áñéè-
ìïß. ÅÜí c 6= 0, ac ≡ bc(mod p) êáé p - c, ôüôå a ≡ b(mod p).

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ p - c êáé ï p åßíáé ðñþôïò, Ý·ïõìå ìêä(p, c) = 1. ÊáôÜ óõíÝ-
ðåéáí, a ≡ b(mod p) âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.6. ¤

2.4.8 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ïém1,m2 åßíáé äõï öõóéêïß áñéèìïß êáé üôé ïé a, b, c åßíáé
ôñåéò áêÝñáéïé áñéèìïß, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýïõí ïé éóïôéìßåò

a ≡ b(modm1), a ≡ c(modm2).

Ôüôå Ý·ïõìå b ≡ c(modìêä(m1,m2)).

Áðïäåéîç. ÅÜí m1 | a− b êáé m2 | a− c, ôüôå, èÝôïíôáò óå åöáñìïãÞ ôï (v) ôÞò
ðñïôÜóåùò 2.1.5, ëáìâÜíïõìå

m1 | a− b

ìêä(m1,m2) | m1

¾
=⇒ ìêä(m1,m2) | a− b,

êáé

m2 | a− c

ìêä(m1,m2) | m2

¾
=⇒ ìêä(m1,m2) | a− c.

Ùò åê ôïýôïõ, ëüãù ôÞò éäéüôçôáò (vi) ôÞò 2.1.5, ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå üôé

ìêä(m1,m2) | (a− b)− (a− c) =⇒ ìêä(m1,m2) | b− c,

Þôïé üôé b ≡ c(mod ìêä(m1,m2)). ¤

2.4.9 Ðñüôáóç. ÕðïèÝôïõìå üôé s ∈ N, s ≥ 2, üôé ïém1, ...,ms åßíáé öõóéêïß áñéè-
ìïß êáé üôé ïé a, b åßíáé äõï áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôüôå

(a ≡ b(modmj), ∀j ∈ {1, ..., s})⇐⇒ a ≡ b(mod åêð(m1, ...,ms))

Áðïäåéîç. ÅÜí a ≡ b(modmj) ãéá êÜèå äåßêôç j ∈ {1, ..., s}, ôüôå (êáôÜ ôçí
ðñüôáóç 2.2.21)

(mj | a− b, ∀j ∈ {1, ..., s}) =⇒ åêð(m1, ...,ms) | a− b.
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Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé åêð(m1, ...,ms) | a− b êáé ëÜâïõìå õð' üøéí
üôé

mj | åêð(m1, ...,ms), ∀j ∈ {1, ..., s},

óõìðåñáßíïõìå üôé a ≡ b(modmj) ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., s} (ðñâë. 2.1.5 (v)). ¤

2.4.10 Ðüñéóìá. ÕðïèÝôïõìå üôé s ∈ N, s ≥ 2, üôé ïém1, ...,ms åßíáé öõóéêïß áñéè-
ìïß, ó·åôéêþò ðñþôïé áíÜ äýï, êáé üôé ïé a, b åßíáé äõï áêÝñáéïé áñéèìïß. ÅÜí

a ≡ b(modmj), ∀j ∈ {1, ..., s},

ôüôå

a ≡ b (mod (
sQ

j=1
mj)).

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ç ðñüôáóç 2.4.9 êáé íá ëçöèåß õð' üøéí üôé

åêð(m1, ...,ms) =
sQ

j=1
mj (âë. 2.3.16). ¤

2.4.11 ËÞììá. Ãéá êÜèå áñéèìü n ∈ N0 áò óõìâïëßóïõìå ùò n! = 1 · 2 · · · n ôï ðá-
ñáãïíôéêü ôïý n, üôáí n ≥ 1, èÝôïíôáò 0! = 1, êáé ùò

¡
n
k

¢
= n!

k!(n−k)! ôïí äéùíõìéêü
óõíôåëåóôÞ ôïý n õðåñÜíù ôïý k, üðïõ k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n. ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò
áñéèìüò. Ôüôå µ

p

k

¶
≡ 0 (mod p), ∀k ∈ {1, ..., p− 1}. (2.20)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ãéá êÜèå k ∈ {1, ..., p− 1},µ
p

k

¶
=

p(p− 1) · · · (p− k + 1)

k!| {z }
⇓

p(p− 1) · · · (p− k + 1) = 1 · 2 · 3 · · · k ·
¡
p
k

¢
,

Ý·ïõìå

p | 1 · 2 · 3 · · · k ·
¡
p
k

¢
ìêä(p, 1 · 2 · 3 · · · k) = 1

⎫⎬⎭ =⇒
(ðñâë. 2.2.10)

p |
¡
p
k

¢
,

ôï ïðïßï éóïäõíáìåß ìå ôçí éóïôéìßá (2.20). ¤
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2.4.12 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé a, b åßíáé äõï áêÝñáéïé êáé ï p Ýíáò ðñþôïò, ôüôå

(a+ b)
p ≡ ap + bp(mod p). (2.21)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôïí äéùíõìéêü ôýðï,

(a+ b)
p
=

pP
k=0

¡
p
k

¢
akbp−k.

Êáé åðåéäÞ
¡
p
k

¢
≡ 0(mod p) ãéá êÜèå k ∈ {1, ..., p−1} (âë. ëÞììá 2.4.11), ç éóïôéìßá

(2.21) åßíáé áëçèÞò. ¤

2.4.13 Ðüñéóìá. ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå

ap ≡ a(mod p), ∀a ∈ Z. (2.22)

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé, üôáí a = 0 Þ a = 1, ç (2.22) åßíáé
ðñïöáíÞò. Åí óõíå·åßá áðïäåéêíýïõìå ôçí (2.22) ãéá ïéïíäÞðïôå a ≥ 1 ìÝóù
êëáóéêÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ÐñÜãìáôé° õðïèÝôïíôáò üôé ç (2.22) åßíáé áëçèÞò
ãéá êÜðïéïí a ≥ 1, áõôÞ éó·ýåé êáé ãéá ôïí a+ 1, êáèüôé

(a+ 1)p ≡ ap + 1(mod p) (äõíÜìåé ôÞò éóïôéìßáò (2.21)) êáé
ap ≡ a(mod p) (áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç)| {z }

⇓
(a+ 1)p ≡ a+ 1(mod p),

ðñâë. 2.4.5 (ii). ÁðïìÝíåé ç áðüäåéîç ôïý ðïñßóìáôïò êáé ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéï
a < 0. ¼ìùò, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, äéáéñþíôáò ôü a äéÜ ôïý p, ëáìâÜíïõìå
a ≡ r(mod p) ãéá êÜðïéïí r ∈ Z, ãéá ôïí ïðïßï 0 ≤ r ≤ p − 1. Ùò åê ôïýôïõ,
êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5, óå óõíäõáóìü ìå ü,ôé áðïäåßîáìå
ðñïçãïõìÝíùò, ëáìâÜíïõìå

ap ≡ rp(mod p)

rp ≡ r(mod p)

a ≡ r(mod p)

⎫⎬⎭ =⇒ ap ≡ a(mod p).

Óõíåðþò ç (2.22) åßíáé üíôùò áëçèÞò ãéá êÜèå áêÝñáéï a. ¤

2.4.14 Ðüñéóìá. (“Ìéêñü Èåþñçìá” ôïý Fermat, 1640) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò
áñéèìüò êáé ï a Ýíáò áêÝñáéïò, ôÝôïéïò þóôå 10 p - a, ôüôå 11

ap−1 ≡ 1(mod p). (2.23)

10Åî áõôÞò ôÞò óõíèÞêçò Ýðåôáé, éäéáéôÝñùò, üôé a 6= 0 (âë. 2.1.3 (i)).
11Ï Pierre de Fermat (1601-1665) Ýãñáøå åð' áõôïý óå Ýíá ãñÜììá ôïõ ðñïò ôïí Frenicle (ôïí Ïêôþâñéï ôïý 1640),
áëë' ïõäÝðïôå Ýäùóå ìéá ëåðôïìåñÞ áðüäåéîç.
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Áðïäåéîç. ÐñïöáíÞò ëüãù ôÞò éóïôéìßáò (2.22) êáé ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.7 (áöïý
ìêä(p, a) = 1). ¤

2.4.15 ÐáñÜäåéãìá. ÄïèÝíôïò åíüò ðñþôïõ áñéèìïý p ≥ 3 õðÜñ·ïõí Üðåéñïé öõóé-
êïß áñéèìïß n, ïýôùò þóôå íá ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç p | n2n+1.ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò
n = (p− 1)2k+1 , k = 0, 1, 2, . . . äéáðéóôþíïõìå ìÝóù ôÞò ó·Ýóåùò (2.23) ãéá a = 2

üôé

n2n + 1 ≡ (p− 1)2k+1
¡
2p−1

¢(p−1)2k
+ 1 ≡ (−1)2k+1 12k + 1 ≡ 0(mod p).

I Ç êáôÜ Euler ãåíßêåõóç ôïý «ìéêñïý èåùñÞìáôïò» ôïý Fermat. Ï Leonhard
Euler (1707-1783) ðáñïõóßáóå êáôÜ ôï Ýôïò 1760 ìéá ãåíßêåõóç ôïý èåùñÞìáôïò
2.4.14 (âë. 2.4.21), ç ïðïßá Ýìåëëå íá ðáßîåé êáèïñéóôéêü ñüëï ãéá ìéá ðëçèþñá
åöáñìïãþí, ôüóïí óôç Èåùñßá Áñéèìþí üóïí êáé óôçí ¢ëãåâñá. Ç áðüäåéîç ðïõ
ðáñáôßèåôáé åäþ ·ñçóéìïðïéåß ìüíïí óôïé·åéþäç ôå·íéêÜ ìÝóá êáé ïñéóìÝíá ëÞì-
ìáôá ðïõ áöïñïýí óôç ëåãïìÝíç óõíÜñôçóç öé.

2.4.16 Ïñéóìüò. Ç áðåéêüíéóç ϕ : N −→ N ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

ϕ (m) := card{ ∈ N | ≤ m êáé ìêä ( ,m) = 1}.

êáëåßôáé óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ϕ (1) = ϕ (2) = 1, ϕ (3) = 2,

ϕ (4) = 2, ϕ (5) = 4, ϕ (6) = 2, ϕ (7) = 6, ϕ (8) = 4.

2.4.17 ËÞììá. Ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler åßíáé «ðïëëáðëáóéáóôéêÞ», Þôïé ãéá
m,n ∈ N éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

ìêä(m,n) = 1 =⇒ ϕ (mn) = ϕ (m)ϕ (n) . (2.24)

Áðïäåéîç. ÅÜím = 1 Þ n = 1, ôüôå ç ùò Üíù éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò. Ãé' áõôüí
ôïí ëüãï, õðïèÝôïõìå áðü åäþ êáé óôï åîÞò üôém ≥ 2 êáé n ≥ 2.ÈÝôïíôáò

S := {1, 2, ...,mn} êáé S0 := { ∈ S | ìêä ( ,mn) = 1},

êáé åöáñìüæïíôáò ôï ðüñéóìá 2.2.9 ëáìâÜíïõìå

ϕ (mn) = card (S0) = card{ ∈ S | ìêä ( ,m) = 1 êáé ìêä ( , n) = 1}. (2.25)

Ôïðïèåôþíôáò ôÜ óôïé·åßá ôïý S óå Ýíáí êáôÜëïãï m óôçëþí êáé n ãñáììþí ùò
áêïëïýèùò:
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1 2 · · · j · · · m− 1 m

m+ 1 m+ 2 · · · m+ j · · · m+ (m− 1) 2m

2m+ 1 2m+ 2 · · · 2m+ j · · · 2m+ (m− 1) 3m
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
(n− 1)m+ 1 (n− 1)m+ 2 · · · (n− 1)m+ j · · · (n− 1)m+ (m− 1) nm

äéáðéóôþíïõìå üôé êÜèå óôïé·åßï ôïý S ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò õðü ôçí ìïñöÞ
mq + j, üðïõ 0 ≤ q ≤ n− 1 êáé 0 ≤ j ≤ m− 1. ÂÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.11 (iii),
ìêä(mq + j,m) = ìêä(j,m), ïðüôå ïé áñéèìïß ôÞò j-ïóôÞò óôÞëçò ôïý áíùôÝñù
êáôáëüãïõ åßíáé ðñþôïé ðñïò ôïím åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ßäéïò ï j åßíáé ðñþôïò ðñïò
ôïí m. Ùò åê ôïýôïõ, ìüíïí ϕ (m) óôÞëåò ðåñéÝ·ïõí öõóéêïýò áñéèìïýò ðñþôïõò
ðñïò ôïí m, êáé êÜèå óôïé·åßï êáèåìéÜò åî áõôþí åßíáé ðñþôï ðñïò ôïí m. Ôï
ðñüâëçìá ëïéðüí åßíáé íá áðïäåé·èåß üôé óå êáèåìéÜ åî áõôþí ôùí ϕ (m) óôçëþí
õðÜñ·ïõí áêñéâþò ϕ (n) áñéèìïß, ïé ïðïßïé åßíáé ðñþôïé ðñïò ôïí n (äéüôé ôüôå èá
õðÜñ·ïõí åí óõíüëù ϕ (m)ϕ (n) áñéèìïß áðü ôïí êáôÜëïãü ìáò, ïé ïðïßïé èá åßíáé
ðñþôïé ôüóï ðñïò ôïím üóï êáé ðñïò ôïí n, ïðüôå ï éó·õñéóìüò èá åßíáé áëçèÞò).

Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé ϕ (m) óôÞëåò, ïé ïðïßåò ðåñéÝ·ïõí öõóéêïýò áñéèìïýò
ðñþôïõò ðñïò ôïím, åßíáé ïé j1, j2, ..., jϕ(m), êé áò èåùñÞóïõìå ôo óýíïëo

Sκ := {xq = mq + jκ | 0 ≤ q ≤ n− 1}

ôùí åí óõíüëù n óôïé·åßùí ôÞò óôÞëçò jκ, ãéá êÜèå κ ∈ {1, 2, ..., ϕ (m)}. ÊáèÝíáò
ôùí xq åßíáé ðñþôïò ðñïò ôïí m. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí q, bq ∈ {0, 1, ..., n − 1} êáé
q 6= bq, ôüôå n - xq − xbq, äéüôé, õðïèÝôïíôáò üôé n | xq − xbq (⇐⇒ xq ≡ xbq(mod n)),
èá åß·áìå

n | m(q − bq )
ìêä(m,n) = 1

)
=⇒

(âë. 2.2.10)
n | q − bq,

Þôïé êÜôé ôï Üôïðï, áöïý |q − bq | ≤ n−1 (âë. 2.1.5 (ii)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôá xq êáé
xbq äéáéñïýìåíá äéÜ ôïý n áöÞíïõí (óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.4.4) äéáöïñåôéêÜ
õðüëïéðá, ïðüôå ôá n óôïé·åßá ôïý Sκ ìðïñïýí íá ãñáöïýí õðü ôç ìïñöÞ

nλ + , ∀ ∈ N0, 0 ≤ ≤ n− 1,

üðïõ λ0, λ1, ..., λn−1 åßíáé êáôÜëëçëïé ìç áñíçôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. ÂÜóåé ôÞò
ðñïôÜóåùò 2.2.11 (iii), ìêä(nλ + , n) = ìêä( , n), ïðüôå

ìêä(nλ + , n) = 1⇐⇒ ìêä( , n) = 1.

Ïñßæïíôáò ùò S0κ ôï óýíïëï

S0κ := { ∈ Sκ | ìêä ( ,mn) = 1},
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êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé card(S0κ) = ϕ (n) ãéá êÜèåκ ∈ {1, 2, ..., ϕ (m)}, êáèþò
êáé üôé

Sκ1 ∩ Sκ2 = ∅ =⇒ S0κ1 ∩ S
0
κ2 = ∅,

ãéá ïéïõóäÞðïôå κ1, κ2 ∈ {1, 2, ..., ϕ (m)} ìå κ1 6= κ2, óõìðåñáßíïõìå (ìå ôç âïÞ-
èåéá ôïý ôýðïõ (1.72)) üôé

S0 =

ϕ(m)a
κ=1

S0κ =⇒ card (S0) =
ϕ(m)X
κ=1

card (S0κ) = ϕ (m)ϕ (n) . (2.26)

Ç (2.26), óõíäõáæüìåíç ìå ôçí (2.25), ìáò ðáñÝ·åé ôç æçôïýìåíç éóüôçôá (2.24). ¤

2.4.18 ËÞììá. ÅÜí ï p åßíáé ðñþôïò êáé k ∈ N, ôüôå

ϕ
¡
pk
¢
= pk − pk−1 = pk

µ
1− 1

p

¶
.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ

ϕ
¡
pk
¢
= card({ ∈ N | ≤ pk êáé ìêä

¡
, pk
¢
= 1})

= card({ ∈ N | ≤ pk êáé p - })

êáé

{ ∈ N | ≤ pk êáé p - } = {1, 2, . . . , pk}r{p, 2p, 3p, . . . ,
¡
pk−1

¢
p},

Ý·ïõìå ϕ
¡
pk
¢
= pk − pk−1. ¤

2.4.19 Ðñüôáóç. ÅÜí m = pα11 pα22 · · · pαss åßíáé ç áðïóýíèåóç åíüò m ∈ N óå ãéíü-
ìåíï ðñþôùí ðáñáãüíôùí, ôüôå

ϕ (m) =
sY

j=1

³
p
αj
j − p

αj−1
j

´
= m

sY
j=1

µ
1− 1

pj

¶
. (2.27)

Áðïäåéîç. ÂÜóåé ôïý ëÞììáôïò 2.4.17 Ý·ïõìå

ϕ (m) = ϕ (pα11 pα22 · · · pαss ) = ϕ (pα11 )ϕ (p
α2
2 · · · pαss )

= ϕ (pα11 )ϕ (p
α2
2 )ϕ (p

α3
3 · · · pαss )

= · · · =
sY

j=1

ϕ
¡
p
αj
j

¢
.
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Ùò åê ôïýôïõ, áðü ôï ëÞììá 2.4.18 óõìðåñáßíïõìå üôé

sY
j=1

ϕ
¡
p
αj
j

¢
=

sY
j=1

³
p
αj
j − p

αj−1
j

´
=

sY
j=1

p
αj
j

¡
1− p−1j

¢
= m

sY
j=1

¡
1− p−1j

¢
,

áð' üðïõ Ýðïíôáé ïé ôýðïé (2.27) ãéá ôç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. ¤

2.4.20 ÐáñÜäåéãìá. ¼ôáím = 304920, ï äåýôåñïò ôýðïò åê ôùí (2.27) ìáò ðáñÝ·åé
ôçí ôéìÞ ϕ (m) ùò áêïëïýèùò:

ϕ (304920) = ϕ
¡
23 · 32 · 5 · 7 · 112

¢
= 23 · 32 · 5 · 7 · 112

¡
2−1
2

¢ ¡
3−1
3

¢ ¡
5−1
5

¢ ¡
7−1
7

¢ ¡
11−1
11

¢
= 22 · 3 · 11 · 2 · 4 · 6 · 10 = 63360.

2.4.21 Èåþñçìá. (Èåþñçìá ôïý Euler ðåñß éóïôéìéþí) ¸óôù m ∈ N, m ≥ 2, êáé
Ýóôù a Ýíáò áêÝñáéïò ìå ìêä(a,m) = 1. Ôüôå

aϕ(m) ≡ 1(modm). (2.28)

Áðïäåéîç. Áñ·éêþò èá áðïäåßîïõìå ìÝóù êëáóéêÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò üôé

aϕ(p
k) ≡ 1(mod pk) (2.29)

ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï p, ï ïðïßïò äåí äéáéñåß ôïí a, êáé ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü
áñéèìü k. Ç éóïôéìßá (2.29) åßíáé áëçèÞò ãéá k = 1, êáèüôé åêöñÜæåé ôçí éóïôé-
ìßá (2.23) ôïý «ìéêñïý èåùñÞìáôïò» ôïý Fermat. Áò ðñïûðïèÝóïõìå ôçí éó·ý ôÞò
(2.29) ãéá êÜðïéïí ðáãéùìÝíï k ≥ 1, êé áò ãñÜøïõìå ôïí aϕ(p

k) ùò

aϕ(p
k) = 1 + qpk

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï q. ÅðåéäÞ ϕ
¡
pk+1

¢
= pk+1 − pk = p(pk − pk−1), Ý·ïõìå

ϕ
¡
pk+1

¢
= pϕ

¡
pk
¢
.

Ôï äéùíõìéêü áíÜðôõãìá, óå óõíäõáóìü ìå ôï ëÞììá 2.4.11 êáé ôï (iv) ôÞò ðñïôÜ-
óåùò 2.4.5, ìáò äßäåé

aϕ(p
k+1) = apϕ(p

k) =
³
aϕ(p

k)
´p
=
¡
1 + qpk

¢p
= 1 +

¡
p
1

¢ ¡
qpk
¢
+
¡
p
2

¢ ¡
qpk
¢2
+ · · ·+

¡
p

p−1
¢ ¡
qpk
¢p−1

+
¡
qpk
¢p

≡ 1 +
¡
p
1

¢ ¡
qpk
¢
(mod pk+1).
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ÄåäïìÝíïõ üôé

p |
¡
p
1

¢
=⇒ pk+1 |

¡
p
1

¢ ¡
qpk
¢
,

ç ôåëåõôáßá áõôÞ éóïôéìßá ìáò ïäçãåß óôç æçôïõìÝíç:

aϕ(p
k+1) ≡ 1(mod pk+1).

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé ìêä(m,a) = 1 êáé üôé ç

m = pα11 pα22 · · · pαss

åßíáé ç áðïóýíèåóç ôïým óå ãéíüìåíï ðñþôùí ðáñáãüíôùí, Ý·ïõìå

aϕ(p
αj
j ) ≡ 1(mod p

αj
j ), ∀j ∈ {1, ..., s} (2.30)

(âÜóåé ôïý ü,ôé Ý·ïõìå áðïäåßîåé ðñïçãïõìÝíùò). Ðáñáôçñþíôáò üôé ôïϕ (m) äéáé-
ñåßôáé äéÜ ôïý ϕ(pαjj ) (âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 2.4.17) Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá õøþóåùò

áìöïôÝñùí ôùí ìåëþí ôÞò (2.30) óôç äýíáìç ϕ(m)

ϕ(p
αj
j )

(âë. 2.4.5 (iii)), ïðüôå ëáìâÜ-
íïõìå

aϕ(m) ≡ 1(mod p
αj
j ), ∀j ∈ {1, ..., s}.

ÅÜí s = 1, ôüôå ç (2.28) åßíáé áëçèÞò. Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé s ≥ 2. ÅðåéäÞ
ìêä(pαjj , p

α
) = 1, ãéá êÜèå j, ∈ {1, ..., s} ìå j 6= , ôï ðüñéóìá 2.4.10 ìáò äßäåé

aϕ(m) ≡ 1(mod (
sQ

j=1
p
αj
j )),

Þôïé ôçí (2.28). ¤

2.4.22 ÐáñÜäåéãìá. Áò õðïëïãßóïõìå ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý 3256 äéÜ ôïý
100. ÅðåéäÞ ìêä(3, 100) = 1 êáé

ϕ (100) = ϕ
¡
22 · 52

¢
= 100

µ
1− 1

2

¶µ
1− 1

5

¶
= 40,

ç ó·Ýóç (2.28) ìáò ðëçñïöïñåß üôé 340 ≡ 1(mod 100). Äéáéñþíôáò ôü 256 äéÜ ôïý
40 ëáìâÜíïõìå 256 = (6 · 40) + 16, ïðüôå

3256 ≡
¡
340
¢6 · 316 ≡ 316(mod 100).

Ùò åê ôïýôïõ,

316 ≡ (81)4 ≡ (−19)4 ≡ (361)2 ≡ (61)2 ≡ 21(mod 100),

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï 3256 äéáéñïýìåíï äéÜ ôïý 100 áöÞíåé ùò õðüëïéðï ôï 21.
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I Ôï óýíïëï Zm êáé ïé óõíÞèåéò åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ïé ïñéæüìåíåò åð' áõôïý. Ôï
íá åßíáé äõï áêÝñáéïé a, b éóïûðüëïéðïé êáôÜ ìüäéïm (m ∈ N) áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç
éóïäõíáìßáò. Åðß ôïý óõíüëïõ Zm ôùí ïñéæïìÝíùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò êëçñï-
íïìïýíôáé ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý áðü ôéò áíôßóôïé·åò (óõíÞ-
èåéò) ðñÜîåéò ôéò èåóðéóèåßóåò åðß ôïý éäßïõ ôïý Z.

2.4.23 Ðñüôáóç. Ç äéìåëÞò ó·Ýóç éóïôéìßáò (êáôÜ ðáãéùìÝíï ìüäéïm ∈ N):

a ∼m b⇐⇒
ïñó

a ≡ b(modm)

áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõ Z ôùí áêåñáßùí.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôåò a, b, c ∈ Z. Ç “ ∼m ” åßíáé áíáêëáóôéêÞ, äéüôé
a− a = 0 = 0 ·m, óõììåôñéêÞ, äéüôé

a− b = km =⇒ b− a = (−k)m,

êáé ìåôáâáôéêÞ ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò

a− b = k1m

b− c = k2m

¾
=⇒ a− c = (k1 + k2)m,

üðïõ k, k1, k2 ∈ Z, ïðüôå a ≡ a(mod m), a ≡ b(mod m) =⇒ b ≡ a(mod m), êáé
åÜí a ≡ b(modm) êáé b ≡ c(modm), ôüôå a ≡ c(modm). ¤

2.4.24 Óçìåßùóç. (i) ¼ôáí a ≡ b(modm), ëüãù ôÞò óõììåôñéêüôçôáò ôÞò äéìåëïýò
ó·Ýóåùò “∼m ” ìðïñïýìå íá ·áñáêôçñßæïõìå ôïõò a, b ùò éóïôßìïõò êáôÜ ìüäéï
m, ·ùñßò íá êáôáöåýãïõìå óå äéÜêñéóç ðñïôåñáéüôçôáò, Þôïé óôï ðïéïò åî áõôþí
ðñïçãåßôáé Þ Ýðåôáé ôïý Üëëïõ.

(ii) Ãéá íá äþóïõìå Ýìöáóç óôçí åîÜñôçóç áðü ôïm óõìâïëßæïõìå ùò

. . . , [−2]m, [−1]m , [0]m, [1]m, [2]m, . . .

ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôùí áêåñáßùí (ùò ðñïò ôçí “∼m ”) êáé ùò

Zm := Z/ ∼m

ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí (Þ êëÜóåùí éóïôéìßáò) ôùí áêåñáßùí êáôÜ ìü-
äéïm (Þmodulom).

2.4.25 Ðñüôáóç. Ôï áíùôÝñù óýíïëï ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí ãñÜöåôáé óå «áíçã-
ìÝíç» ìïñöÞ 12 ùò áêïëïýèùò:

Zm = {[0]m, [1]m, . . . , [m− 1]m}. (2.31)

12Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôá åíôüò ôùí áãêßóôñùí áíáãñáöüìåíá óôïé·åßá åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá (Þôïé áíÜ äýï äéá-
öïñåôéêÜ, áðïêëåßïíôáò ôçí åðáíÜëçøç êÜðïéïõ åî áõôþí).
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ êÜèå a ∈ Z ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ a = qm + r,

üðïõ ôá q êáé r åßíáé êáôÜëëçëïé áêÝñáéïé áñéèìïß êáé 0 ≤ r < m (Þôïé ôï r åßíáé
ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý a äéÜ ôïý m, âë. (2.1)), ëáìâÜíïõìå ôçí éóüôçôá
[a]m = [r]m. Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôé ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò éóïäõíá-
ìßáò ðïõ äéáèÝôïõìå åßíáé ïé ìüíïí ïé [0]m, [1]m, . . . , [m− 1]m. ¤

2.4.26 Óçìåßùóç. μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí ïñïëïãßá ôçí åéóá·èåßóá óôï åäÜöéï 1.3
.19 äéáðéóôþíïõìå ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.25 üôé ôï óýíïëï {0, 1, . . . ,m−1} åßíáé
Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí 13 ôïý Z ùò ðñïò ôçí “∼m ” , ïðüôå

Z =
a
{[j]m |j ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}}.

Ðñïóï·Þ! Ãéá êÜèå j ∈ {0, 1, . . . ,m − 1} ôï [j]m åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôïý Zm áëëÜ
ùò õðïóýíïëï ôïý Z áðïôåëåßôáé áðü üëïõò ôïõò áêåñáßïõò ðïõ äéáéñïýìåíïé äéÜ
ôïým áöÞíïõí õðüëïéðï j.

2.4.27 ËÞììá. Ç ‘‘∼m'' åßíáé óõìâáôÞ ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé
ðïëëáðëáóéáóìïý áêåñáßùí áñéèìþí (âë. 1.5.19, 1.7.9).

Áðïäåéîç. Ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ëüãù ôùí éäéïôÞôùí 2.4.5 (i). ¤

2.4.28 Èåþñçìá. Åðß ôïý Zm ïñßæïíôáé äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ‘‘+Zm '' êáé ‘‘·Zm '':

([a]m, [b]m) 7−→ [a]m +Zm [b]m, ([a]m, [b]m) 7−→ [a]m ·Zm [b]m

ìÝóù ôùí ôýðùí

[a]m +Zm [b]m := [a+ b]m,

[a]m ·Zm [b]m := [ab]m.
(2.32)

ÁõôÝò åßíáé ïé ìïíáäéêÝò áðåéêïíßóåéò áðü ôï Zm×Zm óôï Zm ïé ïðïßåò êáèéóôïýí
ôá äéáãñÜììáôá

Z× Z

π∼m×π∼m

²²

+ // Z

π∼m

²²
Zm × Zm

+Zm

// Zm

Z× Z

π∼m×π∼m

²²

· // Z

π∼m

²²
Zm × Zm ·Zm

// Zm

ìåôáèåôéêÜ.
13Ðñïöáíþò, êÜèå ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí ôïý Z ùò ðñïò ôçí “∼m ” åßíáé ôÞò ìïñöÞò {a0, a1, ..., am−1},
üðïõ aj ∈ Z êáé aj ≡ j(modm), ∀j ∈ {0, 1, . . . ,m− 1}.
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Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ëÞììá 2.4.27 ç ‘‘∼m'' åßíáé óõìâáôÞ ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò
ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý áêåñáßùí áñéèìþí. Ùò åê ôïýôïõ, åßíáé äõíáôÞ
ç åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò 1.5.20 ãéá êáèåìéÜ åî áõôþí êáé ï ðñïóäéïñéóìüò ôùí
ìïíáäéêþí áðåéêïíßóåùí (2.32) ðïõ êáèéóôïýí ôá áíùôÝñù äéáãñÜììáôá ìåôáèå-
ôéêÜ. ¤

2.4.29 Óçìåßùóç. ÅðåéäÞ êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôùí ïñéóìþí (2.32) ïé áêÝñáéïé a+b

êáé ab åíäÝ·åôáé íá åßíáé ≥ m (áêüìç êáé üôáí ïé a êáé b åßíáé åéëçììÝíïé áðü
ôï óýíïëï {0, 1, ...,m − 1}), ãéá íá ðáñáìåßíïõìå óôçí ðåñéãñáöÞ (2.31) ôïý Zm
åðéëÝãïõìå ùò åêðñïóþðïõò ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìéþí ôïõò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼m''
ôá õðüëïéðá ðïõ áöÞíïõí áöïý äéáéñåèïýí äéÜ ôïý m. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí
m = 6, ïé õðïíïïýìåíïé åêðñüóùðïé ôùí áèñïéóìÜôùí äýï ôõ·üíôùí óôïé·åßùí
åéëçììÝíùí áðü ôï

Z6 = {[0]6, [1]6, [2]6, [3]6, [4]6, [5]6}

Ý·ïõí êáôá·ùñéóèåß óôïí áêüëïõèï êáôÜëïãï:

+Z6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6

[0]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6
[1]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6 [0]6
[2]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6 [0]6 [1]6
[3]6 [3]6 [4]6 [5]6 [0]6 [1]6 [2]6
[4]6 [4]6 [5]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6
[5]6 [5]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6

Ï áíôßóôïé·ïò êáôÜëïãïò ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ôá ãéíüìåíá åßíáé ï åîÞò:

·Z6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6

[0]6 [0]6 [0]6 [0]6 [0]6 [0]6 [0]6
[1]6 [0]6 [1]6 [2]6 [3]6 [4]6 [5]6
[2]6 [0]6 [2]6 [4]6 [0]6 [2]6 [4]6
[3]6 [0]6 [3]6 [0]6 [3]6 [0]6 [3]6
[4]6 [0]6 [4]6 [2]6 [0]6 [4]6 [2]6
[5]6 [0]6 [5]6 [4]6 [3]6 [2]6 [1]6

2.4.30 Ðñüôáóç. (Éäéüôçôåò ðñïóèÝóåùò) Ç ðñÜîç ‘‘+Zm '' Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò :

(i) [ÌåôáèåôéêÞ éäéüôçôá] [a]m +Zm [b]m = [b]m +Zm [a]m, ∀(a, b) ∈ Z× Z.
(ii) [ÐñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá] Ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b, c ∈ Z éó·ýåé ç éóüôçôá

([a]m +Zm [b]m) +Zm [c]m = [a]m +Zm ([b]m +Zm [c]m).
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(iii) [Íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò] Ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b, c ∈ Z éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[a]m +Zm [c]m = [b]m +Zm [c]m =⇒ [a]m = [b]m.

(iv) [¾ðáñîç ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ] Ôï [0]m åßíáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý Zm ùò
ðñïò ôçí ‘‘+Zm '' (âë. 1.5.6), äçëáäÞ

[0]m +Zm [a]m = [a]m = [a]m +Zm [0]m.

(v) [¾ðáñîç óõììåôñéêïý óôïé·åßïõ] ÊÜèå [a]m ∈ Zm Ý·åé ôçí êëÜóç éóïôéìßáò
[−a]m ùò óõììåôñéêü ôïõ óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘+Zm '' (âë. 1.5.11), äçëáäÞ

[−a]m +Zm [a]m = [0]m = [a]m +Zm [−a]m.

Áðïäåéîç. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï èåþñçìá 2.4.28, ôá (i), (ii), (iv) êáé (v) Ýðï-
íôáé áðü ôïí óõíäõáóìü ôùí (i), (ii), (iv), (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.7.13 êáé ôùí (b), (c),
(d) êáé (e) ôïý èåùñÞìáôïò 1.5.20.

(iii) ÅÜí ïé a, b, c åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

[a]m +Zm [c]m = [b]m +Zm [c]m,

ôüôå

[a+ c]m = [b+ c]m ⇒ m | (a+ c)− (b+ c) = a− b⇒ [a]m = [b]m,

ïðüôå êáé ï íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò éó·ýåé ãéá ôï Zm. ¤

2.4.31 Ðñüôáóç. (Éäéüôçôåò ðïëëáðëáóéáóìïý) Ç ðñÜîç ‘‘·Zm '' Ý·åé ôéò åîÞò éäéü-
ôçôåò :

(i) [ÌåôáèåôéêÞ éäéüôçôá] Ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b ∈ Z éó·ýåé ç éóüôçôá

[a]m ·Zm [b]m = [b]m ·Zm [a]m.

(ii) [ÐñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá] Ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b, c ∈ Z éó·ýåé ç éóüôçôá

([a]m ·Zm [b]m) ·Zm [c]m = [a]m ·Zm ([b]m ·Zm [c]m).

(iii) Ãéá ïéïíäÞðïôå a ∈ Z éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

[0]m ·Zm [a]m = [0]m = [a]m ·Zm [0]m.

(iv) [¾ðáñîç ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ] Ôï [1]m åßíáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôïý Zm ùò
ðñïò ôçí ‘‘·Zm '' (âë. 1.5.6), äçëáäÞ

[1]m ·Zm [a]m = [a]m = [a]m ·Zm [1]m.
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(v) Ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b ∈ Z éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

[−a]m ·Zm [b]m = [−ab]m = [a]m ·Zm [−b]m.

(vi) [ÅðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç]
Ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b, c ∈ Z éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

[a]m ·Zm ([b]m +Zm [c]m) = ([a]m ·Zm [b]m) +Zm ([a]m ·Zm [c]m) ,
([a]m +Zm [b]m) ·Zm [c]m = ([a]m ·Zm [c]m) +Zm ([b]m ·Zm [c]m) .

Áðïäåéîç. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï èåþñçìá 2.4.28, ôá (i), (ii) êáé (iv) Ýðïíôáé
áðü ôïí óõíäõáóìü ôùí (i), (ii), (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.7.13 êáé ôùí (b), (c) êáé (d)
ôïý èåùñÞìáôïò 1.5.20.

(iii) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôÞò ðñÜîåùò ‘‘·Zm ''.
(v) Åöáñìüæïíôáò ôï 1.7.13 (v) ëáìâÜíïõìå

[−a]m ·Zm [b]m = [(−a) b]m = [−ab]m
= [a(−b)]m = [a]m ·Zm [−b]m.

(vi) Åöáñìüæïíôáò ôï 1.7.13 (vi) ëáìâÜíïõìå

[a]m ·Zm ([b]m +Zm [c]m) = [a]m ·Zm ([b+ c]m)

= [a(b+ c)]m = [ab+ ac]m

= [ab]m +Zm [ac]m

= ([a]m ·Zm [b]m) +Zm ([a]m ·Zm [c]m) .

Ç Üëëç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò, äéüôé ç ‘‘·Zm '' (êáôÜ ôï (i)) åßíáé ìåôáèåôéêÞ. ¤

2.4.32 Ðñüôáóç. ¸íá óôïé·åßï [a]m ôïý Zm äéáèÝôåé óõììåôñéêü óôïé·åßï 14 ùò
ðñïò ôçí ‘‘·Zm '' åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä(a,m) = 1.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ôï [a]m äéáèÝôåé ôï [b]m ùò óõììåôñéêü ôïõ óôïé·åßï ùò ðñïò
ôçí ‘‘·Zm ''. Ôüôå

[a]m ·Zm [b]m = [ab]m = [1]m =⇒ ∃k ∈ Z : ab = mk + 1.

Ôïýôï, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.2.8, óçìáßíåé üôé ìêä(a,m) = 1. Êáé áíôéóôñü-
öùò° õðïèÝôïíôáò üôé ìêä(a,m) = 1, èá õðÜñ·ïõí c, d ∈ Z, ôÝôïéïé þóôå

ac+md = 1⇒ [ac+md]m = ([a]m ·Zm [c]m) +Zm ([m]m ·Zm [d]m) = [1]m

=⇒ ([a]m ·Zm [c]m) = [1]m (ëüãù ôïý 2.4.31 (iii) êáé ôïý üôé [m]m = [0]m),

14ÅÜí ôï [a]m äéáèÝôåé óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘·Zm '', ôüôå áõôü èá åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï åðß ôç
âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.5.13. ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ç ‘‘·Zm '' åßíáé ìåôáèåôéêÞ (âë. 2.4.31 (i)), áñêåß êáíåßò íá ðåñéïñéóèåß
óôçí åîÝôáóç õðÜñîåùò åê äåîéþí óõììåôñéêïý óôïé·åßïõ ôïý [a]m (âë. 1.5.14).
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï [a]m äéáèÝôåé ôï [c]m ùò óõììåôñéêü ôïõ óôïé·åßï ùò ðñïò
ôçí ‘‘·Zm ''. ¤

2.4.33 Óçìåßùóç. (Áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìþí) Õéïèåôþíôáò, áðü åäþ êáé óôï
åîÞò, ãéá ëüãïõò ·ñçóôéêüôçôáò, ôçí «åëÜöñõíóç» ôùí óõìâïëéóìþí ôùí ðñÜîåþí
ìáò (ðïõ Ý·ïõìå Þäç åãêáéíéÜóåé óôç óçìåßùóç ?? ãéá ôá óõíÞèç áñéèìçôéêÜ
óýíïëá), èá ãñÜöïõìå áðëþò [a]m + [b]m êáé [a]m · [b]m (Þ [a]m[b]m) áíôß ôùí
[a]m +Zm [b]m êáé [a]m ·Zm [b]m, áíôéóôïß·ùò.

I ÃñáììéêÝò éóïôéìßåò. ¸óôù üôé ï m åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé ïé a, b äõï
áêÝñáéïé áñéèìïß. ÊÜèå éóïôéìßá ôÞò ìïñöÞò

ax ≡ b(modm), (2.33)

ìå ôï x ðñïóäéïñéóôÝï åíôüò ôïý óõíüëïõ ôùí áêåñáßùí áñéèìþí, êáëåßôáé ãñáì-
ìéêÞ éóïôéìßá (ìå Üãíùóôü ôçò ôïí x). ËÝìå üôé Ýíáò x0 ∈ Z ðëçñïß (Þ åðáëçèåýåé )
ôçí (2.33) üôáí ax0 ≡ b(modm). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, êáé ïéïóäÞðïôå Üëëïò åê-
ðñüóùðïò ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [x0]m ôïý x0 åðáëçèåýåé ôçí (2.33). ÐñÜãìáôé°
åÜí y ∈ [x0]m , ôüôå [y]m = [x0]m , áð' üðïõ Ýðåôáé üôé y ≡ x0(modm), ïðüôå

ay ≡ ax0 ≡ b(modm).

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí ïìéëïýìå ãéá ìéá ëýóç x0 ∈ Z ôÞò (2.33) êáôÜ ìüäéï m, åí-
íïïýìå ïëüêëçñç15 ôçí êëÜóç [x0]m , üðïõ ï x0 ðëçñïß ôçí (2.33). Åðßóçò, üôáí
åñãáæüìáóôå ìå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá êáé óõíáíôïýìå ìéá ëýóç [x0]m , ãéá
íá åìðßðôïõìå óôçí ðåñéãñáöÞ ðïõ äþóáìå ãéá ôï óýíïëïZm ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò
2.4.25 ðñïôéìïýìå íá ðáñáèÝôïõìå ôïí ìïíáäéêü åêðñüóùðï x00 ôÞò êëÜóåùò õðï-
ëïßðùí [x0]m ï ïðïßïò áíÞêåé óôï óýíïëï {0, 1, . . . ,m−1}, Þôïé íá êáôáöåýãïõìå
óå áíáãùãÞ ôïý x0 êáôÜ ìüäéïm êáôüðéí äéáéñÝóåþò ôïõ äéÜ ôïým (âë. áðüäåéîç
ôÞò 2.4.25).

ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ãñáììéêÝò éóïôéìßåò ïé ïðïßåò äåí äÝ·ïíôáé êáìßá
áêåñáßá ëýóç, üðùò ð.·. ç 2x ≡ 3(mod 4), áöïý ãéá êÜèå k ∈ Z ï áêÝñáéïò 2k − 3
åßíáé ðåñéôôüò êáé åðïìÝíùò 4 - 2k−3.Çðñüôáóç ðïõ áêïëïõèåß ìáò ãíùóôïðïéåß
ôçí éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí ýðáñîç áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (2.33) êáé,
åðéðñïóèÝôùò, ðåñéãñÜöåé ôç ìïñöÞ üëùí ôùí äõíáôþí ëýóåùí.

2.4.34 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí åíüò m ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ç ãñáììéêÞ
éóïôéìßá (2.33) äéáèÝôåé ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ ìüäéïm åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä(a,m)| b.
15Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, äõï áêÝñáéåò ëýóåéò x1 êáé x2 ôÞò (2.33) ëïãßæïíôáé ùò äéáöïñåôéêÝò üôáí x1 6≡x2(modm).
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ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ìêä(a,m)| b, ç éóïôéìßá (2.33) äéáèÝôåé áêñéâþò ìêä(a,m)
óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ ìüäéïm, ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò

x = x0 + k
m

ìêä (a,m)
, k ∈ {0, 1, . . . ,ìêä (a,m)− 1}, (2.34)

üðïõ x0 ìéá åéäéêÞ ëýóç ôÞò (2.33).

Áðïäåéîç. ÅÜí ç (2.33) äÝ·åôáé ìéá ëýóç x ∈ Z êáôÜ ìüäéïm, ôüôå

ax ≡ b(mod m) =⇒ m | ax− b =⇒ (∃k ∈ Z : b = ax− km) .

ÅðïìÝíùò,

ìêä (a,m) | a
ìêä (a,m) | m

)
=⇒

(âë. 2.1.5 (vi))
ìêä (a,m) | ax− km (= b).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ìêä(a,m) | b, ôüôå b = ìêä(a,m) b0 ãéá êÜðïéïí b0 ∈ Z.
ÅðåéäÞ, êáôÜ ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.11, éó·ýåé ç

ìêä
³

a
ìêä(a,m) ,

m
ìêä(a,m)

´
= 1 =⇒

(âë. 2.2.8)

³
∃κ, λ ∈ Z : κ a

ìêä(a,m) + λ m
ìêä(a,m) = 1

´
,

ëáìâÜíïõìå

b = κ ab
ìêä(a,m) + λ mb

ìêä(a,m) = a (κb0) +m (λb0) =⇒ a (κb0) ≡ b(mod m),

ïðüôå ç êëÜóç éóïôéìßáò ôïý κb0 êáôÜ ìüäéïm åßíáé ìéá ëýóç ôÞò (2.33).

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå ïôé ôï x0 (Þ, áêñéâÝóôåñá, ç êëÜóç [x0]m) åßíáé ìéá
ðáãéùìÝíç (åéäéêÞ) ëýóç ôÞò (2.33). Ðñïöáíþò,

a

µ
x0 + k

m

ìêä (a,m)

¶
= ax0 +

µ
ak

ìêä (a,m)

¶
m ≡ b(mod m),

ïðüôå ïé áêÝñáéïé (2.34) áðïôåëïýí ðñÜãìáôé ëýóåéò ôÞò (2.33). Ïé áêÝñáéïé áõôïß
åßíáé áíÜ äýï áíéóüôéìïé êáôÜ ìüäéïm, êáèüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå áêåñáßïõò áñéè-
ìïýò k, k0 ∈ {0, 1, . . . , ìêä(a,m)− 1} ìå k 6= k0, Ý·ïõìå¯̄̄³

x0 +
mk

ìêä(a,m)

´
−
³
x0 +

mk0

ìêä(a,m)

´¯̄̄
= |k − k0| m

ìêä(a,m) < m,

áöïý |k − k0| < ìêä(a,m) . Óõíåðþò, ëüãù ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.5, Ý·ïõìå

m -
³
x0 +

mk
ìêä(a,m)

´
−
³
x0 +

mk0

ìêä(a,m)

´
⇓³

x0 +
mk

ìêä(a,m)

´
6≡
³
x0 +

mk0

ìêä(a,m)

´
(mod m).
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ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé êáé êÜèå Üëëç ëýóç y ∈ Z ôÞò (2.33) åßíáé
éóüôéìç ìå êÜðïéá åê ôùí (2.34) êáôÜ ìüäéïm. ÅðåéäÞ

ax0 ≡ b(mod m)

ay ≡ b(mod m)

)
=⇒ ax0 ≡ ay(mod m) =⇒ m | a (y − x0) ,

óõìðåñáßíïõìå üôé

m
ìêä(a,m) |

a
ìêä(a,m) (y − x0)

ìêä
³

a
ìêä(a,m) ,

m
ìêä(a,m)

´
= 1

⎫⎬⎭ =⇒ m
ìêä(a,m) | y − x0

⇓³
∃ν ∈ Z : y − x0 =

mν
ìêä(a,m)

´
.

Äéáéñþíôáò ôïí ν äéÜ ôïý ìêä(a,m) ëáìâÜíïõìå Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï æåý-
ãïò (q, r) ∈ Z2 ìå

ν = ìêä (a,m) q + r, 0 ≤ r ≤ ìêä (a,m)− 1.

Ùò åê ôïýôïõ,

y − x0 =
m(ìêä(a,m)q+r)

ìêä(a,m) = mq + rm
ìêä(a,m) ≡

rm
ìêä(a,m) (mod m),

ïðüôå y ≡ x0 + r m
ìêä(a,m) (modm), ∀r ∈ {0, 1, . . . , ìêä(a,m)− 1}. ¤

2.4.35 Ðüñéóìá. ÄïèÝíôùí åíüò m ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ç ãñáì-
ìéêÞ éóïôéìßá (2.33) äéáèÝôåé áêñéâþò ìßá ëýóç x0 êáôÜ ìüäéï m åÜí êáé ìüíïí
åÜí ìêä (a,m) = 1.

2.4.36 Óçìåßùóç. ¼ôáí ìêä(a,m) = 1, Ýíáò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôÞò ëýóåùò x0
êáôÜ ìüäéïm äéáóöáëßæåôáé ìÝóù ôÞò ðñïóöõãÞò ìáò óôïí êëáóéêü åõêëåßäåéï áë-
ãüñéèìï (Þôïé óôïí ðñïóäéïñéóìü åíüò æåýãïõò (x∗0, y

∗
0) ∈ Z2 ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

ax∗0 −my∗0 = 1, ïñßæïíôáò ùò x0 ôï x0 := bx∗0, ðñâë. ðñüôáóç 2.2.17). ¸íáò Üë-
ëïò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôÞò ëýóåùò x0 åßíáé äõíáôüò êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåù-
ñÞìáôïò ôïý Euler 2.4.21 ðåñß éóïôéìéþí. Óýìöùíá ìå áõôü, (ëüãù ôÞò óõíèÞêçò
ìêä(a,m) = 1) Ý·ïõìå

aϕ(m) ≡ 1(mod m),

üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler (âë. 2.4.16). Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá èÝóïõìå

x0 := aϕ(m)−1b, (2.35)

íá åöáñìüóïõìå ôïí ôýðï (2.27) ãéá ôçí åýñåóç ôïý ϕ (m) ãéá ôïí äïèÝíôá öõóéêü
áñéèìüm êáé íá äéåíåñãÞóïõìå áíáãùãÞ êáôÜ ìüäéïm.
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2.4.37 ÐáñÜäåéãìá. ÅðåéäÞ ìêä(5, 24) = 1, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá 5x ≡ 3(mod 24)
äéáèÝôåé áêñéâþò ìßá ëýóç x0 êáôÜ ìüäéïm. ÃñÜöïíôáò 24 = 23 · 3, ï ôýðïò (2.27)
ìáò äßäåé ôçí ôéìÞ ϕ (24) = (23 − 22)(3 − 1) = 8. ÊáôÜ ôïí (2.35), ìðïñïýìå íá
èÝóïõìå ùò x0 := 57 · 3 = 234 375. ÅðåéäÞ 234 375 = 9765 · 24 + 15, Ý·ïõìå
[x0]24 = [15]24, ïðüôå 5 · 15 ≡ 3(mod 24).

Ç åýñåóç ôùí ëýóåùí ôÞò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò éóïôéìßáò (2.33) áíÜãåôáé -êáô'
ïõóßáí- óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôá 2.4.35 êáé 2.4.36, ùò áêï-
ëïýèùò:

2.4.38 Ðüñéóìá. ÄïèÝíôùí åíüò m ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ìå
ìêä(a,m)| b, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá (2.33) äéáèÝôåé ìêä(a,m) ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ
ìüäéï m, ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò (2.34), üðïõ x0 ç ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï

m
ìêä(a,m) ôÞò ³

a
ìêä(a,m)

´
x ≡

³
b

ìêä(a,m)

´
(mod

³
m

ìêä(a,m)

´
). (2.36)

Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò ea := a
ìêä(a,m) ,

eb := b
ìêä(a,m) êáé em := m

ìêä(a,m) , Ý·ïõìå
ìêä(ea, em) = 1 (âë. 2.2.11 (ii)), êáèþò êáé ôéò áêüëïõèåò áìößðëåõñåò óõíåðáãù-
ãÝò:

ax ≡ b (mod m) ⇐⇒ ìêä (a,m)eax ≡ ìêä (a,m)eb (mod ìêä (a,m) em)
⇐⇒ eax ≡ eb (mod em)
⇐⇒

³
a

ìêä(a,m)

´
x ≡

³
b

ìêä(a,m)

´
(mod

³
m

ìêä(a,m)

´
),

äéüôé ìêä(a,m) 6= 0 (âë. 2.4.5 (iv)), ïðüôå ç (2.36) éóïäõíáìåß ìå ôçí (2.33). ¤

2.4.39 ÐáñÜäåéãìá. Ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá

6x ≡ 3(mod 21)

äéáèÝôåé ìêä(6, 21) = 3 ëýóåéò êáôÜ ìüäéï 21 ôÞò ìïñöÞò x0, x0 + 7, x0 + 14, üðïõ
óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.4.38 ôï x0 åßíáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôÞò 2x ≡ 1(mod 7) êáôÜ
ìüäéï 7. Åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (2.35) èÝôïõìå

x0 = 2
ϕ(7)−1 = 25 = 32 ≡ 4(mod 7).

¢ñá ïé ëýóåéò ôÞò áñ·éêÞò åßíáé ïé 4, 11, 18 êáôÜ ìüäéï 21.

Êëåßíïõìå ôï ðáñüí êåöÜëáéï ðáñáèÝôïíôáò ìéá áðëÞ éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõí-
èÞêç, ïýôùò þóôå Ýíáò áêÝñáéïò > 1 íá åßíáé ðñþôïò.
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2.4.40 Èåþñçìá. (Wilson) ¸íáò áêÝñáéïò p > 1 åßíáé ðñþôïò åÜí êáé ìüíïí åÜí 16

(p− 1)! ≡ −1 (mod p) . (2.37)

Áðïäåéîç. ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÅÜí p = 2 Þ p = 3, ôüôå ç (2.37) åßíáé
ðñïöáíþò áëçèÞò. ÅÜí ï p åßíáé ðñþôïò ≥ 5, èåùñïýìå Ýíá a ∈ {1, 2, . . . , p− 1}
êáé ôç ãñáììéêÞ éóïôéìßá ax ≡ 1 (mod p) . ÅðåéäÞ ìêä(a, p) = 1, ç åí ëüãù éóï-
ôéìßá Ý·åé ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï p, ïðüôå õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò
áêÝñáéïò a0, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé 0 ≤ a0 ≤ p − 1 êáé aa0 ≡ 1 (mod p) . ÅðåéäÞ ï p

åßíáé ðñþôïò, Ý·ïõìå

a = a0 ⇐⇒ (åßôå a = 1 åßôå a = p− 1) . (2.38)

ÐñÜãìáôé° áðü ôçí éóïôéìßá a2 ≡ 1 (mod p) óõíÜãïõìå üôé

p | (a− 1) (a+ 1) =⇒ (åßôå p | a− 1 åßôå p | a+ 1) ,

áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç óõíåðáãùãÞ ‘‘=⇒'' ôÞò (2.38), áöïý Ý·ïõìå 1 ≤ a ≤ p−1 êáé
1 ≤ a0 ≤ p− 1. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí a = 1, ôüôå

a0 ≡ 1 (mod p) =⇒ p | a0 − 1
1 ≤ a0 ≤ p− 1

)
=⇒

(âë. 2.1.5 (ii))
a0 − 1 = 0 =⇒ a0 = 1,

êáé åÜí a = p− 1, ôüôå

(p− 1) a0 ≡ 1 (mod p) =⇒ pa0 ≡ a0 + 1 (mod p) ,

ïðüôå

pa0 ≡ a0 + 1 (mod p)

pa0 ≡ p (mod p)

¾
=⇒ p ≡ a0 + 1 (mod p) ,

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

p ≡ a0 + 1 (mod p) =⇒ p | p− (a0 + 1)
0 ≤ p− (a0 + 1) ≤ p− 2

)
=⇒

(âë. 2.1.5 (ii))
a0 = p− 1,

êáé ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇐='' ôÞò (2.38) åßíáé üíôùò áëçèÞò. Ïìáäïðïéïýìå, åí óõíå-
·åßá, ôïõò åíáðïìÝíïíôåò öõóéêïýò áñéèìïýò

{1, 2, . . . , p− 1}r{1, p− 1} = {2, 3, . . . , p− 2}
16Ï John Wilson (1741-1793) õðÞñîå ìáèçôÞò ôïý Edward Waring (1734-1798), áëëÜ åãêáôÝëåéøå áñêåôÜ óýíôïìá ôá
ÌáèçìáôéêÜ. ÕðçñÝôçóåùò äéêáóôéêüò êáé êáôüðéí (ðåñß ôï 1786) Ýëáâå êáé ôïí ôßôëï ôïý éððüôç. Óôï óýããñáììÜ ôïõ
ìå ôïí ôßôëïMeditationes algebraicae (ðïõ äçìïóéåýèçêå ôï 1770) ï Waring äéáôåßíåôáé üôé ï Wilson åß·å åéêÜóåé ôçí
éó·ý ôÞò éóïôéìßáò (2.37). Ùóôüóï, ïWilson äåí ìðüñåóå íá ôçí áðïäåßîåé êáé ðéèáíþò íá áñêÝóèçêå óå êÜðïéá áðëÜ
ðáñáäåßãìáôá. Ï Leibnitz (1646-1716) åß·å åðßóçò åéêÜóåé ôçí éó·ý áõôÞò ôÞò éóïôéìßáò (êáé ìÜëéóôá ðñéí ôï 1683),
·ùñßò üìùò íá Ý·åé êáôáöÝñåé íá ôçí áðïäåßîåé. Ï Lagrange (1736-1813), ïñìþìåíïò áðü üóá áíÝöåñå ï Waring óôï
Meditationes algebraicae, åñãÜóèçêå óêëçñÜ åðß ôïý ðñïâëÞìáôïò êáé ôåëéêþò Ýäùóå ìéá ïñèÞ áðüäåéîç ôï 1771.
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êáôÜ æåýãç (a, a0) , ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé a 6= a0 êáé aa0 ≡ 1 (mod p). ÐïëëáðëáóéÜ-
æïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ó·çìáôéæüìåíåò p−3

2 éóïôéìßåò ëáìâÜ-
íïõìå

2 · 3 · · · · (p− 2) ≡ 1 (mod p) =⇒ (p− 1)! ≡ p− 1 (mod p) .

ÅðåéäÞ p− 1 ≡ −1 (mod p) , ç (2.37) ðñïêýðôåé áðü ôï 2.1.5 (v).

Áíôéóôñüöùò ôþñá° õðïèÝôïíôáò üôé

(n− 1)! ≡ −1 (mod n) ,

ãéá êÜðïéïí óýíèåôï öõóéêü áñéèìü n ≥ 2, èá õðÜñ·åé êÜðïéïò äéáéñÝôçò n0 ôïý n
ìå 1 < n0 < n, ïðüôå n0 | (n− 1)!. ÅðåéäÞ

n0 | n
n | (n− 1)! + 1

¾
=⇒ n0 | (n− 1)! + 1,

ï n0 èá äéáéñåß êáé ôç äéáöïñÜ (n− 1)! + 1 − (n − 1)! = 1, ïðüôå n0 = 1, ðñÜãìá
Üôïðï. Óõíåðþò ï n ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôïò ðñïêåéìÝíïõ íá ðëçñïß ôçí ùò Üíù
éóïôéìßá. ¤

2.4.41 Ðüñéóìá. ¸óôù p Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò. Ôüôå

∙µ
p− 1
2

¶
!

¸2
≡

⎧⎨⎩
−1 (mod p) , üôáí p ≡ 1 (mod 4) ,

1 (mod p) , üôáí p ≡ 3 (mod 4) .

Áðïäåéîç. ÕðïèÝôïíôáò üôé p ≡ 1 (mod 4) , èá õðÜñ·åé Ýíáò áêÝñáéïò k, ïýôùò
þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá: p = 4k + 1. ÅðïìÝíùò,

p−1
2 = 2k =⇒

¡
p−1
2

¢
! = 1 · 2 · · · · p−12 = (−1) (−2) · · · ·

¡
−p−1

2

¢
(2.39)

(ðñïöáíþò ìå Üñôéï ðëÞèïò åìöáíéæïìÝíùí óçìåßùí ôïý «ìåßïí» óôï äåîéü ìÝëïò)
êáé

−1 ≡ (p− 1)(mod p)
−2 ≡ (p− 2)(mod p)

...
−p−1

2 ≡ (
p+1
2 )(mod p)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =⇒
¡
p−1
2

¢
! ≡ (p− 1) (p− 2) · · · (p+12 )(mod p). (2.40)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò (2.39) êáé (2.40) ëáìâÜíïõìå£¡
p−1
2

¢
!
¤2 ≡ 1 · 2 · · · · (p−12 )(

p+1
2 ) · · · (p− 2) (p− 1) (mod p)

≡ (p− 1)! (mod p).
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Áðü ôï èåþñçìá 2.4.40 ôïý Wilson, (p− 1)! ≡ −1 (mod p) , ïðüôå£¡
p−1
2

¢
!
¤2 ≡ −1 (mod p) ,

ëüãù ôïý (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.5. Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé p ≡ 1 (mod 4).
Ôüôå èá õðÜñ·åé Ýíáò áêÝñáéïò k, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá: p = 4k + 3.

ÅðïìÝíùò,

p−1
2 = 2k + 1 =⇒ −

¡
p−1
2

¢
! = −1 · 2 · · · · p−12 = (−1) (−2) · · · ·

¡
−p−1

2

¢
≡ (p− 1) · · · (p+12 )(mod p),

ïðüôå

−
£¡

p−1
2

¢
!
¤2 ≡ 1 · 2 · · · · (p−12 )(p+12 ) · · · (p− 1) ≡ (p− 1)! ≡ −1 (mod p) ,

åê íÝïõ êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò 2.4.40 ôïý Wilson. ¤


