
ÏÌÏËÏÃÉÊÇ ÁËÃÅÂÑÁ:
6oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. Íá áðïäåé·èåß üôé Q⊗Z (Q/Z) = {0} êáé üôé (Z/κZ)⊗Z Q = {0} ãéá êÜèå k ∈ N.

2. Íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé Ýíáò (êáíïíéóôéêüò) éóïìïñöéóìüò Z-ìïäßùí Q⊗Z Q ∼= Q.

3. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óôïé·åßï 2⊗ (1+ 2Z) åßíáé ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý Z⊗Z (Z/2Z) , åíþ åßíáé
äéÜöïñï ôïý ìçäåíéêïý óôïé·åßïõ ôïý 2Z⊗Z (Z/2Z) .

4. ÅÜí ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé ôï Quot(R) ôï óþìá êëáóìÜôùí ôçò, íá áðïäåé·èåß üôé
(Quot(R)/R)⊗R (Quot(R)/R) = {0}.

5. (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïõóäÞðïôå κ, λ ∈ N õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò Z-ìïäßùí

(Z/κZ)⊗Z (Z/λZ) ∼= Z/ìêä(κ, λ)Z.

(ii) Ãåíéêüôåñá, íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïõóäÞðïôå κ1, κ2, . . . , κs ∈ N (üðïõ s ∈ N, s ≥ 2) õößóôá-
ôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò Z-ìïäßùí

(Z/κ1Z)⊗Z (Z/κ2Z)⊗Z · · ·⊗Z (Z/κsZ) ∼= Z/ìêä(κ1, κ2, . . . , κs)Z.

[Õðüäåéîç : Ãéá ôï (i) íá åöáñìïóèåß ôï ðüñéóìá 3.6.5. Ãéá ôï (ii) íá ãßíåé ·ñÞóç ôïý (i), ôïý
èåùñÞìáôïò 3.4.4 êáé ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò åðß ôïý s.]

6. ÅÜíïéG,H åßíáé äõï (ðñïóèåôéêÝò)ðåðåñáóìÝíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò, íááðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá
ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) G⊗Z H = {0}.
(ii) ìêä(|G| , |H|) = 1.
[Õðüäåéîç : Âë. ðüñéóìá 1.7.17, èåþñçìá 3.4.5 êáé Üóêçóç 5.]

7. ¸óôù G ìéá (ðñïóèåôéêÞ) áâåëéáíÞ ïìÜäá. ¸óôù κ ∈ N. ÈÝôïíôáò κG := {κg| g ∈ G} íá áðï-
äåé·èåß ç ýðáñîç åíüò éóïìïñöéóìïý Z-ìïäßùí

(Z/κZ)⊗Z G ∼= G/κG.

[Õðüäåéîç : Íá åöáñìïóèåß ôï ðüñéóìá 3.6.4.]

8. ¸óôù G ìéá (ðñïóèåôéêÞ) ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõ-
íáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) Ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

(ii) G⊗Z Q = {0}.
[Õðüäåéîç : Âë. óçìåßùóç 1.7.15, èåùñÞìáôá 3.4.3 êáé 3.4.5, êáé Üóêçóç 1 Þ Üóêçóç 7.]

9. ÅÜí ôï K åßíáé Ýíá óþìá, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç åíüò (êáíïíéóôéêïý) éóïìïñöéóìïý K-
äéáíõóìáôéêþí ·þñùí

K[t1, t2] ∼= K[t1]⊗K K[t2].
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10. ¸óôù V Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéóìÝíïò õðåñÜíù åíüò óþìáôïòK.

(i) ÅÜí v, v0 ∈ Vr{0V }, íá áðïäåé·èåß üôé v ⊗ v0 = v0 ⊗ v åíôüò ôïý V ⊗K V åÜí êáé ìüíïí åÜí
v0 = λv ãéá êÜðïéï λ ∈ K. [Õðüäåéîç : Ç ìßá êáôåýèõíóç åßíáé ðñïöáíÞò âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò
3.3.13 (iii). Ãéá ôçí Üëëç áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ôï {v, v0} åßíáé êáô' áíÜãêçí óýíïëï ãñáììéêþò
åîáñôçìÝíï.]

(ii) ÅÜí v1, v2, v
0
1, v

0
2 ∈ Vr{0V }, íá áðïäåé·èåß üôé v1 ⊗ v2 = v01 ⊗ v02 åíôüò ôïý V ⊗K V åÜí êáé

ìüíïí åÜí v01 = λv1 êáé v02 = μv2 ãéá êÜðïéá λ, μ ∈ K ìå λμ = 1K . [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß
ôï (i) óå óõíäõáóìü ìå ôï ðüñéóìá 3.4.10 (i).]

11. ¸óôù üôé ôï K åßíáé Ýíá óþìá êáé üôé ïé U êáé V åßíáé äõï K-äéáíõóìáôéêïß ·þñïé. ÅÜí ïé
U 0 ⊆ U êáé V 0 ⊆ V åßíáé ïéïéäÞðïôå õðü·ùñïß ôïõò, õðïèÝôïõìå üôé Ý·ïõìå ôáõôßóåé ôçí åéêüíá
ôïý U 0 ⊗K V 0 åíôüò ôïý U ⊗K V ìÝóù ôïý ìïíïìïñöéóìïý

U 0 ⊗K V 0 /→ U ⊗K V

ôïý åðáãïìÝíïõ áðü ôéò åíèåôéêÝò áðåéêïíßóåéò U 0 /→ U êáé V 0 /→ V, èåùñþíôáò ôüí U 0⊗K V 0 ùò
õðü·ùñï ôïý U ⊗K V .

Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá õðï·þñïõò U1, U2, U 0 ⊆ U êáé V1, V2, V 0 ⊆ V éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) (U1 ⊗K V ) ∩ (U2 ⊗K V ) = (U1 ∩ U2)⊗K V,

(ii) V1 ∩ V2 = {0} =⇒ (U1 ⊗K V1) ∩ (U2 ⊗K V2) = {0},
(iii) (U 0 ⊗K V ) ∩ (U ⊗K V 0) = U 0 ⊗K V 0,

(iv) (U1 ⊗K V1) ∩ (U2 ⊗K V2) = (U1 ∩ U2)⊗K (V1 ∩ V2) ,
êáé üôé, ãåíéêüôåñá, ãéá õðï·þñïõò Uj ⊆ U, j ∈ J, êáé Vλ ⊆ V, λ ∈ Λ, éó·ýåé ç éóüôçôá

(v)
T

(j,λ)∈J×Λ
(Uj ⊗K Vλ) =

Ã T
j∈J

Uj

!
⊗K

µ T
λ∈Λ

Vλ

¶
.

12. (i) ¸óôù (Mj)j∈J ìéá ïéêïãÝíåéá R-ìïäßùí êáé Ýóôù N Ýíáò R-ìüäéïò. Íá áðïäåé·èåß üôé ï êá-
íïíéóôéêüò ïìïìïñöéóìüò

(
Y
j∈N

Mj)
N

RN −→
Y
j∈N
(Mj

N
RN), (mj)j∈J ⊗ n 7−→ (mj ⊗ n)j∈J ,

åßíáé åðéìïñöéóìüò üôáí ï N åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò.

(ii) ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èåß üôé

(
Y
j∈N

¡
Z/pjZ

¢
)
N

Z Q À
Y
j∈N

¡¡
Z/pjZ

¢N
Z Q
¢
.

(Ùò åê ôïýôïõ, ôï èåþñçìá 3.4.5 äåí éó·ýåé åÜí ôï åõèý Üèñïéóìá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôï åõèý
ãéíüìåíï.)

13. Ãåíßêåõóç ôïý ðáñáäåßãìáôïò 3.3.17 (iv). Áò õðïèÝóïõìå üôé ç f : M −→M 0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñ-
öéóìüò ìåôáîý äõï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí, åëåõèÝñùí R-ìïäßùí êáé üôé ïé

A = {m1, . . . ,ml}, A0 = {m0
1, . . . ,m

0
k}, ((k, l) ∈ N×N) ,

åßíáé äéáôåôáãìÝíåò âÜóåéò ôùíM êáéM 0, áíôéóôïß·ùò. ÌÝóù ôùí l éóïôÞôùí

f(mi) =
kX
i=1

aiν m
0
i, 1 ≤ ν ≤ l,
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ïñßæåôáé ï ðßíáêáò

MA
A0 (f) := (aiν) ∈Matk×l (R)

ôïý f ùò ðñïò ôéò âÜóåéò A êáé A0. ÅÜí ï g : N −→ N 0 åßíáé Ýíáò åðéðñüóèåôïò ïìïìïñöéóìüò
ìåôáîý ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí, åëåõèÝñùí R-ìïäßùí, ïé

B = {n1, . . . , nq}, B0 = {n01, . . . , n0p}, ((p, q) ∈ N×N) ,

äéáôåôáãìÝíåò âÜóåéò ôùí N êáé N 0, áíôéóôïß·ùò, êáé

MB
B0 (g) := (bjμ) ∈Matp×q (R)

ï ðßíáêáò ôïý g ùò ðñïò ôéò âÜóåéò B êáé B0, ôüôå, êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.6 êáé ôÞò
ëåîéêïãñáöéêÞò äéáôÜîåùò äåéêôþí, ïñßæïõìå ôç äéáôåôáãìÝíç âÜóç

A⊗ B := {m1 ⊗ n1, . . . ,m1 ⊗ nq, . . . . . . ,ml ⊗ n1, . . . ,ml ⊗ nq}

ôïýM ⊗R N êáé ôç äéáôåôáãìÝíç âÜóç

A0 ⊗ B0 := {m0
1 ⊗ n01, . . . ,m

0
1 ⊗ n0p, . . . . . . ,m

0
k ⊗ n01, . . . ,m

0
k ⊗ n0p}

ôïý M 0 ⊗R N 0, áðïêáëþíôáò ôÞí A⊗ B (êáé, áíôéóôïß·ùò, ôçí A0 ⊗ B0) ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí
âÜóåùí A êáé B (êáé áíôéóôïß·ùò, ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí âÜóåùí A0 êáé B0). Ï ðßíáêáò

MA⊗B
A0⊗B0 (f⊗̄g) := (cαβ) ∈Matkp×lq (R)

ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ôùí ïìïìïñöéóìþí f êáé g ùò ðñïò ôéò áíùôÝñù âÜóåéòA⊗B êáéA0⊗B0
åßíáé åõêüëùò õðïëïãßóéìïò, êáèüôé Ý·ïõìå

(f⊗̄g) (mν ⊗ nμ) = f(mν)⊗ g (nμ)

=

Ã
kX
i=1

aiν m
0
i

!
⊗
⎛⎝ pX

j=1

bjμ n
0
j

⎞⎠
=

kX
i=1

pX
j=1

aiν bjμ
¡
m0
i ⊗ n0j

¢
=

kX
i=1

pX
j=1

c(i−1)p+j,(ν−1)q+μ
¡
m0
i ⊗ n0j

¢
,

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

c(i−1)p+j,(ν−1)q+μ = aiν bjμ,

ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , p}, ν ∈ {1, . . . , l} êáé μ ∈ {1, . . . , q}. Ç ùò Üíù êáôáóêåõá-
óôéêÞ äéáäéêáóßá ìÜò ïäçãåß óôçí ðáñÜèåóç ôïý áêïëïýèïõ öïñìáëéóôéêïý ïñéóìïý: ÅÜí ïé
k, l, p, q åßíáé öõóéêïß áñéèìïß êáé

A = (aiν) ∈Matk×l (R) , B = (bjμ) ∈Matp×q (R) ,

ôüôå ï ðßíáêáò

C := A⊗B := (cαβ) ∈Matkp×lq (R) ,
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ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôÞò

c(i−1)p+j,(ν−1)q+μ := aiν bjμ,

ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , k}, j ∈ {1, . . . , p}, ν ∈ {1, . . . , l} êáé μ ∈ {1, . . . , q}, êáëåßôáé ôáíõóôéêü
ãéíüìåíï1 (Þ êáôÜ Kronecker ãéíüìåíï) ôùí ðéíÜêùíA êáéB. Óýìöùíá ìå ôá üóáðñïáíáöÝñáìå,
ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï

Matk×l (R)×Matp×q (R) 3 (A,B) 7−→ A⊗B ∈Matkp×lq (R)

ðéíÜêùí åßíáé êáëþò ïñéóìÝíï. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸óôù üôé ïéM,M 0, N êáéN 0 åßíáé ôÝóóåñåéò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé, åëåýèåñïé R-ìüäéïé
êáé üôé f ∈ HomR(M,M 0) êáé g ∈ HomR(N,N 0). ÅÜí ïé A,B,A0,B0 åßíáé äéáôåôáãìÝíåò âÜóåéò
ôùíM,M 0, N êáé N 0, áíôéóôïß·ùò, ôüôå

MA
A0 (f)⊗MB

B0 (g) =M
A⊗B
A0⊗B0 (f⊗̄g) .

(ii) ÅÜíA ∈Matk×l (R) , B ∈Matp×q (R) , ôüôå

A⊗B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a11B a12B · · · a1lB

a21B a22B · · · a2lB
...

... · · · ...
ak1B ak2B · · · aklB

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈Matkp×lq (R) ,

üðïõ ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , k} êáé ν ∈ {1, . . . , l} Ý·ïõìå

aiνB =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
aiνb11 aiνb12 · · · aiνb1q

aiνb21 aiνb22 · · · aiνb2q
...

... · · · ...
aiνbp1 aiνbp2 · · · aiνbpq

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈Matp×q (R) .

(iii) ÅÜíA ∈Matk×l (R) êáé ϕA : Rl −→ Rk, x 7−→ ϕA(x) := Ax, íá áðïäåé·èåß üôé

A =MEl
Ek (ϕA) ,

üðïõ El, Ek åßíáé ïé óõíÞèåéò âÜóåéò ôùí Rl êáé Rk.

14. Êýñéåò éäéüôçôåò ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ðéíÜêùí. ÅÜí ïé k, l, p, q, r, s, t åßíáé öõóéêïß áñéèìïß
êáé

A ∈Matk×l (R) , B ∈Matp×q (R) , C ∈Matr×s (R) , D ∈Mats×t (R) ,

íá áðïäåé·èïýí (ìå ôç âïÞèåéá ôùí (i)-(iii) ôÞò áóêÞóåùò 13) ôá áêüëïõèá:

(i) Ïé õðïëïãéóôéêïß êáíüíåò:¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

a) A⊗ (B⊗C) = (A⊗B)⊗C,

b) Ãéá p = r, q = s =⇒
⎧⎨⎩ A⊗ (B+C) = A⊗B+A⊗C,

(B+C)⊗A = B⊗A+C⊗A.
c) Ãéá êÜèå λ ∈ R : λ (A⊗B) = (λA)⊗B = A⊗ (λB) ,
d) (A⊗B)| = A| ⊗B| .

1Ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ðéíÜêùí (éäéáéôÝñùò üôáí ï R åßíáé óþìá ) áðïôåëåß ëßáí ·ñÞóéìï åñãáëåßï óå ðïëëïýò ìáèçìáôéêïýò
êëÜäïõò, üðùò ð.·. óôç ÃñáììéêÞ ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç, óôç Èåùñßá ÁñéèìçôéêÞò Åðéëýóåùò Äéáöïñéêþí Åîéóþóåùí, óôç Ìá-
èçìáôéêÞ ÖõóéêÞ ê.Ü.
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(ii) ÅÜí l = p, ôüôå

(A⊗C) (B⊗D) = AB⊗CD.

[Õðüäåéîç : Ðñïöáíþò,

(A⊗C) (B⊗D) = (MEl
Ek (ϕA)⊗MEs

Er (ϕC))(M
Eq
Ep (ϕB)⊗MEt

Es (ϕD))

= (MEl⊗Es
Ek⊗Er (ϕA⊗̄ϕC))(M

Eq⊗Et
Ep⊗Es (ϕB⊗̄ϕD))

= M
Eq⊗Et
Ek⊗Er ((ϕA⊗̄ϕC) ◦ (ϕB⊗̄ϕD)) ,

ïðüôå áñêåß ç åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 3.5.5.]

(iii) ÕðÜñ·ïõí ìåôáôáêôéêïß ðßíáêåò2

P ∈Matkp×kp (R) , Q ∈Matlq×lq (R) ,

ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

B⊗A = P (A⊗B)Q.

Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá k = l êáé p = q, ïé åí ëüãù ðßíáêåò ìðïñïýí íá åðéëåãïýí êáôÜ
ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá Ý·ïõìåQ = P| . [Õðüäåéîç : Ãéá êÜèå æåýãïò (i, j) ∈ N×N Ýóôù

σij : R
i ⊗R Rj −→ Rj ⊗R Ri

ï êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò ðïõ ïñßóèçêå áðü ôï èåþñçìá 3.4.1. Ðñïöáíþò, σ−1ij = σji. Åðé-

ðñïóèÝôùò, ï ðßíáêáò Pij :=M
Ei⊗Ej
Ej⊗Ei (σij) åßíáé ìåôáôáêôéêüò ìå

P−1ij = P|ij = Pji =M
Ej⊗Ei
Ei⊗Ej (σji) ∈Matij×ij (R)

êáé ϕB⊗̄ϕA = σkp ◦ (ϕA⊗̄ϕB) ◦ σlq. Åî áõôïý Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï åÜí êáíåßò èÝóåéP := Pkp êáé
Q := Plq.]

(iv) ÅÜí k = l êáé p = q, ôüôå

tr (A⊗B) = tr (A) · tr (B) = tr (B⊗A)

(üðïõ tr= ß·íïò ) êáé

det (A⊗B) = (det (A))p (det (B))k = det (B⊗A) .

[Õðüäåéîç : ÊáôÜ ôï (iii) õðÜñ·åé ìåôáôáêôéêüò ðßíáêáòP ∈Matkp×kp (R) , ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé
A⊗B = P(B⊗A)P| .Íá·ñçóéìïðïéçèåß ç éóüôçôá det(P)2 = 1.Åíóõíå·åßá, ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôÞò det (A⊗B) íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç éóüôçôáA⊗B = (A⊗ Ip)(Ik⊗B) (ðïõ Ýðåôáé áðü ôï (ii)).]

(v) ÅÜí k = l êáé p = q, êáé åÜí áìöüôåñïé ïé A êáé B åßíáé áíôéóôñÝøéìïé, ôüôå êáé ï ðßíáêáò
A⊗B åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1.

(vi) ÅÜí ïR åßíáéðåñéï·Þ êõñßùí éäåùäþí, ôüôå ç âáèìßäá ôïýðßíáêáA⊗B éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï
ôùí âáèìßäùí ôùí ðéíÜêùíA êáéB:

rank (A⊗B) = rank (A) · rank (B) .
2¸íáò ôåôñáãùíéêüò ðßíáêáò ïíïìÜæåôáé ìåôáôáêôéêüò üôáí êáôáóêåõÜæåôáé ìÝóù ìéáò ìåôáôÜîåùò ãñáììþí Þ óôçëþí ôïý
ìïíáäéáßïõ ðßíáêá. (ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå ìåôáôáêôéêü ðßíáêá P Ý·ïõìå P | = P−1 êáé det (P )2 = 1.)
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15. ¸óôù üôé ïé k, l åßíáé äõï öõóéêïß áñéèìïß êáé üôé A ∈Matk×k (C) ,B ∈Matl×l (C) . Íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ïé λ1, . . . , λk ∈ C åßíáé ïé éäéïôéìÝò ôïý A ìå ôá u1, . . . , uk ùò éäéïäéáíýóìáôá (êáé
áíôéóôïß·ùò, ïé μ1, . . . , μl ∈ C ïé éäéïôéìÝò ôïý B ìå ôá v1, . . . , vl ùò éäéïäéáíýóìáôá), ôüôå ôï©
λi ⊗ μj

¯̄
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l

ª
åßíáé ôï óýíïëï ôùí éäéïôéìþí êáé ôï {ui ⊗ vj | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l}

ôï óýíïëï ôùí éäéïäéáíõóìÜôùí ôïý ðßíáêáA⊗B ∈Matkl×kl (C) .

(ii) Ï ðßíáêáòA⊗ Il + Ik ⊗B Ý·åé ôï
©
λi + μj

¯̄
1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l

ª
ùò óýíïëï éäéïôéìþí êáé ôï

{ui ⊗ vj | 1 ≤ i ≤ k, 1 ≤ j ≤ l} ùò óýíïëï éäéïäéáíõóìÜôùí.

(iii) Ùò ãíùóôüí, ç åêèåôéêÞ áðåéêüíéóç3 exp:Matk×k (C) −→Matk×k (C) ðïõ äßäåôáé ìÝóù ôïý
ôýðïõ

exp(A) := eA :=
∞X
j=1

Aj

j!
,

åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, êáèüóïí ç ðñïêåéìÝíç óåéñÜ óõãêëßíåé4. ÅÜí k = l, ôüôå

e(A+B) = eAeB = e(A⊗Ik+Ik⊗B).

Áðü ôç äåýôåñç éóüôçôá ðñïêýðôåé Üìåóá ç

tr(e(A⊗Ik+Ik⊗B)) = tr
¡
eA
¢
tr
¡
eB
¢
,

ç ïðïßá äéáóõíäÝåé ôï ß·íïò, ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï êáé ôçí åêèåôéêÞ áðåéêüíéóç, êáé ðáßæåé óç-
ìáíôéêü ñüëï óôç ìåëÝôç ôùí óõóôçìÜôùí ôïý Fermi óôï ðëáßóéï ôÞò ÈåùñçôéêÞò Ìç·áíéêÞò5.

16. ÁëëáãÞ ôïý äáêôõëßïõ áíáöïñÜò. ¸óôù φ : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ìåôáèåôé-
êþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï (êáé, ùò óõíÞèùò, φ(1R) = 1S). Ï S

êáèßóôáôáé R-ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

R× S −→ S, (r, s) 7−→ rs := φ(r)s, ∀ (r, s) ∈ R× S.

(Ôï ßäéï óõìâáßíåé ìå ïéïíäÞðïôå S-ìüäéï. Ðñâë. Üóêçóç 4 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí
áóêÞóåùí.) ÅÜí ïM åßíáé ôõ·þí R-ìüäéïò, ôüôå ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï

M(φ) :=M(S) :=M ⊗R S

åßíáé áö' åíüò ìåí R-ìüäéïò ìå

rz = φ(r)z, ∀(r, z) ∈ R×M(S),

3Âë. G. Strang: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá êáé ÅöáñìïãÝò, óå ìåôÜöñáóç Ð. ÐÜìöéëïõ, ÐáíåðéóôçìéáêÝò Åêäüóåéò ÊñÞôçò, 1995, § 5.4,
óåë. 321-337.
4Ôï óýíïëï Matk×k (C) , åöïäéáóìÝíï ìå ôç óôÜèìç (= íüñìá) k·k :Matk×k (C)×Matk×k (C) −→ [0,+∞),

kAk := inf
n
c ≥ 0 : |Ax| ≤ c |x| , ∀x ∈ Ck

o
,

üðïõ |·| ç óõíÞèçò (åõêëåßäåéá) óôÜèìç ôïý Ck, åßíáé Ýíáò ·þñïò Banach. ÅðåéäÞ
∞X
j=1

°°°°Aj

j!

°°°° ≤ ∞X
j=1

kAkj
j!

= ekAk < +∞,

ç óåéñÜ
∞P
j=1

Aj

j!
óõãêëßíåé, áöïý óå ·þñïõò Banach ïé áðïëýôùò óõãêëßíïõóåò óåéñÝò åßíáé (óçìåéáêþò) óõãêëßíïõóåò.

5Âë. W.-H. Steeb: Kronecker Product of Matrices and Applications, Bibliographisches Institut, Mannheim, 1991.
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áö' åôÝñïõ äå S-ìüäéïò åöïäéáæüìåíïò ìå ôïí áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü

S ×M(S) −→M(S), (s,m⊗ s0) := m⊗ (ss0), ∀m ∈M, ∀(s, s0) ∈ S × S.

O M(φ) := M(S) êáëåßôáé ï êáôüðéí áëëáãÞò ôïý äáêôõëßïõ áíáöïñÜò áðïêôþìåíïò S-ìüäéïò.
(ÌÜëéóôá, ï éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùíM ⊗R S ∼= S ⊗R M ï èåóðéóèåßò óôï èåþñçìá 3.4.1 ìðïñåß
íá éäùèåß êáé ùò éóïìïñöéóìüò S-ìïäßùí.) Ï ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí

ιM :M −→M(S), m 7−→ m⊗ 1S ,

óôÝëíåé ôï M íá áðåéêïíéóèåß óå Ýíá óýóôçìá S-ãåííçôüñùí ôïý M(S). (ÌÜëéóôá, éó·ýåé êÜôé
áêüìç ðéï éó·õñü: ï ιM óôÝëíåé êÜèå óýóôçìá R-ãåííçôüñùí ôïý M íá áðåéêïíéóèåß óå Ýíá
óýóôçìá óýóôçìá S-ãåííçôüñùí ôïýM(S).)

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ï M åßíáé åëåýèåñïò R-ìüäéïò (ìå ôçí ïéêïãÝíåéá (xj)j∈J ùò ìéá âÜóç ôïõ), ôüôå ï M(S)

åßíáé åëåýèåñïò S-ìüäéïò (ìå ôçí ïéêïãÝíåéá (xj ⊗ 1S)j∈J ùò ìéá âÜóç ôïõ).

(ii) ¼ôáí ï φ : R −→ S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ïM(φ) :=M(S) êáëåßôáé éäéáéôÝñùò
ï êáôüðéí åðåêôÜóåùò ôïý äáêôõëßïõ áíáöïñÜò áðïêôþìåíïò S-ìüäéïò. Ç åíñéðôéêüôçôá ôïý
φ äåí óõíåðÜãåôáé ðÜíôïôå ôçí åíñéðôéêüôçôá ôïý ιM . Ùóôüóï, üôáí ï ιM óõìâáßíåé íá åßíáé
ìïíïìïñöéóìüò R-ìïäßùí, ôüôå åßèéóôáé íá ôáõôßæïõìå ôïíM ìå ôçí åéêüíá ôïõ ιM (M) åíôüò ôïý
M(S) êáé íá åéóÜãïõìå ôç óõíôïìïãñáößá

sm := s(m⊗ 1S), ∀(s,m) ∈ S ×M.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí o V åßíáé Ýíáò R-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò, ï

V(C) := V ⊗R C

åßíáé C-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò (ç ëåãüìåíç ìéãáäïðïßçóç ôïý V ) êáé dimC(V(C))) = dimR(V ).

μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí R-âÜóç {1, i} ôïý C êáé ôï ðüñéóìá 3.4.9 óõíÜãïõìå ôïí éóïìïñöéóìü R-
äéáíõóìáôéêþí ·þñùí

V × V
∼=−→ V(C), (x, y) 7−→ x⊗ 1 + y ⊗ i.

ÅÜí ëçöèïýí õð' üøéí áõôÝò ïé ôáõôßóåéò, ôüôå ãéá êÜèå a, b ∈ R êáé ãéá êÜèå x, y ∈ V ï áñéèìç-
ôéêüò ðïëëáðëáóéáóìüò åíôüò ôïý V(C) ðáñÝ·åôáé áðü ôïí ôýðï

(a+ bi)(x+ yi) = (ax− by) + (ay + bx)i.

(iii) ÅÜí ï N åßíáé ôõ·þí S-ìüäéïò, ôüôå ç áðåéêüíéóç

HomS(M(S), N) −→ HomR(M,N), g 7−→ g ◦ ιM ,

åßíáé áìöéññéðôéêÞ êáé ìðïñåß íá åêëçöèåß ôüóïí ùò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí üóïí êáé ùò éóï-
ìïñöéóìüò S-ìïäßùí.

(iv) ÅÜí ç áðåéêüíéóç f :M −→M 0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí, ôüôå ç

f(S) := f⊗̄IdS :M(S) −→M 0
(S)
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åßíáé ôüóïí ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí üóïí êáé ïìïìïñöéóìüò S-ìïäßùí. ÅðéðñïóèÝôùò, ôï äéÜ-
ãñáììá

M

ιM

²²

ª

f // M 0

ιM0

²²
M(S)

f(S)

// M 0
(S)

åßíáé ìåôáèåôéêü êáé ãéá ïéïíäÞðïôå ïìïìïñöéóìü R-ìïäßùí g :M 0 −→M 00 Ý·ïõìå

g(S) ◦ f(S) = (g ◦ f)(S).

(v) Åê ôïý áíùôÝñù ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò óõíÜãåôáé ç ýðáñîç êáíïíéóôéêþí ïìïìïñöéóìþí
S-ìïäßùí

(Ker(f))(S) −→ Ker(f(S)), (Im(f))(S) −→ Im(f(S)),

ïé ïðïßïé åßíáé éóïìïñöéóìïß üôáí ï S åßíáé éóüðåäïò R-ìüäéïò. (Ð.·. ôïýôï óõìâáßíåé ðÜíôïôå
üôáí ï R åßíáé óþìá.)

(vi) ÌÝóù ôïý ïìïìïñöéóìïý R-ìïäßùí

HomR(M,M 0) 3 f 7−→ f(S) ∈ HomS(M(S),M
0
(S))

åðÜãåôáé Ýíáò êáíïíéóôéêüò ïìïìïñöéóìüò S-ìïäßùí

HomR(M,M 0)⊗R S −→ HomS(M(S),M
0
(S)).

¼ôáí ïéM,M 0 åßíáé åëåýèåñïé êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïéR-ìüäéïé (Þ üôáí ï S åßíáé åëåýèå-
ñïò êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò R-ìüäéïò), ôüôå áõôüò êáèßóôáôáé éóïìïñöéóìüò S-ìïäßùí,
äçëáäÞ

HomS(M(S),M
0
(S))
∼= (HomR(M,M 0))(S).

(vii) Ãéá ïéïõóäÞðïôå R-ìïäßïõòM,M 0 õößóôáôáé ï åîÞò êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò S-ìïäßùí:

(M ⊗R M 0)⊗R S ∼=M(S) ⊗S M 0
(S), (m⊗m0)⊗ 1S 7−→ (m⊗ 1S)⊗ (m0 ⊗ 1S) .

(viii) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôüôå ãéá ïéïíäÞðïôå R-ìüäéïM ç áðåéêüíéóç

M ⊗R (R/I) −→M/IM, m⊗ (r + I) 7−→ (rm) + I,

åßíáé éóïìïñöéóìüò (R/I)-ìïäßùí (ìå ôçí m+ IM 7−→ m⊗ (1R + I) ùò áíôßóôñïöü ôçò). ÊáôÜ
óõíÝðåéáí, ãéá ïéïíäÞðïôå ïìïìïñöéóìü R-ìïäßùí f : M −→ M 0 ï f(R/I) åßíáé ï (óå åðßðåäï
ðçëéêïìïäßùí) åðáãüìåíïò ïìïìïñöéóìüò (R/I)-ìïäßùíM/IM −→M 0/IM 0.

(ix) Áò õðïèÝóïõìå üôé ç f : M −→ M 0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãïìÝíùí, åëåõèÝñùí R-ìïäßùí êáé üôé ïé

A = {m1, . . . ,ml}, A0 = {m0
1, . . . ,m

0
k}, ((k, l) ∈ N×N) ,
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åßíáé äéáôåôáãìÝíåò âÜóåéò ôùíM êáéM 0, áíôéóôïß·ùò. ÌÝóù ôùí l éóïôÞôùí

f(mi) =
kX
i=1

aiν m
0
i, 1 ≤ ν ≤ l,

ïñßæåôáé ï ðßíáêáò

MA
A0 (f) := (aiν) ∈Matk×l (R)

ôïý f ùò ðñïò ôéò âÜóåéò A êáé A0 üðùò óôçí Üóêçóç 13. Ôüôå

M
A(S)

A0
(S)

¡
f(S)

¢
= (aiν ⊗ 1S) ∈Matk×l (S) ,

üðïõ

A(S) := {m1 ⊗ 1S , . . . ,ml ⊗ 1S}, A0(S) := {m0
1 ⊗ 1S , . . . ,m0

k ⊗ 1S}.
ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá êÜèå æåýãïò (k, l) ∈ N×N õößóôáôáé ï êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò S-ìïäßùí:

Matk×l (R)⊗R S =: (Matk×l (R))(S) ∼=Matk×l (S) .

17. ¸óôù S Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï êáé Ýóôù R Ýíáò
õðïäáêôýëéüò ôïõ ìå 1R = 1S . ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ
R[t1, . . . , tk], íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç åíüò éóïìïñöéóìïý S-ìïäßùí

(R[t1, . . . , tk]/I)⊗R S =: (R[t1, . . . , tk]/I)(j)
∼= S[t1, . . . , tk]/I S[t1, . . . , tk],

üðïõ j : R /→ S ç öõóéêÞ åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç. (Åäþ ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò ï åéóá·èåßò
óôçí Üóêçóç 16.)

18. ¸óôù I = h2, ti ôï éäåþäåò ôïý R = Z[t] ôï ðáñáãüìåíï áðü ôá 2 êáé t. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ç f : I × I −→ Z/2Z ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

f

Ã
kP

j=0
ajt

j ,
lP

j=0
bjt

j

!
:=

a0
2
b1(mod 2),

áðïôåëåß R-äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç.

(ii) ÕðÜñ·åé ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí I ⊗R I −→ Z/2Z ï ïðïßïò óôÝëíåé êÜèå áðïóõíôéèÝìåíï
ôáíõóôÞ p(t)⊗ q(t) (üðïõ p(t), q(t) ∈ I) íá áðåéêïíßæåôáé óôï p(0)

2
dq
dt (0), üðïõ ôï dq

dt óõìâïëßæåé ôç
óõíÞèç (åðßôõðç) ðáñÜãùãï ôïý ðïëõùíýìïõ q(t).

(iii) Åíôüò ôïý I ⊗R I Ý·ïõìå 2⊗ t 6= t⊗ 2.
(iv) Ôï 2⊗ t− t⊗ 2 åßíáé Ýíá óôïé·åßï óôñÝøåùò ôïý I ⊗R I. (Âë. Üóêçóç 11 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ
ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.)

(v) Ï õðïìüäéïò ôïý I⊗R I ï ðáñáãüìåíïò áðü ôï 2⊗ t− t⊗2 åßíáé éóüìïñöïò ôïýR-ìïäßïõR/I.

(vi) To 2⊗ t− t⊗ 2 äåí åßíáé áðïóõíôéèÝìåíïò ôáíõóôÞò ôïý I ⊗R I.

19. ¸óôù I Ýíá êýñéï éäåþäåò ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R. Íá áðïäåé·èåß üôé tors(I ⊗R I) = {0I⊗RI}.
20. ¸óôùüôé ïéM,N åßíáé äõï ìüäéïé ïñéóìÝíïé õðåñÜíùìéáòáêåñáßáò ðåñéï·Þò R.Íááðïäåé·èïýí

ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí M,N åßíáé äéáéñåôüò, ôüôå êáé ï M ⊗R N åßíáé äéáéñåôüò. (Âë.
Üóêçóç 12 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.)

(ii) ÅÜí ï M åßíáé R-ìüäéïò óôñÝøåùò êáé ï N äéáéñåôüò, ôüôå M ⊗R N = {0}. (Âë. Üóêçóç 11
ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.)
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21. ¸óôù üôé ïM åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò êáé ôá I1, I2 äõï éäåþäç ôïý R.

(i) Íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç åíüò (êáíïíéóôéêïý) éóïìïñöéóìïý R-ìïäßùí

(M/I1M)⊗R (M/I2M) ∼=M/(I1 + I2)M.

(ii) ÅÜí ç j : I1M /→M åßíáé ç öõóéêÞ åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç, íá áðïäåé·èåß üôé

Ker(j⊗̄IdR/I2) ∼= (I1M ∩ I2M)/(I1I2)M

(ïðüôå ç j⊗̄ IdR/I2 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò R-ìïäßùí åÜí êáé ìüíïí åÜí I1M ∩ I2M = (I1I2)M).

22. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) O Z-ìüäéïò Q/Z åßíáé åìâïëéêüò, áëëÜ äåí åßíáé éóüðåäïò.

(ii) O Z-ìüäéïò Z⊕Q åßíáé éóüðåäïò, áëëÜ äåí åßíáé ïýôå ðñïâïëéêüò ïýôå åìâïëéêüò.

23. Ãéá Ýíáí R-ìüäéïM íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) ÏM åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

0 −→ N −→ P −→M −→ 0,

üðïõ P éóüðåäïò R-ìüäéïò, êáé ãéá ïéïíäÞðïôå R-ìüäéï E ç âñá·åßá áêïëïõèßá

0 −→ N ⊗R E −→ P ⊗R E −→M ⊗R E −→ 0

åßíáé áêñéâÞò.

(iii) ÕðÜñ·åé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

0 −→ N −→ P −→M −→ 0,

üðïõ P éóüðåäïòR-ìüäéïò, ôÝôïéá þóôå ãéá ïéïíäÞðïôåR-ìüäéïE ç åðáãïìÝíç âñá·åßá áêïëïõ-
èßá

0 −→ N ⊗R E −→ P ⊗R E −→M ⊗R E −→ 0

íá åßíáé áêñéâÞò. [Õðüäåéîç : (i)⇒(ii) ¸óôù ôõ·þí R-ìüäéïò E. Ùò ãíùóôüí (âë. ðüñéóìá 1.6.16)
E ∼= F/E0, üðïõ F Ýíáò åëåýèåñïòR-ìüäéïò. ÅðåéäÞ ïM åßíáé éóüðåäïò, ëáìâÜíïõìå ôç âñá·åßá
áêñéâÞ áêïëïõèßá

0 −→M ⊗R E0 −→M ⊗R F −→M ⊗R E −→ 0.

Ãéá ïéáäÞðïôå âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

0 −→ N −→ P −→M −→ 0,

üðïõ P éóüðåäïò R-ìüäéïò, ðñïêýðôåé Ýíá ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

0

↓
N ⊗R E0 −→ P ⊗R E0 −→ M ⊗R E0 −→ 0

↓ ª ↓ ª ↓
0 −→ N ⊗R F −→ P ⊗R F −→ M ⊗R F −→ 0

↓ ª ↓ ª ↓
N ⊗R E −→ P ⊗R E −→ M ⊗R E −→ 0

↓ ↓ ↓
0 0 0
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Áñêåé íá åöáñìïóèåß óå áõôü ôï ëÞììá ôïý öéäéïý 2.2.7.

(ii)⇒(iii) Áñêåß íá ëçöèåß ùò P Ýíáò åëåýèåñïò R-ìüäéïò ìå M ∼= P/N (âë. ðüñéóìá 1.6.16),
ïýôùò þóôå íá ó·çìáôéóèåß ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

0 −→ N −→ P −→M −→ 0.

(iii)⇒(i) Äïèåßóáò ìéáò âñá·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò 0 −→ A −→ B −→ C −→ 0 áñêåß íá
áðïäåé·èåß üôé ç

0 −→ A⊗R M −→ B ⊗R M −→ C ⊗R M −→ 0

åßíáé áêñéâÞò. Åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôïý ëÞììáôïò ôïý öéäéïý 2.2.7 ãéá ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

0 0 0

↓ ↓ ↓
A⊗R N −→ B ⊗R N −→ C ⊗R N −→ 0

↓ ª ↓ ª ↓
0 −→ A⊗R P −→ B ⊗R P −→ C ⊗R P −→ 0

↓ ª ↓ ª ↓
A⊗R M −→ B ⊗R M −→ C ⊗R M −→ 0

↓ ↓ ↓
0 0 0

áðïäåéêíýåé üôé ïM åßíáé üíôùò éóüðåäïò.]

24. ÅÜí ç 0 −→ M 0 f−→ M
g−→ M 00 −→ 0 åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá R-ìïäßùí êáé

ïìïìïñöéóìþíR-ìïäßùí ìå ôïíM 00 éóüðåäï, íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) ÏM åßíáé éóüðåäïò.

(ii) ÏM 0 åßíáé éóüðåäïò.

[Õðüäåéîç : ÅÜí ï j : N 0 −→ N åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò R-ìïäßùí, ôüôå ðñïêýðôåé ôï åîÞò
ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

0 // M 0 ⊗R N 0

ª

f⊗̄IdN0 //

IdM0 ⊗̄j

²²

M ⊗R N 0

ª

g⊗̄IdN0 //

IdM ⊗̄j

²²

M 00 ⊗R N 0

IdM00 ⊗̄j

²²

// 0

0 // M 0 ⊗R N
f 0⊗̄IdN

// M ⊗R N
g0⊗̄IdN

// M 00 ⊗R N // 0

ÅðåéäÞ ïM 00 åßíáé åî õðïèÝóåùò éóüðåäïò, ïé ïñéæüíôéåò ãñáììÝò ôïõ ïöåßëïõí íá åßíáé áêñéâåßò
åðß ôç âÜóåé ôùí éóïäõíáìéþí ôÞò áóêÞóåùò 23. ÅðéðñïóèÝôùò, ï IdM 00⊗̄j åßíáé (åî ïñéóìïý)
ìïíïìïñöéóìüò. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò éó·ýïò ôÞò óõíåðáãùãÞò (i)⇒(ii) áñêåß êáíåßò íá ðáñáôç-
ñÞóåé üôé ç

(IdM ⊗̄j) ◦ (f⊗̄IdN 0) = (f 0⊗̄IdN ) ◦ (IdM 0⊗̄j)

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ùò óýíèåóç ôùí ìïíïìïñöéóìþí IdM ⊗̄j êáé f⊗̄IdN 0 . ÅðåéäÞ ç f 0⊗̄IdN åßíáé
ìïíïìïñöéóìüò (ëüãù ôÞò áêñéâåßáò ôÞò Üíù ãñáììÞò), ç IdM 0⊗̄j ïöåßëåé íá åßíáé ùóáýôùò Ýíáò
ìïíïìïñöéóìüò. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò éó·ýïò ôÞò óõíåðáãùãÞò (ii)⇒(i) áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï
âñá·ý ëÞììá ôùí ðÝíôå 2.2.3 (i).]
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25. ¸óôù (Mj)j∈J ìéá ïéêïãÝíåéá R-ìïäßùí. Íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ:

(ï
Q
j∈J

Mj åßíáé éóüðåäïò)⇐⇒ (ïé Mj åßíáé éóüðåäïé, ∀j ∈ J).

26. ÅÜí ïéM êáé N åßíáé äõï R-ìüäéïé, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ïéM êáé N åßíáé ðñïâïëéêïß, ôüôå êáé ïM ⊗R N åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) ÅÜí ïéM êáé N åßíáé éóüðåäïé, ôüôå êáé ïM ⊗R N åßíáé éóüðåäïò.

27. ÕðïèÝôïíôáò üôé ïéM,N åßíáé õðïìüäéïé åíüò R-ìïäßïõ L ìå ôï ÜèñïéóìÜ ôïõòM +N éóüðåäï,
íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) Áìöüôåñïé ïéM êáé N åßíáé éóüðåäïé R-ìüäéïé.

(ii) Ç ôïìÞM ∩N ôùíM êáé N åßíáé éóüðåäïò R-ìüäéïò.

28. ¸óôù R := K[t1, t2] ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò äýï ìåôáâëçôþí t1, t2, üðïõ ôï K åßíáé óþìá.
Ïñßæïíôáò ùò I1, I2 ôá êýñéá éäåþäç

I1 := ht1i , I2 := ht2i
ôïý R, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôá I1, I2, I1 ∩ I2 = ht1t2i åßíáé åëåýèåñïé R-ìüäéïé.

(ii) Ôï éäåþäåò I := I1 + I2 äåí åßíáé éóüðåäïò R-ìüäéïò, ðáñüôé åßíáé åëåýèåñïò óôñÝøåùò.

29. ¸óôù üôé ïM åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò êáé ôá I, I1, I2 éäåþäç ôïý R. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÕðÜñ·åé Ýíáò êáíïíéóôéêüò åðéìïñöéóìüò R-ìïäßùí

I ⊗R M −→ IM,

üðïõ a ⊗m 7−→ am, ∀(a,m) ∈ I ×M. (Ðñüêåéôáé ãéá ôïí ðåñéïñéóìü ôÞò êáíïíéóôéêÞò áðåéêï-
íßóåùò I ⊗R M −→ R ⊗R M ∼= M åðß ôÞò åéêüíáò ôçò.) ÉäéáéôÝñùò, õðÜñ·åé Ýíáò êáíïíéóôéêüò
åðéìïñöéóìüò R-ìïäßùí

I1 ⊗R I2 −→ I1I2 (⊆ R).

(ii) ÅÜí ïM åßíáé éóüðåäïò, ôüôå ï I ⊗R M −→ IM åßíáé éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí.

(iii) ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí éäåùäþí I1, I2 åßíáé éóüðåäï, ôüôå ï I1 ⊗R I2 −→ I1I2 åßíáé
éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí.

30. Ãéá ïéïíäÞðïôå R-ìüäéïM óõìâïëßæïõìå ùò

ΦM :M −→M∨∨, m 7−→ (f 7−→ f(m)) ,

ôïí êáíïíéóôéêü ïìïìïñöéóìü áðü áõôüí óôïí äéðëü äõúêü ôïõM∨∨ (âë. 3.7.17). Íá áðïäåé·èïýí
ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ïM åßíáé ÝíáòR-ìüäéïò ãñáöüìåíïò ùò åõèý ÜèñïéóìáM =M1⊕M2 äýï õðïìïäßùí ôïõ
M1,M2, êáé i1 :M1 /→M, i2 :M2 /→M ïé öõóéêÝò åíèåôéêÝò áðåéêïíßóåéò, ôüôå ôï äéÜãñáììá

M1 ⊕M2

i1+i2

²²

ª

ΦM1⊕ΦM2 // M∨∨1 ⊕M∨∨2

j

²²
M

ΦM
// M∨∨
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üðïõ j :=Hom(Hom(i1+ i2, IdR), IdR), åßíáé ìåôáèåôéêü. Ùò åê ôïýôïõ, ç ΦM1 ⊕ΦM2 åßíáé ìïíï-
ìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, éóïìïñöéóìüò) R-ìïäßùí åÜí êáé ìüíïí åÜí áìöüôåñåò ïé ΦM1

,ΦM2

åßíáé ìïíïìïñöéóìïß (êáé áíôéóôïß·ùò, éóïìïñöéóìïß) R-ìïäßùí. (Âë. Üóêçóç 7 ôïý 2ïõ êáôáëü-
ãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.)

(ii) ÅÜí ïM åßíáé Ýíáò ðñïâïëéêüò (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò ðñïâïëéêüò êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñá-
ãüìåíïò) R-ìüäéïò, ôüôå ï ΦM åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, éóïìïñöéóìüò) R-ìïäßùí.
[Óçìåßùóç : Ôïýôï éó·õñïðïéåß ðñïöáíþò ôï óõìðÝñáóìá ôïý èåùñÞìáôïò 3.7.18. Õðüäåéîç : Íá
·ñçóéìïðïéçèåß ôï (i) êáé ôá èåùñÞìáôá 3.2.6 êáé 3.7.18.]

(iii) ÅÜí ïéM,N åßíáé äõï ðñïâïëéêïß, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé R-ìüäéïé, ôüôå

BilR (M∨,N∨;R) ∼=M ⊗R N.

[Óçìåßùóç : Ôïýôï éó·õñïðïéåß ðñïöáíþò ôï óõìðÝñáóìá ôïý ðïñßóìáôïò 3.7.22. Õðüäåéîç : Íá
·ñçóéìïðïéçèåß ôï (ii) êáé ôï ðüñéóìá 3.7.22.]
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