
ÏÌÏËÏÃÉÊÇ ÁËÃÅÂÑÁ:
5oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. Íá ðáñáôåèïýí äýï R-ìüäéïé M,N ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé HomR(M,R) ∼= HomR(N,R), åíþ
M À N. [Õðüäåéîç : Ð.·. HomZ(Zk,Z) = 0 êáé HomZ(Q,Z) = 0. Ùò åê ôïýôïõ, ôï áíÜëïãï ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.1.1 äåí éó·ýåé üôáí êáíåßò åíáëëÜîåé óå áõôÞí ôïõò ñüëïõò ôùíM êáé R.]

2. Íá áðïäåé·èåß üôé HomZ(G,Z) = 0 ãéá ïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá G.

3. (i) ÅÜí ïé κ, λ åßíáé äõï öõóéêïß áñéèìïß ≥ 2, íá áðïäåé·èåß üôé

HomZ(Zκ,Zλ) ∼= Zìêä(κ,λ).

[Õðüäåéîç : Åêêéíþíôáò áðü ôç âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá 0 −→ Z ×κ−→ Z p−→ Zκ −→ 0 (âë.
ðáñÜäåéãìá 2.1.3 (iv)) êáé ìåôáâáßíïíôáò óôçí áêñéâÞ áêïëïõèßá

0 −→ HomZ(Zκ,Zλ)
p∗−→ Z ∼=HomZ(Z,Zλ)

(×κ)∗−→ HomZ(Z,Zλ) ∼= Z

áñêåß ï õðïëïãéóìüò ôïý ðõñÞíá Ker((×κ)∗) ∼= HomZ(Zκ,Zλ).]

(ii) Ãåíéêüôåñá, åÜí ôï R åßíáé ìéá ðåñéï·Þ êõñßùí éäåùäþí êáé a, b ∈ Rr{0R}, íá áðïäåé·èåß üôé

HomR(R/(Ra), R/(Rb)) ∼= R/(Rd),

üðïõ d ∼
óõíôñ.

ìêä(a, b).

4. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï êáé Ýóôù I Ýíá
éäåþäåò ôïý R.ÈÝôïíôáòMI := {m ∈M | I ⊆ AnnR(m)} , íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÔïMI åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò.

(ii) Ç áðåéêüíéóç

HomR(R/I,M) 3 f 7−→ ϑ(f) := f(1R + I) ∈MI

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü R-ìïäßùí.

(iii) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü k ≥ 2 õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò Z-ìïäßùí

HomZ(Zk,Q/Z) ∼= Zk (∼= Z/kZ) .

[Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç áðåéêüíéóç Z 3 ξ 7−→ ξ
k + Z ∈ (Q/Z)kZ .]

5. ¸óôùM ÝíáòR-ìüäéïò êáé Ýóôù (Nj)j∈J ìéá ïéêïãÝíåéá R-ìïäßùí. Íá áðïäåé·èåß üôé õößóôáôáé
Ýíáò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí

HomR(M,
M
j∈J

Nj) ∼=
M
j∈J

HomR (M,Nj) .

6. ¸óôù üôé ôïK åßíáé Ýíá óþìá êáé üôé ïé

K[t] =
L
j∈N0

Ktj = K(N0), K[[t]] =

( P
j∈N0

kjt
j

¯̄̄̄
¯ kj ∈ K

)
∼= KN0 ,
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åßíáé ïé äáêôýëéïé ôùí ðïëõùíýìùí êáé ôùí åðéôýðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò ìåôáâëçôÞò, áíôéóôïß-
·ùò, ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïK. Íá áðïäåé·èåß üôé

K(N0) ∼= L
j∈N0

HomK(Ktj ,K) $ HomK(
L
j∈N0

Ktj ,K) = HomK(K[t],K) ∼= KN0 .

[Õðüäåéîç : Íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

KN0 3 P
j∈N0

kjt
j 7−→

Ã
νP

j=0
ajt

j 7−→
νP

j=0
kjaj

!
∈ HomK(K[t],K)

åßíáé éóïìïñöéóìüòK-äéáíõóìáôéêþí ·þñùí.]

7. (i) ¸óôù üôé ïé (Mj)1≤j≤k, (Nλ)1≤λ≤l åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíåò ïéêïãÝíåéåò R-ìïäßùí. ÅÜí

M :=
kM

j=1

Mj , N :=
lM

λ=1

Nλ,

íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

Θ : HomR(M,N) −→
M

1≤j≤k, 1≤λ≤l
HomR (Mj ,Nλ)

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

Θ(f) := fλ j ,∀f ∈ HomR(M,N), fλ j := prNλ ◦ f ◦ inMj ,

üðïõ prNλ : N −→ Nλ ç λ-ïóôÞ ðñïâïëÞ ôïýN åðß ôïýNλ êáé inMj :Mj →M ç j-ïóôÞ Ýíèåóç ôïý
Mj åíôüò ôïý M (âë. 1.5.4, 1.5.12 êáé 1.5.16 (i)), åßíáé éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
êÜèå f ∈HomR(M,N) áíáðáñßóôáôáé ìïíïóçìÜíôùò ìÝóù ôïý (l × k)-ðßíáêá (fλ j)1≤j≤k,1≤λ≤l
(âë. èåþñçìá 1.5.11 êáé ðñüôáóç 1.5.19).

(ii) ÅÜí ïé (Mj)1≤j≤k, (Nλ)1≤λ≤l, (Lμ)1≤μ≤ν åßíáé ôñåéò ðåðåñáóìÝíåò ïéêïãÝíåéåò R-ìïäßùí,

M :=
kM

j=1

Mj , N :=
lM

λ=1

Nλ, L :=
νM

μ=1

Lμ,

êáé f ∈ HomR(M,N), g ∈ HomR(N,L), íá áðïäåé·èåß üôé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f áíáðáñßóôáôáé
ìïíïóçìÜíôùò ìÝóù ôïý (ν × k)-ðßíáêá

(gμλ)1≤λ≤l,
1≤μ≤ν

(fλ j)1≤j≤k,
1≤λ≤l

.

8. ¸óôùM Ýíáò åëåýèåñïò R-ìüäéïò êáé Ýóôù X = (xj)j∈J ìéá âÜóç áõôïý. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá
ïéïíäÞðïôå R-ìüäéï N õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí

HomR(M,N) ∼=
Y
j∈J

Nj ,

üðïõ Nj
∼= N, ∀j ∈ J. [Õðüäåéîç : HomR(M,N) ∼=HomR(

L
j∈J

Rxj , N) ∼=
Q
j∈J

HomR(Rxj ,N).]

9. ÅÜí ïé M,N åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé, åëåýèåñïé R-ìüäéïé, íá áðïäåé·èåß üôé êáé
ï HomR(M,N) åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò êáé åëåýèåñïò. [Õðüäåéîç : ÅÜí åðéëå·èåß ìéá
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âÜóç X = {x1, . . . , xk} ôïýM êáé ìéá âÜóç Y = {y1, . . . , yl} ôïý N, êáé ïñéóèïýí ïìïìïñöéóìïß
R-ìïäßùí fjλ :M −→ N, 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ λ ≤ l, ìÝóù ôïý ôýðïõ

fjλ(xν) :=

(
yλ, üôáí ν = j,

0N , üôáí ν 6= j,

êáé ìÝóù ãñáììéêÞò åðåêôÜóåùò (âë. èåþñçìá 1.6.14), ôüôå ôï óýíïëï {fjλ| 1 ≤ j ≤ k, 1 ≤ λ ≤ l}
áðïôåëåß ìéá âÜóç ôïý HomR(M,N).]

10. Íá áðïäåé·èåß (ìå ôçí ðáñÜèåóç êáôáëëÞëïõ ðáñáäåßãìáôïò) üôé ï ìüäéïò ïìïìïñöéóìþí
HomR(M,N) äõï ôõ·üíôùí åëåõèÝñùí R-ìïäßùí M,N äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åëåýèåñïò. [Õðü-
äåéîç : ÈÝôïíôáò R = N = Z êáé M = Z(N0), ëáìâÜíïõìå (ìÝóù ôÞò áíùôÝñù áóêÞóåùò 8)
HomZ(Z(N0),Z) ∼= ZN0 . ÊáôÜ ôçí Üóêçóç 10 ôïý 3ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí ï ZN0
äåí åßíáé åëåýèåñïò Z-ìüäéïò.]

11. ¸óôù M Ýíáò R-ìüäéïò êáé Ýóôù U Ýíáò õðïìüäéïò ôïý M. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ï ðçëéêïìüäéïò
M/U åßíáé ðñïâïëéêüò, íá áðïäåé·èåß üôé ï U åßíáé åõèýò ðñïóèåôÝïò ôïýM.

12. ¸óôù 0 −→ κ
λZκ → Zκ −→ λZκ −→ 0 ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ç åéóá·èåßóá óôï 2.1.3 (v).

Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) Ç åí ëüãù áêïëïõèßá åßíáé äéáóðþìåíç.

(ii) ìêä(λ, κλ) = 1.

(iii) Ï Zκ-ìüäéïò λZκ åßíáé ðñïâïëéêüò.

Åí óõíå·åßá, íá äïèïýí

(á) ¸íá ðáñÜäåéãìá åíüò ðñïâïëéêïý ìç åëåõèÝñïõ ìïäßïõ. [Õðüäåéîç : Ìðïñåß êáíåßò íá èåù-
ñÞóåé ôïí Z6-ìüäéï 3Z6 ∼= 3 (Z/6Z) ∼= Z/2Z ∼= Z2, üôáí κ = 6 êáé λ = 3. Ðñâë. Üóêçóç 8 (iii) ôïý
3ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.]

(â) ¸íá ðáñÜäåéãìá ìç ðñïâïëéêïý õðïìïäßïõ åíüò ðñïâïëéêïý ìïäßïõ. [Õðüäåéîç : Ìðïñåß êá-
íåßò íá èåùñÞóåé ôïí Z4-ìüäéï 2Z4 ∼= 2 (Z/4Z) ∼= Z/2Z ∼= Z2, ùò õðïìüäéï ôïý åëåõèÝñïõ -êáé
êáô' åðÝêôáóéí ðñïâïëéêïý- Z4-ìïäßïõ Z4, èÝôïíôáò κ = 4 êáé λ = 2.]

13. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸íáòR-ìüäéïò åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò êáé ðñïâïëéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé éóü-
ìïñöïò ìå ôï åõèý Üèñïéóìá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí, åëåõèÝñùí R-ìïäßùí.

(ii) ÅÜí ïé P,P 0 åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé, ðñïâïëéêïß R-ìüäéïé, ôüôå êáé ï
HomR(P, P

0) åßíáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, ðñïâïëéêüò R-ìüäéïò.

14. ¸óôùR ìéá ðåñéï·Þ êõñßùí éäåùäþí. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ðñïâïëéêüòR-ìüäéïò åßíáé åëåýèå-
ñïò óôñÝøåùò.

15. ¸óôù R ìéá ðåñéï·Þ êõñßùí éäåùäþí. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸íáò R-ìüäéïò åßíáé åëåýèåñïò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) ÊÜèå õðïìüäéïò åíüò ðñïâïëéêïý R-ìïäßïõ åßíáé ðñïâïëéêüò.

16. a) ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí

P

f

²²
A g

// B
g0

// C
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åßíáé áêñéâÞò, üôé ï P åßíáé ðñïâïëéêüò êáé üôé g0 ◦ f = 0, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç åíüò ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíïõ h ∈HomR(P,A) ìå ôçí éäéüôçôá g ◦ h = f.

P

hÄÄ~
~
~
~

f

²²
A g

// B
g0

// C

[Õðüäåéîç : ÅðåéäÞ g0 ◦ f = 0, Ý·ïõìå Im(f) ⊆ Ker(g0) = Im(g), ïðüôå ôï äéÜãñáììá

P

f

²²
A

g+
// Im(g) // 0

Ý·åé áêñéâÞ ãñáììÞ (ìå ôçí g+ ïñéóìÝíç üðùò óôï 1.4.7). Áñêåß ç åöáñìïãÞ ôïý ïñéóìïý 3.2.1.]

b) ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí

A
g0 // B

f

²²

g // C

Q

åßíáé áêñéâÞò, üôé ï Q åßíáé åìâïëéêüò êáé üôé f ◦ g0 = 0, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç åíüò ìïíïóçìÜ-
íôùò ïñéóìÝíïõ h ∈HomR(C,Q) ìå ôçí éäéüôçôá h ◦ g = f.

A
g0 // B

f

²²

g // C

hÄÄÄ
Ä
Ä
Ä

Q

[Õðüäåéîç : ¸óôùE :=Ker(g) = Im(g0).ÊáôÜ ôá ðïñßóìáôá 1.4.5 êáé 1.4.6 õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíïò ìïíïìïñöéóìüò R-ìïäßùí g : B/E −→ C, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá g ◦ π = g,

üðïõ π : B −→ B/E ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò. Åðßóçò, êáôÜ ôï ðüñéóìá 1.4.5 õðÜñ·åé ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìïíïìïñöéóìüò R-ìïäßùí f : B/E −→ Q, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá
f ◦ π = f. ÅðåéäÞ ï Q åßíáé åìâïëéêüò, õðÜñ·åé h ∈ HomR(C,Q) ìå ôçí éäéüôçôá h ◦ g = f. Ç
áðüäåéîç áðïðåñáôïýôáé ðáñáôçñþíôáò üôé h ◦ g = f.]

17. a) Ãéá Ýíáí R-ìüäéï P íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) Ï P åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) Ãéá êÜèå ïìïìïñöéóìü R-ìïäßùí f : P −→ B êáé êÜèå åðéìïñöéóìü R-ìïäßùí g : A −→ B,

üðïõA åìâïëéêüò, õðÜñ·åé ïìïìïñöéóìüòR-ìïäßùí h : P −→ A, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá
g ◦ h = f.

b) Êáô' áíáëïãßáí, ãéá Ýíáí R-ìüäéï Q íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) Ï Q åßíáé åìâïëéêüò.

(ii) Ãéá êÜèå ïìïìïñöéóìü R-ìïäßùí f : A −→ Q êáé êÜèå ìïíïìïñöéóìü R-ìïäßùí g : A −→ B,

üðïõ B ðñïâïëéêüò, õðÜñ·åé ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí h : B −→ Q, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç
éóüôçôá h ◦ g = f.
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18. Íá áðïäåé·èåß üôé áìöüôåñïé ïé Z-ìüäéïé Q êáé Q/Z åßíáé åìâïëéêïß, åíþ äåí åßíáé ðñïâïëéêïß.

19. ¸óôùR ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß üôé ÝíáòR-ìüäéïò ·ùñßò óôñÝøç åßíáé åìâïëéêüò åÜí
êáé ìüíïí åÜí åßíáé äéáéñåôüò.

20. ¸óôù R ìéá ðåñéï·Þ êõñßùí éäåùäþí. Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíáò R-ìüäéïò åßíáé åìâïëéêüò åÜí êáé
ìüíïí åÜí åßíáé äéáéñåôüò.
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