
ÏÌÏËÏÃÉÊÇ ÁËÃÅÂÑÁ:
4oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ÅÜí ç

· · · // M 0 f // M
g // M 00 h // · · ·

åßíáé ìéá áêñéâÞò áêïëïõèßá êáé ï θ : M −→ N Ýíáò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí, íá áðïäåé·èåß üôé
ç áêïëïõèßá

· · · // M 0 f◦θ // N
g◦θ−1// M 00 h // · · ·

åßíáé áêñéâÞò.

2. Íá áðïäåé·èåß üôé äõï áêñéâåßò áêïëïõèßåò ôÞò ìïñöÞò

· · · // M1
f1 // M2

f2 // M // 0 , 0 // M
g // M3

f3 // M4
// · · ·

åðÜãïõí ôçí åîÞò óõíôéèÝìåíç áêñéâÞ áêïëïõèßá:

· · · // M1
f1 // M2

g◦f2 // M3
f3 // M4

// · · ·

3. ¸óôù f : M −→ N Ýíáò ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí êáé Ýóôù j : L /→ M Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò ï
ïðïßïò ðëçñïß ôéò åîÞò óõíèÞêåò:

á) f ◦ j = 0, êáé
â) Ãéá êÜèå R-ìüäéï P êáé ãéá êÜèå ïìïìïñöéóìü R-ìïäßùí g : P −→ M ìå f ◦ g = 0 õðÜñ·åé
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ϑ ∈HomR(P,L), ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

P

ϑ

ÄÄÄÄ
ÄÄ
ÄÄ
ÄÄ
ÄÄ
ÄÄ
ÄÄ
ÄÄ

g

»»2
22
22
22
22
22
22

ª

L
j

// M
f

// N

ìåôáèåôéêü. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÕðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò éóïìïñöéóìüò ξ ∈ HomR(Ker(f), L), ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï
äéÜãñáììá

L

©

j // M

Ker(f)

ξ

OO

ι

==zzzzzzzzzzzzzzzzz

ìåôáèåôéêü, üðïõ ç ι ðáñéóôÜ ôçí åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý ðõñÞíá ôÞò f åíôüò ôïýM.

(ii) ÏéáäÞðïôå áêïëïõèßá ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí ôÞò ìïñöÞò 0 −→ A
α−→ B

β−→ C åßíáé
áêñéâÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí A

∼=−→
α

Ker(β).
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4. ¸óôù f : M −→ N Ýíáò ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí êáé Ýóôù q : N −→ L Ýíáò åðéìïñöéóìüò ï
ïðïßïò ðëçñïß ôéò åîÞò óõíèÞêåò:

á) q ◦ f = 0, êáé
â) Ãéá êÜèå R-ìüäéï P êáé ãéá êÜèå ïìïìïñöéóìü R-ìïäßùí g : N −→ P ìå g ◦ f = 0 õðÜñ·åé
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ϑ ∈HomR(L,P ), ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

M
f // N

©

g

²²

q // L

ϑ

ÄÄ~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~
~~

P

ìåôáèåôéêü. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÕðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò éóïìïñöéóìüò η ∈ HomR(L, Coker(f)), ï ïðïßïò êáèéóôÜ
ôï äéÜãñáììá

N

πIm(f)

²²

©

q // L

η

||yyy
yyy
yyy
yyy
yyy
yyy

Coker(f)

ìåôáèåôéêü, üðïõ πIm(f) ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò áðü ôïí N åðß ôïý óõìðõñÞíá ôÞò f.

(ii) ÏéáäÞðïôå áêïëïõèßá ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí ôÞò ìïñöÞò A α−→ B
β−→ C −→ 0 åßíáé

áêñéâÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï åðéìïñöéóìüò β åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü Coker(α)
∼=−→ C.

5. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí åßíáé ìåôáèå-
ôéêü êáé üôé ôüóï ç ó·çìáôéæüìåíç «ãñáììÞ» üóï êáé ç ó·çìáôéæüìåíç «óôÞëç» ôïõ åßíáé âñá·åßåò
áêñéâåßò áêïëïõèßåò, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ïé α êáé β åßíáé ìçäåíéêïß ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí.

(ii) Ïé f êáé g åßíáé éóïìïñöéóìïß R-ìïäßùí.
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6. ÊÜèå âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

0 // M
f // E

g // N // 0

êáëåßôáé åðÝêôáóç ôïýM ìÝóù ôïý N êáé óçìåéþíåôáé ùò (f,E, g).

(i) ÄïèÝíôùí äõï R-ìïäßùíM,N, íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé ðÜíôïôå ôïõëÜ·éóôïí ìßá åðÝêôáóç
ôïýM ìÝóù ôïý N .

(ii) Äõï åðåêôÜóåéò (f1, E1, g1) êáé (f2, E2, g2) ôïýM ìÝóù ôïýN ·áñáêôçñßæïíôáé ùò éóïäýíáìåò
üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò ïìïìïñöéóìüòR-ìïäßùí h : E1 −→ E2, ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

h ◦ f1 = f2, h ◦ g1 = g2.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôÝôïéïõ åßäïõò ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí h åßíáé êáô' áíÜãêçí éóïìïñöéóìïß.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·ïõí åðåêôÜóåéò

0 // Z2 // Z2 × Z4 // Z4 // 0

0 // Z2 // Z8 // Z4 // 0

ôïý Z2 ìÝóù ôïý Z4 ðïõ äåí åßíáé éóïäýíáìåò.

7. ÅÜí ïé (f 0j :M
0
j −→Mj)j∈J , (fj :Mj −→M 00

j )j∈J åßíáé äõï ïéêïãÝíåéåò ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí
(ìå ôï ßäéï óýíïëï äåéêôþí), íá áðïäåé·èåß üôé ç áêïëïõèßá

L
j∈J

M 0
j

L
j∈J

f 0j
//
L
j∈J

Mj

L
j∈J

fj

//
L
j∈J

M 00
j

åßíáé áêñéâÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé áêïëïõèßåò

M 0
j

f 0j // Mj
fj // M 00

j

åßíáé áêñéâåßò ãéá êÜèå j ∈ J. (Âë. Üóêçóç 7 ôïý 2ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.)

8. ¸óôù üôé ïé

0 // M 0 f 0 // M
f // M 00 // 0

0 // N 0 g0 // N
g // N 00 // 0

åßíáé äõï âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò êáé üôé ïé ϕ :M −→ N, ϕ0 :M 0 −→ N 0 åßíáé äõï ïìïìïñ-
öéóìïß R-ìïäßùí, ôÝôïéïé þóôå g0 ◦ ϕ0 = ϕ ◦ f 0. ÂÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.8 õðÜñ·åé Ýíáò ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíïò ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí ϕ00 :M 00 −→ N 00 ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

0 // M 0

ª

f 0 //

ϕ0

²²

M

ª

f //

ϕ

²²

M 00

ϕ00

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

// 0

0 // N 0
g0

// N g
// N 00 // 0
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ìåôáèåôéêü. Íá áðïäåé·èïýí ïé éóüôçôåò

Ker(ϕ00) = f(ϕ−1(Ker(g))), Im(ϕ00) = Im(g ◦ ϕ),

êáé íá óõíá·èåß åî áõôþí üôé

(i) ï ϕ00 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ϕ−1(Ker(g)) ⊆ Ker(f), êáé

(ii) ï ϕ00 åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï g ◦ ϕ åßíáé åðéìïñöéóìüò.

9. Íá áðïäåé·èåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ìïäßùí (âë. 1.4.8) êÜíïíôáò ·ñÞóç êáôáëëÞëùí âñá-
·Ýùí áêñéâþí áêïëïõèéþí óå óõíäõáóìü ìå ôçí Üóêçóç 8. [Õðüäåéîç : Áñêåß ç èåþñçóç ôïý
ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò

0 // Ker(f)

ª

ι //

IdKer(f)

²²

M

ª

πKer(f) //

IdM

²²

Coim(f)

ζ

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

// 0

0 // Ker(f)
ι

// M
f+

// Im(f) // 0

êáé ç áðüäåéîç ôïý üôé ï ζ åßíáé éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí.]

10. Íá áðïäåé·èåß ôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ìïäßùí (âë. 1.4.11) êÜíïíôáò ·ñÞóç êáôáëëÞëùí
âñá·Ýùí áêñéâþí áêïëïõèéþí óå óõíäõáóìü ìå ôçí Üóêçóç 8. [Õðüäåéîç : Áñêåß ç èåþñçóç ôïý
ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò

0 // U ∩W

ª

Â Ä //

inj.

²²

U

ª

πU∩W //

inj.

²²

U/(U ∩W )

ϕ

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

// 0

0 // W Â Ä // U +W πW
// (U +W )/W // 0

êáé ç áðüäåéîç ôïý üôé ï ϕ åßíáé éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí.]

11. ÅÜí ïé U,W åßíáé õðïìüäéïé åíüò R-ìïäßïõ M, íá áðïäåé·èåß üôé ç áêïëïõèßá ïìïìïñöéóìþí
R-ìïäßùí

0 // M/(U ∩ V ) f // (M/U)× (M/W )
g // M/(U +W ) // 0 ,

üðïõ (
f(m+ U ∩W ) := (m+ U, (−m) +W ), ∀m ∈M,

g(m1 + U,m2 +W ) := (m1 +m2) + (U +W ), ∀(m1,m2) ∈M ×M,

åßíáé áêñéâÞò, êáèþò êáé üôé

(U +W )/(U ∩W ) ∼= ((U +W )/U)× ((U +W )/W ) ∼= (W/(U ∩W ))× (U/(U ∩W )).

12. Íá áðïäåé·èåß ôï 3ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ìïäßùí (âë. 1.4.12) êÜíïíôáò ·ñÞóç êáôáëëÞëùí
âñá·Ýùí áêñéâþí áêïëïõèéþí óå óõíäõáóìü ìå ôçí Üóêçóç 8. [Õðüäåéîç : Áñêåß ç èåþñçóç ôïý
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ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò

0 // U

ª

Â Ä //

πW |U

²²

M

ª

πU //

πW

²²

M/U

h

²²Â
Â
Â
Â
Â
Â

// 0

0 // U/W Â Ä // M/W πU/W
// (M/W )/(U/W ) // 0

êáé ç áðüäåéîç ôïý üôé ï h åßíáé éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí.]

13. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí åßíáé ìåôáèå-
ôéêü, üôé ïé α, β, γ åßíáé éóïìïñöéóìïß R-ìïäßùí êáé üôé ç Üíù ôïõ ãñáììÞ åßíáé áêñéâÞò, íá áðï-
äåé·èåß üôé êáé ç êÜôù ôïõ ãñáììÞ ïöåßëåé íá åßíáé áêñéâÞò.

A

ª

f //

α

²²

B

ª

g //

β

²²

C

γ

²²
A0

f 0
// B0

g0
// C 0

14. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí åßíáé ìåôáèå-
ôéêü, üôé ïé α, β, γ åßíáé éóïìïñöéóìïß R-ìïäßùí êáé üôé ç Üíù ôïõ ãñáììÞ åßíáé áêñéâÞò êáé äéá-
óðÜôáé óôïB, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ç êÜôù ôïõ ãñáììÞ ïöåßëåé íá åßíáé áêñéâÞò êáé íá äéáóðÜôáé
óôï B0.

0 // A

ª

f //

α

²²

B

ª

g //

β

²²

C

γ

²²

// 0

0 // A0
f 0

// B0
g0

// C 0 // 0

15. ¸óôù 0 −→M1
f1−→M2

f2−→M3 −→ 0 ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí
êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò ôïý R. ÅÜí ç áêïëïõèßá áõôÞ äéáóðÜôáé óôïíM2, íá áðïäåé·èåß üôé ç

0 −→M1/IM1
f1−→M2/IM2

f2−→M3/IM3 −→ 0,

üðïõ

f j(mj + IMj) := fj(mj) + IMj+1, ∀mj ∈Mj , j = 1, 2,

åßíáé áêñéâÞò êáé äéáóðÜôáé óôïíM2/IM2. [Óçìåßùóç : Ç äåýôåñç áêïëïõèßá äåí åßíáé êáô' áíÜ-
ãêçí áêñéâÞò üôáí ç ðñþôç äåí äéáóðÜôáé óôïíM2.¸íá áðëü áíôéðáñÜäåéãìá ìáò ðáñÝ·åé ç ìç

äéáóðùìÝíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá 0 −→ Z (×2)−→ Z π−→ Z/2Z −→ 0.Áñêåß íá ëçöèåß ùò I ôï

éäåþäåò 2Z ôïý Z. Ç åðáãïìÝíç áðåéêüíéóç Z/2Z (×2)−→ Z/2Z åßíáé ç ìçäåíéêÞ ðïõ ðñïöáíþò äåí
åßíáé åíñéðôéêÞ.]
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16. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí

A

ª

f //

α

²²

B

ª

g //

β

²²

C

γ

²²
A0

f 0
// B0

g0
// C 0

åßíáé ìåôáèåôéêü ìå áìöüôåñåò ôéò ãñáììÝò ôïõ áêñéâåßò, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ïé α, γ, f 0 åßíáé ìïíïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï β åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) ÅÜí ïé α, γ, g åßíáé åðéìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï β åßíáé åðéìïñöéóìüò.

17. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí

0 // M 0

ª

f 0 //

ϕ0

²²

M

ª

f //

ϕ

²²

M 00

ϕ00

²²

// 0

0 // N 0
g0

// N g
// N 00 // 0

åßíáé ìåôáèåôéêü ìå áìöüôåñåò ôéò ãñáììÝò ôïõ áêñéâåßò, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ïé ϕ0, ϕ00 åßíáé ìïíïìïñöéóìïß (êáé áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìïß), ôüôå êáé ï ϕ åßíáé ìïíï-
ìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìüò).

(ii) ÅÜí äýï åê ôùí ϕ,ϕ0, ϕ00 åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï ôñßôïò ïöåßëåé íá åßíáé éóïìïñöéóìüò.

(iii) Èåùñþíôáò ôü ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

0 // Z

ª

f 0 //

ϕ0

²²

Z

ª

f //

ϕ

²²

Zp2

ϕ00

²²

// 0

0 // Z
g0

// Z g
// Zp // 0

(ìå áìöüôåñåò ôéò ãñáììÝò ôïõ áêñéâåßò), üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò,

ϕ0 := × p, ϕ := IdZ, g0 := × p, f 0 := × p2,

êáé f, g, ϕ00 ïé öõóéêïß åðéìïñöéóìïß, ïé ϕ,ϕ0 åßíáé åíñéðôéêÝò, áëëÜ ç ϕ00 äåí åßíáé ! [Äéåõêñßíéóç :
Ôïýôï äåí áíôßêåéôáé ðñïò ôï (ii)! ÅÜí õðïôåèåß üôé ïé ϕ,ϕ0 åßíáé éóïìïñöéóìïß, ç áðüäåéîç ôÞò
åíñéðôéêüôçôáò ôÞò ϕ00 Ýðåôáé áðü ôï üôé ç ϕ åßíáé åíñéðôéêÞ êáé ç ϕ0 åðéññéðôéêÞ. Óôï áíùôÝñù
ðáñÜäåéãìá ç ϕ0 äåí åßíáé åðéññéðôéêÞ. Ùò åê ôïýôïõ, ôï æåýãïò ϕ,ϕ0 äåí ðëçñïß ôçí éäéüôçôá ðïõ
áíôéóôïé·åß óå åêåßíç ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï (i) ãéá ôï æåýãïò ϕ0, ϕ00.]
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18. Ðñþôç åêäï·Þ ôïý ëÞììáôïò ôùí 3× 3. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï äéÜãñáììáR-ìïäßùí êáé ïìïìïñöé-
óìþí R-ìïäßùí

0

²²

0

²²

0

²²
0 // A0

ª

α0 //

f 0

²²

A

ªf

²²

β0 // A00

f 00

²²

// 0

0 // B0 α //

g0

²²

B

g

²²

β // B00

g00

²²

// 0

0 // C 0

²²

C

²²

C00

²²

// 0

0 0 0

åßíáé ìåôáèåôéêü ìå ôéò ôñåéò óôÞëåò ôïõ êáé ôéò äýï Üíù ãñáììÝò ôïõ áêñéâåßò, íá áðïäåé·èåß üôé
ïñßæïíôáé ìïíïóçìÜíôùò ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí

α00 : C0 −→ C, β00 : C −→ C 00,

ôÝôïéïé þóôå ç ðñïêýðôïõóá êÜôù ãñáììÞ íá åßíáé áêñéâÞò êáé ôï êáô' áõôüí ôïí ôñüðï óõìðëç-
ñùìÝíï äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü. [Õðüäåéîç : ÅðåéäÞ g ◦ α ◦ f 0 = 0, éó·ýåé ï åãêëåéóìüò

Ker(g0) = Im(f 0) ⊆ Ker(g ◦ α).

Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïý α00 áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 1.3.13. Ðáñïìïßùò êáôáóêåõÜæåôáé
êáé ï ïìïìïñöéóìüòβ00.Êáôüðéí ôïýôïõ, ç áðïðåñÜôùóç ôÞò áðïäåßîåùò êáèßóôáôáé åöéêôÞ ìÝóù
êõíçãçôïý ôïý äéáãñÜììáôïò.]

19. Äåýôåñç åêäï·Þ ôïý ëÞììáôïò ôùí 3× 3. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñ-
öéóìþí R-ìïäßùí

0

²²

0

²²

0

²²
0 // A0

ª

α0 //

f 0

²²

A

ªf

²²

β0 // A00

f 00

²²

// 0

0 // B0

ª

α //

g0

²²

B

ªg

²²

β // B00

g00

²²

// 0

0 // C 0
α00 //

²²

C

²²

β00 // C00

²²

// 0

0 0 0

åßíáé ìåôáèåôéêü ìå ôéò ôñåéò óôÞëåò ôïõ áêñéâåßò, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ïé äýï Üíù ãñáììÝò ôïõ åßíáé áêñéâåßò, ôüôå êáé ç ôñßôç ôïõ ãñáììÞ åßíáé áêñéâÞò.

(ii) ÅÜí ïé äýï êÜôù ãñáììÝò ôïõ åßíáé áêñéâåßò, ôüôå êáé ç ôñßôç ôïõ ãñáììÞ åßíáé áêñéâÞò.

(iii) ÅÜí ç ðñþôç êáé ç ôñßôç ôïõ ãñáììÞ åßíáé áêñéâåßò, ôüôå ç ìåóáßá ôïõ ãñáììÞ äåí åßíáé êáô'
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áíÜãêçí áêñéâÞò.

(iv) ÅÜí êáèåìéÜ ôùí ôñéþí ôïõ ãñáììþí óõíéóôÜ Ýíá áëõóùôü óýìðëïêï êáé äýï åî áõôþí åßíáé
áêñéâåßò, ôüôå êáé ç ôñßôç ïöåßëåé íá åßíáé áêñéâÞò.

20. Ôï ëÞììá ôïý öéäéïý. ¸óôù üôé ïéM,M 0,M 00 êáé N,N 0,N 00 åßíáé äõï ôñéÜäåò R-ìïäßùí êáé üôé
ïé

φ :M −→ N, φ0 :M 0 −→ N 0, φ00 :M 00 −→ N 00,

åßíáé ôñåéò ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí, ôÝôïéïé þóôå ôï äéÜãñáììá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí
R-ìïäßùí

íá åßíáé ìåôáèåôéêü ìå ôéò äýï ìåóáßåò ôïõ ãñáììÝò áêñéâåßò. ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôùí ðáñáäüóåùí
åäüèçìéááðüäåéîç (âë. 2.2.7) ðåñß ôÞò õðÜñîåùò ïìïìïñöéóìïýR-ìïäßùíKer

¡
φ00
¢ −→Coker

¡
φ0
¢

(õðïäçëïõìÝíïõ ìÝóù ôïý ïöéïåéäïýò âÝëïõò), ïýôùò þóôå ç ðñïêýðôïõóá áêïëïõèßá

Ker
¡
φ0
¢ −→ Ker (φ) −→ Ker

¡
φ00
¢ −→ Coker

¡
φ0
¢ −→ Coker (φ) −→ Coker

¡
φ00
¢

íá åßíáé áêñéâÞò. Ç åí ëüãù áðüäåéîç óôçñßæåôáé óôï ëÞììá ôùí äýï ôåôñáãþíùí (âë. 2.2.5) êáé
ïöåßëåôáé óôïí J. Lambek. Ïñßæïíôáò ôï ∆ : Ker

¡
φ00
¢ −→ Coker

¡
φ0
¢
ìÝóù ôïý óõãêåêñéìÝíïõ

ôýðïõ

∆(x) := ((β0−1 ◦ φ ◦ α00−1)(x)) + Im(φ0), ∀x ∈ Ker
¡
φ00
¢
,

íá äåé·èåß üôé áõôü óõíéóôÜ ìéá êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, ç ïðïßá åßíáé -åðéðñïóèÝôùò- ïìï-
ìïñöéóìüò R-ìïäßùí. Åí óõíå·åßá, íá äïèåß ìéá Üëëç áðüäåéîç ãéá ôï üôé ç ùò Üíù áêïëïõèßá
åßíáé áêñéâÞò êÜíïíôáò ·ñÞóç ìüíïí ôïý ∆ êáé áðëïý êõíçãçôïý åíôüò ôïý äéáãñÜììáôïò.

21. ÅÜí ïé f : M 0 −→ M êáé g : M −→ M 00 åßíáé äõï ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí, íá áðïäåé·èåß ç
ýðáñîç ìéáò (êáôÜ öõóéïëïãéêü ôñüðï êáôáóêåõáæüìåíçò) áêñéâïýò áêïëïõèßáò

0 −→ Ker (f) −→ Ker (g ◦ f) −→ Ker (g) −→ Coker (f) −→ Coker (g ◦ f) −→ Coker (g) −→ 0 .
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[Õðüäåéîç : Áðü ôç ìåôáèåôéêüôçôá ôïý äéáãñÜììáôïò

0 // M 0

ª

Id0M //

f

²²

M 0

ª

f //

g◦f

²²

M

g

²²
M g

// M 00
Id00M

// M 00 // 0

åîÜãïíôáé ïé áêñéâåßò áêïëïõèßåò

0 −→ Ker (f) −→ Ker (g ◦ f) −→ Ker (g)

êáé

Coker (f) −→ Coker (g ◦ f) −→ Coker (g) −→ 0 .

Añêåß ï ïñéóìüò ôïý óõíäåôéêïý ïìïìïñöéóìïý

Ker (g) 3 y 7−→ y + Im(f) ∈ Coker (f)

ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåé·èåß üôé áõôÝò óõíåíïýíôáé óå ìßá êáé ìüíïí áêñéâÞ áêïëïõèßá.]

22. Ôï ëÞììá ôïý åîáãþíïõ.ÕðïèÝôïíôáò üôé êÜèå ôñßãùíï ôïý áêïëïýèïõ äéáãñÜììáôïòR-ìïäßùí
êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí

B

g

²²

l

xxppp
ppp
ppp
ppp
p

l0

&&NN
NNN

NNN
NNN

NN

Z Z0

C

j0

88ppppppppppppp
j

ffNNNNNNNNNNNNN

h

²²

U

k ∼=

OO

i

88ppppppppppppp

s
&&NN

NNN
NNN

NNN
NN U 0

k0∼=

OO

i0

ffNNNNNNNNNNNNN

s0xxppp
ppp
ppp
ppp
p

D

åßíáé ìåôáèåôéêü, üôé ïé áêïëïõèßåò U i−→ C
j0−→ Z0, U 0 i0−→ C

j−→ Z åßíáé áêñéâåßò êáé üôé ïé k, k0

åßíáé éóïìïñöéóìïß R-ìïäßùí, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ker(j)∩ Ker(j0) = {0C},
(ii) C = Im (i)⊕ Im (i0) , êáé
(iii) s ◦ k−1 ◦ l + s0 ◦ k0−1 ◦ l0 = h ◦ g.
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23. ÄïèÝíôïò åíüò äéáãñÜììáôïòR-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþíR-ìïäßùí (áðåßñùò åêôåéíïìÝíïõ ðñïò
ôá Üíù êáé ðñïò ôá êÜôù) ôÞò ìïñöÞò

ìå üëá ôïõ ôá ôñßãùíá ìåôáèåôéêÜ êáé ôçí áêïëïõèßá ôçí åõñéóêïìÝíç óôçí êáôáêüñõöç (êå-
íôñéêÞ) ãñáììÞ ôïõ, ôéò áêïëïõèßåò

· · · sn+1 // An
αn // Yn

γn // Un
sn // An−1

αn−1 // Yn−1
γn−1 // · · ·

êáé

· · · s0n+1 // An

α0n // Y 0
n

γ0n // U 0n
s0n // An−1

α0n−1 // Y 0
n−1

γ0n−1 // · · ·

ôéò åõñéóêüìåíåò óôï ðëåõñéêü ôïõ ðåñßãñáììá, êáèþò êáé ôéò áêïëïõèßåò (ôñéþí üñùí)⎧⎨⎩ Un
in−→ Cn

j0n−→ Z0n,

U 0n
i0n−→ Cn

jn−→ Zn,

⎫⎬⎭ ,

⎧⎨⎩ Yn
βn−→ Bn

l0n−→ Z0n,

Y 0
n

β0n−→ Bn
ln−→ Zn,

⎫⎬⎭

10



áêñéâåßò, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç ìéáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

· · · ∆n+1 // An

ψn // Yn ⊕ Y 0
n

ϕn // Bn
∆n // An−1

ψn−1 // · · · ,

üðïõ (
An 3 x 7−→ ψn(x) := (αn(x), α

0
n(x)) ∈ Yn ⊕ Y 0

n,

Yn ⊕ Y 0
n 3 (y, y0) 7−→ ϕn(y, y

0) := −βn(y) + β0n(y0) ∈ Bn,

)

êáé ìéáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

· · · ∆
0
n+1 // An

ψ0n // Y 0
n ⊕ Yn

ϕ0n // Bn

∆0
n // An−1

ψ0n−1 // · · · ,

üðïõ (
An 3 x 7−→ ψ0n(x) := (α0n(x), αn(x)) ∈ Y 0

n ⊕ Yn,

Y 0
n ⊕ Yn 3 (y0, y) 7−→ ϕ0n(y0, y) := −β0n(y0) + βn(y) ∈ Bn,

)

ìå ôïõò óõíäåôéêïýò ïìïìïñöéóìïýò ôïõò áíôéèÝôïõò (Þôïé ∆0n = −∆n,∀n ∈ Z).
[Õðüäåéîç : Ôá êëéìáêùôÜ äéáãñÜììáôá

· · · // An

ªα0n

²²

αn // Yn

ª

γn //

βn

²²

Un

ªkn

²²

sn // An−1

ªα0n−1

²²

αn−1 // Yn−1

βn−1

²²

// · · ·

· · · // Y 0
n

β0n
// Bn

ln

// Zn
α0n−1◦sn◦k−1n

// Y 0
n−1

β0n−1
// Bn−1 // · · ·

(A)

êáé

· · · // An

ªαn

²²

α0n // Y 0
n

ª

γ0n //

β0n

²²

Un

ªk0n

²²

s0n // An−1

ªαn−1

²²

α0n−1 // Y 0
n−1

β0n−1

²²

// · · ·

· · · // Yn
βn

// Bn
l0n

// Z0
n

αn−1◦s0n◦k0−1n

// Yn−1
βn−1

// Bn−1 // · · ·

(B)

åßíáé (åê êáôáóêåõÞò) ìåôáèåôéêÜ ìå ôéò Üíù ãñáììÝò ôïõò áêñéâåßò. ÅðéðñïóèÝôùò, åßíáé åýêïëï
íá åëåã·èåß (óôïõò üñïõò Zn, Z0n) ç áêñßâåéá êáé ôùí êÜôù ãñáììþí ôïõò (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò
ìåôáèåôéêüôçôáò ôùí ìåôå·üíôùí ôñéãþíùí êáé ôïý ëÞììáôïò ôïý åîáãþíïõ). ÅðåéäÞ ïé kn, k0n
åßíáé éóïìïñöéóìïß, åßíáé äõíáôÞ ç åöáñìïãÞ ôïý ëÞììáôïò ôùí Barratt êáé Whitehead, ôï ïðïßï
áðïäåß·èçêå óôéò ðáñáäüóåéò ôïý ìáèÞìáôïò.

Óçìåßùóç : Ôï ìåãÜëï äéÜãñáììá ôÞò áóêÞóåùò áíÞêåé óå ìéá êáôçãïñßá äéáãñáììÜôùí ðïõ åßíáé
ãíùóôÜ ùò áëëçëåìðëåêüìåíåò áêïëïõèßåò (interlocking sequences) Þ ùò äéáãñÜììáôá ðëåîéäßùí
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(braid diagrams). Óå áäñÝò ãñáììÝò, áõôÜ åßíáé äéáãñÜììáôá ôÞò ìïñöÞò

(üðïõ åäþ ïé êïõêêßäåò õðïäçëþíïõí R-ìïäßïõò êáé ôá íïýìåñá 1, 2, 3, 4 ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï
êáèåìéÜ áðü ôéò ôÝóóåñåéò ìåôÝ·ïõóåò áêïëïõèßåò åßíáé ôïðïèåôçìÝíç óôï äéÜãñáììá). ÅÜí ôñåéò
åê ôùí ôåóóÜñùí áêïëïõèéþí åßíáé áêñéâåßò êáé ç ôÝôáñôç óõíéóôÜ Ýíá áëõóùôü óýìðëïêï, ôüôå
êáé ç ôÝôáñôç õðï·ñåïýôáé íá åßíáé áêñéâÞò. (Óôçí ðåñßðôùóÞ ìáò, ïé ôÝóóåñåéò áêïëïõèßåò åßíáé
áõôÝò ðïõ áðïôåëïýí ôéò ãñáììÝò ôùí êëéìáêùôþí äéáãñáììÜôùí (A) êáé (B).) Ãéá ðåñéóóüôåñåò
ðëçñïöïñßåò, ïé åíäéáöåñüìåíïé áíáãíþóôåò ðáñáðÝìðïíôáé óôï Üñèñï ôïý C.T.C. Wall: On the
exactness of intelocking sequences, Enseignement Math., Vol. 12, 1966, 95-100.]

24. ¸óôù C• Ýíá áëõóùôü óýìðëoêï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí R-ìïäßùí, üðïõ R ìéá ðåñéï·Þ
êõñßùí éäåùäþí. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíáò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò k, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé
Cj = 0 ãéá üëïõò ôïõò äåßêôåò j ∈ Z ìå |j| ≥ k, ôüôå ïñßæåôáé êáëþò ôï åíáëëÜóóïí Üèñïéóìá

χR(C•) :=
X
j∈Z
(−1)j rankR(Cj) ∈ Z,

ôï ïðïßï êáëåßôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ Euler ôïý C•. Íá áðïäåé·èïýí ïé åîÞò éäéüôçôåò ôïý χR(C•):

(i) ÊÜèå R-ìüäéïò ïìïëïãßáò Hj(C•) ôïý C• åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, Hj(C•) = 0 ãéá
üëïõò ôïõò äåßêôåò j ìå |j| ≥ k êáé

χR(C•) =
X
j∈Z
(−1)j rankR(Hj(C•)).

ÌÜëéóôá, óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï C• óõíéóôÜ ìéá áêñéâÞ áêïëïõèßá, Ý·ïõìå
χR(C•) = 0.

(ii) ÅÜí ç 0 −→ C0•
f 0•−→ C•

f•−→ C00• −→ 0 ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí
(áõôïý ôïý åßäïõò), ôüôå

χR(C•) = χR(C
0
•) + χR(C

00
•).

25. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï

0 // C0•

ª

f 0• //

ϕ0•

²²

C•

ª

f• //

ϕ•

²²

C00•

ϕ00•

²²

// 0

0 // D0•
g0•

// D• g•
// D00• // 0
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åßíáé Ýíá ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá áëõóùôþí óõìðëüêùí êáé áëõóùôþí ìåôáó·çìáôéóìþí ìå áìöü-
ôåñåò ôéò ãñáììÝò ôïõ áêñéâåßò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï

· · · // Hn(C
0
•)

ª

Hn(f
0
•) //

Hn(ϕ
0
•)

²²

Hn(C•)

ª

Hn(f•) //

Hn(ϕ•)

²²

Hn(C
00
•)

ªHn(ϕ
00
• )

²²

∂(1)n // Hn−1(C0•)

Hn−1(ϕ0•)

²²

// · · ·

· · · // Hn(D
0•)

Hn(g
0
•)

// Hn(D•)
Hn(g•)

// Hn(D
00•)

∂(2)n

// Hn−1(D0•) // · · ·

åßíáé Ýíá ìåôáèåôéêü äéÜãñáììáR-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþíR-ìïäßùí ìå áìöüôåñåò ôéò ãñáììÝò
ôïõ áêñéâåßò. Åí ðñïêåéìÝíù, ï ∂(1)n (êáé áíôéóôïß·ùò, ï ∂(2)n ) ðáñéóôÜ ôïí óõíäåôéêü ïìïìïñöéóìü
ôÞò ðñþôçò (êáé áíôéóôïß·ùò, ôÞò äåýôåñçò) ìáêñÜò áêñéâïýò áêïëïõèßáò R-ìïäßùí ïìïëïãßáò.
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