
ÏÌÏËÏÃÉÊÇ ÁËÃÅÂÑÁ:
3oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï {6, 10, 15} ðáñÜãåé ôïí Z-ìüäéï Z, êáèþò êáé ôï üôé áõôüò åßíáé áäý-
íáôïí íá ðáñá·èåß áðü ïéïäÞðïôå õðïóýíïëï ôïý {6, 10, 15}.

2. ¸óôù R = Z6 êáé Ýóôù M := R2 = { (a, b)| a, b ∈ R} ï åëåýèåñïò R-ìüäéïò âáèìßäáò 2. Íá
áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôá õðïóýíïëá

X1 := {([1]6 , [0]6) , ([0]6 , [1]6)} , X2 := {([2]6 , [3]6) , ([3]6 , [2]6)}

ôïýM áðïôåëïýí âÜóåéò áõôïý.

(ii) Ôï óýíïëï ðïõ ó·çìáôßæåôáé ýóôåñá áðü áíôéêáôÜóôáóç åíüò åê ôùí óôïé·åßùí ôïý X1 ìå ôï
([2]6 , [3]6) äåí åßíáé âÜóç ôïýM.

3. ¸óôùM Ýíáò R-ìüäéïò, üðïõ R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïý-
èùí óõíèçêþí:

(i) OM äåí äéáèÝôåé óôñÝøç. (Âë. Üóêçóç 11 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.)

(ii) Ôá ìïíïóýíïëá {m} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá ãéá êÜèåm ∈Mr{0M}.

4. ¸óôùM Ýíáò R-ìüäéïò. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) OM åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò.

(ii)M ∼= Rk/U, üðïõ U åßíáé õðïìüäéïò ôïý Rk êáé k êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 1.

5. ¸óôù M Ýíáò R-ìüäéïò ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáñÜãïí õðïóýíïëï Y ⊆ M. Ôüôå
êÜèå ðáñÜãïí õðïóýíïëï ôïýM åìðåñéÝ·åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï ðáñÜãïí õðïóýíïëü ôïõ.

6. ¸óôù M Ýíáò R-ìüäéïò ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé Ýíá Üðåéñï ðáñÜãïí õðïóýíïëï Y ⊆ M. Ôüôå êÜèå
óýóôçìá ãåííçôüñùí (xj)j∈J ôïý M åìðåñéÝ·åé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí (xj)j∈Λ ôïý M, üðïõ
Λ ⊆ J êáé card(Λ) ≤ card(Y ).

7. (i) ÅÜí R = Q[t1, t2], íá áðïäåé·èåß üôé ôï éäåþäåò I = ht1, t2i ôï ðáñáãüìåíï áðü ôá t1, t2 (ùò
õðïìüäéïò ôïý åëåõèÝñïõ R-ìïäßïõ R) äåí åßíáé åëåýèåñïò R-ìüäéïò.

(ii) ÅÜíR = Z[
√−5], íá áðïäåé·èåß üôé ôï éäåþäåò I =


2, 1 +

√−5® (ùò õðïìüäéïò ôïý åëåõèÝñïõ
R-ìïäßïõ R) äåí åßíáé åëåýèåñïò R-ìüäéïò.

8. ÅÜí κ, λ ∈ N êáé ìêä(κ, λ) = 1, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôá Zκ,Zλ,Zκλ, ðÝñáí ôïý üôé åßíáé Z-ìüäéïé, åßíáé êáé Zκλ-ìüäéïé.

(ii) Ï éóïìïñöéóìüò Z-ìïäßùí Zκλ ∼= Zκ ⊕ Zλ (âë. Üóêçóç 5 ôïý 2ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí
áóêÞóåùí), åßíáé êáé éóïìïñöéóìüò Zκλ-ìïäßùí.

(iii) Ï Zκλ ùò Zκλ-ìüäéïò åßíáé åëåýèåñïò, åíþ êáíåßò åê ôùí Zκλ-ìïäßùí Zκ,Zλ äåí åßíáé åëåýèå-
ñïò. (Ùò åê ôïýôïõ, ôï áíôßóôñïöï ôïý èåùñÞìáôïò 1.6.17 äåí éó·ýåé.)

9. ÅÜí ôáM êáé N åßíáé äõï åëåýèåñïé R-ìüäéïé, íá áðïäåé·èåß üôé

rankR(M ⊕N) = rankR(M) + rankR(N).
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10. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò áíáöïñÜò (Þôïé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü
óôïé·åßï). Èåùñþíôáò ùò ãíùóôÞ ôçí ðñüôáóç:

I ÅÜí õðÜñ·åé ìéá ãíçóßùò öèßíïõóá áêïëïõèßá êõñßùí éäåùäþí

I0 % I1 % I2 % · · · % Ik % Ik+1 % · · ·

ôïý R ìå I0 = R, ôüôå ï R-ìüäéïò RN0 äåí åßíáé åëåýèåñïò,

íá áðïäåé·èåß üôé ï Z-ìüäéïò ZN0 äåí åßíáé åëåýèåñïò êáé íá åîá·èåß ôï óõìðÝñáóìá üôé äåí õðÜñ-
·åé ãåíßêåõóç ôïý èåùñÞìáôïò 1.6.17 ãéá åõèÝá ãéíüìåíá.

[Óçìåßùóç : Ç ôå·íéêÞ áðïäåßîåùò ôÞò ùò Üíù ðñïôÜóåùò ïöåßëåôáé êáô' ïõóßáí óôïí E. Specker
(âë. Additive Gruppen von Folgen ganzer Zahlen, Math. Potugaliae, Vol. 9, 1950, 131-140). Ôï åíôõ-
ðùóéáêü åßíáé üôé ï R. Baer åß·å áðïäåßîåé Þäç áðü ôï 1937 (âë. Abelian groups without elements of
finite order, Duke Math. J., Vol. 3, 1937, 68-122) üôé üëåò ïé áñéèìÞóéìåò õðïïìÜäåò ôÞò (ZN0 ,+)
åßíáé åëåýèåñåò ! Ãéá ìéá ðéï ðñüóöáôç åñãáóßá ðïõ áó·ïëåßôáé, ìåôáîý Üëëùí, ìå ôï ðïéåò õðïï-
ìÜäåò ôÞò (ZN0 ,+) ðåñéÝ·ïõí ìç áñéèìÞóéìåò, åëåýèåñåò õðïïìÜäåò, âë. A. Blass êáé J. Irwin: Free
subgroups of the Baer-Specker group, Comm. in Alg., Vol. 29 (12), 2001, 5769-5794.]
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