
ÏÌÏËÏÃÉÊÇ ÁËÃÅÂÑÁ:
2oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ÅÜí ôá U,U 0, U 00 åßíáé ôñåéò õðïìüäéïé åíüò R-ìïäßïõ M êáé U ⊆ U 00 ⊆ U ⊕ U 0, íá áðïäåé·èåß ç
åîÞò éóüôçôá:

U 00 ∩ (U ⊕ U 0) = U ⊕ (U 0 ∩ U 00) .

2. ÅÜí ôá U êáé V åßíáé äõï õðïìüäéïé åíüòR-ìïäßïõM, üðïõM = U +W, êáé ç f :M −→ N Ýíáò
åðéìïñöéóìüò R-ìïäßùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí ôïìÞ U ∩W, íá áðïäåé·èåß üôé N = f(U)⊕ f(W ).

3. ÅÜí ïé M êáé N åßíáé äõï R-ìüäéïé êáé ïé f : M −→ N, g : N −→ M ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí,
ôÝôïéïé þóôå ç óýíèåóç g ◦ f íá áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü R-ìïäßùí, íá áðïäåé·èïýí ôá áêü-
ëïõèá:

(i) Ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï g åðéìïñöéóìüò R-ìïäßùí.

(ii) N = Im(f)⊕ Ker(g) .

4. ÅÜí ç f :M −→M åßíáé Ýíáò åíäïìïñöéóìüò åíüòR-ìïäßïõM, íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí
êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) f ◦ f = f,

(ii) Ker(f− IdM ) = Im(f),

(iii)M = Ker(f− IdM )⊕Ker(f).

5. ÅÜí ÝíáòR-ìüäéïòM åßíáé ôï ÜèñïéóìáM = U +W äýï õðïìïäßùí ôïõ U êáéW, íá áðïäåé·èåß
üôé

M/(U ∩W ) ∼= (M/U)⊕ (M/W ).

μñÞóéìç åöáñìïãÞ : Èåùñþíôáò ôïýò õðïìïäßïõò U = κZ êáé W = λZ ôïý Z-ìïäßïõ Z, üðïõ
κ, λ ∈ N êáé ìêä(κ, λ) = 1, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) U +W = Z, U ∩W = κλZ,

(ii) Zκλ ∼= Z/κλZ ∼= Z/κZ⊕ Z/λZ ∼= Zκ ⊕ Zλ.

6. ÅÜí ôá U,U 0, U 00 åßíáé ôñåéò õðïìüäéïé åíüòR-ìïäßïõM, íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí êÜôùèé
óõíèçêþí:

(i)M ∼= U ⊕ U 0 ⊕ U 00.

(ii) U ∩ U 0 = {0M} = U 0 ∩ U 00 êáéM/U 0 ∼= (U + U 0)/U 0 ⊕ (U 0 + U 00)/U 0.

7. ÅÜí ç (fj : Mj −→ Nj)j∈J åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí êáé ïñßóïõìå ùò åõèý
ãéíüìåíï ôùí ìåëþí ôçò ôçí áðåéêüíéóçQ

j∈J
fj :

Q
j∈J

Mj −→
Q
j∈J

Nj , (mj)j∈J 7−→ (f(mj))j∈J ,

êáé, áíôéóôïß·ùò, ùò åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ôçò ôçí áðåéêüíéóçL
j∈J

fj :
L
j∈J

Mj −→
L
j∈J

Nj , (mj)j∈J 7−→ (f(mj))j∈J ,
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(üðïõ åäþ «ó·åäüí üëá» ôá mj åßíáé ßóá ìå ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï), íá áðïäåé·èåß üôé áìöüôåñåò
ïé
Q
j∈J

fj êáé
L
j∈J

fj åßíáé ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí ìå ôïõò õðïìïäßïõò

Ker(
Q
j∈J

fj) =
Q
j∈J

Ker(fj), Ker(
L
j∈J

fj) =
L
j∈J

Ker(fj)

ùò ðõñÞíåò ôïõò êáé ôïõò õðïìïäßïõò

Im(
Q
j∈J

fj) =
Q
j∈J

Im(fj), Im(
L
j∈J

fj) =
L
j∈J

Im(fj)

ùò åéêüíåò ôïõò.

8. ¸óôù (Mj)j∈J ìéá ïéêïãÝíåéá R-ìïäßùí êáé Ýóôù Nj Ýíáò õðïìüäéïò ôïý Mj , ∀j ∈ J. Íá áðï-
äåé·èåß üôé ôï åõèý ãéíüìåíï êáé ôï åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ôÞò (πNj : Mj −→ Mj/Nj)j∈J
(ôÞò áðáñôéæïìÝíçò áðü ôïõò áíôéóôïß·ïõò öõóéêïýò åðéìïñöéóìïýò) åðÜãïõí éóïìïñöéóìïýò
R-ìïäßùí:

(
Q
j∈J

Mj)/(
Q
j∈J

Nj) ∼=
Q
j∈J
(Mj/Nj), (

L
j∈J

Mj)/(
L
j∈J

Nj) ∼=
L
j∈J
(Mj/Nj).

9. ÅÜí ç (Mj)j∈J åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéáR-ìïäßùí êáé ôï I Ýíá éäåþäåò ôïýR, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç
éóïìïñöéóìþí:

I(
L
j∈J

Mj) ∼=
L
j∈J

IMj , (
L
j∈J

Mj)/I(
L
j∈J

Mj) ∼=
L
j∈J
(Mj/IMj).

10. ÅÜí ÝíáòR-ìüäéïòM äéáóðÜôáé õðü ôç ìïñöÞM =
L
j∈J

Mj (åóùôåñéêïý åõèÝïò áèñïßóìáôïò ôùí

ìåëþí ìéáò ïéêïãåíåßáò õðïìïäßùí ôïõ) êáé ç f : M −→ N åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí,
íá áðïäåé·èåß üôé N =

L
j∈J

f(Mj).

11. ÕðïèÝôïíôáò üôé ïé (fj , gj :Mj −→ N)j∈J åßíáé äõï ïéêïãÝíåéåò ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí êáé üôé
h ∈HomR(N,N 0), íá áðïäåé·èïýí ïé éóüôçôåò

(
L
j∈J

fj) + (
L
j∈J

gj) =
L
j∈J
(fj + gj), h ◦ (L

j∈J
fj) =

L
j∈J
(h ◦ fj).

12. ¸óôù üôé ïé S,R åßíáé äõï ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï êáé
ï f : S −→ R Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ìå f(1S) = 1R). Ùò ãíùóôüí (âë. Üóêçóç 4
ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí), êÜèå R-ìüäéïòM êáèßóôáôáé S-ìüäéïò ìÝóù ôïý
áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïý åðáãïìÝíïõ áðü ôçí f. ÅÜí ÝíáòR-ìüäéïòM äéáóðÜôáé õðü
ôç ìïñöÞ M =

L
j∈J

Mj (åóùôåñéêïý åõèÝïò áèñïßóìáôïò ìéáò ïéêïãåíåßáò õðïìïäßùí ôïõ), íá

áðïäåé·èåß üôé ç äéÜóðáóç áõôÞ åîáêïëïõèåß íá éó·ýåé áêüìç êáé üôáí áõôüò èåùñçèåß S-ìüäéïò
(êáôÜ ôá ðñïáíáöåñüìåíá).

13. ¸óôù (Mj)j∈J ìéá ïéêïãÝíåéá R-ìïäßùí, üðïõ R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

tors(
L
j∈J

Mj) =
L
j∈J

tors(Mj).

(Âë. Üóêçóç 11 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí.) Åí óõíå·åßá, íá äéáðéóôùèåß üôé
ç áíôßóôïé·ç éóüôçôá ãéá åõèÝá ãéíüìåíá äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÞò êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý áíôéðá-
ñáäåßãìáôïò üðïõ: R = Z, J = {j ∈ N| j ≥ 2} , Mj = Z,∀j ∈ J. ÊáèÝíáò ôùí Mj åßíáé ìüäéïò
óôñÝøåùò, åíþ ï

Q
j∈J

Mj äåí åßíáé. [Õðüäåéîç : k [1]k+1 6= [0]k+1 , ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü k ≥ 1.]
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14. ¸óôù (Mj)j∈J ìéá ïéêïãÝíåéá R-ìïäßùí, üðïõ R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èïýí ïé éóüôç-
ôåò

Dv(
Q
j∈J

Mj) =
Q
j∈J

Dv(Mj), Dv(
L
j∈J

Mj) =
L
j∈J

Dv(Mj).

(Âë. Üóêçóç 12 ôïý 1ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞóåùí. Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ôüóï ôï åõèý
ãéíüìåíï üóï êáé ôï åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ìéáò ïéêïãåíåßáò äéáéñåôþí ìïäßùí åßíáé Ýíáò äéáé-
ñåôüò ìüäéïò.)

15. ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ÝóôùA :=
n

a
pk
∈ Q

¯̄̄
a ∈ Z, k ∈ N0

o
. Ôï A åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ôÞò ðñïóèåôéêÞò áâåëéáíÞò ïìÜäáò (Q,+) ðåñéÝ·ïõóá ôçí (Z,+). ÅöåîÞò èá óõìâïëßæïõìå ôçí
ðçëéêïïìÜäá A/Z ùò Zp∞ . Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ï Z-ìüäéïò Zp∞ åßíáé äéáéñåôüò.

(ii) Q/Z ∼= L
p ðñþôïò

Zp∞ .
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