
ÏÌÏËÏÃÉÊÇ ÁËÃÅÂÑÁ:
1oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôù (G,+) ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîåùò k ≥ 2. Íá áðïäåé·èåß üôé, åÜí λ, λ0 ∈ Z,
ôüôå éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

λ ≡ λ0(mod k) =⇒ (∀g ∈ G) λg = λ0g,

êáé íá óõíá·èåß åî áõôïý üôé

(i) ç (G,+) åßíáé Ýíáò Zk-ìüäéïò ìå áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü ôïõ ôïí

Zk ×G 3 ([ ]k , g) 7−→ g ∈ G,

(ii) êÜèå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ôÜîç ôçò Ýíáí ðñþôï áñéèìü p ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò
äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéóìÝíïò õðåñÜíù åíüò óþìáôïò ìå p óôïé·åßá.

2. Íá áðïäåé·èåß üôé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá (A,+) êáèßóôáôáé Zm-ìüäéïò (ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü
m ≥ 2) åÜí êáé ìüíïí åÜímA = 0.

3. ¸óôùM Ýíáò R-ìüäéïò. ÅÜí ï äáêôýëéïò R åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÞò p, üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò, íá
áðïäåé·èåß üôé pm = 0M , ∀m ∈M.

4. ¸óôù üôé ïé R,S åßíáé äõï ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï êáé ï
φ : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ìå φ(1R) = 1S). ÅÜí ï M åßíáé Ýíáò S-ìüäéïò, íá
áðïäåé·èåß üôé ïM ìðïñåß íá êáôáóôåß R-ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

R×M 3 (r,m) 7−→ φ(r)m ∈M.

5. ¸óôùM Ýíáò R-ìüäéïò êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ R. Íá áðïäåé·èåß üôé ï ðçëéêïìü-
äéïò M/IM (üðïõ IM ï õðïìüäéïò ôïý M ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï {am| a ∈ I, m ∈ M},
ðñâë. 1.2.3. (iv)) êáèßóôáôáé (R/I)-ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

(r + I)(m+ IM) := (rm) + IM, (∀r ∈ R) ∧ (∀m ∈M) .

6. ¸íáò R-ìüäéïò M êáëåßôáé áðëüò üôáí äåí äéáèÝôåé Üëëïõò õðïìïäßïõò ðÝñáí ôïý ôåôñéììÝíïõ
êáé ôïý åáõôïý ôïõ. Íá áðïäåé·èåß üôé ÝíáòR-ìüäéïòM åßíáé áðëüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ðáñÜãåôáé
áðü êÜèå ìïíïóýíïëï {m}, üðïõ m ∈Mr{0M}.

7. ¸óôù f : Z[
√
2] −→ Z[

√
2] ç áðåéêüíéóç

f(a+ b
√
2) := a+ b, ∀ (a, b) ∈ Z× Z.

(i) Åßíáé ç f ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí;

(ii) Åßíáé ç f ïìïìïñöéóìüò Z[
√
2]-ìïäßùí;

(iii) Åßíáé ç f ïìïìïñöéóìüò Z-ìïäßùí;

8. Íá ðáñáôåèïýí ðáñáäåßãìáôá R-ìïäßùí M êáé N, êáé áðåéêïíßóåùí f, g : M −→ N ìå ôéò åîÞò
éäéüôçôåò:

(i) f(m+ n) = f(m) + f(n), ∀(m,n) ∈M ×N, êáé f(rm) 6= rf(m), ãéá êÜðïéï (r,m) ∈ R×M,

(ii) g(m+ n) 6= g(m) + g(n), ãéá êÜðïéï (m,n) ∈M ×N, êáé g(rm) = rg(m), ∀(r,m) ∈ R×M.
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9. ÄïèÝíôùí äõï ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí

L
f−→M

g−→ N

íá áðïäåé·èïýí ïé éóüôçôåò

Im (f) ∩Ker (g) = f (Ker (g ◦ f)) , Im (f) +Ker (g) = g−1 (Im(g ◦ f)) .

10. ¸óôùM Ýíáò R-ìüäéïò êáé Ýóôùm ∈M. Ôï óýíïëï

AnnR(m) := {r ∈ R| rm = 0M}

ïíïìÜæåôáé ìçäåíéóôÞò ôïý óôïé·åßïõm. ÅÜí ôï U åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïýM, ôüôå ôï óýíïëï

AnnR(U) := {r ∈ R| ru = 0M , ∀u ∈ U}

ïíïìÜæåôáé ìçäåíéóôÞò ôïý õðïìïäßïõ U. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To AnnR(m) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R êáé õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí:

R/AnnR(m) ∼= Rm.

(ii) To AnnR(U) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R (êáé êáô' åðÝêôáóéí õðïìüäéïò ôïý R-ìïäßïõ R).

(iii) ÅÜí ç (Uj)j∈J åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïìïäßùí ôïýM, ôüôå

AnnR(
P
j∈J

Uj) =
T
j∈J

AnnR(Uj).

11. ¸óôù M Ýíáò R-ìüäéïò, üðïõ R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¸íá óôïé·åßï m ∈ M êáëåßôáé óôïé·åßï
óôñÝøåùò üôáí AnnR(m) 6= {0R}. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá óôïé·åßá óôñÝøåùò åíüò R-ìïäßïõ M

óõíéóôïýí Ýíáí õðïìüäéï tors(M) ôïýM.Ï tors(M) êáëåßôáé õðïìüäéïò óôñÝøåùò ôïý M.ËÝìå
üôé ïM åßíáé R-ìüäéïò óôñÝøåùò üôáí tors(M) =M. Êáô' áíáëïãßáí, ëÝìå üôé ïM äåí äéáèÝôåé
óôñÝøç (Þ üôé åßíáé åëåýèåñïò óôñÝøåùò) üôáí tors(M) = {0M}. Íá äïèïýí ðáñáäåßãìáôá R-
ìïäßùí óôñÝøåùò êáé R-ìïäßùí åëåõèÝñùí óôñÝøåùò, êáé íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá êÜèå R-ìüäéïM Ý·ïõìå tors(tors (M)) = tors(M) .

(ii) Ç ßäéá ç ðåñéï·Þ R åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò åëåýèåñïò óôñÝøåùò.

(iii) ÅÜí ï M åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò óôñÝøåùò êáé ï U Ýíáò õðïìüäéïò ôïý M, ôüôå ï U åßíáé Ýíáò
R-ìüäéïò óôñÝøåùò.

(iv) ÅÜí ï M åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò åëåýèåñïò óôñÝøåùò êáé ï U Ýíáò õðïìüäéïò ôïý M, ôüôå ï U

åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò åëåýèåñïò óôñÝøåùò.

(v) ÅÜí f ∈HomR(M,N), ôüôå f(tors(M)) ⊆ tors(N).

(vi) Ï ðçëéêïìüäéïòM/tors(M) äåí äéáèÝôåé óôñÝøç.

12. ¸óôùM Ýíáò R-ìüäéïò, üðïõ R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¸íá óôïé·åßïm ∈M ïíïìÜæåôáé äéáéñåôü
üôáí ãéá êÜèå r ∈ Rr{0R} õðÜñ·åé êÜðïéïm0 ∈M,ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé rm0 = m.¸óôùDv(M)
ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáéñåôþí óôïé·åßùí ôïýM.¼ôáí Dv(M) =M, ôüôå ïM ïíïìÜæåôáé äéáéñå-
ôüò ìüäéïò. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï Dv(M) óõíéóôÜ õðïìüäéï ôïýM.

(ii) Ãéá êÜèå õðïìüäéï U åíüò äéáéñåôïý R-ìïäßïõ M,ï ðçëéêïìüäéïòM/U åßíáé äéáéñåôüò.

(iii) Ïé Z-ìüäéïé Q, Q/Z, R, R/Z åßíáé äéáéñåôïß.
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(iv) Êáìßá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, ìç ôåôñéììÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá (ùò Z-ìüäéïò) äåí åßíáé
äéáéñåôÞ. [Õðåíèýìéóç : ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ôï
åõèý Üèñïéóìá êõêëéêþí ïìÜäùí. Ðñâë. Üóêçóç 14 ôïý 2ïõ êáôáëüãïõ ðñïôåéíïìÝíùí áóêÞ-
óåùí.]

13. Èåùñþíôáò ôïýò õðïìïäßïõòU = κZ êáéW = λZ ôïý Z-ìïäßïõ Z, üðïõ κ, λ ∈ N, íá áðïäåé·èïýí
ôá áêüëïõèá:

(i) U +W = ìêä(κ, λ)Z, U ∩W = åêð(κ, λ)Z,

(ii) (κZ)/(åêð(κ, λ)Z) ∼= (ìêä(κ, λ)Z)/(λZ).

14. Ôï ÊéíÝæéêï Èåþñçìá (Þ ôï Èåþñçìá ôïý ÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý) ãéá R-ìïäßïõò.

ÅÜí ïMåßíáé Ýíáò R-ìüäéïò êáé ôá I1, I2, . . . , Ik éäåþäç ôïý R,íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

M −→
kQ

j=1
(M/IjM), m 7−→ (m+ I1M, . . . ,m+ IkM),

åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí ìå ôçí ôïìÞ
kT

j=1
(IjM) ùò ðõñÞíá ôïõ. Åí óõíå·åßá, åÜí õðï-

ôåèåß üôé ãéá êÜèå j, j0 ∈ {1, . . . , k} ìå j 6= j0 éó·ýåé ç éóüôçôá Ij + Ij0 = R, íá áðïäåé·èåß üôé ç åí
ëüãù áðåéêüíéóç åßíáé åðéññéðôéêÞ êáé üôé

M/(
kQ

j=1
Ij)M ∼=

kQ
j=1
(M/IjM).

[Õðåíèýìéóç : Ôï
kQ

j=1
Ij åßíáé ôï éäåþäåò ôïý R ôï áðïôåëïýìåíï áðü üëá ôá ðåðåñáóìÝíá áèñïß-

óìáôá óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò a1a2 · · · ak, üðïõ aj ∈ Ij ,∀j ∈ {1, . . . , k}.]

15. ¸óôù f : M −→ N Ýíáò ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí êáé Ýóôù I Ýíá ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò ôïý R.

ÅÜí õðïôåèåß üôé ï ïìïìïñöéóìüò R-ìïäßùí

fðçë :M/IM −→ N/IN

ï åðáãüìåíïò áðü ôïí f (âë. ðüñéóìá 1.4.5) åßíáé åðéìïñöéóìüò, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ï ßäéïò ï f
ïöåßëåé íá åßíáé åðéìïñöéóìüò. [Õðåíèýìéóç : ¸íá éäåþäåò I ôïýR êáëåßôáéìçäåíïäýíáìï éäåþäåò
üôáí Ik = {0R}, ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü k ≥ 1. Ôï Ik åßíáé ôï éäåþäåò ôï áðïôåëïýìåíï áðü
üëá ôá ðåðåñáóìÝíá áèñïßóìáôá óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò a1a2 · · · ak, üðïõ aj ∈ I, ∀j ∈ {1, . . . , k}.]
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