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5.10 ÐÏËÕÙÍÕÌÉÊÏÉ ÄÁÊÔÕËÉÏÉ

ÐÏÕ ÅÉÍÁÉ Ð.Ì.Ð.

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá èá áðïäåßîïõìå üôé (ãéá ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ) ï ðïëõù-

íõìéêüò äáêôýëéïò [X] åßíáé Ð.Ì.Ð. åÜí êáé ìüíïí åÜí ç ßäéá ç  åßíáé Ð.Ì.Ð.

(âë. èåþñçìá 5.10.17).

5.10.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÊÜèå ðïëõþíõìï

(X) =
P
=0

X
 ∈ [X]r{0[X]}  ∈ N0

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ 0 1      ó·åôéêþò ðñþôïõò åíôüò ôÞò  (âë. 5.2.16)

êáëåßôáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï (õðåñÜíù ôÞò ).

5.10.2 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù  ∈ r{× ∪ {0}} Ýíá
ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  Ç áðåéêüíéóç

H : [X] −→ ( hi) [X] (5.173)

ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

P
=0

X
 = (X) 7−→ H((X)) :=

P
=0

( + hi)X 

åßíáé åðéìïñöéóìüò áðü ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ [X] åðß ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò
( hi) [X]
Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôùí ðñÜîåùí ðñïóèÝóåùò êáé ðïë-

ëáðëáóéáóìïý åðß ôïý  hi ôïí èåóðéóèÝíôá ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.6.1. (Óç-

ìåéùôÝïí üôé ç H åßíáé ï åðéìïñöéóìüò 
(1)

hi
ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 3-38, üðïõ

hi :  −→  hi ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò.) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò  hi (êáé,
êáô' åðÝêôáóç, êáé ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò ( hi) [X]) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ,

äéüôé ôï hi åßíáé ðñþôï éäåþäåò. (Âë. 5.3.4 (i), 2.6.4 (i)⇒(ii) êáé 1.3.9 (ii).) ¤

5.10.3 Ðñüôáóç. (ËÞììá ôïý Gauss.) ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. Ôï ãéíüìåíï (X)(X)
äõï ðïëõùíýìùí (X) (X) ∈ [X]r{0[X]} åßíáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï åÜí êáé
ìüíïí êáèÝíá åî áõôþí åßíáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï.

Áðoäåéîç. ÅÜí ôï (X)(X) åßíáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï, ôüôå êÜèå êïéíüò

äéáéñÝôçò ôùí óõíôåëåóôþí ôïý (X) äéáéñåß êáèÝíáí åê ôùí óõíôåëåóôþí ôïý

(X)(X), ïðüôå åßíáé Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôÞò  ¢ñá ôï (X) åßíáé Ýíá

ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï. ÌÝóù ôÞò ßäéáò åðé·åéñçìáôïëïãßáò äåß·íïõìå üôé ôï

(X) åßíáé ùóáýôùò ðñùôáñ·éêü.
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Áíôéóôñüöùò ôþñá° Ýóôù üôé ôá (X) (X) åßíáé ðñùôáñ·éêÜ ðïëõþíõìá. Áò

õðïèÝóïõìå üôé ôï ãéíüìåíü ôïõò (X)(X) äåí åßíáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï.

Èåùñïýìå Ýíáí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç  ôùí óõíôåëåóôþí ôïý (X)(X) êáé Ýíá

ðñþôï (= áíÜãùãï) óôïé·åßï  ∈ r{× ∪ {0}} ôÞò  ðïõ äéáéñåß ôïí  (Ðñï-

öáíþò,  ∈ × ∪ {0}) Ç åéêüíá ôïý (X)(X) ìÝóù ôïý ïìïìïñöéóìïý (5.173)

åßíáé ç åîÞò:

H((X))H((X)) = H((X)(X)) = 0(hi)[X] = hi [X]

êáèüôé ôï  äéáéñåß üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïý (X)(X) ïðüôå êáèÝíáò åî áõ-

ôþí áíÞêåé óôï êýñéï éäåþäåò hi ÅðåéäÞ ï ðçëéêïäáêôýëéïò hi åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, Ý·ïõìå åßôå H((X)) = 0(hi)[X] åßôå H((X)) = 0(hi)[X] äçëáäÞ
åßôå ôï  åßíáé êïéíüò äéáéñÝôçò üëùí ôùí óõíôåëåóôþí ôïý (X) åßôå ôï  åßíáé

êïéíüò äéáéñÝôçò üëùí ôùí óõíôåëåóôþí ôïý (X) Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ôï 

ïöåßëåé íá äéáéñåß êÜèå ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí óõíôåëåóôþí ôïý (X) ïðüôå

 | 1 (äéüôé ôï (X) åßíáé åî õðïèÝóåùò ðñùôáñ·éêü), ðñÜãìá áäýíáôï (êáèüóïí

 ∈ ×). Êáô' áíáëïãßáí, äåß·íïõìå üôé êáé óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç êáôáëÞãïõìå

óå Üôïðï (äéüôé êáé ôï (X) åßíáé åî õðïèÝóåùò ðñùôáñ·éêü). ¤

5.10.4 ËÞììá. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. Ãéá ïéïäÞðïôå (X) ∈ Fr()[X] éó·ýïõí ôá
áêüëïõèá :

(i) ÕðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ Fr() êáèþò êáé êÜðïéï e(X) ∈ [X]r{0[X]}
ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

(X) =  e(X) (5.174)

(ii) H Ýêöñáóç (5.174) ôïý (X) åßíáé «êáô' ïõóßáí ìïíáäéêÞ» õðü ôçí åîÞò Ýí-
íïéá : ÅÜí õðÜñ·åé êÜðïéï Üëëï óôïé·åßï 0 ∈ Fr() êáèþò êáé êÜðïéï ðïëõþ-
íõìï e0(X) ∈ [X]r{0[X]} ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé
ç éóüôçôá (X) = 0 e0(X) ôüôå ∃ ∈ × : 0 =  ìå e0(X) = −1e(X) üôáí
(X) 6= 0Fr()[X]

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí ðïëõþíõìï (X) ∈ Fr()[X]. ÃñÜöïíôáò ôï (X)

áíáëõôéêþò õðü ôç ìïñöÞ

(X) =
X
=0



X   ∈ N0

üðïõ (  ) ∈ × (r{0}) ∀ ∈ {0     } êáé èÝôïíôáò  :=
Q

=0  ëáìâÜ-

íïõìå

(X) = −1(X) üðïõ (X) :=
P
=0

Ã


Ã Q
∈{0 }r{}



!!
X ∈ [X]
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Åí óõíå·åßá, èåùñþíôáò ôõ·üíôá  ∈ ÌÊÄ({óõíôåëåóôÝò ôïý (X)}) êáé èÝôï-
íôáò

e(X) := ½ 1 üôáí (X) = 0Fr()[X]

−1(X) üôáí (X) 6= 0Fr()[X]
ðáñáôçñïýìå üôé ôï e(X) åßíáé ðñùôáñ·éêü ðïëõþíõìï õðåñÜíù ôÞò  ÅðåéäÞ

(X) = −1 e(X) áñêåß íá èÝóïõìå  := −1

(ii) Åî õðïèÝóåùò,

(X) =  e(X) = 0 e0(X)
ÅêöñÜæïíôáò ôá  0 õðü ôç ìïñöÞ êëáóìÜôùí:

 =
1
2
 0 =

01
02
 1 

0
1 ∈  2 

0
2 ∈ r{0}

êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé 2
0
2 6= 0 êáôáëÞãïõìå óôçí éóüôçôá

1
0
2e(X) = 012e0(X) (5.175)

ÅðåéäÞ ôá e(X) e0(X) åßíáé ðñùôáñ·éêÜ ðïëõþíõìá, Ý·ïõìå

1
0
2 ∈ ÌÊÄ({óõíôåëåóôÝò ôïý 102e(X)})

012 ∈ ÌÊÄ({óõíôåëåóôÝò ôïý 012e0(X)})
(âë. 5.2.35 (iv)), ïðüôå ç (5.175), óå óõíäõáóìü ìå ôo (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.12,

äßäåé 1
0
2 ∼

óõí.
012 ¢ñá õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ × ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

012 = 1
0
2 ⇒ 0 = 

(âë. ðüñéóìá 5.2.5). ¼ôáí (X) 6= 0Fr()[X] ëáìâÜíïõìå e0(X) = −1e(X) (êáèü-
óïí  6= 0 êáé 0 6= 0). ¤

5.10.5 ËÞììá. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÅÜí (X) ∈ [X] åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï èåôéêïý
âáèìïý êáé åÜí õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá 1(X) 2(X) ∈ Fr()[X] ôÝôïéá þóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá (X) = 1(X)2(X) ôüôå

∃ ∈ Fr()r{0Fr()} : 1(X) ∈ [X] êáé −1 2(X) ∈ [X]

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈ÌÊÄ({óõíôåëåóôÝò ôïý(X)})Ðñïöáíþò,  6= 0 êáé ôï
ðïëõþíõìï (X) := −1(X) ∈ [X] åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò  Óýìöùíá

ìå ôï (i) ôïý ëÞììáôïò 5.10.4 õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ Fr() êáèþò êáé êÜðïéá ðïëõþ-

íõìá e1(X) e2(X) ∈ [X]r{0[X]} ðñùôáñ·éêÜ õðåñÜíù ôÞò  ïýôùò þóôå íá

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

1(X) = 1 e1(X) êáé 2(X) = 2 e2(X)
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Ôï ãéíüìåíï e1(X)e2(X) ôùí ðñùôáñ·éêþí ðïëõùíýìùí e1(X) êáé e2(X) åßíáé
ðñùôáñ·éêü (âë. ðñüôáóç 5.10.3). ÅðïìÝíùò, åðåéäÞ áìöüôåñá ôá (X) êáée1(X)e2(X) åßíáé ðñùôáñ·éêÜ, êáé

(X) = (X) = 1(X)2(X) = (12) e1(X)e2(X)
åöáñìüæïíôáò ôï (ii) ôïý ëÞììáôïò 5.10.4 (ìå ôá  (X) 12 e1(X)e2(X) óôç èÝóç

ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí   e(X) 0 êáé e0(X)) åîáóöáëßæïõìå ôçí ýðáñîç åíüò óôïé-
·åßïõ  ∈ × ôÝôïéïõ þóôå íá éó·ýåé 12 =  ÈÝôïíôáò  := 2 ëáìâÜíïõìå

 1(X) = 12 e1(X) ∈ [X] êáé −1 2(X) = e2(X) ∈ [X] ¤

5.10.6 Óçìåßùóç. (i) ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ðñïöáíþò, Ýíá ðïëõþíõìï

(X) ∈ [X] åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X] Ýáí êáé ìüíïí

åÜí

(a) äåí åßíáé óôáèåñü ðïëõþíõìï ôÞò ìïñöÞò (X) =   ∈ × ∪ {0} êáé
(b) ãñáöüìåíï ùò ãéíüìåíï (X) = (X)(X) (X) (X) ∈  [X]  éó·ýåé

åßôå (X) =  ∈ × åßôå (X) =  ∈ ×

(Âë. 5.3.2 êáé 1.3.9 (iii).) Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, ëÝìå üôé

ôï (X) åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôÞò 

(ii) ÅÜí ôï  åßíáé ôõ·üí óþìá, ôüôå Ýíá ðïëõþíõìï (X) ∈ [X] åßíáé áíÜãùãï

õðåñÜíù ôïý åÜí êáé ìüíïí åÜí

(a0) äåí åßíáé óôáèåñü ðïëõþíõìï (Þôïé deg((X)) ≥ 1) êáé
(b0) äåí ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò ãéíüìåíï (X) = (X)(X) äýï ðïëõùíýìùí

(X) (X) ∈  [X]  ìå

1 ≤ deg((X))  deg((X)) êáé 1 ≤ deg((X))  deg((X))
áöïý (óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 1.3.10)

 [X]× = × = r{0} = { (X) ∈ [X] | deg((X)) = 0} 

5.10.7 ËÞììá. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÅÜí Ýíá ðïëõþíõìï (X) ∈ [X] èåôéêïý âáè-
ìïý åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôÞò  ôüôå åßíáé áíÜãùãï êáé õðåñÜíù ôïý óþìáôïò
êëáóìÜôùí Fr() ôÞò 

Áðïäåéîç. ¸óôù (X) ∈ [X] Ýíá ðïëõþíõìï èåôéêïý âáèìïý, áíÜãùãï õðå-

ñÜíù ôÞò  ÅÜí ôï (X) äåí Þôáí áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý óþìáôïò êëáóìÜôùí

Fr() ôÞò  ôüôå èá õðÞñ·áí ðïëõþíõìá 1(X) 2(X) ∈ Fr()[X] èåôéêïý âáè-

ìïý ìå (X) = 1(X)2(X) êáèþò êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ Fr()r{0Fr()} ôÝôïéï
þóôå  1(X) ∈ [X] êáé −1 2(X) ∈ [X] (âë. ëÞììá 5.10.5). Åî áõôïý èá ðñïÝ-

êõðôå üôé

(X) = 1(X)2(X) = ( 1(X)) (
−1 2(X))
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ìå deg( 1(X)) ≥ 1 êáé deg(−1 2(X)) ≥ 1 êÜôé ôï ïðïßï èá áíôÝêåéôï ðñïò

ôçí áñ·éêÞ ìáò õðüèåóç. ¢ñá ôï (X) åßíáé êáô' áíÜãêçí áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý

Fr() ¤

5.10.8 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù  ∈  Ãéá ïéïäÞðïôå

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X] ( ∈ N0)

ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i)  |   ∀ ∈ {0     }
(ii) Ôï  (èåùñïýìåíï ùò óôáèåñü ðïëõþíõìï) äéáéñåß ôï (X) åíôüò ôÞò áêåñáßáò
ðåñéï·Þò [X]

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Åî õðïèÝóåùò, ∃ ∈  :  =  ãéá êÜèå  ∈ {0     }
ÅðïìÝíùò,

(X) =
X
=0

()X
 = 

⎛⎝ X
=0

X


⎞⎠⇒  | (X)

(ii)⇒(i) ÅÜí  | (X) (åíôüò ôÞò [X]), ôüôå åßôå  = 0 (= 0[X]) ïðüôå Ý·ïõìå

(X) = 0[X] (êáé ôï (i) åßíáé ðñïöáíÝò) åßôå

 6= 0 êáé ∃(X) ∈ [X] : (X) = (X)

Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,(X) = 0[X] üôáí(X) = 0[X] åíþ üôáí(X) 6= 0[X] êáé
deg((X)) =  Ý·ïõìå deg((X)) =  (âë. 1.3.9 (i)) êáé õðÜñ·ïõí 0      ∈ 

(ìå  6= 0), ôÝôïéá þóôå

(X) =
X
=0

X
 ⇒ (X) = 

⎛⎝ X
=0

X


⎞⎠ =
X
=0

()X
 

ïðüôå  =  ãéá êÜèå  ∈ {0     } ¤

5.10.9 ËÞììá. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÅÜí Ýíá ðïëõþíõìï (X) ∈ [X] ⊆ Fr()[X]
åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôïý êáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Fr() ôüôå åßíáé áíÜ-
ãùãï êáé õðåñÜíù ôÞò 

Áðïäåéîç. ¸óôù (X) ∈ [X] Ýíá ðïëõþíõìï ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôïý  êáé

áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Fr() Ôüôå áõôü åßíáé ðñïöáíþò ìç ìçäåíéêü° åðéðñï-

óèÝôùò, Ý·åé èåôéêü âáèìü (äéüôé êÜèå óôáèåñü, ìç ìçäåíéêü, ðñùôáñ·éêü ðï-

ëõþíõìï áíÞêïí óôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ [X] éóïýôáé ìå Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé-

·åßï ôïý ). Áò õðïèÝóïõìå üôé (X) = 1(X)2(X) ãéá êÜðïéá ðïëõþíõìá
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1(X) 2(X) ∈ [X]ÁõôÞç éóüôçôáìðïñåß íá éäùèåß êáéùò ìéáðáñáãïíôïðïßóç

ôïý (X) åíôüò ôïý Fr()[X] ÅðïìÝíùò, ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí 1(X) 2(X)

ïöåßëåé íá åßíáé óôáèåñü, ìç ìçäåíéêü. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå

íá õðïèÝóïõìå üôé 1(X) =  ∈ r{0} Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.10.8 ôï  äéáéñåß

üëïõò ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïý (X) Áõôü óçìáßíåé üôé  | 1Fr() (= 1), äéüôé ôï

(X) åßíáé åî õðïèÝóåùò ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôïý Fr() ÅðïìÝíùò,  ∈ × Þ,

éóïäõíÜìùò, 1(X) ∈ [X]× ïðüôå ôï (X) åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôÞò  ¤

5.10.10 Óçìåßùóç. H «ðñùôáñ·éêüôçôá» ôïý (X) äåí ìðïñåß íá ðáñáëåéöèåß

áðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïý ëÞììáôïò 5.10.9. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï 4X + 6 åßíáé

áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Q áëëÜ äåí åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Z äéüôé 4X+ 6 =
2(2X+ 3) üðïõ 2 ∈ {±1} = Z× êáé 2X+ 3 ∈ Z×

5.10.11 ËÞììá. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÊÜèå ðïëõþíõìï (X) ∈ [X] ⊆ Fr()[X]

èåôéêïý âáèìïý ðïõ åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò[X] åßíáé ðñþôï
óôïé·åßï êáé ôïý Fr()[X]

Áðïäåéîç. ¸óôù (X) Ýíá ðïëõþíõìï èåôéêïý âáèìïý ðïõ åßíáé ðñþôï óôïé·åßï

ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X] Ôüôå ôï (X) åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò [X] (Þôïé

áíÜãùãï õðåñÜíù ôÞò ) åðß ôç âÜóåé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.4. Óýìöùíá ìå

ôï ëÞììá 5.10.7, áõôü åßíáé áíÜãùãï êáé õðåñÜíù ôïý óþìáôïò êëáóìÜôùíFr()

ôÞò  ÔÝëïò, åðåéäÞ ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò Fr()[X] åßíáé Ð.Ê.É. (âë. 5.4.24

(iii)⇒(ii)), ôï (X) ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôï óôïé·åßï êáé ôïý Fr()[X] (âë. 5.3.4

(iv)). ¤

5.10.12 ËÞììá. ¸óôù ìéáÐ.Ì.Ð. ÊÜèå ðïëõþíõìï(X) ∈ [X] ⊆ Fr()[X]ðïõ
åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý Fr()[X] êáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôïý  åßíáé ðñþôï
óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X]

Áðïäåéîç. ÅÜí (X) | 1(X)2(X) åíôüò ôïý [X] ãéá êÜðïéá ðïëõþíõìá

1(X) 2(X) ∈ [X] ⊆ Fr()[X] ôüôå åßôå (X) | 1(X) åßôå (X) | 2(X) åíôüò
ôïý Fr()[X] Áò õðïèÝóïõìå üôé

∃(X) ∈ Fr()[X] : 1(X) = (X)(X) (5.176)

¸óôù  ∈ÌÊÄ({óõíôåëåóôÝò ôïý(X)})Ðñïöáíþò,  6= 0 êáé ôï ðïëõþíõìï
(X) := −1(X) ∈ [X] åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò  Óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý

ëÞììáôïò 5.10.4, ∃1  ∈ Fr() êáèþò êáé êÜðïéá e1(X) e(X) ∈ [X]r{0[X]}
ðñùôáñ·éêÜ õðåñÜíù ôÞò  ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò 1(X) = 1 e1(X)
êáé (X) =  e(X) Ç (5.176) äßäåé 1 e1(X) = (X)e(X) ÅðåéäÞ (êáôÜ ôçí ðñü-

ôáóç 5.10.3) ôï ðïëõþíõìï (X)e(X) åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò ôï (ii) ôïý

ëÞììáôïò 5.10.4 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ∃ ∈ × :  = 1 ÅÜí 1(X) = 0[X] ôüôå

(ðñïöáíþò) (X) | 1(X) åíôüò ôÞò [X] ÅÜí 1(X) 6= 0[X] ôüôå 1 6= 0 êáé

e1(X) = (X)e(X)⇒ (X) | 1(X) (åíôüò ôÞò [X])
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(ÅÜí (X) | 2(X) åíôüò ôïý Fr()[X] ôüôå ç áðüäåéîç ôïý üôé éó·ýåé (X) | 2(X)
êáé åíôüò ôÞò [X] åßíáé ðáíïìïéüôõðç.) ¢ñá ôï (X) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò

áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X] ¤

5.10.13 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù  ∈  Ôüôå ôá áêüëïõèá
åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò 

(ii) Ôï óôáèåñü ðïëõþíõìï (X) :=  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðå-
ñéï·Þò [X]

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Åî ïñéóìïý,  ∈ r(× ∪ {0}) ÅðåéäÞ [X]× = × êáé

0[X] = 0 Ý·ïõìå

(X) :=  ∈ [X]r([X]× ∪ {0[X]})

¸óôù üôé (X) :=  | (X)(X) ãéá êÜðïéá ðïëõþíõìá

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X] (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]

ÕðïèÝôïíôáò üôé  - (X) êáé  - (X) ôï ëÞììá 5.10.8 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

[∃0 ∈ {0     } :  - 0 ] êáé [∃0 ∈ {0    } :  - 0 ]

ÈÝôïíôáò  := min{ ∈ {0     } :  - } êáé  := min{ ∈ {0    } :  - }
ðáñáôçñïýìå üôé

 |  üôáí +  =  +  êáé åßôå    åßôå   

áëëÜ  -  ïðüôå  -
P

+=+

  äçëáäÞ ôï  äåí äéáéñåß ôïí (+ )-óôü óõíôå-

ëåóôÞ ôïý ðïëõùíýìïõ (X)(X) êÜôé ôï ïðïßï åßíáé áäýíáôï (åê íÝïõ ëüãù ôïý

ëÞììáôïò 5.10.8). ¢ñá åßôå  | (X) åßôå  | (X) êáé, ùò åê ôïýôïõ, ôï (X) := 

åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X]

(ii)⇒(i) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò. ¤

5.10.14 Ðñüôáóç. Ï äáêôýëéïò [X] åßíáé Ð.Ì.Ð. ãéá êÜèå Ð.Ì.Ð. 

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·ïýóá Ð.Ì.Ð. êáé Ýóôù (X) ∈ [X]r([X]× ∪ {0[X]})
Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ôï(X) äéáèÝôåé êÜðïéï óõíôñïöéêü ôïõ ðïëõþíõìï ðá-

ñéóôþìåíï ùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþôùí óôïé·åßùí ôÞò áêåñáßáò

ðåñéï·Þò[X] (âë. 5.6.3 (iii)⇒(i)). Ôï(X) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ(X) = (X)

üðïõ  ∈ÌÊÄ({óõíôåëåóôÝò ôïý (X)}) êáé (X) ∈ [X] åßíáé ðñùôáñ·éêü õðå-

ñÜíù ôÞò Ðñïöáíþò,  6= 0 ÅðéðñïóèÝôùò, åßíáé áäýíáôïí íá éó·ýåé  ∈ ×
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êáé ôáõôï·ñüíùò (X) ∈ [X]× (= ×), äéüôé (X) ∈ [X]× ¢ñá õðÜñ·ïõí ôñßá

åíäå·üìåíá:

Ðåñßðôùóç ðñþôç.  ∈ × êáé (X) ∈ [X]× (= ×)

Ðåñßðôùóç äåýôåñç.  ∈ × êáé (X) ∈ [X]×

Ðåñßðôùóç ôñßôç.  ∈ × êáé (X) ∈ [X]×

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç Ý·ïõìå (X) =  ãéá êÜðïéï  ∈ × êáé ôï  ãñÜöåôáé

õðü ôç ìïñöÞ  = 1 · · ·  üðïõ  ∈ ×  ∈ N êáé ôá 1      åßíáé ðñþôá

óôïé·åßá ôÞò  (äéüôé ç  åßíáé Ð.Ì.Ð.). ¢ñá

(X) = (X) = ()1 · · · 
üðïõ ôá 1      (èåùñïýìåíáùò óôáèåñÜ ðïëõþíõìá) åßíáé ðñþôá óôïé·åßá ôÞò

áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X] (âë. 5.10.13 (i)⇒(ii)).

Åí óõíå·åßá, èá åîåôÜóïõìå ôç äåýôåñç êáé ôçí ôñßôç ðåñßðôùóç. ÅÜí ôï (X)

åßíáé óôáèåñü, äçëáäÞ åÜí (X) =  ãéá êÜðïéï  ∈ r(× ∪ {0}) ôüôå ãñÜöï-
íôáò ôï  õðü ôç ìïñöÞ  = 1 · · ·  üðïõ  ∈ ×  ∈ N êáé ôá 1      ðñþôá

óôïé·åßá ôÞò  ëáìâÜíïõìå

(X) =

½
() 1 · · ·  üôáí  ∈ ×
()1 · · · 1 · · ·  üôáí  = 1 · · ·  (üðùò óôçí 1ç ðåñ.)

ÅÜí deg((X)) ≥ 1 ôüôå ôï (X) éäùìÝíï ùò óôïé·åßï ôïý Fr()[X] ðáñéóôÜôáé

ùò ãéíüìåíï

(X) = 1(X) · · ·(X)  ∈ ×  ∈ N (5.177)

ìéáò óôáèåñÜò êáé ðñþôùí óôïé·åßùí 1(X)     (X) ôïýFr()[X] (êáèüóïí

ï Fr()[X] åßíáé Ð.Ì.Ð., âë. 5.4.24 (iii)⇒(ii), ðüñéóìá 5.6.8 êáé 5.6.3 (i)⇒(iii)).

Óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý ëÞììáôïò 5.10.4 õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá (X) ∈ [X] ðñù-

ôáñ·éêÜ õðåñÜíù ôïý  êáé

∃( ) ∈ × (r{0}) : (X) =


(X)

ãéá êÜèå  ∈ {1    } Åíôüò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò [X] éó·ýåé ç éóüôçôá

 (X) = ()1(X) · · ·(X)
üðïõ ôüóïí ôï (X) (åê êáôáóêåõÞò) üóïí êáé ôï ãéíüìåíï 1(X) · · ·(X) (ëüãù
ôÞò ðñïôÜóåùò 5.10.3) åßíáé ðñùôáñ·éêÜ ðïëõþíõìá õðåñÜíù ôïý  Ôï (ii) ôïý

ëÞììáôïò 5.10.4 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ∃ ∈ × :  =  ÅðïìÝíùò ç (5.177) äßäåé

 6= 0 =⇒ (X) =  1(X) · · ·(X)
ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå äåßêôç  ∈ {1    } Ý·ïõìå

(X) 6= 0Fr()[X] ⇒  6= 0 ⇒ 

∈ Fr()r{0Fr()} (= Fr()×)
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ïðüôå ôá (X) êáé (X) åßíáé óõíôñïöéêÜ åíôüò ôïý Fr()[X]. ÅðåéäÞ ôï (X)

åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý Fr()[X] ôï (X) åßíáé ùóáýôùò ðñþôï óôïé·åßï ôïý

Fr()[X] (âë. 5.3.4 (v)) êáé, êáô' åðÝêôáóç, ðñþôï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò
[X] (äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò 5.10.12). Ôåëéêþò ëïéðüí ç

(X) =

⎧⎨⎩
()1(X) · · ·(X) üôáí  ∈ ×

()1 · · ·  1(X) · · ·(X)
üôáí  = 1 · · · 
(üðùò óôçí 1ç ðåñ.)

åßíáé ç æçôïýìåíç ðáñáãïíôïðïßçóç. ¤

5.10.15 Óçìåßùóç. (i) Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 5.10.14, ï ðïëõùíõìéêüò äáêôý-

ëéïò Z[X] åßíáé Ð.Ì.Ð. Ùóôüóï, üðùò ãíùñßæïõìå áðü ôçí ðñüôáóç 5.4.24, áõôüò

äåí åßíáé Ð.Ê.É.

(ii) Ðçëéêïäáêôýëéïé äïìïýìåíïé ìÝóù ðåñéï·þí ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞ-

óåùò äåí åßíáé áðáñáéôÞôùò Ð.Ì.Ð. Åðß ðáñáäåßãìáôé, Ý·ïõìå

Z[X]
­
X2 + 3

® ∼= Z[√−3]
üðïõ ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[

√−3] äåí åßíáé Ð.Ì.Ð.

5.10.16 Ðüñéóìá. Ïðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò[X1    X] åßíáé Ð.Ì.Ð. ãéá êÜèå
Ð.Ì.Ð.  êáé ãéá êÜèå  ∈ N
Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ç ðñüôáóç 5.10.14 êáé ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò

ðñïò ôïí  ¤

5.10.17 Èåþñçìá. ¸óôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóï-
äýíáìåò :

(i) Ç  åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ [X] åßíáé Ð.Ì.Ð.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Âë. ðñüôáóç 5.10.14.

(ii)⇒(i) ÅÜí ç áêåñáßá ðåñéï·Þ[X] åßíáé Ð.Ì.Ð. êáé  ∈ r (× ∪ {0})  ôüôå,
èåùñþíôáò ôü  ùò Ýíá óôáèåñü ðïëõþíõìï áíÞêïí óôçí [X] ôï ãñÜöïõìå õðü

ôç ìïñöÞ

 = 1(X) · · · (X)  ∈ N  ∈ [X]× = ×

üðïõ ôá 1(X)     (X) åßíáé áíÜãùãá (êáé, ùò åê ôïýôïõ, ðñþôá) óôïé·åßá ôÞò

[X]ÅðåéäÞ ï âáèìüò ôïý áñéóôåñïý ìÝëïò ôÞò áíùôÝñù éóüôçôáò ïöåßëåé íá éóïý-

ôáé ìå ôïí âáèìü ôïý äåîéïý ôçò ìÝëïõò, ëáìâÜíïõìå

deg(1(X)) = · · · = deg((X)) = 0
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ïðüôå êáèÝíá åê ôùí 1(X)     (X) åßíáé Ýíá ìç ìçäåíéêü óôáèåñü ðïëõþíõìï,

Þôïé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  (âë. 5.10.13 (ii)⇒(i)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé ç ßäéá

ç  åßíáé Ð.Ì.Ð. (âë. 5.6.3 (iii)⇒(i)). ¤

5.10.18 Ðüñéóìá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóï-
äýíáìåò :

(i) Ç  åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ [X1    X] åßíáé Ð.Ì.Ð. ãéá êÜèå  ∈ N
Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 5.10.17 êáé ôï ðüñéóìá 5.10.16. ¤

5.10.19 Óçìåßùóç. Çðñüôáóç 5.10.14 êáé ôï ðüñéóìá 5.10.16 ðáýïõí íá éó·ýïõí

(·ùñßò åéäéêïýò åðéðñüóèåôïõò ðåñéïñéóìïýò) åÜí êáíåßò áíôéêáôáóôÞóåé ôïí[X]

(êáé áíôéóôïß·ùò, ôïí[X1    X]) ìå ôïí äáêôýëéï ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí

[[X]] (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïí [[X1    X]]). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï P. Salmon áðÝ-

äåéîå ôï110 1966 üôé ãéá ïéïäÞðïôå óþìá ï ðçëéêïäáêôýëéïò

 := (Y)[[Z1Z2Z3]]
­
Z21 + Z

3
2 + YZ

6
3

®
åßíáé Ð.Ì.Ð. áëëÜ ï [[X]] äåí åßíáé Ð.Ì.Ð.!

I ÊñéôÞñéï ôïý Eisenstein. ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý åðéìïñöéóìïý (5.173) êáé ôïý

ëÞììáôïò 5.10.5 åßíáé äõíáôüí íá áðïäåé·èåß ôï áêüëïõèï ëßáí óçìáíôéêü èåþ-

ñçìá:

5.10.20 Èåþñçìá. (Eisenstein, 1850) ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. êáé Ýóôù

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]

Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý  ≥ 1 ÅÜí õðÜñ·åé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï  ôÞò  ôÝôïéï
þóôå

(i)  |  ∀ ∈ {0     − 1}
(ii)  -  êáé
(iii) 2 - 0
ôüôå ôï (X) åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Fr() (êáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôÞò  üôáí
åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò ).

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé (X) = 1(X)2(X) ãéá êÜðïéá ðïëõþíõìá

1(X) 2(X) ∈ Fr()[X] èåôéêïý âáèìïý. Ôüôå
(X) = 1(X)2(X) 1(X) =  1(X) ∈ [X] 2(X) = −1 2(X) ∈ [X]

110P. Salmon: Su un problema posto da P. Samuel, Atti Accad. Naz. Lincei Rend. Sci. Fis. Mat. Natur. (8) 40 (1966)
801-803
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ãéá êÜðïéï êáôÜëëçëï  ∈ Fr()r{0Fr()} (äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò 5.10.5). Óç-

ìåéùôÝïí üôé deg(1(X)) = deg(1(X)) êáé deg(2(X)) = deg(2(X)). Ëüãù ôùí

ðñïûðïôåèåéóþí óõíèçêþí (i) êáé (ii) ç åöáñìïãÞ ôïý åðéìïñöéóìïý (5.173) óôï

(X) äßäåé

H(1(X))H(2(X)) = H(1(X)2(X))

= H((X)) = ( + hi)X

êáé ïé åéêüíåò ôùí 1(X) 2(X) ìÝóù áõôïý ïöåßëïõí íá åêöñÜæïíôáé ùò åîÞò:

H(1(X)) = ( + hi)X H(2(X)) = (− + hi)X− (5.178)

ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü ìå 0     êáé  − ∈  (äéüôé o ðïëõùíõìé-

êüò äáêôýëéïò ( hi) [X]) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ðñâë. 1.3.9 (i)). ÅðéðñïóèÝôùò,

ôá 1(X) 2(X) åßíáé êáô' áíÜãêçí ôÞò ìïñöÞò

1(X) =
X
=0

X
  2(X) =

−X
=0

X


üðïõ 0     −1 0     −−1 ∈  ìå  | 0 êáé  | 0 (ëüãù ôùí (5.178)!).

ÅðïìÝíùò, 2 | 00 = 0 êÜôé ðïõ áíôßêåéôáé ðñïò ôç óõíèÞêç (iii). ÊáôÜ óõíÝ-

ðåéáí, ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí (åê êáôáóêåõÞò ìç ìçäåíéêþí) 1(X) 2(X) åßíáé

óôáèåñü êáé, ùò åê ôïýôïõ, ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí 1(X) 2(X) åßíáé óôáèåñü.

Áõôü óçìáßíåé üôé ôï (X) åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Fr() (êáé áíÜãùãï õðå-

ñÜíù ôÞò  üôáí åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôÞò  åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 5.

10.9). ¤

5.10.21 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù (X) := 3X5 + 15X4 − 20X3 + 10X + 20 ∈ Z[X] To
(X) åßíáé ðñùôáñ·éêü õðåñÜíù ôïý ZÌÝóù ôïý êñéôçñßïõ ôïý Eisenstein äéáðé-

óôþíïõìå üôé áõôü åßíáé áíÜãùãï ôüóïí õðåñÜíù ôïýQ üóïí êáé õðåñÜíù ôïý Z
êáèüôé 5 - 3 25 - 20 êáé ôï 5 äéáéñåß ôïõò áêåñáßïõò 15−20 10 êáé 20
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5.11 ÁÄÑÏÌÅÑÇÓ ÉÅÑÁÑμÇÓÇ

ÁÊÅÑÁÉÙÍ ÐÅÑÉÏμÙÍ

Ïé éäéüôçôåò ôÞò äéáéñåôüôçôáò, ïé ìåëåôçèåßóåò óôï ðáñüí êåöÜëáéï, ìáò ïäçãïýí

óôç óýíôáîç ôïý ðßíáêá ôÞò óåëßäáò 343, ìÝóù ôïý ïðïßïõ ãßíåôáé ìéá (Ýóôù êáé)

áäñïìåñÞò éåñÜñ·çóç (äéáöüñùí åéäþí) áêåñáßùí ðåñéï·þí.

5.11.1 Óçìåßùóç. Ïé åãêëåéóôéêÝò ó·Ýóåéò (ìåôáîý ôùí ðïéêßëùí êëÜóåùí äáêôõ-

ëßùí) ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé óå áõôüí ôïí ðßíáêá (áðü êÜôù ðñïò ôá åðÜíù êáé åî

áñéóôåñþí ðñïò ôá äåîéÜ) ðñïêýðôïõí áðü ôá åäÜöéá 2.7.3 (i), 2.3.3, 2.3.2, 5.4.3

(i), 4.2.3, 5.4.21, 5.6.8, 5.6.13, 5.6.16, 5.3.6, 5.6.5 êáé 5.6.6. (Åîáéñïýíôáé ìüíïí ïé

ëåãüìåíåò ðåñéï·Ýò ôïý Dedekind, ïé ïðïßåò äåí åóôÜèç äõíáôüí íá ïñéóèïýí êáé

íá ìåëåôçèïýí êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôùí ðáñáäüóåùí ëüãù åëëåßøåùò ·ñüíïõ.)

5.11.2 Ðáñáäåßãìáôá. ¼ëïé ïé åãêëåéóìïß ôïý ðßíáêá åßíáé áõóôçñïß. Äåéãìáôï-
ëåéðôéêþò (êáé åê íÝïõ áðü êÜôù ðñïò ôá åðÜíù êáé åî áñéóôåñþí ðñïò ôá äåîéÜ)

áíáöÝñïõìå ôá åîÞò:

(i) Ïé äáêôýëéïé Zhi (üðïõ  ðñþôïò) êáé [[X]] (üðïõ  óþìá) áðïôåëïýí

ðáñáäåßãìáôá ôïðéêþí äáêôõëßùí ðïõ äåí åßíáé óþìáôá. (Bë. 2.7.3 (ii) êáé (iv).)

(ii) Ï äáêôýëéïò HR ôùí ôåôñáíßùí õðåñÜíù ôïý óþìáôïò R åßíáé Ýíá óôñåâëü

óþìá (= äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò) ðïõ äåí åßíáé óþìá. (Bë. 1.2.19 (ii).)

(iii) Ï äáêôýëéïò Mat2×2(R) åßíáé Ýíáò áðëüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï

ðïõ äåí åßíáé óôñåâëü óþìá. (Bë. ðñïôÜóåéò 2.3.4 êáé 1.2.14.)

(iv) Ï Z ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå åõêëåßäåéåò óôÜèìåò áëëÜ (ðñïöáíþò) äåí åßíáé

óþìá. (Bë. 5.4.3 (ii).)

(v) Ï ZZ üðïõ  Ýíáò óýíèåôïò öõóéêüò áñéèìüò, åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò

äáêôýëéïò êõñßùí éäåùäþí ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðïõ äåí åßíáé ïýôå äéáéñåôéêüò

äáêôýëéïò ïýôå Ð.Ê.É. (Bë. ðüñéóìá 4.2.7.)

(vi) Ï äáêôýëéïò O ôùí áêåñáßùí ôïý Q(
√
) åßíáé Ð.Ê.É. áëëÜ ü·é êáé åõêëåß-

äåéá ðåñéï·Þ üôáí ∈ {−163−67−43−19}  (Bë. ðüñéóìá 5.5.16.)

(vii) Ï äáêôýëéïò Z[X] åßíáé Ð.Ì.Ð. áëëÜ äåí åßíáé Ð.Ê.É. (Bë. 5.10.15 (i).)

(viii)Oäáêôýëéïò :=
©
 ∈ C| () = 0 ãéá êÜðïéo ìïíéêü  (X) ∈ Z[X]r{0Z[X]}

ª
åßíáé ìéá ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. ðïõ äåí åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ix) ÅÜí ãéá êÜèå  ∈ N0 èÝóïõìå  := 2
√
2 ôüôå ïñßæåôáé ç áêåñáßá ðåñéï·Þ

 := Z[] = { ()| (X) ∈ Z[X]}

êáé ó·çìáôßæåôáé ìéá áíéïýóá áêïëïõèßá áêåñáßùí ðåñéï·þí

Z = 0 $ 1 $ 2 $ · · · $ −1 $  $ · · ·
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Ïõðïäáêôýëéïò :=
S
∈N0  ôïýRðïõðñïêýðôåé ùò Ýíùóçáõôþí åßíáé ùóáý-

ôùò ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÁöÞíåôáé ùò Üóêçóç ç áðüäåéîç ôïý üôé  ∈ ×
∀ ∈ N0 êáé ôïý üôé (óôçí áêïëïõèßá ()∈N0) ï üñïò +1 åßíáé Ýíáò ãíÞóéïò

äéáéñÝôçò ôïý  (êáèüóïí 2+1 = ). ÌÝóù áõôÞò óõìðåñáßíïõìå üôé ç áêåñáßá

ðåñéï·Þ  äåí ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí äéáéñåôþí. (Bë. 5.6.4.)

(x) H ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√−5] åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôï-

ðïßçóç áëëÜ äåí åßíáé ïýôå ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. ïýôå Ð.Ì.Ð. (Bë. 5.2.43 (iii) êáé

5.6.7 (i).)

(xi) ¸óôù O(C) := {óõíáñôÞóåéò  : C −→ C | ïëüìïñöç} ç áêåñáßá ðåñéï·Þ

ôùí ëåãïìÝíùí áêåñáßùí óõíáñôÞóåùí ìéáò ìéãáäéêÞò ìåôáâëçôÞò (âë. 3.5.6 (iii)).
Ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôçò åßíáé ïé áêÝñáéåò óõíáñôÞóåéò ðïõ äåí ìçäåíßæïíôáé

ðïõèåíÜ. Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áíÜãùãï óôïé·åßï ôçò åßíáé ðñþôï
êáé üôé ôï óýíïëï ôùí áíáãþãùí (= ðñþôùí) óôïé·åßùí ôçò áðïôåëåßôáé áðü ôéò

ãñáììéêÝò óõíáñôÞóåéò ôÞò ìïñöÞò  −   ∈ C Ùò åê ôïýôïõ, ç O(C) äåí åßíáé
ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç. (ÅÜí õðïèÝôáìå ôï áíôßèåôï, ôüôå èá Ýðñåðå êÜèå
 ∈ O(C) íá ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï  = 1 · · · ìéáò ðïõèåíÜ ìçäåíéæüìåíçò

óõíÜñôçóçò  ∈ O(C)× êáé ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óõíáñôÞóåùí ôÞò ìïñöÞò

1() =  − 1     () =  −   ∈ N 1      ∈ C

êÜôé ðïõ èá Þôáí áäýíáôï, êáèüóïí õðÜñ·ïõí óõíáñôÞóåéò  ∈ O(C) üðùò, ð.·.,
ç () = sin  ðïõ äéáèÝôïõí Üðåéñá (óáöþò äéáêåêñéìÝíá) óçìåßá ôïý ìéãáäéêïý

åðéðÝäïõ ùò óçìåßá ìçäåíéóìïý ôçò. ÓçìåéùôÝïí üôé óôï åäÜöéï 4.1.14 ·ñçóéìï-

ðïéÞóáìå ðáñüìïéá åðé·åéñÞìáôá ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç O(C) äåí åßíáé íáéôå-
ñéáíÞ.)

(xii) Ãéá êÜèå óþìá õößóôáôáé ìéá áíéïýóá áêïëïõèßá áêåñáßùí ðåñéï·þí

[X1] $ [X1X2] $ · · · $ [X1    X−1] $ [X1    X] $ · · ·

Ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò Üðåéñùí (áñéèìÞóéìùí, áíåîÜñôçôùí) áðñïóäéïñß-

óôùí

[X1X2    X−1X    ] :=
[
∈N

[X1    X]

ðïõ ðñïêýðôåé ùò Ýíùóç áõôþí, åßíáé ìéá ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç (êáé ìÜ-

ëéóôá ìéá Ð.Ì.Ð.) áëëÜ äåí åßíáé íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ, äéüôé ôï h{ X | ∈ N}i äåí
åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò áõôÞò. (Âë. èåþñçìá 4.1.11.)

(xiii) Ï Z6 åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðïõ äåí åßíáé

áêåñáßá ðåñéï·Þ. (Âë. ðüñéóìá 1.2.27.)

(xiv)Ï 2Z åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ·ùñßò ìïíáäéáßï óôïé·åßï. (Âë. åäÜöéï

1.1.4 (iii).)
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