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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

Äáêôýëéïé, áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò

êáé óþìáôá

Ç áëãåâñéêÞ äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ 1 êáèïñßæåôáé ìÝóù ôïý åöïäéáóìïý åíüò ìç êå-

íïý óõíüëïõ ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò. Ùò ðñïò ôçí ðñþôç åî áõôþí ôï èåùñïý-

ìåíï óýíïëï ïöåßëåé íá ó·çìáôßæåé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ° ùò ðñïò ôç äåýôåñç, ìéá

çìéïìÜäá. ÅðéðñïóèÝôùò, áðáéôåßôáé êáé ç éó·ýò ôùí åðéìåñéóôéêþí íüìùí ãéá ôïí

óõó·åôéóìü ôùí åí ëüãù ðñÜîåùí. Ïé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò åßíáé åêåßíïé ïé ìç ôåôñéì-

ìÝíïé ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ïé ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí ìçäå-

íïäéáéñÝôåò. Ôá óþìáôá 2, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, óõãêñïôïýí ìéá åéäéêÞ õðïêëÜóç

ôÞò êëÜóåùò ôùí äáêôõëßùí° ðñüêåéôáé, ãéá íá áêñéâïëïãïýìå, ãéá ôçí õðïêëÜóç

åêåßíùí ôùí äéáéñåôéêþí äáêôõëßùí, ïé ïðïßïé óõìâáßíåé íá åßíáé -ôáõôï·ñüíùò-

êáé ìåôáèåôéêïß.

1.1 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÊÁÉ ÕÐÏÄÁÊÔÕËÉÏÉ

1.1.1 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò (+ ·) åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï åöïäéáóìÝíï

ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'', ðïõ êáëïýíôáé (êáé óõìâïëßæïíôáé ùò)ðñü-
óèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò, áíôéóôïß·ùò, ïýôùò þóôå

(i) ôï æåýãïò (+) íá åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá,

(ii) ôï æåýãïò ( ·) íá åßíáé ìéá çìéïìÜäá, êáé

1Ç Ýííïéá ôïý äáêôõëßïõ åéóÞ·èç áðü ôïí David Hilbert (1862-1943) óôï ôÝëïò ôïý äåêÜôïõ åíÜôïõ áéþíá, áëëÜ ï

ôåëéêþò êáèéåñùèåßò (öïñìáëéóôéêüò) ïñéóìüò ôçò åìöáíßóèçêå ðåñß ôá ìÝóá ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1920.

2Ç åéóáãùãÞ ôïý üñïõ óþìá (ãåñì. Körper) ïöåßëåôáé óôïõò Leopold Kronecker (1823-1891) êáé Richard Dedekind

(1831-1916), áí êáé ç ôåëéêÞ åííïéïëüãçóÞ ôïõ (ðïõ åðåêñÜôçóå Ýêôïôå) áðïäßäåôáé óôïíHeinrichWeber (1842-1913).
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(iii) ç ‘‘·'' íá åßíáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò

ôçí ‘‘+'' äçëáäÞ ãéá êÜèå   êáé  ∈  íá éó·ýåé

 · (+ ) =  · +  ·  (+ ) ·  =  · +  ·  
Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò (+) êáëåßôáé ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý  êáé

óçìåéþíåôáé ìå ôï 0 ÅÜí ç çìéïìÜäá ( ·) äéáèÝôåé ìïíáäéáßï (= ðïëëáðëá-
óéáóôéêþò ïõäÝôåñï) óôïé·åßï (óçìåéïýìåíï ùò 1), äçëáäÞ åÜí ç ( ·) åßíáé Ýíá
ìïíïåéäÝò, ôüôå êáé ï êáëåßôáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï (Þ 1-äáêôýëéïò).

1.1.2 Óçìåßùóç. Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, ðïëëÝò öïñÝò áíôß ôïý  ·  èá ãñÜöïõìå

 åíþ üôáí èá ïìéëïýìå ãéá êÜðïéïí «äáêôýëéï », èá õðïíïïýìå ôç èåþñçóç

ìéáò ôñéÜäáò (+ ·) üðùò óôïí ïñéóìü 1.1.1 ·ùñßò üìùò êáé íá ôç óçìåéþíïõìå.

Åðßóçò, åÜí3  ∈ N êáé åÜí ôá 1      åßíáé óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ  ôüôå

·ñçóéìïðïéïýìå åíßïôå ôéò âñá·õãñáößåò

P
=1

 := 1 + · · ·+ 
Q
=1

 := 1 · · · · · · 

1.1.3 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò  ëÝãåôáé ìåôáèåôéêüò üôáí ç ðñÜîç ôïý ðïëëá-

ðëáóéáóìïý ôïõ åßíáé ìåôáèåôéêÞ, äçëáäÞ üôáí  =  ãéá êÜèå   ∈ 

1.1.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá óýíïëá ZQR êáé C ôùí áêåñáßùí, ôùí ñçôþí, ôùí

ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò, åöïäéáóìÝíá ìå ôéò óõíÞ-

èåéò ðñÜîåéò ôÞò ðñïóèÝóåùò êáé ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý, áðïôåëïýí ôá ðéï áðëÜ

ðáñáäåßãìáôá ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(ii) ¸óôù (+ ·) ôõ·þí äáêôýëéïò. ÅÜí ôá   åßíáé äõï ìç êåíÜ ðåðåñáóìÝíá

õðïóýíïëá ôïý N ôüôå êÜèå áðåéêüíéóç

 :  ×  −→  (1.1)

ïíïìÜæåôáé (card()× card())-ðßíáêáò (Þ ìçôñåßï) ìå ôéò «åããñáöÝò4» ôïõ åéëçì-

ìÝíåò áðü ôïí Áíôß ôïý (1.1) åßèéóôáé íá ãñÜöïõìå

()()∈×  üðïõ  :=  ( )  ãéá êÜèå ( ) ∈  × 

Ï ïñéóìüò áõôüò åöáñìüæåôáé ùò åðß ôï ðëåßóôïí óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ

 = {1    } êáé  = {1     }
ãéá êÜðïéïõò ∈ N ÊÜèå áðåéêüíéóç

 : {1    } × {1     } −→  (1.2)

3Ùò óõíÞèùò, óõìâïëßæïõìå ùò NN0 ôá óýíïëá ôùí öõóéêþí êáé ôùí ìç áñíçôéêþí áêåñáßùí áñéèìþí, áíôéóôïß-

·ùò.

4Ïé åããñáöÝò (áããë. entries) åíüò ðßíáêá (1.1) åßíáé ôá óôïé·åßá ôÞò åéêüíáò ôïõ.



§ 1.1 äáêôõëéïé êáé õðïäáêôõëéïé 3

åßíáé Ýíáò (× )-ðßíáêáò (Þ (× )-ìçôñåßï) ìå ôéò åããñáöÝò ôïõ åéëçììÝíåò

áðü ôïí  Êáé åäþ, áíôß ôïý ó·åôéêþò äýó·ñçóôïõ óõìâïëéóìïý (1.2) ãñÜöïõìå

áðëþò ⎛⎜⎜⎝
11 12 · · · 1−1 1
21 22 · · · 2−1 2
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

−1 1 −1 2 · · · −1−1 −1
 1  2 · · · −1 

⎞⎟⎟⎠
Þ () 1≤≤

1≤≤
 üðïõ

 :=  :=  ( )  ∀ ( ) ∈ {1    } × {1     }
Ôï óýíïëï üëùí ôùí (× )-ðéíÜêùí (ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôï)

èá óõìâïëßæåôáé ùò Mat×() Ãéá ïéïõóäÞðïôå ðßíáêåò

A = () 1≤≤
1≤≤

∈Mat×() B = () 1≤≤
1≤≤

∈Mat×() (1.3)

éó·ýåé (ðñïöáíþò) ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

A = B⇐⇒  =   ∀ ( ) ∈ {1    } × {1     }
ÊÜèå ðßíáêáòA = () 1≤≤

1≤≤
∈Mat×() äéáèÝôåé ãñáììÝò

Ãñ(A) := (1 2 · · ·  −1  ) ∈Mat1×()  ∈ {1    }
êáé  óôÞëåò

Óô(A) :=

⎛⎝ 1
.
.
.



⎞⎠ ∈Mat×1()  ∈ {1     }

(H Ãñ(A) êáëåßôáé -ïóôÞ ãñáììÞ êáé ç Óô(A) -ïóôÞ óôÞëç ôïýA) Ðñïöáíþò,

A = (Óô1(A) · · · Óô(A)) =
⎛⎝ Ãñ1(A)

.

.

.

Ãñ(A)

⎞⎠

ÅÜí  ∈  ôüôå ãéá ïéïíäÞðïôåA = () 1≤≤
1≤≤

∈Mat×() èÝôïõìå

A : = () 1≤≤
1≤≤



Ôï Mat×() êáèßóôáôáé áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ìÝóù ôÞò ðñïóèåôéêÞò ðñÜîåùò5

A+B : = ( + ) 1≤≤
1≤≤

5Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï 0Mat×() áõôÞò ôÞò ïìÜäáò åßíáé ï (× )-ðßíáêáò, üëåò ïé åããñáöÝò ôïý ïðïßïõ åßíáé

ßóåò ìå ôï 0 (êáé åßèéóôáé íá óçìåéþíåôáé åí óõíôïìßá ùò 0×).
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ãéá ïéoõóäÞðïôå ðßíáêåò (1.3). Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  =  ôï óýíïëï

Mat× () (Þôïé ôï óýíïëï ôùí ôåôñáãùíéêþí ðéíÜêùí) êáèßóôáôáé äáêôýëéïò

ìÝóù áõôÞò ôÞò ðñïóèåôéêÞò ðñÜîåùò êáé ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜîåùò

AB :=

Ã
X

=1

  

!
1≤≤



ãéá ïéïõóäÞðïôå A = ()1≤≤ êáé B = ()1≤≤ ∈ Mat× ()  ÅÜí ï 

Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï Mat× () Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, Þôïé ôïí

ìïíáäéáßï (× )-ðßíáêá

I =

⎛⎜⎜⎝
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎠

ÓçìåéùôÝïí üôé ï äáêôýëéïò Mat× () äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåôáèåôéêüò,

áêüìç êáé üôáí ï ßäéïò ï  åßíáé° åÜí ð.·. ï  ìåôáèåôéêüò ìå ìïíáäéáßï óôïé-

·åßï 1 6= 0 ôüôå ï Mat× () äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí

ïðïßá   1 áöïý³
0 1
1 0

³́
1 1
0 1

´
=
³

0 1
1 1

´
6=
³

1 1
1 0

´
=
³

1 1
0 1

´³
0 1
1 0

´


(Ïé Ýííïéåò: õðïðßíáêáò ðßíáêá, ôåìá·éóìÝíïé ðßíáêåò, åëÜóóïíåò ðßíáêåò êëð.

ïñßæïíôáé üðùò êáé óôç óõíÞèç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ãéá ôçí åìðÝäùóç ôùí áðá-

ñáßôçôùí éäéïôÞôùí ôùí ïñéæïõóþí ðéíÜêùí ðïõ áíÞêïõí óôïíMat× ()  üðïõ
 êÜðïéïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 6= 0 ðáñïôñýíïõìå
ôïí áíáãíþóôç, óôï óçìåßï áõôü, íá åðéëýóåé ôçí Üóêçóç 1-19).

(iii) Ôï óýíïëï 2Z = {2 |  ∈ Z} ôùí Üñôéùí áêåñáßùí áñéèìþí ìå ôéò óõíÞèåéò

ðñÜîåéò åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ·ùñßò ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(iv) ¸óôù Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 1 Ç äéìåëÞò ó·Ýóç éóïôéìßáò

 ∼ ⇐⇒
ïñó

[ï äéáéñåß ôç äéáöïñÜ − ]

áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõZ ôùí áêåñáßùí. Ãéá íá äþóïõìå

Ýìöáóç óôçí åîÜñôçóç áðü ôï óõìâïëßæïõìå ùò

    [−2] [−1]  [0] [1] [2]   

ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí (ùò ðñïò ôçí “ ∼ ”) êáé ùò

Z := Z ∼ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí (Þ êëÜóåùí éóïôéìßáò) ôùí áêå-
ñáßùí êáôÜ ìüäéï  (Þ modulo ). Tï Z ãñÜöåôáé óå «áíçãìÝíç6 ìïñöÞ» ùò

6Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôá åíôüò ôùí áãêßóôñùí áíáãñáöüìåíá óôïé·åßá åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá (Þôïé áíÜ äýï äéá-

öïñåôéêÜ, áðïêëåßïíôáò ôçí åðáíÜëçøç êÜðïéïõ åî áõôþí).
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áêïëïýèùò7:

Z := {[0]  [1]      [− 1]}

êáé áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü äáêôýëéï (ìå ôï [1] ùò ìïíáäéáßï óôïé·åßï8) âÜóåé

ôùí óõíÞèùí ðñÜîåùí

[] + [] := [+ ] êáé [] · [] := []
ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ Z× Z
(v) ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ôï óýíïëï ôùí

áðåéêïíßóåùí  := {áðåéêïíßóåéò  :  −→ } êáèßóôáôáé äáêôýëéïò ìÝóù

ôùí «óçìåéáêþí» ðñÜîåùí

 +  :  −→   7−→ () + ()

 ·  :  −→   7−→ () · ()
ÉäéáéôÝñùò, åÜí  = {1     } ⊂ N ôüôå ìðïñïýìå íá ôáõôßæïõìå ôï  ìå ôï

êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ×× · · · ××| {z }
 öïñÝò

, ôï ïðïßï áðïêôÜ ôç äïìÞ ôïý äáêôõ-

ëßïõ ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

(1 2     ) + (1 2     ) := (1 + 1 2 + 2      + ) 

(1 2     ) · (1 2     ) := (1 · 1 2 · 2      · ) 
ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç ôï (0     0) ÅîÜëëïõ, äïèÝíôùí

 áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíùí äáêôõëßùí 1 2      ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç

äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ åðß ôïý êáñôåóéáíïý Þ (åîùôåñéêïý ) åõèÝïò ãéíïìÝíïõ ôïõò

Q
=1

 := 1 × · · · × (1.4)

ìå ôéò áíÜëïãåò ðñÜîåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò. Ï äáêôýëéïò (1.4) åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí

êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ åßíáé ìåôáèåôéêüò. ÅðéðñïóèÝôùò, ï

(1.4) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ Ý·åé

ìïíáäéáßï óôïé·åßï. (ÌÜëéóôá, üôáí ï (1.4) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå áõôü

åßíáé ôï (11      1).) Êáô' áíáëïãßáí, åÜí ç ()∈ åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêï-

ãÝíåéá äáêôõëßùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç äïìÞ äáêôõëßïõ åðß ôïý
Q
∈

 ìÝóù

ôùí ðñÜîåùí

()∈ + ()∈ := ( + )∈  ()∈ · ()∈ := ( · )∈ 
7ÅðåéäÞ êÜèå  ∈ Z ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ  =  +  üðïõ ôá  êáé  åßíáé êáôÜëëçëïé áêÝñáéïé

áñéèìïß êáé 0 ≤    (Þôïé ôï  åßíáé ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý  äéÜ ôïý ), ëáìâÜíïõìå ôçí éóüôçôá

[] = [] Åî áõôïý óõíÜãåôáé üôé ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ðïõ äéáèÝôïõìå åßíáé ïé ìüíïí

ïé [0] [1]     [− 1]
8¼ôáí = 1 Ý·ïõìå [0]1 = [1]1 
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(vi) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï, ôüôå ìðïñåß íá èåùñçèåß êáôÜ ôñüðï ôåôñéì-

ìÝíï ùò äáêôýëéïò êáé ãé' áõôü ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. Óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç Ý·ïõìå ðñïöáíþò 0 = 1

(vii) Åêêéíþíôáò áðü ôïí (Z+ ·) ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí Üëëï ìåôá-

èåôéêü äáêôýëéï ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï (Z¢¡) ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

¢  := + − 1 ¡  := + −  

Tï áîéïðåñßåñãï åäþ åßíáé üôé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï áõôïý ôïý äáêôõëßïõ ùò ðñïò

ôçí ðñüóèåóç ¢ åßíáé ôï 1 åíþ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéá-

óìü ¡ åßíáé ôï 0

(viii) ÔÝëïò, èá Üîéæå íá áíáöåñèåß üôé õðÜñ·ïõí êáé ìç ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé, ïé

ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï

 :=
n³

 
0 0

´ ¯̄̄
  ∈ Z

o
$Mat2×2(Z)

(ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôùí 2×2ðéíÜêùí) Þ áêüìç êáé ï ßäéïò ïMat2×2(2Z)
åßíáé äáêôýëéïé áõôïý ôïý åßäïõò.

1.1.5 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Tüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) 0  =  0 = 0 ãéá üëá ôá  ∈ 

(ii) (−)  =  (−) = −( ) ãéá üëá ôá   ∈ 

(iii) (−) (−) =   ãéá üëá ôá   ∈ 

(iv) Ãéá ∈ N êáé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá 1      1      ôïý  Ý·ïõìåÃ
P
=1



! µ
P

=1



¶
=

P
=1

P
=1

  

(v) ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈ Z ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç âñá·õãñáößá

 :=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

+ + · · ·+ + | {z }
-öïñÝò

 üôáí   0

(−) + (−) + · · ·+ (−) + (−)| {z }
(−)-öïñÝò

 üôáí   0

0  üôáí  = 0

áðü ôç èåùñßá ôùí ðñïóèåôéêþí áâåëéáíþí ïìÜäùí, ôüôå

()  =  () = ( )

ãéá üëá ôá  ∈ Z êáé üëá ôá   ∈ 

(vi) ÅÜí ï äáêôýëéïò  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò
óôïé·åßá, ôüôå 1 6= 0
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Áðïäåéîç. (i) 0  = (0 + 0)  = 0  + 0  =⇒ 0  = 0 Ïìïßùò äåß·íåé

êáíåßò üôé  0 = 0

(ii) Ðñïöáíþò,   +  (−) =  ( + (−)) =  0 = 0 =⇒  (−) = −( ) Ç
äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï.

(iii) Ðñïöáíþò, (−) (−) = −(−)  = −(−( )) =   [ýóôåñá áðü äéðëÞ åöáñ-

ìïãÞ ôÞò (ii)].

(iv) Èåùñïýìå ôï  ùò ðáãéùìÝíï êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò

ðñïò ôïí  Ãéá  = 1 ç áíùôÝñù éóüôçôá ãñÜöåôáé ùò

(1 + · · ·+ ) 1 = 11 + · · ·+ 1

êáé åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïý 

ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé, ãéá äïèÝíôåò éó·ýåé ç éóüôçôáÃ
P
=1



! µ
P

=1



¶
=

P
=1

P
=1

 

Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôçí åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá, óå óõíäõáóìü ìå ôçí åðáãùãéêÞ

ìáò õðüèåóç, ëáìâÜíïõìåÃ
P
=1



! µ
+1P
=1



¶
=

Ã
P
=1



! µ
P

=1

 + +1

¶

=

Ã
P
=1



! µ
P

=1



¶
+

Ã
P
=1



!
+1

=
P
=1

P
=1

  +
P
=1

 +1 =
P
=1

+1P
=1

 

(v) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (iv).

(vi) Åðß ôç âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò, r{0} 6= ∅. ¢ñá ãéá êÜèå  ∈ r{0}
Ý·ïõìå 1 =  ïðüôå 1 6= 0 ¤

1.1.6 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå óôïé·åßï  åíüò äáêôõëßïõ  êáé Ýíáí  ∈ N èÝôïõìå

 :=  ·  · · · · ·  · | {z }
 öïñÝò

êáé 0 := 1 üôáí ï  äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ðñïöáíþò  = + êáé

()

=  ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò

1.1.7 Ðñüôáóç. (Äéùíõìéêïß ôýðïé) Ãéá êÜèå ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü  áò
óõìâïëßóïõìåùò! = 1·2 · · ·  ôï ðáñáãïíôéêü ôïý üôáí ≥ 1 èÝôïíôáò 0! = 1
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êáé ùò
¡



¢
= !

!(−)! ôïí äéùíõìéêü óõíôåëåóôÞ ôïý  õðåñÜíù ôïý  üðïõ  ∈ Z
0 ≤  ≤  ÕðïèÝôïíôáò üôé ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ï 
Ýíáò ðáãéùìÝíïò öõóéêüò áñéèìüò, êáé (ãéá êÜðïéïí  ∈ N) ôá   1 2      

óôïé·åßá ôïý  Ý·ïõìå :

(i) ÅÜí  =  ôüôå

(+ )

=

P
=0

¡



¢
 − (1.5)

(ii) ÅÜí  =  ãéá üëïõò ôïõò äåßêôåò 1 ≤   ≤  ôüôå

(1 + 2 + · · ·+ )
 =

X !

(1!) (2!) · · · ( !) 
1
1 22 · · ·  (1.6)

üðïõ ôï Üèñïéóìá ëáìâÜíåôáé õðåñÜíù üëùí ôùí -Üäùí (1 2     ) ∈ (N0)
ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýåé 1 + 2 + · · ·+  = 

Áðïäåéîç. (i) Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí «ôñéãùíéêÞ ôáõôüôçôá ôïý Pascal», Þôïé

ôçí: ¡



¢
+
¡


+1

¢
=
¡
+1
+1

¢
(1.7)

ãéá êÜèå  0 ≤    êáé èá åñãáóèïýìå ìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí

 Ãéá  = 0 ç (1.5) åßíáé ðñïöáíÞò. ÕðïèÝôïíôáò üôé ç (1.5) åßíáé áëçèÞò ãéá

êÜðïéïí  ≥ 1 ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò:

(+ )+1 = (+ )
P

=0

¡



¢
 −

=
P

=0

¡



¢
+1 − +

P
=0

¡



¢
 −+1 [åðåéäÞ  = ]

=
¡



¢
+1 +

−1P
=0

¡



¢
+1 − +

P
=1

¡



¢
 −+1 +

¡

0

¢
+1

=
¡
+1
+1

¢
+1 +

−1P
=0

¡



¢
+1 (+1)−(+1)+

+
−1P
=0

¡

+1

¢
+1 (+1)−(+1) +

¡
+1
0

¢
+1

=
¡
+1
+1

¢
+1 +

−1P
=0

³¡



¢
+
¡


+1

¢´
+1 (+1)−(+1) +

¡
+1
0

¢
+1

(1.7)
=
¡
+1
+1

¢
+1 +

−1P
=0

¡
+1
+1

¢
+1 (+1)−(+1) +

¡
+1
0

¢
+1

=
¡
+1
+1

¢
+1 +

P
=0

¡
+1


¢
 (+1)− +

¡
+1
0

¢
+1 =

+1P
=0

¡
+1


¢
 (+1)− 

(ii) Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý ôýðïõ (1.6) áñêåß íá åöáñìüóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ

ùò ðñïò ôïí ðëçèéêü áñéèìü  ôùí ðñïóèåôÝùí. Ãéá  = 1 ï (1.6) åßíáé ðñïöáíÞò,
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åíþ ãéá  = 2 óõìðßðôåé ìå ôïí (1.5), áöïý

(1 + 2)
 =

P
=0

¡



¢
1 

−
2 =

P
()∈N20:+=

!
! ! 


1 


2 

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ï (1.6) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí  ≥ 2 ôüôå èá åßíáé áëçèÞò
êáé ãéá ôïí  + 1 äéüôé

(1 + 2 + · · ·+  + +1)
 = ((1 + 2 + · · ·+ ) + +1)



=
X

=0

¡



¢
(1 + · · ·+ )

 −+1 =
X

()∈N20:+=

!
! !

(1 + · · ·+ )
 +1 

üðïõ ôï ôåëåõôáßï Üèñïéóìá éóïýôáé ìå

X
()∈N20:+=

!
! !

⎛⎝ X
(1)∈(N0) :1+···+=

!
(1!) ···( !) 

1
1 22 · · · 

⎞⎠ 

+1

=
X

()∈N20:+=

⎛⎝ X
(1)∈(N0) :1+···+=

!!
! !(1!) ···( !) 

1
1 22 · · ·  +1

⎞⎠
=

X
()∈N20:+=

⎛⎝ X
(1)∈(N0) :1+···+=

!
(1!) ···( !)(!) 

1
1 22 · · ·  +1

⎞⎠
=

X
(1 +1)∈(N0)+1:1+···+++1=

!
(1!) ···( !)(+1!) 

1
1 22 · · ·  +1+1

ýóôåñá áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïý áíôéóôïß·ïõ ôýðïõ ãéá  ðñïóèåôÝïõò. ¤

1.1.8 Óçìåßùóç. ÄåäïìÝíùí ôùí óõíèçêþí áìïéâáßáò ìåôáèåôéêüôçôáò ôùí üñùí

ìáò áíåðáßóèçôåò ðáñáëëáãÝò ôùí (1.5) êáé (1.6) ðáñáìÝíïõí éó·ýïõóåò áêüìç

êáé üôáí ï äáêôýëéïò  äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÓõãêåêñéìÝíá, óå áõôÞí

ôçí ðåñßðôùóç, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå áíôß ôÞò (1.5),

(+ ) =  +
−1P
=1

¡



¢
 − + 

(êáé, áíôéóôïß·ùò, íá ìçí åìöáíßóïõìå êáèüëïõ óôçí (1.6) ôïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ

åßíáé õøùìÝíïé óôç ìçäåíéêÞ äýíáìç). Ùóôüóï, èá ðñÝðåé íá Ý·ïõìå ðÜíôïôå óôï

íïõ ìáò üôé, üôáí Ýíáò äáêôýëéïò áíáöïñÜò  äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôï

 üðïõ  ∈ Z êáé  ∈  åßíáé óôïé·åßï ôïý  ·ùñßò üìùò ôï  íá õðïäçëïß

-åí ãÝíåé- ðïëëáðëáóéáóìü äýï óôïé·åßùí åíôüò ôïý . ÁíôéèÝôùò, üôáí ï  åß-

íáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï, ôüôå ôï  õðïäçëïß ðÜíôïôå ðïëëáðëáóéáóìü äýï

óôïé·åßùí åíôüò ôïý  êáèüôé áõôü ãñÜöåôáé ùò  = ( · 1) 
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1.1.9 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï  (ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ) åíüò äá-

êôõëßïõ (+ ·) êáëåßôáé õðïäáêôýëéïò ôïý (+ ·) üôáí ôï  åßíáé êëåéóôü ùò

ðñïò áìöüôåñåò ôéò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'' êáé êáèßóôáôáé áö' åáõôïý äáêôýëéïò (ùò

ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü ôùí åí ëüãù ðñÜîåùí åð' áõôïý).

1.1.10 Ðñüôáóç. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï  åíüò äáêôõëßïõ  åßíáé õðïäáêôýëéïò
ôïý  åÜí êáé ìüíïí åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) −  := + (−) ∈  ãéá êÜèå   ∈ 

(ii)  ∈  ãéá êÜèå   ∈ 

1.1.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïò Z åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Q ï Q õðïäá-

êôýëéïò ôïý R êáé ïR åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïýC Åðßóçò, o 2Z åßíáé õðïäáêôýëéïò

ôïý Z êáé ôï {[0]10 [2]10 [4]10 [6]10 [8]10} õðïäáêôýëéïò ôïý Z10
(ii) Ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (Þ «ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí»)

Z[] := {+  |   ∈ Z} $ C (1.8)

ìå ðñÜîåéò ôéò (óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôïý C):

(+ ) + (+ ) := (+ ) + (+ ) (+ ) · (+ ) := (− ) + (+ )

üðïõ  ç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá, åßíáé (ìåôáèåôéêüò) õðïäáêôýëéïò ôïý äáêôõëßïõ

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, åíþ ðåñéÝ·åé ôïí Z ùò õðïäáêôýëéü ôïõ. Ãåíéêüôåñá, ôï

Z[
√
] := {+ 

√
 |   ∈ Z} $ C (1.9)

üðïõ ôï  ∈ Z äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï (äçëáäÞ
p|| ∈ Q), êáèßóôáôáé õðï-

äáêôýëéïò ôïý R üôáí  ∈ N êáé õðïäáêôýëéïò ôïý C üôáí  ∈ ZrN0 êáèüôé
ãéá ïéïõóäÞðïôå + 

√
, 0 + 0

√
 ∈ Z[√] Ý·ïõìå(

(+ 
√
)− (0 + 0

√
) = (− 0) + (− 0)

√
 ∈ Z[√]

(+ 
√
) (0 + 0

√
) = (0 + 0) + (0 + 0)

√
 ∈ Z[√]

(iii) ÊÜèå äáêôýëéïò  Ý·åé ðÜíôïôå ùò õðïäáêôõëßïõò ôïí åáõôü ôïõ êáé ôïí ôå-

ôñéììÝíï õðïäáêôýëéï {0} ¸íáò õðïäáêôýëéïò  åíüò äáêôõëßïõ  ìå  $ 

ëÝãåôáé ãíÞóéïò õðïäáêôýëéïò ôïý 

1.1.12 Óçìåßùóç. ¸óôù  Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ  ÅÜí ï  åßíáé

ìåôáèåôéêüò, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé êáé ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò. Ùóôüóï, åÜí ï

 åßíáé ìç ìåôáèåôéêüò êáé ï  ãíÞóéïò õðïäáêôýëéüò ôïõ, ï  åíäÝ·åôáé íá åßíáé

ìåôáèåôéêüò, üðùò, ð.·., óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç üðïõ

 :=
n³

 
 

´
∈ 

¯̄̄
 =  = 0

o
  :=Mat2×2(Z)
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1.1.13 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí õðïäáêôýëéïé  äáêôõëßùí  ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé

áñêåôÜ ðáñÜîåíá üóïí áöïñÜ óôçí ýðáñîç Þ ìç ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ.

(i) Ï  åßíáé äõíáôüí íá ìçí Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï  íá Ý·åé, üðùò ð.·.

óõìâáßíåé óôïõò  = 2Z  = Z
(ii) Åðßóçò, ï  ìðïñåß íá Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï  íá ìçí Ý·åé, üðùò ð.·.

óõìâáßíåé óôïõò  = {0} ×R  = 2Z×R
(iii) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1 êáé 1 ∈  ôüôå 1 = 1 

(iv) ÔÝëïò, åíäÝ·åôáé êáé ïé äõï ôïõò íá Ý·ïõí ìïíáäéáßá óôïé·åßá 1 êáé 1 áíôé-

óôïß·ùò, ·ùñßò áõôÜ íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò. Ð.·., ï = Z× Z Ý·åé ùò ìïíáäéáßï

ôïõ óôïé·åßï ôï (1 1) åíþ ï õðïäáêôýëéüò ôïõ  = Z× {0} ôï (1 0)

1.1.14 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ()∈ åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá õðïäáêôõëßùí åíüò
äáêôõëßïõ  ôüôå ç ôïìÞ

T
∈

 áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0 ∈  ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå 0 ∈
T
∈

 , ïðüôå ç ôïìÞ áõôÞ

äåí åßíáé êåíÞ. ÅÜí   ∈ T
∈

 , ôüôå

[  ∈   ∀ ∈  ] =⇒ [−  ∈   ∀ ∈  ] =⇒ −  ∈ T
∈



êáé [  ∈  ∀ ∈  ] =⇒ [ ∈  ∀ ∈  ] =⇒  ∈ T
∈

  ¢ñá ç
T
∈

 åßíáé

üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý  (Âë. ðñüôáóç 1.1.10). ¤

1.1.15 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù  ⊆ 

Ýíáò õðïäáêôýëéïò áõôïý Ý·ùí ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï 1 ÅÜí∅ 6=  ⊆ 

ôüôå (ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.1.14) ïñßæåôáé ï åëÜ·éóôïò (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý

óõíïëïèåùñçôéêïý åãêëåéóìïý) õðïäáêôýëéïò

[] :=
T½



¯̄̄̄
 õðïäáêôýëéïò ôïý 

ìå  ⊆  êáé  ⊆ 

¾
ôïý (Ý·ùí ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï 1) ðïõ ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï õðïóýíïëï

üóïí êáé ôïí  (ùò õðïäáêôýëéü ôïõ). ËÝìå üôé ï [] åßíáé ï õðïäáêôýëéïò ôïý

(Þ ç åðÝêôáóç ôïý  åíôüò ôïý ) ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç ôïý

 óôïí  Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ôï  åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï

{1  } ôïý  ôüôå áíôß ôïý [] ãñÜöïõìå áðëþò [1  ]

1.1.16 Ðñüôáóç. ÅÜí óôïí ïñéóìü 1.1.15 ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò êáé ôï  ∈  Ýíá
óôïé·åßï, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  =  ãéá êÜèå  ∈  ôüôå

[] =

⎧⎨⎩
X

=0




¯̄̄̄
¯̄  ∈ N0 êáé 0   ∈ 

⎫⎬⎭  (1.10)
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï  åßíáé (åî õðïèÝóåùò) ìåôáèåôéêüò êáé  =  ãéá êÜèå

 ∈  ôï óýíïëï  :=

(
P

=0




¯̄̄̄
¯  ∈ N0 êáé 0   ∈ 

)
(ëüãù ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 1.1.10) åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý  ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé ôï 1 = 1 ÅðåéäÞ

 = (1) ∈  êáé  ⊆  (äéüôé 0
0 = 0(1) = 0 ãéá êÜèå 0 ∈ ), Ý·ïõìå

[] ⊆  Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï  ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åôáé óå

êÜèå õðïäáêôýëéï ôïý  óôïí ïðïßï áíÞêïõí ôá 1  êáé  ÅðïìÝíùò,  ⊆ []

êáé ç éóüôçôá (1.10) åßíáé áëçèÞò. ¤

1.1.17 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  = Q êáé  = Z ôüôå Z[15 ] =
©


5

¯̄
 ∈ Z  ∈ N0

ª


1.1.18 Ðáñáäåßãìáôá. ¼ôáí  = C êáé  = Z ·áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßãìáôá

åßíáé ôá åîÞò:

(i) Ãéá  =  (üðïõ  ç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá) ëáìâÜíïõìå ôïí äáêôýëéï (1.8) ôùí

ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí. (Ùò åê ôïýôïõ, ï Z[] åßíáé ï åëÜ·éóôïò õðïäáêôýëéïò ôïý

C ðïõ ðåñéÝ·åé ôá  êáé Z) Ãåíéêüôåñá, åÜí ôï  ∈ Z äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï,

ôüôå ãéá  =
√
 ëáìâÜíïõìå ôïí äáêôýëéï (1.9). (Ùò åê ôïýôïõ, ï Z[

√
] åßíáé ï

åëÜ·éóôïò õðïäáêôýëéïò ôïý C ðïõ ðåñéÝ·åé ôá
√
 êáé Z)

(ii) ÅÜí  := exp
¡
2


¢
= cos

¡
2


¢
+  sin

¡
2


¢
∀ ∈ N ôüôå ãéá  ≥ 3 êáé  = 

ëáìâÜíïõìå ôïí äáêôýëéï

Z[] =

⎧⎨⎩
−2X
=0





¯̄̄̄
¯̄ 0  −2 ∈ Z

⎫⎬⎭ 

äéüôé  =  üôáí    êáé  ≡ (mod) 0 ≤    êáé −1 = −
−2P
=0



1.2 ÁÊÅÑÁÉÅÓ ÐÅÑÉÏμÅÓ ÊÁÉ ÓÙÌÁÔÁ

1.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá óôïé·åßï  ∈ r{0} êáëåßôáé äå-
îéüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéóôåñüò) ìçäåíïäéáéñÝôçò üôáí õðÜñ·åé Ýíá  ∈ r {0}
(áíô.  ∈ r{0}), ôÝôïéï þóôå  = 0 (êáé áíôéóôïß·ùò,  = 0). ¸íá óôïé-

·åßï ôïý9 r{0} êáëåßôáé áìößðëåõñïò ìçäåíïäéáéñÝôçò Þ áðëþò ìçäåíïäéáéñÝ-

ôçò üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé äåîéüò êáé áñéóôåñüò ìçäåíïäéáéñÝôçò. Ôï

óýíïëï üëùí ôùí ìçäåíïäéáéñåôþí åíüò äáêôõëßïõ èá óõìâïëßæåôáé ùò Zdv() 

1.2.2 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï Mat2×2 () üðïõ  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï, Ý·ïõìå ³
0 0
1 0

´
∈ Zdv (Mat2×2 ())

9Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò óõãêáôáëÝãïõí êáé ôï 0 óôïõò ìçäåíïäéáéñÝôåò ôïý (·áñáêôçñßæïíôÜò ôï ùò

ôïí «ôåôñéììÝíï» ìçäåíïäéáéñÝôç ôïý). Ùóôüóï, ôïýôç ç óýìâáóç äåí èá õéïèåôçèåß åäþ!
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äéüôé ³
1 0
0 0

´³
0 0
1 0

´
=
³

0 0
0 0

´


êáé ³
0 0
1 0

´³
0 0
0 1

´
=
³

0 0
0 0

´


1.2.3 ÐáñáôÞñçóç. Óôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò êÜèå áñéóôåñüò ìçäåíïäéáé-

ñÝôçò åßíáé äåîéüò êáé áíôéóôñüöùò. Ùò åê ôïýôïõ, äåí ·ñåéÜæåôáé íá ãßíåôáé äéÜ-

êñéóç ìåôáîý ôùí äýï áõôþí åííïéþí.

1.2.4 Ðñüôáóç. Óôïí äáêôýëéï Z  ≥ 1 Ý·ïõìå

Zdv (Z) = {[] ∈ Z | 1 ≤  ≤ − 1 ìêä ()  1}

Áðïäåéîç. ¼ôáí  = 1 ç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò, áöïý Zdv(Z) = ∅ Áðü

åäþ êáé óôï åîÞò èá õðïèÝôïõìå üôé ≥ 2
“ ⊇ ”¸óôù [] ∈ Z üðïõ 1 ≤  ≤ − 1 ìå  := ìêä()  1 Ôüôå

[] ([]) = [] = [()] = [ ] []

= [ ] [0] = [0] =⇒ [] ∈ Zdv (Z) 

“ ⊆ ” Áõôü èá ðñïêýøåé Üìåóá áðü ôçí êÜðùò ãåíéêüôåñç ðñüôáóç 1.2.17. ¤

1.2.5 Ðñüôáóç. (Íüìïò äéáãñáöÞò) ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ï  äåí Ý·åé
äåîéïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá üëá ôá óôïé·åßá   ∈  êáé üëá ôá
 ∈ r {0} éó·ýåé ï åîÞò íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò :

 =  =⇒  = 

Êáô' áíáëïãßáí, ï  äåí Ý·åé áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá
üëá ôá óôïé·åßá   ∈  êáé üëá ôá  ∈ r {0} éó·ýåé ï áêüëïõèïò íüìïò ôÞò
äéáãñáöÞò :

 =  =⇒  = 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï äåí Ý·åé ïýôå äåîéïýò ïýôå áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí êáé
ìüíïí åÜí ãéá üëá ôá óôïé·åßá   ∈  êáé üëá ôá  ∈ r {0} éó·ýåé ï åîÞò íüìïò
ôÞò äéáãñáöÞò :

[ =  Þ  = ] =⇒  = 

(Óôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ïé äýï ðñþôïé íüìïé äéáãñáöÞò åíóùìáôþíïíôáé
ðñïäÞëùò óå Ýíáí.)



14 äáêôõëéïé, áêåñáéåò ðåñéï·åò êáé óùìáôá

Áðïäåéîç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ·ùñßò äåîéïýò (êáé áíôéóôïß·ùò, ·ù-

ñßò áñéóôåñïýò) ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé  ∈ r {0}  ôüôå ç éóüôçôá  =  (êáé

áíôéóôïß·ùò, ç éóüôçôá  = ) ãñÜöåôáé ùò ( − ) = 0 (êáé áíôéóôïß·ùò,

ùò ( − ) = 0), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé  −  = 0 äçëáäÞ  =  Êáé

áíôéóôñüöùò° ðñïûðïèÝôïíôáò ôçí éó·ý ôïý ðñþôïõ (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý äåý-

ôåñïõ) åê ôùí íüìùí ôÞò äéáãñáöÞò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé-

·åßá   ∈  ç  = 0 óçìáßíåé üôé [ 6= 0 =⇒  = 0] (êáé áíôéóôïß·ùò, üôé

[ 6= 0 =⇒  = 0]). ÐñÜãìáôé° åÜí  6= 0 ôüôå Ý·ïõìå  = 0 =  · 0 ïðüôå
áðü ôïí ðñþôï íüìï ôÞò äéáãñáöÞò ëáìâÜíïõìå  = 0 åíþ åÜí  6= 0 ôüôå ç

 = 0 = 0 ·  ìáò äßäåé (êáô' áíáëïãßáí, ìÝóù ôïý äåýôåñïõ íüìïõ ôÞò äéáãñá-

öÞò)  = 0 ¤

1.2.6 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï Z6 äåí éó·ýåé ï íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò. (Óçìåéù-

ôÝïí üôé [2]6 [3]6 = [6]6 = [0]6  ïðüôå ïé [2]6 êáé [3]6 åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôåò. ÌÜëé-

óôá, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.2.4, Zdv(Z6) = {[2]6  [3]6  [4]6})

1.2.7 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï10 1 6= 0 ¸íá

óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áíôéóôñÝøéìï

üôáí ∃ ∈  (êáé áíôéóôïß·ùò, ∃ ∈ ), ôÝôïéï þóôå  = 1 (êáé áíôéóôïß·ùò,

 = 1). ¸íá ôÝôïéï  ∈  (áíô.  ∈ ) ëÝãåôáé áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü)

áíôßóôñïöï11 ôïý  ¸íá óôïé·åßï ôïý  êáëåßôáé áìöéðëåýñùò áíôéóôñÝøéìï Þ

áðëþò áíôéóôñÝøéìï üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí

áíôéóôñÝøéìï. Ôï óýíïëï üëùí ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ

äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èá óõìâïëßæåôáé ùò ×

1.2.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé
Ýóôù  ∈ × ÅÜí ôï  äéáèÝôåé ôï  ùò Ýíá áñéóôåñü áíôßóôñïöü ôïõ êáé ôï  ùò
Ýíá äåîéü áíôßóôñïöü ôïõ, ôüôå  = 

Áðïäåéîç. μñçóéìïðïéþíôáò ôéò éóüôçôåò  = 1 =  óõìðåñáßíïõìå Üìåóá

üôé  = 1 = () = () =  1 =  ¤

1.2.9 Óõìâïëéóìüò. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï

êáé Ýóôù  ∈ × Ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï ôïý  áò ôï ðïýìå  ôÝôïéï þóôå

 = 1 =  (åðß ôç âÜóåé ôïý ïñéóìïý 1.2.7 êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.8). Ôï  åßíáé

ôï ìüíï óôïé·åßï ôïý ðïõ ðëçñïß áõôÞí ôçí éäéüôçôá, äéüôé ãéá ïéïäÞðïôå 0 ∈ 

ìå 0 = 1 = 0 Ý·ïõìå  = 0 (áöïý ôï  åßíáé áñéóôåñü áíôßóôñïöï êáé ôï 0

10Ç óõíèÞêç 1 6= 0 éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ï äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò (âë. 1.1.4 (vi)). ÐñÜãìáôé° åÜí 1 = 0 ôüôå
ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå  = 1 ·  = 0 ·  = 0 ïðüôå ï  ïöåßëåé íá åßíáé ôåôñéììÝíïò. Ôï áíôßóôñïöï åßíáé

ðñïöáíÝò.

11Ðñïóï·Þ! Ç ýðáñîç åíüò áñéóôåñïý áíôéóôñüöïõ åíüò  ∈  äåí åããõÜôáé áõôïìÜôùò ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ äåîéïý

áíôéóôñüöïõ ôïõ êáé ôáíÜðáëéí. Åðßóçò, äåí áðïêëåßåôáé Ýíá ðáãéùìÝíï  ∈  íá äéáèÝôåé äåîéÜ (êáé áíôéóôïß·ùò,

áñéóôåñÜ) áíôßóôñïöá ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò. Ôïýôá (üðùò äåß·íåôáé óôá åäÜöéá 1.2.8 êáé 1.2.9) áëëÜæïõí Üñäçí

üôáí ðåñéïñéæüìáóôå óôá (áìöéðëåýñùò) áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá.
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äåîéü áíôßóôñïöï ôïý  êáé ôáíÜðáëéí). Áõôü ôï  êáëåßôáé áíôßóôñïöï óôïé·åßï

ôïý  êáé èá óõìâïëßæåôáé åöåîÞò ùò −1 (Ðñïöáíþò, 1−1 = 1 {±1} ⊆ ×
0 ∈ × êáé ãéá êÜèå  ∈ × Ý·ïõìå − ∈ × ìå (−)−1 = −−1) Åðßóçò, ãéá
êÜèå óôïé·åßï  ∈ × êáé êÜèå  ∈ N èá ãñÜöïõìå åí óõíôïìßá − := (−1).
(Ðñâë. 1.1.6).

1.2.10 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
Ôüôå ôï æåýãïò (× ·) áðïôåëåß ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá.
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 1 ∈ × Ý·ïõìå × 6= ∅ ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéáäÞðïôå

  ∈ × Ý·ïõìå¡
−1−1

¢
 = 1 = 

¡
−1−1

¢⇒ ()
−1
= −1−1 ⇒  ∈ ×

(ìå ()−1 = −1−1) êáé −1 = 1 = −1 ⇒ −1 ∈ × ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

ôï æåýãïò (× ·) áðïôåëåß ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (ìå ôï 1 ùò ïõäÝôåñï

óôïé·åßï ôçò). ¤

1.2.11 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ç

ïìÜäá × êáëåßôáé ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý 

1.2.12 Óçìåßùóç. (i) H × åßíáé äõíáôüí íá åßíáé áâåëéáíÞ áêüìç êáé üôáí ï 

äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò, ðñâë. Üóêçóç 1-26 (v)).

(ii)¢ëëïôå ç× Ý·åéðåðåñáóìÝíç ôÜîç, üðùòóôçíðåñßðôùóçèåùñÞóåùò ôïý äá-
êôõëßïõ  = Z  ≥ 2 ìå Z× = {[] ∈ Z | 1 ≤  ≤ − 1 ìêä () = 1}
êáé |Z×| =  ()  üðïõ  ç óõíÜñôçóç ôïý Euler, êáé Üëëïôå Üðåéñç. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, ç

Z[
√
2]× =

n
±(1 +

√
2) |  ∈ Z

o
åßíáé Üðåéñç áñéèìÞóéìç (âë. óçìåßùóç 5.2.41) êáé ç (Mat× (R))× Üðåéñç õðå-

ñáñéèìÞóéìç (âë. ðñüôáóç 1.2.14).

(iii) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1)

åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 = 1  ôüôå 
× ⊆ × ∩  ·ùñßò íá

áðïêëåßåôáé ï åãêëåéóìüò íá åßíáé áõóôçñüò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí  = R êáé

 = Z ôüôå 2 ∈ × = Rr{0} áëëÜ 2 ∈ × = {±1}
(iv) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1)

åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 6= 1  ôüôå åíäÝ·åôáé íá õðÜñ·åé êÜ-

ðïéï óôïé·åßï ôïý  ðïõ åßíáé áíôéóôñÝøéìï åíôüò ôïý  êáé ìç áíôéóôñÝøéìï åíôüò

ôïý  Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí  :=Mat2×2 (R) êáé  :=
½µ

 

 

¶¯̄̄̄
 ∈ R

¾


ôüôå

1 =
³

1 0
0 1

´
6=
µ

1
2

1
2

1
2

1
2

¶
= 1
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êáé ãéá êÜèå  ∈ Rr{0} Ý·ïõìå³
 
 

´µ 1
4

1
4

1
4

1
4

¶
= 1 =

µ
1
4

1
4

1
4

1
4

¶³
 
 

´


ïðüôå³
 
 

´
∈ × êáé

³
 
 

´
∈ × ∩  = {A ∈  |det (A) 6= 0} (= ∅)

üðïõ ùò det (A) óõìâïëßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïýA

1.2.13 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé

Ýóôù  ∈ N H ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí ðéíÜêùí

GL () := (Mat×())×

ôïý Mat×() êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá (âáèìïý  õðåñÜíù

ôïý )

1.2.14 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ìç ôåôñéììÝíï ìåôáèåôéêü äáêôýëéï  ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï êáé ãéá êÜèå  ∈ N éó·ýåé ç éóüôçôá

GL () = {A ∈Mat×() | det (A) ∈ × }  (1.11)

ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá êÜèåA ∈ GL () 

det(A−1) = det(A)−1 (1.12)

êáé ãéá  ≥ 2

A−1 = det(A)−1adj (A)  (1.13)

üðïõ ùò det (A) óõìâïëßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïýA êáé ùò adj (A) ôïí ðßíáêá ôïí
ðñïóáñôçìÝíï óôïíA

Áðïäåéîç. Ãéá  = 1 ïé (1.11) êáé (1.12) åßíáé ðñïöáíåßò. Áò õðïèÝóïõìå üôé

 ≥ 2 êáé üôéA ∈Mat×() êáé det(A) ∈ × ÈÝôïíôáò B := det(A)−1adj (A)
ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôÞò (1.23) (ôïý (viii) ôÞò áóêÞóåùò 1-19) üôé

AB = I = BA⇒ A ∈ GL () 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí A ∈ GL ()  ôüôå õðÜñ·åé áíôßóôñïöï óôïé·åßï A−1 ôïý
A ÊáôÜ ôï (vi) ôÞò áóêÞóåùò 1-19,

AA−1 = I = A−1A⇒ det(A) · det(A−1) = 1 = det(A−1) · det(A)
ïðüôå det(A) ∈ × êáé det(A)−1 = det(A−1) (Ç éóüôçôá (1.13) Ýðåôáé Üìåóá

áðü ôçí (1.23).) ¤
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1.2.15 Ïñéóìüò. ¸íá óôïé·åßï  åíüò äáêôõëßïõ  ëÝãåôáé ìçäåíïäýíáìï üôáí

éó·ýåé  = 0 ãéá êÜðïéïí  ∈ N Ôï óýíïëï üëùí ôùí ìçäåíïäõíÜìùí óôïé-

·åßùí ôïý  èá óõìâïëßæåôáé ùò Nil()  (Ùò äåßêôçò åíüò  ∈ Nil() ïñßæåôáé ï

 := min { ∈ N|  = 0} )

1.2.16 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï  =Mat2×2 (Z) Ý·ïõìå³
0 1
0 0

´2
=
³

0 0
0 0

´
= 0 ⇒

³
0 1
0 0

´
∈ Nil () (ìå äåßêôç 2)

1.2.17 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ìç ôåôñéììÝíï äáêôýëéï  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
éó·ýïõí ïé åãêëåéóôéêÝò ó·Ýóåéò :

{1} ⊆ × ⊆ rZdv() ⊆ (rNil()) ∪ {0} ⊆ 

êáé

Nil()r {0} ⊆ Zdv () ⊆ r× ⊆ 

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ Nil()r {0}  ÅÜí ôï  Ý·åé äåßêôç  ôüôå

(ðñïöáíþò) −1 6= 0 êáé  = −1  =  −1 = 0 =⇒  ∈ Zdv()  ¸óôù

ôþñá üôé  ∈ Zdv()  äçëáäÞ üôé õðÜñ·ïõí   ∈ r{0} ìå  =  = 0.

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  ∈ × ôüôå èá õðÜñ·ïõí óôïé·åßá   ∈  ôÝôïéá þóôå

 =  = 1Áõôü üìùò ìáò ïäçãåß óå Ýíá Üôïðï óõìðÝñáóìá, áöïý

0 = (0)  = ()  =  () =  (1) =  Þ

0 =  (0) =  () = ()  = (1)  =  

ÅðïìÝíùò, Zdv() ∩× = ∅Ïé ëïéðÝò åãêëåéóôéêÝò ó·Ýóåéò åßíáé ðñïöáíåßò. ¤

1.2.18 Ïñéóìüò. (i) ÊÜèå ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò  ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï êáé Zdv() = ∅ êáëåßôáé áêåñáßá ðåñéï·Þ12.

(ii) ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé × = r {0}
êáëåßôáé äéáéñåôéêüò13 äáêôýëéïò Þ óôñåâëü óþìá14.

(iii) ÊÜèå ìåôáèåôéêüò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáëåßôáé óþìá.

12Ðñïöáíþò, Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé

ìüíïí åÜí óå áõôüí éó·ýåé ï íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò (âë. ðñüôáóç 1.2.5) Þ, éóïäõíÜìùò, åÜí êáé ìüíïí åÜí áðü ôçí

éóüôçôá  = 0 (üðïõ   ∈ ) Ýðåôáé êáô' áíÜãêçí üôé åßôå  = 0 åßôå  = 0

13Ç ïíïìáóßá «äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò» (Þ «äáêôýëéïò ìå äéáßñåóç») ðñïÝñ·åôáé áðü ôï ãåãïíüò ôïý üôé óå ôÝôïéïõ

åßäïõò äáêôõëßïõò ïñßæåôáé ðÜíôïôå ôï −1, ãéá êÜèå  ∈  êáé  ∈ r{0}
14Ðñïöáíþò, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Þ åíüò óôñåâëïý óþìáôïò 
åßíáé≥ 2 (áöïý ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï 1 üóïí êáé ôï 0(6= 1)).
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1.2.19 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé äáêôýëéïé QR êáé C áðïôåëïýí óþìáôá. Áðü ôçí

Üëëç ìåñéÜ, üðùò åßäáìå óôá 1.1.4 (ii) êáé 1.2.2, ï äáêôýëéïò Mat2×2 ()  üðïõ ôï

 åßíáé Ýíáò åê ôùí ZQRC äåí ìðïñåß íá åßíáé ïýôå êáí áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) ¸óôùHR :=
©
I+ i+ j+ k

¯̄
(   ) ∈ R4ª ï õðïäáêôýëéïò ôïý äáêôõ-

ëßïõMat2×2 (C) ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôùíðñáãìáôéêþí ãñáììéêþí óõíäõáóìþí ôùí

ôåóóÜñùí ðéíÜêùí15

I := I2 =
³

1 0
0 1

´
 j :=

³
 0
0 −

´
 k :=

³
0 1
−1 0

´
 i := jk =

³
0 
 0

´


Ï HR ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

HR =
½µ

+  + 

−+  − 

¶¯̄̄̄
(   ) ∈ R4

¾


Ï HR Ý·åé ôï 1Mat2×2(C) = I ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï. Ùóôüóï, äåí åßíáé ìåôáèå-
ôéêüò, äéüôé ð.·. i 6= −i = kjÈåùñþíôáò Ýíá óôïé·åßï ôïõ³

+  + 
−+  − 

´
6=
³

0 0
0 0

´


Ýíáò ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí     ïöåßëåé íá åßíáé 6= 0 ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé

êáé ç ïñßæïõóÜ ôïõ, ç ïðïßá éóïýôáé ìå 2+ 2+ 2+ 2 èá åßíáé 6= 0Ðñïöáíþò,

ï áíôßóôñïöüò ôïõ ðßíáêáò

1
2+2+2+2

³
−  −− 
−  + 

´
∈ (Mat2×2 (C))×

áíÞêåé óôçí ïìÜäá H×R  ¢ñá ï HR áðïôåëåß Ýíáí äéáéñåôéêü äáêôýëéï 16, ï ïðïßïò

ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôùí ôåôñáíßùí17 õðåñÜíù ôïý óþìáôïò18 R

1.2.20 Ðñüôáóç. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò  ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò,
ãéá ôïí ïðïßïí 1 ∈  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  ⊆  Ý·ïõìå 1 = 1 êáé Zdv() ⊆ Zdv() = ∅ ¤
15H ëåãüìåíç ïìÜäá Q ôùí ôåôñáíßùí, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôá óôïé·åßá j êáé k õðåéóÝñ·åôáé ïõóéùäþò óôçí

ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ôÜîåùò 8

16ÏHR åßíáé åöïäéáóìÝíïò êáé ìå ôç äïìÞ åíüò ôåôñáäéÜóôáôïõ ðñáãìáôéêïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ, áöïý ïé ðßíáêåò
I i jk åßíáé êáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôïé õðåñÜíù ôïý R
17Ôá «ôåôñÜíéá» åðéíïÞèçêáí áðü ôïí William Royal Hamilton (1805-1865) ôï Ýôïò 1843 ùò Ýíá áëãåâñéêü óýóôçìá

ðåñéÝ·ïí ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí (ãé' áõôü ëÝãïíôáé êáé «õðåñìéãáäéêïß áñéèìïß»). Ôo óôñåâëü óþìáHR
ðÝñáí ôÞò óõ·íÞò ·ñÞóåþò ôïõ óôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç, õðåéóÝñ·åôáé êáé óå åöáñìïãÝò ôüóïí ôÞò óýã·ñïíçò

ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëïãßáò üóïí êáé ôÞò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò.

18Åíßïôå, åêôüò ôïý éäßïõ ôïý HR ·ñçóéìïðïéïýíôáé (óå äéÜöïñåò åöáñìïãÝò) êáé õðïäáêôýëéïé áõôïý

H :=
n
I+ i+ j+ k

¯̄̄
(   ) ∈ 

4
o
⊆ HR

ïñéæüìåíïé õðåñÜíù äéáöüñùí õðïäáêôõëßùí ôïý óþìáôïòR (Ôá óôïé·åßá ôïýHZ êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, áêÝñáéá
ôåôñÜíéá êáé ôïý HQ ñçôÜ ôåôñÜíéá.)
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1.2.21 ÐáñáôÞñçóç. Ï õðïäáêôýëéïò 2Z ôïý äáêôõëßïõ Z äåí åßíáé áêåñáßá ðå-

ñéï·Þ, ðáñüôé Zdv(2Z) = ∅, áöïý äåí äéåèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

1.2.22 Ðüñéóìá. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò  åíüò óþìáôïò  ãéá ôïí
ïðïßïí 1 ∈  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. (Eéäéêüôåñá, êÜèå óþìá åßíáé áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ.)

1.2.23 ÐáñÜäåéãìá. ÕðÜñ·ïõí áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò ðïõ äåí åßíáé óþìáôá. Ôá

áðëïýóôåñá ðáñáäåßãìáôá ìáò ôá ðáñÝ·ïõí ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí (ìå ôéò

óõíÞèåéò ðñÜîåéò), áöïý Zdv(Z) = ∅ êáé Z× = {−1+1} $ Zr{0} êáé ï äá-

êôýëéïò Z[] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (âë. Üóêçóç 1-43), áöïý Zdv(Z[]) = ∅ êáé

Z[]× = {−1+1− } $ Z[]r{0} Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ðåðåñáóìÝíïõò ìå-

ôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 6= 0 ïé Ýííïéåò áêåñáßá ðåñéï·Þ

êáé óþìá ôáõôßæïíôáé. (Bë. ðñüôáóç 1.2.26).

1.2.24 Óçìåßùóç. ÅÜí  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé ï  õðïäáêôýëéüò ôçò ìå

ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ ùò ðñïò ôéò ßäéåò

ðñÜîåéò, ôüôå ï  êáëåßôáé õðïðåñéï·Þ ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  (¼ôáí ï  åß-

íáé õðïðåñéï·Þ ôÞò  Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí 1 = 1 Âë. Üóêçóç 1-24.) Åðß

ðáñáäåßãìáôé, ôï  :=
©


2 ∈ Q

¯̄
 ∈ Z  ∈ N0

ª
(ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò

ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí) åßíáé õðïðåñéï·Þ ôïý Q êáé

Z $  ⊆ Q (Âë. Üóêçóç 1-31).

1.2.25 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá óþìá êáé ôï  Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 

ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé óþìá ùò ðñïò ôéò ßäéåò ðñÜ-

îåéò, ôüôå ôï êáëåßôáé õðüóùìá ôïý  êáé ôï  (óùìáôéêÞ) åðÝêôáóç ôïý (Åí

ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, 1 = 1 ) Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï Q åßíáé õðüóùìá ôïý R êáé

ôï R õðüóùìá ôïý C

1.2.26 Ðñüôáóç. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï, ï ïðïßïò äåí äéáèÝôåé ïýôå áñéóôåñïýò ïýôå äåîéïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò, åßíáé äéáé-
ñåôéêüò. Åéäéêüôåñá, êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç.¸óôù Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ·ùñßò äåîéïýò Þ

áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé  ∈ r{0} Áñêåß íá ðñïóäéïñéóèåß Ýíá óôïé-

·åßï  ∈  ìå  =  = 1 Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç  :  →  ôçí ïñéæüìåíç

ìÝóù ôÞò  () :=  (êáé, áíôéóôïß·ùò, ìÝóù ôÞò  () := ) ãéá üëá ôá  ∈ 

Óýìöùíá ìå ôïí íüìï ôÞò äéáãñáöÞò 1.2.5, ãéá  0 ∈  ìå  () = (0) ëáìâÜ-
íïõìå  = 0. ¢ñá ç  ùò åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, èá åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. Áõôü

óçìáßíåé üôé ãéá ôï 1 èá õðÜñ·åé Ýíá áñ·Ýôõðï ìÝóù ôÞò  äçëáäÞ Ýíá  ∈ 

ôÝôïéï þóôå  () = 1 (¼ðùò Ý·ïõìå Þäç ðñïáíáöÝñåé, ôá áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ

áíôßóôñïöá åíüò áíôéóôñåøßìïõ óôïé·åßïõ  åíüò ôÝôïéïõ  ôáõôßæïíôáé.) ¤
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1.2.27 Ðüñéóìá. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò ãéá ôïí äáêôýëéï Z  ≥ 2 åßíáé éóïäý-
íáìåò:

(i) Ï åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.

(ii) Ï Z åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.
(iii) Ï Z áðïôåëåß Ýíá óþìá.

Áðïäåéîç. Ç óõíåðáãùãÞ (i)⇒ (ii) Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 1.2.4, ç (ii)⇒ (iii)

áðü ôçí ðñüôáóç 1.2.26, êáé ç (iii)⇒ (ii) áðü ôçí ðñüôáóç 1.2.22. ÔÝëïò, ãéá ôç

óõíåðáãùãÞ (ii)⇒ (i) áò õðïèÝóïõìå üôé ï åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò, äçëáäÞ üôé

ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï =  äýï Üëëùí áêåñáßùí   üðïõ 1     . Áõôü

èá óÞìáéíå üôé [] = [0] = [] [] ìå  6= 0 êáé  6= 0 ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé

óôçí (ii). ¤

1.2.28 Èåþñçìá. (Wedderburn, 1905) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò
åßíáé óþìá.19

Áðïäåéîç. Âë. T.W. Hungerford: Algebra, Graduate Ôexts in Math., Vol. 73,

Springer-Verlag, fifth printing, 1989 Ch. IX, Cor. 69 p. 462 ¤

1.2.29 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá óþìá êáé Ýóôù  ⊆  Ýíá õðüóùìá áõôïý. ÅÜí

∅ 6=  ⊆  ôüôå ïñßæåôáé ôï åëÜ·éóôï (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý óõíïëïèåùñçôéêïý

åãêëåéóìïý) õðüóùìá

() :=
T { | õðüóùìá ôïý  ìå ∪ ⊆  }

ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï õðïóýíïëï  üóïí êáé ôï  (Ðñâë. Üóêçóç 1-42.)

ËÝìå üôé ôï() åßíáé ôï õðüóùìá ôïý  (Þ ç åðÝêôáóç ôïý åíôüò ôïý ) ðïõ

ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç ôïý  óôï  Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ

ôï  åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï {1  } ôïý  ôüôå áíôß ôïý ()

ãñÜöïõìå áðëþò(1  )

1.2.30 Óçìåßùóç. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôïí ïñéóìü 1.1.15, äéáðéóôþíïõìå üôé

[] ⊆ () Þôïé üôé ï õðïäáêôýëéïò [] ôïý  ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü

ðñïóÜñôçóç ôïý  óôï  ðåñéÝ·åôáé (åíäå·ïìÝíùò êáé ãíçóßùò) åíôüò ôïý õðï-
óþìáôïò () ôïý  ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç ôïý  óôï (äéüôé

ï äáêôýëéïò[] äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí óþìá).

1.2.31 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò ðïõ äåí åßíáé ôÝëåéï ôå-

ôñÜãùíï (äçëáäÞ
p|| ∈ Q). Åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß üôé ï õðïäáêôýëéïò20

Q[
√
] = { + 

√
 |   ∈ Q} $ C (1.14)

19Ãéá ôçí áñ·éêÞ áðüäåéîç âë. J.H.M. Wedderburn: A theorem on finite algebras, Trans. Amer. Math. Soc. 6 (1905),
349-352
20Ç éóüôçôá (1.14) ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôçí (1.10).
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ôïý óþìáôïò C ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç ôïý
√
 óôïQ åßíáé õðü-

óùìá ôïý C (âë. ôï (iv) ôÞò áóêÞóåùò 1-44), ïðüôå21

Q[
√
] = Q(

√
)

ÓçìåéùôÝïí üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèïé åãêëåéóìïß:

Z $ Z[
√
] $ Q(

√
) Z $ Q $ Q(

√
)

(ii) ÁíôéèÝôùò, ãéá ôïí õðïäáêôýëéï ôïý óþìáôïò R ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü

ðñïóÜñôçóç ôïý  = 3 14159 (Þôïé ôïý ëüãïõ ôïý ìÞêïõò ôÞò ðåñéöÝñåéáò åíüò

êýêëïõ ðñïò ôç äéÜìåôñü ôïõ) óôï Q Ý·ïõìå

Q[] =
(1.10)

⎧⎨⎩
X

=0




¯̄̄̄
¯̄  ∈ N0 êáé 0   ∈ Q

⎫⎬⎭ $ Q()

äéüôé −1 ∈ Q()rQ[] (ëüãù ôÞò õðåñâáôéêüôçôáò ôïý ).

1.2.32 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, åßíáé åöéêôÞ ìéá õðïäéáßñåóç ôÞò

êëÜóåùò üëùí ôùí äáêôõëßùí óå õðïêëÜóåéò, âáóéæüìåíç óå Ýííïéåò áðïññÝïõóåò

áðü ôéò ðñùôáñ·éêÝò éäéüôçôåò ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜîåùò, ôçí ýðáñîç Þ ìç

ìçäåíïäéáéñåôþí êáé ôï «åýñïò» ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò ôùí áíôéóôñå-

øßìùí óôïé·åßùí. Ïé åí ëüãù õðïêëÜóåéò, êáèþò êáé ·áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßã-

ìáôá äáêôõëßùí áíÞêïíôá óå êÜèå ìßá åî áõôþí, êáôá·ùñßæïíôáé óôï áêüëïõèï

äéÜãñáììá:

21Áõôü ôï óþìá ìðïñåß íá éäùèåß êáé ùò õðüóùìá ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí üôáí  0
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1.3 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÐÏËÕÙÍÕÌÙÍ

ÊÁÉ ÅÐÉÔÕÐÙÍ ÄÕÍÁÌÏÓÅÉÑÙÍ

ÄïèÝíôïò åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èåùñïýìå ôï

óýíïëï N0 üëùí ôùí áêïëïõèéþí (0 1 2       ) ìå ôá  ∈ ,  = 0 1 2    ,

êáèþò êáé ôï óýíïëï (N0) üëùí ôùí áêïëïõèéþí (0 1 2       ) ìå ôá  ∈ 

 = 0 1 2    , ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ·ïõí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò  ðïõ

åßíáé äéÜöïñá ôïý 0 ÊÜèå óôïé·åßï  ôïý (N0) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = (0 1 2      0 0    )

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü  ≥ 0. Ðñïöáíþò, äõï óôïé·åßá

 = (0 1 2         )  = (0 1 2         )

ôïý N0 åßíáé ßóá ( = ) üôáí  = ∀ ∈ N0 Åðß ôïý N0 ïñßæïõìå ðñÜîåéò

ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:¯̄̄̄
¯̄ (0 1 2    ) + (0 1 2    ) := (0 + 0 1 + 1 2 + 2    )

(0 1 2    ) · (0 1 2    ) := (0 1 2    )

üðïõ

 :=
X

+=

 = 0 + 1−1 + · · ·+ 0 ∀ ∈ N0 (1.15)

Ç ôñéÜäá (N0 + ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï

(0 0    ) êáé ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1 0 0    ) êáé ç ôñéÜäá

((N0)+ ·) Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý (N0 + ·) (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï

(1 0 0    )). Åðßóçò, ôáõôßæïíôáò êÜèå  ∈  ìå ôï ( 0 0    ) Ý·ïõìå

ôç äõíáôüôçôá èåùñÞóåùò ôïý (+ ·) ùò Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý ((N0)+ ·) Åé-
óÜãïíôáò Ýíá íÝï óýìâïëï

X := (0 1 0 0    )

ðáñáôçñïýìå üôé, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí,

X2 = (0 0 1 0 0    ) 

X3 = (0 0 0 1 0 0    ) 

êáé, ãåíéêüôåñá,

X = (0 0     0 1|{z}
+1 èÝóç

 0 0    ) ∀ ∈ N0
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Åðßóçò, ëüãù ôÞò áíùôÝñù ôáõôßóåùò, ãéá êÜèå  ∈  ëáìâÜíïõìå

X = X = (0 0     0 |{z}
+1 èÝóç

 0 0    ) ∀ ∈ N0

ÅÜí ëïéðüí ôï (0 1 2    ) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý
N0  ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜ-

øïõìå

(0 1 2    ) = 0 + 1X+ 2X
2 + · · ·+ X

 + · · · =:
∞X
=0

X


Êáô' áíáëïãßáí, åÜí ôï (0 1 2    ) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõ (N0)

üðïõ  = 0ãéá êÜèå   , ãéá êÜðïéïí ðáãéùìÝíï  ∈ N0 ôüôå ìðïñïýìå íá
ãñÜøïõìå

(0 1 2      0 0    ) = 0 + 1X+ 2X
2 + · · ·+ X

 =:
X
=0

X


1.3.1 Ïñéóìüò. (i) Ï äáêôýëéïò N0 óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò [[X]] êáé êáëåßôáé

äáêôýëéïò åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí (Þ ôýðïéò äõíáìïóåéñþí) ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ

X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí . Ôá óôïé·åßá ôïõ ïíïìÜæïíôáé åðßôõðåò

äõíáìïóåéñÝò êáé óçìåéþíïíôáé ùò (X) (X)  ê.ëð., åíþ ôá åêÜóôïôå áíáãñá-

öüìåíá 0 1 2    ïíïìÜæïíôáé óõíôåëåóôÝò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí.

(ii) Ï äáêôýëéïò (N0) óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò  [X] êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ðï-

ëõùíýìùí (Þ ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò) ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ X ìå óõíôåëåóôÝò åé-

ëçììÝíïõò áðü ôïí Ôá óôïé·åßá ôïõ ïíïìÜæïíôáé ðïëõþíõìá êáé óçìåéþíïíôáé

ùò (X) (X)  ê.ëð., åíþ ôá åêÜóôïôå áíáãñáöüìåíá 0 1 2    ïíïìÜæïíôáé

óõíôåëåóôÝò ôùí ðïëõùíýìùí.

1.3.2 ÐáñáôÞñçóç. ÂÜóåé ôïý ïñéóìïý ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõùíýìùí (êáé

áíôéóôïß·ùò, åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí) åßíáé óáöÝò üôé ï äáêôýëéïò[X] (êáé áíôé-

óôïß·ùò, ï äáêôýëéïò [[X]]) åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ßäéïò ï  åßíáé

ìåôáèåôéêüò.

1.3.3 Óçìåßùóç. Åê ôùí áíùôÝñù óõìðåñáßíïõìå üôé äõï åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò

(X) =
∞X
=0

X
 ∈ [[X]]  (X) =

∞X
=0

X
 ∈ [[X]]

åßíáé ßóåò (ãñÜöïíôáò (X) = (X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí  = ∀ ∈ N0 Êáô'

áíáëïãßáí, äõï ðïëõþíõìá

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]  (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]
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åßíáé ßóá ((X) = (X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí åßôå áìöüôåñá åßíáé ßóá ìå ôï 0[X] åßôå

max {  ∈ {0     }|  6= 0} = max { ∈ {0    }|  6= 0} (=: )
êáé  =  ∀ ∈ {0     }

1.3.4 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

ÅÜí

(X) =
∞X
=0

X
 ∈ [[X]]r{0[[X]]} êáé  := min{ ∈ N0|  6= 0}

ôüôå ëÝìå üôé ï áñéèìüò ord((X)) :=  åßíáé ç ôÜîç ôÞò åðßôõðçò äõíáìïóåéñÜò

(X) êáé ôï 0 ï óôáèåñüò üñïò ôÞò (X) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ (X) = 0[[X]]
åßíáé ç ìçäåíéêÞ åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ, èÝôïõìå åî ïñéóìïý ord((X)) :=∞, õðü

ôïí üñï üôé èåóðßæïõìå ôç óýìâáóç22: ∞   ∀ ∈ N0 Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ç

ôÜîç ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåéêüíéóç

ord : [[X]] −→ N0 ∪ {∞} 

1.3.5 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ãéá
ïéåóäÞðïôå åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò (X) (X) ∈ [[X]] éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ord((X) + (X)) ≥ min{ord((X))  ord((X))}
(ii) ord((X)(X)) ≥ ord((X))+ ord((X))

(iii) ÅÜí (X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} êáé ord((X)) 6= ord((X)) ôüôå

ord ((X) + (X)) = min{ord ((X))  ord((X))}
(iv) ÅÜí ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå

ord ((X) · (X)) = ord ((X)) + ord((X))

Áðïäåéîç. ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí ìßá åê ôùí (X) (X) åßíáé ßóç ìå ôçí 0[[X]] ôüôå

ôá (i), (ii) êáé (iv) åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞ. Áñêåß ëïéðüí íá õðïèÝóïõìå üôé

(X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} êáé üôé

(X) =
∞X
=0

X
  := ord((X)) (X) =

∞X
=0

X
  := ord((X))

(i) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé  ≤ . Ôüôå ôï

Üèñïéóìá (X) + (X) éóïýôáé ìå

∞P
=0
( + )X

 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
X

 +
∞P

=+1
( + )X

 üôáí   

∞P
=

( + )X
 üôáí  = 

(1.16)

22Åðßóçò, óôï N0 ∪ {∞} èÝôïõìå∞+∞ :=∞∞ ·∞ :=∞ êáé∞+  :=∞∞ ·  :=∞∀ ∈ N0
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ïðüôå23 ord((X) + (X)) ≥  = min{ord((X))  ord((X))}
(ii) ÂÜóåé ôÞò (1.15) ôï ãéíüìåíï ôùí äýï åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìðïñåß íá ãñá-

öåß ùò

(X)(X) =
∞X
=0

Ã
X
=0

−

!
X

üðïõ

X
=0

− =
½

 üôáí  = +

0 üôáí  ≤ +− 1 (1.17)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí24, ord((X)(X)) ≥ + = ord((X))+ ord((X))

(iii) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé   . Ôüôå

Ý·ïõìå  +  =  6= 0 êáé áðü ôçí (1.16) Ýðåôáé üôé

ord ((X) + (X)) =  = min{ord ((X))  ord((X))}

(iv) ÅðåéäÞ  6= 0 ëáìâÜíïõìå ord((X)(X)) = ord((X))+ ord((X)) áðü

ôçí (1.17). ¤

1.3.6 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

ÅÜí

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]r{0[X]} êáé  6= 0

ôüôå ëÝìå üôé ï áñéèìüò deg ((X)) :=  åßíáé ï âáèìüò ôïý ðïëõùíýìïõ (X) ôï

0 ï óôáèåñüò üñïò ôïý (X) êáé ï lc((X)) :=  ï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞò

(Þ ï ìåãéóôïâÜèìéïò óõíôåëåóôÞò) ôïý (X). ¼ôáí lc((X)) = 1, ôüôå ôï (X)

êáëåßôáéìïíéêü ðïëõþíõìï. Óôçíðåñßðôùóçüðïõ(X) = 0[X] åßíáé ôï ìçäåíéêü

ðïëõþíõìï, èÝôïõìå åî ïñéóìïý deg((X)) := −∞, õðü ôïí üñï üôé èåóðßæïõìå ôç

óýìâáóç25: −∞   ∀ ∈ N0Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ï âáèìüò ôùí ðïëõùíýìùí

ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåéêüíéóç

deg : [X] −→ N0 ∪ {−∞} 

¸íá ðïëõþíõìï (X) ∈ [X] ëÝãåôáé óôáèåñü ðïëõþíõìï üôáí deg((X)) ≤ 0
23Ðñïöáíþò, áõôÞ éó·ýåé ùò ãíÞóéá áíéóüôçôá åÜí êáé ìüíïí åÜí  =  êáé  = −
24ÁõôÞ éó·ýåé ùò ãíÞóéá áíéóüôçôá åÜí êáé ìüíïí åÜí  = 0

25Åðßóçò, óôï N0 ∪ {−∞} èÝôïõìå (−∞) + (−∞) := −∞ (−∞) · (−∞) := −∞ êáé (−∞) +  := 
(−∞) ·  := −∞ ∀ ∈ N0
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1.3.7 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ãéá
ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá (X) (X) ∈ [X] éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) deg ((X) + (X)) ≤ max{deg ((X)) deg((X))}
(ii) deg ((X) · (X)) ≤ deg ((X)) + deg((X))
(iii) ÅÜí deg ((X)) 6= deg((X)) ôüôå

deg ((X) + (X)) = max{deg ((X))  deg((X))}

(iv) ÅÜí lc((X))· lc((X)) 6= 0 ôüôå
deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X))

Áðïäåéîç. ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí (X) (X) åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï,

ôüôå ôá (i)-(iii) åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]   6= 0 (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]  6= 0

êáé áò ïñßóïõìå  := 0 ãéá êÜèå    êáé  := 0 ãéá êÜèå   .

(i) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé  ≥ . Ôüôå

(X) + (X) =
X
=0

( + )X
 (1.18)

ïðüôå deg ((X) + (X)) ≤  = max{deg ((X)) deg((X))}
(ii) ÂÜóåé ôÞò (1.15) ôï ãéíüìåíï ôùí äýï ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

(X) · (X) =
X
≥0

Ã
X
=0

−

!
X

üðïõ

X
=0

− =

⎧⎨⎩
 üôáí  = +
P
=0

− +
P

=+1
− = 0 üôáí  ≥ ++ 1

(1.19)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, deg ((X) · (X)) ≤ + = deg ((X)) + deg((X)).

(iii) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé   . Ôüôå

Ý·ïõìå  +  =  6= 0 êáé áðü ôçí (1.18) Ýðåôáé üôé

deg ((X) + (X)) =  = max{deg ((X))  deg((X))}
(iv) ÅðåéäÞ  = lc((X))· lc((X)) 6= 0, áðü ôçí éóüôçôá (1.19) ëáìâÜíïõìå

deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X)) ¤
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1.3.8 Ðáñáäåßãìáôá. ÓçìåéùôÝïí üôé ïé áíùôÝñù áíéóïúóüôçôåò ìðïñïýí ðñÜã-

ìáôé íá éó·ýïõí êáé ùò áõóôçñÝò áíéóüôçôåò.

(i) ÅÜí (X) = 2X+ 1, (X) = −2X+ 1 ∈ Z [X], ôüôå
0 = deg ((X) + (X))  max{deg ((X)) deg((X))} = 1

(ii) ÅÜí (X) = [2]4 X+ [1]4, (X) = [−2]4 X+ [1]4 ∈ Z4 [X], ôüôå
(X) · (X) = [−4]4 X2 + [1]4 = [1]4 

ðïõ óçìáßíåé üôé 0 = deg ((X) · (X))  deg ((X)) + deg((X)) = 2

1.3.9 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá (X) (X) ∈ [X]r{0[X]} Ý·ïõìå
deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X))

êáé ãéá ïéåóäÞðïôå åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò (X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} Ý·ïõìå
ord ((X) · (X)) = ord ((X)) + ord((X))

(ii) Ïé äáêôýëéïé [X] êáé [[X]] åßíáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò.

(iii) ¸·ïõìå [X]× = × (Þôïé ôá áíôéóôñÝøéìá ðïëõþíõìá ôïý [X] åßíáé ôá óôá-
èåñÜ ðïëõþíõìá ôÞò ìïñöÞò (X) = 0 ∈ ×) êáé

(X) =
∞X
=0

X
 ∈ [[X]]× ⇐⇒ 0 ∈ ×

Áðïäåéîç. (i)-(ii) Oé [X] êáé [[X]] åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé, ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé

ìå ìïíáäéáßï ôïõò óôïé·åßï ôï 1 ÅÜí (X) (X) ∈ [X]r{0[X]} ôüôå
lc((X)) · lc((X)) 6= 0

äéüôé ï  äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ïðüôå áðü ôï 1.3.7 (iv) Ý·ïõìå

deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X)) ∈ N0
Óõíåðþò, (X) · (X) 6= 0[X] ïðüôå ïýôå ï [X] äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò. Åí

óõíå·åßá èåùñïýìå (X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]}Áðü ôï 1.3.5 (iv) Ý·ïõìå

ord ((X) · (X)) = ord ((X)) + ord((X)) ∈ N0
Óõíåðþò, (X) · (X) 6= 0[[X]], ïðüôå ïýôå ï [[X]] äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò.
(iii) ÅÜí ôï (X) åßíáé Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý [X] ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ðï-

ëõþíõìï (X) ∈ [X] ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé (X)(X) = 1[X] Ôá (X) (X)

åßíáé ìç ìçäåíéêÜ, êáèüôé 1[X] = 1 6= 0 = 0[X] Áðü ôï (i) óõíÜãåôáé üôé

0 = deg ((X)(X)) = deg ((X)) + deg((X)) =⇒ deg ((X)) = deg((X)) = 0
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ïðüôå ôá (X) (X) åßíáé êáô' áíÜãêçí áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý  ÅÜí ôþñá

(X) =
∞X
=0

X
 ∈ [[X]]

Ý·ïõìå

(X) ∈ [[X]]× ⇐⇒ 0 ∈ ×

ÐñÜãìáôé° åÜí õðÜñ·åé (X) =
∞P
=0

X
 ∈ [[X]] ìå (X)(X) = 1 ôüôå 00 = 1

ïðüôå 0 ∈ ×Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí 0 ∈ × ôüôå ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå

äéáäï·éêþò 0 1      +1    ∈  ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

00 = 1

10 + 01 = 0
...

0 + −11 + · · ·+ 0 = 0
...

Ðñïöáíþò, 0 = −10  ¸óôù ôõ·þí öõóéêüò áñéèìüò  ∈ N ÕðïèÝôïíôáò üôé

Ý·ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ôá    ∈ {0 1     − 1} ïñßæïõìå ùò  ôï
 := −−10 (−11 + · · ·+ 0)

ÈÝôïíôáò (X) :=
∞P
=0

X
 ëáìâÜíïõìå (X)(X) = 1 êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé

áëçèÞò. ¤

1.3.10 Ðüñéóìá. ¸óôù Ýíá óþìá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí (X) (X) ∈ [X]r{0[X]}, ôüôå
deg ((X) · (X)) = deg ((X)) + deg((X))

êáé [X]× = × = r{0} = { (X) ∈ [X] | deg((X)) = 0} 
(ii) ÅÜí (X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]}, ôüôå

ord ((X) · (X)) = ord ((X)) + ord((X))

êáé

[[X]]× = { (X) ∈ [[X]] | ord((X)) = 0} 
ÅðéðñïóèÝôùò, êÜèå åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} ãñÜöåôáé õðü
ôç ìïñöÞ

(X) = Xord((X))(X)

ãéá êÜðïéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ (X) ∈ [[X]]×
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Áðïäåéîç. Ïé éó·õñéóìïß ðåñß ôùí âáèìþí ôïý ãéíïìÝíïõ äýï ìç ìçäåíéêþí

ðïëõùíýìùí, ðåñß ôùí ôÜîåùí äýï ìç ìçäåíéêþí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí êáé

ðåñß ôùí ïìÜäùí ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí åßíáé ðñïäÞëùò áëçèåßò âÜóåé ôùí

üóùí áðåäåß·èçóáí óôçí ðñüôáóç 1.3.9. ¸óôù ôþñá ôõ·ïýóá åðßôõðç äõíáìï-

óåéñÜ

(X) =
∞X
=0

X
 ∈ [[X]]r{0[[X]]}

ìå  := ord((X)) ÈÝôïíôáò (X) :=
∞P
=

X
− ëáìâÜíïõìå (X) = X(X) Ç

åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ (X) ∈ [[X]] åßíáé áíôéóôñÝøéìç, äéüôé ï óôáèåñüò ôçò üñïò

 åßíáé 6= 0  ïðüôå áíÞêåé óôçí ïìÜäá× = r{0} ¤

1.3.11 Óçìåßùóç. Óôï ó·ïëåßï åßèéóôáé íá áíôéìåôùðßæïõìå ôá ðïëõþíõìá ùò óõ-

íÞèåéò «áðåéêïíßóåéò» (åðåéäÞ åêåß ãßíåôáé êõñßùò ·ñÞóç ôùí äáêôõëßùíQ êáéR).
Ùóôüóï, üôáí êáíåßò èåùñåß ôõ·üíôåò äáêôõëßïõò  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êÜôé

ôÝôïéï äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. ÅÜí (X) =
P

=0 X
 ∈ [X] ç áðåéêüíéóç ç

åðáãïìÝíç áðü ôï (X) åßíáé åî ïñéóìïý ç

v(X) :  −→   7−→ v(X)() := () :=
X
=0




¼ìùò ç [X] −→áð() =  (X) 7−→ v(X) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí Ýíñéøç.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí  = Z3 êáé

 (X) = [1]3 X+ [1]3 X
3 (X) = [2]3 X

ôüôå ôá  (X) êáé (X) -ùò ðïëõþíõìá- åßíáé äéáöïñåôéêÜ (âë. 1.3.3), åíþ

v(X)([0]3) = [0]3 = v(X)([0]3)

v(X)([1]3) = [2]3 = v(X)([1]3)

v(X)([2]3) = [1]3 = v(X)([2]3)

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé v(X) = v(X).

IÌåôÜâáóç óôéò ðïëëÝò áðñïóäéïñßóôïõò. ÁõôÞ êáèßóôáôáé åöéêôÞ ýóôåñá áðü

åðáíÜëçøç ôÞò äéáäéêáóßáò êáôáóêåõÞò ôùí[X] êáé[[X]] üðïõ ï ßäéïò ï åßíáé

Ýíáò äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí êáé Ýíáò äáêôýëéïò åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí, áíôé-

óôïß·ùò, áêïëïõèïýìåíç áðü áíáäñïìéêü ïñéóìü.

1.3.12 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(i) Ï äáêôýëéïò ([[X1]]) [[X2]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìßáò áðñïóäéïñßóôïõ
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X2 ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí [[X1]] êáëåßôáé äáêôýëéïò åðßôõðùí äõ-

íáìïóåéñþí äýï (áíåîáñôÞôùí) áðñïóäéïñßóôùíX1 êáéX2 ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝ-

íïõò áðü ôïí  êáé óõìâïëßæåôáé ùò [[X1X2]] ÊÜèå (X1X2) ∈ [[X1X2]] åßíáé

ôÞò ìïñöÞò

(X1X2) =
X

()∈N20
X


1X


2  ∈ 

Êáô' áíáëïãßáí, ï äáêôýëéïò ([X1]) [X2] ôùí ðïëõùíýìùí ìßáò áðñïóäéïñßóôïõ

X2 ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí [X1] êáëåßôáé äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí

äýï (áíåîáñôÞôùí) áðñïóäéïñßóôùí X1 êáé X2 ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü

ôïí  êáé óõìâïëßæåôáé ùò [X1X2] ÊÜèå óôïé·åßï (X1X2) ∈ [X1X2] åßíáé

ôÞò ìïñöÞò

(X1X2) =
X

()∈Λ
X


1X


2  ∈  Λ ⊆ N20 card(Λ) ∞

(Ðñïöáíþò, ï [X1X2] åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý [[X1X2]] êáé åðß ôç âÜóåé ôùí

óõíÞèùí ôáõôßóåùí éó·ýåé 1[[X1X2]] = 1[X1X2] = 1.)

(ii) Ãåíéêüôåñá, ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü  ≥ 2 ï äáêôýëéïò [[X1    X]]

åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí  (áíåîáñôÞôùí) áðñïóäéïñßóôùí X1    X ìå óõíôå-

ëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí  ïñßæåôáé áíáäñïìéêþò ùò

[[X1    X]] := [[X1    X−1]][[X]]

Êáô' áíáëïãßáí, ï äáêôýëéïò  [X1    X] ðïëõùíýìùí (áíåîáñôÞôùí) áðñïó-

äéïñßóôùí X1    X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí  ïñßæåôáé áíáäñïìé-

êþò ùò åîÞò26:

 [X1    X] :=  [X1    X−1] [X] 

1.4 Ç μÁÑÁÊÔÇÑÉÓÔÉÊÇ ÔÙÍ ÄÁÊÔÕËÉÙÍ

1.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíáò ∈ N
ìå ôçí éäéüôçôá

 = 0 ∀ ∈ 

ÅÜí ï  ∈ N åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, ôüôå ï 

ëÝãåôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äáêôõëßïõ  ÅÜí äåí õðÜñ·åé êáíÝíáò ∈ N ìå ôçí

áíùôÝñù éäéüôçôá, ôüôå ëÝìå üôé ï äáêôýëéïò Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ 0Ç ·áñáêôç-

ñéóôéêÞ åíüò äáêôõëßïõ  èá óõìâïëßæåôáé ùò ·áñ()

26Ï  [X1    X] (êáé áíôéóôïß·ùò, ï [[X1    X]]) åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ßäéïò ï  åßíáé

ìåôáèåôéêüò.
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1.4.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé ZQR êáé C Ý·ïõí ·áñáêôçñéóôéêÞ 0

(ii) O Z Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ

(iii) Ðñïöáíþò, ·áñ() = 1⇐⇒ ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

1.4.3 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå

·áñ () =   0⇐⇒  = min { ∈ N | · 1 = 0} 
Áðïäåéîç. ‘‘=⇒'' Åî ïñéóìïý, åÜí ï  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ   0, ôüôå  = 0
ãéá êÜèå  ∈ , ïðüôå  · 1 = 0 ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéïò áêÝñáéïò, 0    ,

ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé · 1 = 0 ôüôå èá åß·áìå

 =  (1 · ) = ( · 1)  = 0 ·  = 0 ∀ ∈ 

äçëáäÞ êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï ãåãïíüò üôé ï  åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò

áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßïí  = 0 ãéá êÜèå  ∈ .

‘‘⇐='' ÅÜí ï  åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßïí  · 1 = 0 ôüôå
ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

 =  (1 · ) = ( · 1)  = 0 ·  = 0
ïðüôå ·áñ() =  ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü  üðïõ 0   ≤  ÅðåéäÞ üìùò

ôüôå èá éó·ýåé êáé ç éóüôçôá  · 1 = 0 èá ðñÝðåé (âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò) íá

Ý·ïõìå  =  ¤

1.4.4 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå

·áñ () = ·áñ ([X]) = ·áñ ([[X]]) 

Áò áðïäåßîïõìå ôçí ðñþôç éóüôçôá. (Ç áðüäåéîç ôÞò äåýôåñçò åßíáé ðáñüìïéá.)

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ·áñ([X]) =   0 Ôüôå  = min
©
 ∈ N| · 1[X] = 0[X]

ª


ÅðåéäÞ ôï 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï 0) ôáõôßæåôáé (êáôÜ ôá åéùèüôá) ìå ôï 1[X]
(êáé áíôéóôïß·ùò, ìå ôï 0[X]), ëáìâÜíïõìå ·áñ() = 

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ¸óôù üôé ·áñ([X]) = 0ÅÜí õðïèÝôáìå üôé ·áñ() =   0

ôüôå (·ñçóéìïðïéþíôáò ôçí ßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá) èá åß·áìå ·áñ([X]) =  êáé

èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï. ¢ñá ·áñ() = 0

1.4.5 Ðñüôáóç. Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéáóäÞðïôå áêåñáßáò ðåñéï·Þò åßíáé åßôå ìç-
äÝí åßôå Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ·áñ() =  6= 0. ÕðïèÝôïõìå ðùò ï  åßíáé óýíèåôïò

áñéèìüò, äçëáäÞ üôé ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï  =  äýï öõóéêþí áñéèìþí  êáé 

üðïõ 1      Ôüôå 0 =  · 1 = () · 1 = ( · 1) ( · 1)  êáé åðåéäÞ ï

 äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò ëáìâÜíïõìå ( · 1) = 0 Þ ( · 1) = 0 ðñÜãìá
ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôï ãåãïíüò üôé ï  åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ìå

áõôÞí ôçí éäéüôçôá. (Bë. ðñüôáóç 1.4.3). ¢ñá ôåëéêþò ï  ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôïò

áñéèìüò. ¤
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1.4.6 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(i)EÜí ·áñ() = 0 ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (+)
Ý·åé Üðåéñç ôÜîç.

(ii) ÅÜí ·áñ() =  ( ðñþôïò) ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò
ïìÜäáò (+) Ý·åé ôÜîç 

Áðïäåéîç. (i) EÜí ·áñ() = 0 êáé åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá  ∈ r{0} êáé õðïèÝ-
óïõìå ðùò áõôü åßíáé ôÜîåùò ∈ N ôüôå

0 =  = ( · 1)  =⇒  · 1 = 0

Þôïé êÜôé ôï áäýíáôï. ¢ñá ôï  ïöåßëåé íá Ý·åé Üðåéñç ôÜîç.

(ii) ÅÜí ·áñ() =  ( ðñþôïò) êáé åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá  ∈ r{0}, ôüôå áðü
ôïí ïñéóìü ôÞò ·áñáêôçñéóôéêÞò ôïý ðñïêýðôåé üôé ord() ≤ ¼ìùò ç éóüôçôá

0 = ord()  = (ord () · 1)  äßäåé êáé ðÜëé ord() · 1 = 0 (äéüôé ï äáêôýëéïò

 óôåñåßôáé ìçäåíïäéáéñåôþí), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ord() ≥  äõíÜìåé ôÞò

ðñïôÜóåùò 1.4.3. Óõíåðþò, ord() =  ¤

1.4.7 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ (Þôïé Ýíá ðåðåñá-
óìÝíï óþìá), ôüôå ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôçò èá åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

1.4.8 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ìå ·áñáêôçñéóôéêÞ Ýíáí ðñþôï
áñéèìü  ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå   1      ∈  Ý·ïõìå :

(i) (± ) =  ± 

(ii) (± )


= 
 ± 



ãéá êÜèå  ∈ N
(iii) (1 + · · ·+ )

 = 

1 + · · ·+ 

(iv) (1 + · · ·+ )
 = 



1 + · · ·+ 


 ãéá êÜèå  ∈ N

ÁóêÞóåéò

1-1. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò. μñçóéìïðïéþíôáò ôüí óõìâïëéóìü ôïí åéóá-

·èÝíôáóôá åäÜöéá 1.1.5 (v) êáé 1.1.6, íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèåò

éóüôçôåò:

(i) () = () ãéá êÜèå  ∈ Z êáé êÜèå ( ) ∈ ×

(ii) () = () ãéá êÜèå  ∈ Z êáé êÜèå ( ) ∈ ×

(iii) ()() = ()() ãéá êÜèå () ∈ Z2 êáé êÜèå ( ) ∈ ×

(iv) () =  ãéá ïéáäÞðïôå ∈ Z  ∈ N êáé  ∈ 

(v) (−)2 = 2 ãéá êÜèå  ∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ N êáé

(vi) (−)2+1 = −2+1 ãéá êÜèå  ∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ N0
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1-2. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù ( ) ∈  ×  ÅÜí  =  íá

áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèåò éóüôçôåò:

(i) (+ )2 = 2 + 2+ 2 (− )2 = 2 − 2+ 2

(ii) 2 − 2 = (− )(+ ) = (+ )(− )

(iii) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥ 3

 −  = (− )

⎛⎝−1 +
−1X
=2

−−1 + −1

⎞⎠
=

⎛⎝−1 +
−1X
=2

−−1 + −1

⎞⎠ (− ) 

(iv) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥ 1

2+1 + 2+1 = (+ )
¡
2 − 2−1+ · · ·+ 22−2 − 2−1 + 2

¢
=

¡
2 − 2−1+ · · ·+ 22−2 − 2−1 + 2

¢
(+ ) 

(v) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥ 2

2 − 2 = (+ )
¡
2−1 − 2−2+ · · ·− 22−3 + 2−2 − 2−1

¢
=

¡
2−1 − 2−2+ · · ·− 22−3 + 2−2 − 2−1

¢
(+ ) 

1-3. ÅÜí () ∈ N × N ìå ìêä() = 1 êáé   åßíáé áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá

åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  =  êáé

 =  íá áðïäåé·èåß üôé  = 

1-4. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ËÝìå üôé ï äáêôýëéïò (+ ∗) ï ïñéæüìåíïò

åðß ôïý óõíüëïõ  ìå ôçí ßäéá ôçí ‘‘+'' ùò ðñÜîç ðñïóèÝóåùò êáé ôçí

× 3 ( ) 7−→  ∗  :=  ·  ∈ 

ùò ðñÜîç ðïëëÜðëáóéáóìïý, åßíáé ï áíôéêåßìåíïò äáêôýëéïò ôïý Åí óõ-

íôïìßá, o äáêôýëéïò áõôüò óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò opp. Íá áðïäåé·èïýí

ôá áêüëïõèá:

(i) (opp)opp = 

(ii) opp =  åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) ÅÜí ï Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ïopp Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï°

åðéðñïóèÝôùò, 1opp = 1

1-5. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

2 =  ∀ ∈ 
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Íá áðïäåé·èåß üôé 2 = 0 ∀ ∈  êáé üôé ï åí ëüãù äáêôýëéïò ïöåßëåé íá

åßíáé ìåôáèåôéêüò. ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï  Ý·åé

ôïõëÜ·éóôïí ôñßá óôïé·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ï  äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò.

(Áõôïý ôïý åßäïõò ïé äáêôýëéïé ïíïìÜæïíôáé äáêôýëéïé ôïý Boole).

1-6. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

2 = 2 ∀ ∈ 

Íá áðïäåé·èåß üôé 3 = 0 ∀ ∈ 

1-7. ¸óôù Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

3 =  ∀ ∈ 

Íá áðïäåé·èåß (i) üôé 6 = 0 ∀ ∈  êáé (ii) üôé ï  åßíáé êáô' áíÜãêçí

ìåôáèåôéêüò.

1-8. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. ÈÝôïíôáò [ ] :=  −  ∀( ) ∈  ×  íá

áðïäåé·èåß ç ôáõôüôçôá ôïý Jacobi:

[ [ ]] + [ [ ]] + [ [ ]] = 0 ∀(  ) ∈ ××

1-9. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù P () ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ. Íá

áðïäåé·èåß üôé ç ôñéÜäá (P () M∩)  üðïõ
 M  := (r) ∪ (r)  ∀ () ∈ P ()×P () 

ç óõììåôñéêÞ äéáöïñÜ ôùí  êáé  áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü äáêôýëéï ôïý

Boole ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

1-10. ÅÜí ç (+) åßíáé ìéá ðñïóèåôéêÞ áâåëéáíÞ ïìÜäá, íá áðïäåé·èåß üôé ç

ôñéÜäá (End() + ◦) üðïõ End() ôï óýíïëï ôùí åíäïìïñöéóìþí ôÞò 

‘‘+'' ç óõíÞèçò (êáôÜ óçìåßï) ðñüóèåóç êáé ‘‘◦'' ç óõíÞèçò ðñÜîç ôÞò óõí-

èÝóåùò áðåéêïíßóåùí, áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ôçí id ùò ìïíáäéáßï ôïõ

óôïé·åßï.

1-11. ¸óôù  ðñþôïò áñéèìüò êáé  :=
n
[]2

¯̄
[] ∈ Z

o
ôï óýíïëï ôùí ôåôñá-

ãþíùí ôùí óôïé·åßùí ôïý Z
(i) Ðïéïò åßíáé ï ðëçèéêüò áñéèìüò card() ôïý ;

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (+) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Z+) ìü-
íïí üôáí  = 2

(iii) Ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ Zr íá áðïäåé·èåß üôé  ∈ 

1-12. ¸óôù  ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå óôïé·åßï ôïý Z ìðïñåß íá
ðáñáóôáèåß ùò Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí äýï óôïé·åßùí ôïý Z (Õðüäåéîç : Íá

ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôÞò áóêÞóåùò 1-11.)
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1-13. Íá áðïäåé·èåß ç ðñüôáóç 1.1.10.

1-14. ÅÜí åßíáé ôõ·þí äáêôýëéïò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï { ( ) |  ∈ } áðïôåëåß
Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý ×

1-15. Íá åîåôáóèåß ðïéá åê ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí åßíáé õðïäáêôýëéïé ôïý Q:

(i) 1 :=

½
 ∈ Q

¯̄̄̄
 = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 1(mod 2)

¾


(ii) 2 :=

½
 ∈ Q

¯̄̄̄
 = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 0(mod 2)

¾


(iii) 3 :=

½
 ∈ Q

¯̄̄̄
 = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 1(mod 2)

¾


(iv) 4 :=

½
 ∈ Q

¯̄̄̄
 = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 0(mod 2)

¾


(v) 5 := Q≥0 := { ∈ Q |  ≥ 0} 
(vi) 6 :=

©
2
¯̄
 ∈ Qª 

1-16. Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü  ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Zhi :=
©
 ∈ Q |  = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0})  ìå ìêä ( ) = 1 êáé  - 
ª


Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Zhi åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Q. (Ôï Zhi ïíïìÜæåôáé
äáêôýëéïò ôùí -áäéêþí êëáóìÜôùí êáé ðáßæåé Ýíáí éäéáßôåñï ñüëï óôçí

ÁëãåâñéêÞ Èåùñßá Áñéèìþí.)

1-17. Íá åîåôáóèåß ðïéá åê ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí åßíáé õðïäáêôýëéïé ôïý

R[01]:
(i) 1 :=

©
 ∈ R[01] ¯̄ () = 0∀ ∈ Q ∩ [0 1]ª 

(ii) 2 :=

⎧⎪⎨⎪⎩ ∈ R[01]
¯̄̄̄
¯̄̄ () =

X
=0


 ∀ ∈ [0 1]

üðïõ  ∈ N0 êáé 0   ∈ R

⎫⎪⎬⎪⎭ 

(iii) 3 :=

½
 ∈ R[01]

¯̄̄̄
() = 0 ìüíïí ãéá

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò  ∈ [0 1]
¾
∪ {0R[01]}

(iv) 4 :=
©
 ∈ R[01] | () = 0 ãéá Üðåéñá  ∈ [0 1]ª 

(v) 5 :=
©
 ∈ R[01] ¯̄ lim−→1 () = 0

ª


(vi)6 :=

⎧⎨⎩ ∈ R[01]
¯̄̄̄
¯̄ () =

P
=1

 sin() +
P

=1

 cos()

ãéá êÜðïéïõò   ∈ Q êáé  ∈ N0   ∈ N

⎫⎬⎭ 

1-18. Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëïé ïé õðïäáêôýëéïé ôïý äáêôõëßïõ Z3 × Z3
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1-19. ÅÜí  åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé  Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò

äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ç ïñßæïõóá det (A) åíüò ðßíáêá

A = ()1≤≤ ∈Mat× ()

ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ ôïý Leibniz:

det (A) :=
X
∈S

sgn() 1(1)2(2) · · · () (1.20)

ìå ôï Üèñïéóìá åêôåéíüìåíï õðåñÜíù üëùí ôùí ìåôáôÜîåùí  ôïý óõíüëïõ

{1 2     }  êáé
sgn () :=

Q
1≤≤

()−()
− ∈ {±1} 

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá êÜèå A ∈Mat× () éó·ýåé ç éóüôçôá det(A|) = det(A) üðïõ A|

åßíáé ï áíÜóôñïöïò27 ôïý ðßíáêáA

(ii) ÅÜí üëåò ïé åããñáöÝò êÜðïéáò ãñáììÞò (êáé áíôéóôïß·ùò, êÜðïéáò óôÞ-

ëçò) åíüò ðßíáêá A = ()1≤≤ ∈ Mat× () åßíáé ßóåò ìå 0 ôüôå

det (A) = 0

(iii) ÅÜí A = ()1≤≤ ∈ Mat× () ( ≥ 2) ìå Óô(A) = Óô(A) (êáé

áíôéóôïß·ùò, ìå Ãñ(A) = Ãñ(A)) ãéá êÜðïéïõò   ∈ {1     }    ôüôå

det (A) = 0

(iv) ÅÜí A = ()1≤≤ ∈ Mat× ()  b = (1     ) ∈ Mat1× () 
êáé  0 ∈  ôüôå

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ãñ1(A)

.

.

.

Ãñ−1(A)

Ãñ(A) + 0b
Ãñ+1(A)

.

.

.

Ãñ(A)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=  det(A) + 0 det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ãñ1(A)

.

.

.

Ãñ−1(A)

b
Ãñ+1(A)

.

.

.

Ãñ(A)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
êáé

det (Óô1(A) · · · Óô−1(A) (Óô(A) + 0b|)Óô+1(A) · · · Óô(A))
=  det(A) + 0 det (Óô1(A) · · · Óô−1(A)b| Óô+1(A) · · · Óô(A))

ãéá êÜèå28  ∈ {1  }
27Oé åããñáöÝò ôïýA| áðïêôþíôáé ýóôåñá áðü êáôïðôñéóìü ôùí åããñáöþí ôïýA ùò ðñïò ôçí êõñßá äéáãþíéü ôïõ.

ÓçìåéùôÝïí üôé (A| )| = A êáé (A)| =  (A| ) ãéá êÜèå  ∈  ÅðéðñïóèÝôùò, (A+B)| = A| + B| êáé

(AB)| = B|A| ãéá ïéïõóäÞðïôåAB ∈Mat×()
28¼ôáí  = 1(êáé áíôéóôïß·ùò, üôáí  = ) ç åéäéêÞò öýóåùò ãñáììÞ (óôÞëç) ôïðïèåôåßôáé óôçí ðñþôç (êáé

áíôéóôïß·ùò, óôçí -ïóôÞ) èÝóç êáé ïé ãñáììÝò (óôÞëåò) ìå äåßêôåò 1 Ýùò  − 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, ìå äåßêôåò  + 1
Ýùò ) ðáñáëåßðïíôáé.
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(v) Ãéá êÜèåA ∈Mat× () éó·ýïõí ôá åîÞò:

(a) ÅÜí  ≥ 2 êáé   ∈ {1  } ìå  6=  ôüôå

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ãñ1(A)

.

.

.

Ãñ−1(A)

Ãñ(A) + Ãñ(A)

Ãñ+1(A)

.

.

.

Ãñ(A)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
= det(A) ∀ ∈ 

(b) ÅÜí  ∈ {1  } êáé  ∈  ôüôå

det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ãñ1(A)

.

.

.

Ãñ−1(A)

Ãñ(A)

Ãñ+1(A)

.

.

.

Ãñ(A)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=  det(A)

(c) ÅÜí  ≥ 2  ∈  êáé   ∈ {1  } ìå  6=  ôüôå

det (Óô1(A) · · · Óô−1(A) (Óô(A) + Óô(A))Óô+1(A) · · · Óô(A)) = det(A)

(d) ÅÜí  ∈ {1  } êáé  ∈  ôüôå

det (Óô1(A) · · · Óô−1(A) (Óô(A))Óô+1(A) · · · Óô(A)) =  det(A)

(e) Ãéá êÜèå  ∈  éó·ýåé ç éóüôçôá det(A) =  det(A)

(f) Ãéá êÜèå  ∈ S éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

det

⎛⎜⎜⎝
Ãñ(1)(A)

.

.

.

.

.

.

Ãñ()(A)

⎞⎟⎟⎠ = det
¡
Óô(1)(A) · · · Óô()(A)

¢
= sgn() det(A)

(g) ÅÜí  = 0 ãéá    (êáé áíôéóôïß·ùò, ãéá   ), ôüôå det (A) =
Q
=1



ÉäéáéôÝñùò, det(I) = 1

(vi) Ôï ãéíüìåíï ôùí ïñéæïõóþí äõï ðéíÜêùíAB ∈Mat× () éóïýôáé ìå
ôçí ïñßæïõóá ôïý ãéíïìÝíïõ ôïõò, Þôïé éó·ýåé ç éóüôçôá29

det (A) det (B) = det (AB)  (1.21)

29Ùò åê ôïýôïõ, det (AB) = det (BA) 



38 äáêôõëéïé, áêåñáéåò ðåñéï·åò êáé óùìáôá

(vii) ÅÜí A = ()1≤≤ ∈ Mat× ()  üðïõ   1 ôüôå ãéá   ∈ N ìå
1 ≤   ≤  ïñßæïõìå ôïí «åëÜóóïíá ðßíáêá»

A
[] :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

11 · · · 1 −1
.
.
.

.

.

.

−1 1 · · · −1 −1

1 +1 · · · 1
.
.
.

.

.

.

−1 +1 · · · −1 
+1 1 · · · +1 −1

.

.

.
.
.
.

1 · · ·  −1

+1 +1 · · · +1 
.
.
.

.

.

.

 +1 · · · 

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

ôoíó·çìáôéæüìåíïáðü ôïíA ýóôåñááðü ôç äéáãñáöÞ ôÞò -ïóôÞò ôïõ ãñáì-

ìÞò êáé ôÞò -ïóôÞò ôïõ óôÞëçò. Ôo óôïé·åßo

cof (A) := (−1)+ det(A
[]) (1.22)

ôïý  ïíïìÜæåôáé óõìðáñÜãïíôáò (Þ áëãåâñéêü óõìðëÞñùìá) ôïý A óôç

èÝóç ( ) êáé ï

adj (A) := (cof (A))
|
1≤≤

ï ðßíáêáò ï ðñïóáñôçìÝíïò óôïí A H ïñßæïõóá ôïý A åêöñÜæåôáé ùò

áêïëïýèùò:

det(A) =
P

=1

 cof(A) =
P

=1

(−1)+  det(A
[])

(Áõôüò ï ôýðïò ëÝãåôáé ôýðïò áíáðôýãìáôïò ôÞò det (A) ùò ðñïò ôçí -ïóôÞ
ãñáììÞ.) Êáô' áíáëïãßáí,

det(A) =
P

=1

 cof(A) =
P

=1

(−1)+  det(A
[])

(Týðïò áíáðôýãìáôïò ôÞò det (A) ùò ðñïò ôçí -ïóôÞ óôÞëç.)

(viii) Ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü  êáé ãéá ïéïíäÞðïôå A ∈Mat× ()
éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

det (A) I = Aadj (A) = adj (A) A (1.23)

1-20. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Ùò êÝíôñï ôïý  ïñßæåôáé ôï óýíïëï

 () := { ∈  |  =  ∀ ∈ } 

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé  () =  åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  () áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý 
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(iii) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïí  ()

êáé ìÜëéóôá 1() = 1

(iv) ÅÜí  ∈ N êáé åÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ðïéï

åßíáé ôï êÝíôñï (Mat× ()) ôïý äáêôõëßïõ Mat× () ;

(v) ÅÜí ï  åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï  () åßíáé

óþìá.

(vi) Ðïéï åßíáé ôï êÝíôñï (HR) ôïý äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõ HR ôùí ôåôñá-

íßùí;

(vii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï {I+ i |   ∈ R} åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý
HR ðïõ áðïôåëåß Ýíá óþìá ìç ðåñéå·üìåíï åíôüò ôïý (HR)

1-21. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé 2 −  ∈ () ãéá êÜèå  ∈ 

Íá áðïäåé·èåß üôé ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò.

1-22. ÅÜí ôá êáé  åßíáé äõï áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò (êáé, áíôéóôïß·ùò, äõï óþìáôá),

åßíáé êáé ôï êáñôåóéáíü ôïõò ãéíüìåíï  ×  (ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñï-

óèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, âë. 1.1.4 (v)) áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé, áíôé-

óôïß·ùò, óþìá);

1-23. Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ R0 ïñßæïõìå ôï  := { |  ∈ R ||  }, êáèþò êáé
ôá óýíïëá⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

C () :=
©
 ∈ R ¯̄   öïñÝò óõíå·þò ðáñáãùãßóéìç

ª
∀ ∈ N

C∞ () :=
©
 ∈ R ¯̄  áðåéñÜêéò ðáñáãùãßóéìç

ª


C () :=
½
 ∈ R

¯̄̄̄
 áíáðáñáóôÜóéìç ùò äõíáìïóåéñÜ

ðåñß ôï 0 ìå áêôßíá óõãêëßóåùò ≥ 

¾


Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ìÝëïò ôÞò áêïëïõèßáò äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí óõ-

íüëùí

C () $ C∞ () $ · · · $ C () $ C−1 () $ · · · $ C1 () $ R

åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý åðïìÝíïõ ôïõ (åî áñéóôåñþí ðñïò ôá äåîéÜ). Åí óõ-

íå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ï C () äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò, åíþ üëïé ïé õðü-

ëïéðïé Ý·ïõí.

1-24. ¸óôù  Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ  ÅÜí áìöüôåñïé ïé  êáé 

äéáèÝôïõí ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé 1 6= 1 íá áðïäåé·èåß üôé ôï 1 åßíáé

Ýíáò ìçäåíïäéáéñÝôçò åíôüò ôïý 

1-25. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Íá áðïäåé-

·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí   ∈  êáé  =  ôüôå

 =  ()

= 
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ãéá êÜèå æåýãïò () ∈ N0 ×N0
(ii) ÅÜí   ∈ × êáé  =  ôüôå  =  ()


=  ãéá êÜèå

æåýãïò () ∈ Z× Z (Bë. 1.2.9).
(iii) (−1) = ()−1  =

¡
−1

¢−
 ∀ ∈ × êáé ∀ ∈ Z (Âë. 1.2.9).

1-26. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïèÝôïíôáò

ôçí ýðáñîç äýï óôïé·åßùí   ∈  ãéá ôá ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

+  = 1 2+ 2 = 

íá áðïäåé·èåß üôé  ∈ × ìå ôï 2 ùò áíôßóôñïöü ôïõ.

1-27. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïèÝôïíôáò

üôé ôá óôïé·åßá   ∈  åßíáé äåîéÜ áíôßóôñïöá åíüò  ∈  (Þôïé üôé  =

 = 1) íá áðïäåé·èåß (i) üôé êáé ôï  +  − 1 åßíáé äåîéü áíôßóôñïöï

ôïý  êáé (ii) üôé ôï  äéáèÝôåé Üðåéñá äåîéÜ áíôßóôñïöá üôáí  6= 

1-28. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ôï  ∈ 

åßíáé Ýíá ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï ôïý  íá áðïäåé·èåß üôé ôï 1 +  åßíáé

áíôéóôñÝøéìï.

1-29. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù ôõ-

·üí  ∈  Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To 1 −  åßíáé áíôéóôñÝøéìï ìå áíôßóôñïöü ôïõ ôï 1 +  ⇔ ∃ ∈  :

 −  =  = 

(ii) Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ôï 1− åßíáé áíôéóôñÝøéìï⇐⇒ ôï 1− åßíáé

áíôéóôñÝøéìï.

(iii) Ôï 1 −  åßíáé áíôéóôñÝøéìï ãéá êÜèå  ∈  ⇐⇒ ôï 1 −  åßíáé

áíôéóôñÝøéìï ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ 

1-30. ÅÜí  ∈ N êáé ïé 1      åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé (1 × · · · ×)
×
= ×1 × · · · ×× 

1-31. ¸óôù ôï óýíïëï  :=
©


2 ∈ Q

¯̄
 ∈ Z  ∈ N0

ª
åöïäéáóìÝíï ìå ôéò óõíÞ-

èåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí. Íá áðï-

äåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To  åßíáé äáêôýëéïò êáé Z $  $ Q
(ii) To  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) × = {± 2 |  ∈ Z} 
1-32. ¸óôù

 :=
n³

 
 

´
∈Mat2×2 (Z)

¯̄̄
 = 0

o
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(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (Z) ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï ôïõ ôï 1Mat2×2(Z)

(ii) Íá äåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò  äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ïìÜäá ×

1-33. ¸óôù Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù

 :=
n³

[] []
[] []

´
∈Mat2×2 (Z)

¯̄̄
[] = [0]

o


Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï óýíïëï åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (Z) ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï

ôïõ ôï 1Mat2×2(Z)

(ii) Ï  äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) Éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ³
[] []
[0] []

´
∈ × ⇐⇒ ¡

[] ∈ Z× êáé [] ∈ Z×
¢


(iv) |×| =  ()
2
 üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler.

(v) ÅÜí  = 2 ôüôå ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (× ·) åßíáé éóüìïñöç ìå

ôçí (Z2+) 

1-34. ¸íá óôïé·åßï  åíüò äáêôõëßïõ  êáëåßôáé ôáõôïäýíáìï üôáí 2 =  (Ôï

óýíïëï üëùí ôùí ôáõôïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïý óçìåéþíåôáé ùò Idem())

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸óôù  ôõ·þí äáêôýëéïò. ÊÜèå  ∈ Idem()r{0} åßíáé ìç ìçäåíïäý-

íáìï.

(ii) ÅÜí ï  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå Idem()r{0} = {1}
(iii) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé   ∈ Idem()

ôüôå +  ∈ Idem() åÜí êáé ìüíïí åÜí  =  êáé 2 = 0

(iv) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé   ∈ Idem()

ôüôå −  ∈ Idem() åÜí êáé ìüíïí åÜí  =  êáé 2(1 − ) = 0

(v) ÅÜí äõï ôáõôïäýíáìá óôïé·åßá   åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé-

·åßï ìåôáôßèåíôáé áìïéâáßùò, Þôïé  =  ôüôå ôá

 + −  (− )2 = + − 2
åßíáé ôáõôïäýíáìá.

1-35. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

[Ãéá êÜèå  ∈  ìå 2 = 0 ⇒  = 0]

Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï ôïõ áíÞêåé óôï êÝíôñï ôïõ.
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1-36. ÅÜí ∈ N  ≥ 2 íá ðñïóäéïñéóèåß

(i) ôï óýíïëï Nil(Z) ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïý Z êáé

(ii) ôï óýíïëï Idem(Z) ôùí ôáõôïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïý Z

1-37. Åßíáé ï äáêôýëéïò C ([0 1]) := ©
 ∈ R[01] ¯̄  óõíå·Þò

ª
(ùò ðñïò ôéò ðñÜ-

îåéò ôÞò êáôÜ óçìåßï ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý) áêåñáßá ðåñéï·Þ;

Ðïéá åßíáé ôá óýíïëá Nil(C ([0 1])) êáé Idem(C ([0 1])); Ðïéá åßíáé ç ïìÜäá

C ([0 1])× ;

1-38. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, íá áðïäåé·èåß üôé

ôï Üèñïéóìá äýï ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïõ åßíáé ìçäåíïäýíáìï. Åí

óõíå·åßá, íá ðñïóäéïñéóèïýí äýï ìçäåíïäýíáìá óôïé·åßá ôïý äáêôõëßïõ

Mat2×2 (Z)  ôï Üèñïéóìá ôùí ïðïßùí äåí åßíáé ìçäåíïäýíáìï.

1-39. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç «åîßóùóç»

 = 

åßíáé åðéëýóéìç ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ r{0} íá áðïäåé·èåß üôé ï  åßíáé

óôñåâëü óþìá.

1-40. Íá áðïäåé·èåß üôé óå êÜèå óôñåâëü óþìá  éó·ýåé ç éóüôçôá

 = −
³
−1 +

¡
−1 − 

¢−1´−1


ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ r{0} ìå  6= −1

1-41. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ôïõëÜ·éóôïí äýï óôïé·åßá. ÕðïèÝôïíôáò üôé ãéá

êÜèå  ∈ r{0} õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï  ∈  ôÝôïéï þóôå

íá éó·ýåé  =  íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) O  äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò.

(ii)  =  ∀ ∈ r{0}
(iii) Ï  Ý·åé ìïíáäéáßï (ðïëëáðëáóéáóôéêü) óôïé·åßï.

(iv) Ï  åßíáé óôñåâëü óþìá.

1-42. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá óþìá êáé ôï  Ýíá õðïóýíïëü ôïõ ðïõ ðåñéÝ·åé ôïõëÜ-

·éóôïí äýï óôïé·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé õðüóùìá ôïý  åÜí êáé

ìüíïí åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) 1 ∈  êáé −  ∈  ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ 

(ii) −1 ∈  ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈ r{0}.
Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå ìç êåíÞò ïéêï-

ãåíåßáò õðïóùìÜôùí ()∈ åíüò óþìáôïò åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý
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1-43. Íááðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ï äáêôýëéïòZ [] ôùí áêåñáßùí ôïýGauss (âë.

1.1.11 (ii)) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ áëëÜ ü·é êáé óþìá.

1-44. Ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéï  ï ïðïßïò äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï (äçëáäÞp|| ∈ Q), íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá + 
√
 êáé + 

√
 ôïý äáêôõëßïõ Z[

√
] (âë.

(1.9)) éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

+ 
√
 = + 

√
⇐⇒  =  êáé  = 

(ii) Ï äáêôýëéïò Z[
√
] (âë. (1.9)) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Ãéá êÜèå  + 
√
 ∈ Q[√] (âë. (1.14)) éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðá-

ãùãÞ 2 −2 = 0⇐⇒  =  = 0

(iv) Ï äáêôýëéïò Q[
√
] åßíáé õðüóùìá ôïý C ïðüôå Q[

√
] = Q (

√
).

(v) ÅðåéäÞ ï ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï = 0 äýï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝ-

íùí áêåñáßùí 0 êáé  ≥ 1 üðïõ ï ìåí 0 óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí30, ï äå 

åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

Z[
√
] = Z[

√
0] êáé Q(

√
) = Q(

√
0)

(Ãé' áõôüí ôïí ëüãï åßèéóôáé óôïí ïñéóìü áõôþí íá õðïèÝôïõìå åîáñ·Þò üôé

ôï õðüññéæï  óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ëÝìå üôé ï

Z[
√
] åßíáé ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ ç áíôéóôïé·éæüìåíç óôïí

êáé, êáô' áíáëïãßáí, üôé ôï óþìá Q (
√
) åßíáé ôï ôåôñáãùíéêü áñéèìçôéêü

óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïí)

(vi) ÅÜí ïé12 åßíáé áêÝñáéïé ðïõ óôåñïýíôáé ôåôñáãþíùí, ôüôå

[Z[
√
1] = Z[

√
2]⇔ 1 = 2]

êáé [Q(√1) = Q(
√
2)⇔ 1 = 2]

1-45. Íá åîåôáóèåß åÜí ôá óýíïëá  := {+ 
3
√
2
¯̄
  ∈ Q} êáé

 := {+ 
3
√
3 + 

3
√
9
¯̄̄
   ∈ Q}

áðïôåëïýí õðïóþìáôá ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.

1-46. (i) ÅÜí

 :=
n³

 2
 

´¯̄̄
  ∈ Q

o


30ËÝìå üôé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò  óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí üôáí  ∈ Zr{0 1} êáé @ ∈ N  ≥ 2 ôÝôïéï þóôå íá

éó·ýåé 2 |  Áõôü óçìáßíåé üôé åßôå  = −1 åßôå || = 1 · · ·  üðïõ  ∈ N êáé ïé 1      åßíáé ðñþôïé

áñéèìïß (óáöþò äéáêåêñéìÝíïé üôáí  ≥ 2) äçëáäÞ üôé  ∈ {−1±2±3±5±6±7±10±11±13    } 
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íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé ìåôáèåôéêüò õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (Q) ìå
ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï 1Mat2×2(Q) êáé, åðéðñïóèÝôùò, óþìá.

(ii) ÅÜí

 :=
n³

 
− + 2

´
∈Mat2×2 (R)

¯̄̄
  ∈ R

o
  ∈ R

íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé ìåôáèåôéêüò õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (R) ìå
ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1Mat2×2(R) ãéá êÜèå  ∈ R êáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé

ôéìÝò ôïý  ãéá ôéò ïðïßåò ï  åßíáé óþìá.

1-47. Íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç óþìáôïò ìå 4 óôïé·åßá.

1-48. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ðåðåñáóìÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ·ùñßò ìç-

äåíïäéáéñÝôåò. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(ii) Ï  åßíáé óþìá.

1-49. ÅÜí  ∈ N ðüóá (óáöþò äéáêåêñéìÝíá) ðïëõþíõìá âáèìïý ≤  ðåñéÝ·ï-

íôáé åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z2 [X] ;

1-50. Íá áðïäåé·èåß üôé ï óôáèåñüò üñïò ïéïõäÞðïôå ðïëõùíýìïõ (X) ∈ Z4 [X]×
éóïýôáé åßôå ìå ôï [1]4 åßôå ìå ôï [3]4  Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ìå-

ôáîý ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý äáêôõëßïõ Z4 [X] óõãêáôáëÝãïíôáé
êáé (áðåéñïðëçèÞ) ðïëõþíõìá èåôéêïý âáèìïý.

1-51. ¸óôù Ýíá óþìá. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò  [X] êáé [[X]]

äåí åßíáé óþìáôá.

1-52. ÄïèÝíôïò åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èåùñïýìå

ôï óýíïëï Z üëùí ôùí áêïëïõèéþí

(       −3 −2 −1 0 1 2       )  ∈  ∀ ∈ Z
êáèþò êáé ôï õðïóýíïëï L ôïý Z ôï áðáñôéæüìåíï áðü åêåßíåò ôéò áêïëïõ-
èßåò ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ·ïõí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò    0 ðïõ
åßíáé 6= 0 Åðß ôïý Z ïñßæïíôáé ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéá-
óìïý ùò áêïëïýèùò:

( −1 0 1 ) + ( −1 0 1 ) := (    −1 + −1 0 + 0 1 + 1    )

(    −1 0 1    ) · (    −1 0 1    ) := (    −1 0 1    )
üðïõ  :=

P
()∈Z×Z:+=

  ∀ ∈ Z (ìå ôï ðëÞèïò ôùí ìç ìçäåíéêþí

ðñïóèåôÝùí ôïý  ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíï 31). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêü-

ëïõèá:
31ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò) êáèÝíá åê ôùí óõíüëùí {  ∈ Z|   0 êáé  6= 0} êáé {  ∈ Z|   0 êáé  6= 0}
åßíáé åßôå êåíü åßôå ðåðåñáóìÝíï, ôï óýíïëï { ( ) ∈ Z× Z| +  =  êáé  6= 0} ïöåßëåé íá åßíáé ôï ðïëý

ðåðåñáóìÝíï ãéá êÜèå  ∈ Z
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(i) Ç ôñéÜäá (Z+ ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé-

·åßï ôï ( 0 0 0 0 0    ) êáé ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï

( 0 1|{z}
èÝóç ìå äåßêôç 0

 0    ) êáé ç ôñéÜäá (L+ ·) Ýíáí õðïäáêôýëéï

ôïý (Z+ ·) (ìå ôï ßäéï ìïíáäéáßï óôïé·åßï). ÅÜí

X := ( 0 0|{z}
èÝóç ìå äåßêôç 0

 1|{z}
èÝóç ìå äåßêôç 1

 0 0    )

ôüôå, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí, êÜèå óôïé·åßï

(       0 0 −     −3 −2 −1 0 1 2       )

ôïý L (üðïõ  = 0 ãéá êÜèå áêÝñáéïí   −) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

−X− + −1X−+1 + · · ·+ −1X−1 + 0 + 1X+ 2X
2 + · · · =:

∞P
=−

X


Óçìåßùóç : Ï äáêôýëéïò (L+ ·) óõìâïëßæåôáé ùò Laur[[X±1]] êáé êáëåßôáé
äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí óåéñþí Laurent ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ) X ìå óõíôå-

ëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí 

(ii) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý Laur[[X
±1]] ôÞò ìïñöÞò (X) =

P∞
=− X

 ãéá ôï

ïðïßï

∃ ∈ N0 :  = 0 ãéá êÜèå áêÝñáéïí   

êáëåßôáé åðßôõðï ðïëõþíõìï Laurent ìéáò áðñïóäéïñßóôïõX ìå óõíôåëåóôÝò

åéëçììÝíïõò áðü ôïíÔï óýíïëï áõôþí ôùí ðïëõùíýìùí óõìâïëßæåôáé ùò


£
XX−1

¤
Þ[X±1], áðïôåëåß õðïäáêôýëéï ôïýLaur[[X±1]] (ìå ôï ßäéï ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï) êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí ðïëõùíýìùí Laurent

ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí 

(iii) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå êáé ïé [X±1] êáé Laur[[X±1]] åßíáé ìå-
ôáèåôéêïß.

(iv) ÅÜí ï åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå êáé ïé[X±1] êáé Laur[[X±1]] åßíáé
áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò.

(v) ·áñ() = ·áñ(Laur[[X
±1]]) = ·áñ([X±1])

(vi) ÅÜí ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå Ýíá óôïé·åßï (X) ∈ [X±1] åßíáé
áíôéóôñÝøéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí ∃ ∈ × êáé  ∈ Z : (X) = X

(vii) ÅÜí ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, Ýíá (X) =
P∞

=− X
 ∈ Laur[[X

±1]]
ìå − 6= 0 ( ∈ N) åßíáé áíôéóôñÝøéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí − ∈ ×

(viii) Ïé [X] [X±1] êáé [[X]] äåí åßíáé ðïôÝ óôñåâëÜ óþìáôá Þ óþìáôá.

(ix) Ï äáêôýëéïò Laur[[X
±1]] åßíáé óôñåâëü óþìá (êáé áíôéóôïß·ùò, óþìá)

åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé óôñåâëü óþìá (êáé áíôéóôïß·ùò, óþìá).
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1-53. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù  Ýíáò

õðïäáêôýëéïò áõôïý Ý·ùí ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï 1 ÅÜí {1  }
åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò ðïõ

ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç áõôïý óôïí  (âë. åä. 1.1.15) åßíáé ï

[1  ] = {(1  ) ∈ |(X1    X) ∈  [X1    X]} 

1-54. (i) Íá áðïäåé·èåß ç ðñüôáóç 1.4.8.

(ii) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé

((X)) = (X) ∀(X) ∈ Z [X] 

1-55. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò   0 êáé ï  Ýíáò óôáèåñüò

öõóéêüò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï  := { ∈  |  = } åßíáé Ýíá

õðüóùìá ôïý

1-56. Íá ðñïóäéïñéóèåß ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äáêôõëßïõ Mat2×2(Z)  ∈ N êá-
èþò êáé ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõ HR ôùí ôåôñáíßùí.

1-57. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéáóäÞðïôå õðïðåñéï·Þò ìéáò áêå-

ñáßáò ðåñéï·Þò  åßíáé ßóç ìå ôç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôÞò 

1-58. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ·áñ() ∈ {1 2} êáé ìå
ôçí ïìÜäá (× ·) ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïõ êõêëéêÞ, íá áðïäåé·èåß

üôé ç (× ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ôÜîåùò |×| ≡ 0 (mod 2) 
1-59. ÅÜí ôá  êáé  åßíáé äõï äáêôýëéïé, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá ãéá ôïí

äáêôýëéï ×  (âë. 1.1.4 (v)):

(i) ÅÜí ·áñ() =  ∈ N êáé ·áñ() =  ∈ N ôüôå ·áñ(× ) = åêð() 

(ii) ÅÜí Ýíáò ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí,

ôüôå êáé ï ×  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí.

1-60. ÅÜí  ∈ N o  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ï  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï ·áñáêôçñéóôéêÞò  íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí  ∈  ôüôå ôï 1− åßíáé ìçäåíïäýíáìï åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï  åßíáé
áíôéóôñÝøéìï êáé ç ôÜîç ôïý  åíôüò ôÞò × éóïýôáé ìå ìßá äýíáìç ôïý 

(ii) ÅÜí Nil() = {0} êáé åÜí ôï  ∈ × åßíáé Ýíá óôïé·åßï ðåðåñáóìÝíçò

ôÜîåùò, ôüôå ìêä( ord()) = 1



ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Éäåþäç êáé ðçëéêïäáêôýëéïé

Ôá éäåþäç 1 åíüò äáêôõëßïõ  åßíáé åéäéêÞò öýóåùò õðïäáêôýëéïé ôïý  ðïõ «á-

ðïññïöïýí» ïéáäÞðïôå ãéíüìåíá óôïé·åßùí ôïõò ìå óôïé·åßá ôïý êáé óõìðåñéöÝ-

ñïíôáé «éäåùäþò» óå ü,ôé áöïñÜ óôç äüìçóçðçëéêïäáêôõëßùí, óå ðëÞñç áíáëïãßá
ìå ü,ôé óõìâáßíåé ìå ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò.

2.1 ÉÄÅÙÄÇ

2.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá õðïóýíïëï ∅ 6=  ⊆  ãéá

ôï ïðïßï ôï æåýãïò (+) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (+)

êáëåßôáé

• áñéóôåñü éäåþäåò üôáí  ∈  ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈ 

• äåîéü éäåþäåò üôáí  ∈  ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈ êáé

• áìößðëåõñï éäåþäåò Þ áðëþò éäåþäåò åÜí ôï  åßíáé óõã·ñüíùò êáé áñéóôåñü êáé

äåîéü éäåþäåò.

2.1.2 ÐáñáôÞñçóç. (i) ÊÜèå (áñéóôåñü, äåîéü Þ áìößðëåõñï) éäåþäåò åíüò äáêôõ-

ëßïõ åßíáé õðïäáêôýëéïò áõôïý. Ùóôüóï, õðÜñ·ïõí õðïäáêôýëéïé äáêôõëßùí ðïõ

äåí åßíáé éäåþäç ôïõò. (Âë., ð.·., 2.1.4 (ii).)

(ii) Óå ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ïé Ýííïéåò áñéóôåñü, äåîéü êáé áìößðëåõñï éäåþäåò

ôáõôßæïíôáé.

1Ôï 1847 ï Ernst Eduard Kummer (1810-1893) åéóÞãáãå «éäåþäåéò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò» óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ

íá äéáôçñÞóåé ôçí éäéüôçôá ôÞò ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò óå êÜðïéïõò äáêôõëßïõò áëãåâñéêþí áñéèìþí.

Ùóôüóï, Þôáí ï Richard Dedekind (1831-1916) êáé ç Emmy Noether (1882-1935) áõôïß ðïõ åãêáéíßáóáí ôçí ·ñÞóç

«éäåùäþí» ùò åéäéêïýò õðïäáêôõëßïõò êáé ìåôåîÝëéîáí ôç üëç èåùñßá ôïõò, ïýôùò þóôå ï ëïãéóìüò ìå áõôÜ íá êáôá-

óôåß Ýíá áðü ôá ðéï áðáñáßôçôá ôå·íéêÜ âïçèÞìáôá ôùí óýã·ñïíùí áëãåâñéóôþí.
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2.1.3 Ðñüôáóç. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï  ôïý 
åßíáé Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò åÜí êáé ìüíïí åÜí
éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) −  ∈  ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ .

(ii)  ∈  (êáé áíôéóôïß·ùò  ∈     ∈ ) ãéá ïéáäÞðïôå  ∈   ∈ 

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò ç (i) éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ôï æåýãïò (+) áðïôåëåß ìéá

õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (+) ôïý äáêôõëßïõ (+ ·) ¤

2.1.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ãéá êÜèå áêÝñáéï  ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá

Z = { |  ∈ Z}
ôÞò (Z+) áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ (Z+ ·) 
(ii) Ï õðïäáêôýëéïò Z ôïýQ äåí åßíáé (ïýôå äåîéü ïýôå áñéóôåñü ïýôå áìößðëåõñï)
éäåþäåò ôïý Q, äéüôé ð.·. 12 ∈ Q êáé 7 ∈ Z, áëëÜ 1

2 · 7 = 7 · 12 ∈ Z.
(iii) Ïñßæïõìå ôá

 :=
n³

 
0 0

´¯̄̄
  ∈ R

o
⊆Mat2×2(R)

êáé

 :=
n³

 0
 0

´¯̄̄
  ∈ R

o
⊆Mat2×2(R)

Ôo  åßíáé äåîéü éäåþäåò ôïý Mat2×2(R) äéüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå   0 0 ∈ R
Ý·ïõìå ³

 
0 0

´
−
³

0 0

0 0

´
=
³

− 0 − 0

0 0

´
∈ 

êáé ãéá ïéïõóäÞðïôå       ∈ R³
 
0 0

´³
 
 

´
=
³

+  + 
0 0

´
∈ 

Ùóôüóï, ôï  äåí åßíáé áñéóôåñü éäåþäåò ôïý Mat2×2(R) äéüôé ð.·.³
1 1
1 1

´³
1 1
0 0

´
=
³

1 1
1 1

´
∈ 

Êáô' áíáëïãßáí, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï  åßíáé Ýíá áñéóôåñü, ìç äåîéü éäåþäåò ôïý

Mat2×2(R)
(iv) ÊÜèå äáêôýëéïò  Ý·åé ðÜíôïôå ôïí åáõôü ôïõ êáé ôï {0} ùò éäåþäç

ôïõ. Ôï {0} ëÝãåôáé ôåôñéììÝíï2 (Þ ìçäåíéêü) éäåþäåò, åíþ êÜèå (áñé-

óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò  ôïý  ìå  $  ëÝãåôáé ãíÞóéï (áñé-
óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò.
2Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò (ôçí ïñïëïãßá ôùí ïðïßùí äåí áêïëïõèïýìå åí ðñïêåéìÝíù) ·áñáêôçñßæïõí ùò

ôåôñéììÝíá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ áìöüôåñá ôá {0} êáé
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(v) ÅÜí  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé  ∈  ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï óýíïëï

 := { |  ∈ }

åßíáé Ýíá áñéóôåñü êáé ôï óýíïëï

 := { |  ∈ }

Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý 

(vi) ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  $  Ýíáò ãíÞóéïò õðïäáêôýëéüò ôïõ.

Èåùñïýìå Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï  ⊆  ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/ äåîéü/ áì-

ößðëåõñï) éäåþäåò ôïý ôüôå ôï  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò

ôïý  ÁíôéèÝôùò, åÜí ôï  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý 

ôüôå ôï  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí Ýíá ïìïåéäÝò éäåþäåò ôïý  Åðß ðáñáäåßãìáôé,

åÜí  :=Mat2×2(R) êáé

 :=
n³

0 
0 0

´¯̄̄
 ∈ R

o
$
n³

 
0 

´¯̄̄
   ∈ R

o
=:  $ 

ôüôå ôï  åßíáé Ýíá (áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý  äéüôé ãéá     0 ∈ R Ý·ïõìå³
0 
0 0

´
−
³

0 0

0 0

´
=
³

0 − 0

0 0

´
∈ 

êáé ³
 
0 

´³
0 
0 0

´
=
³

0 
0 0

´

³

0 
0 0

´³
 
0 

´
=
³

0 
0 0

´
∈ 

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï  äåí åßíáé (áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý  äéüôé ð.·.³
1 1
1 1

´³
0 1
0 0

´
=
³

0 1
0 1

´
∈ 

2.1.5 Ðñüôáóç. ¸óôù { | ∈ Λ} ìéá ïéêïãÝíåéá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-
îéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ  Ôüôå ç ôïìÞ

T
∈Λ

 ôùí ìåëþí ôçò

áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý 

Áðïäåéîç. ÅÜí ç { | ∈ Λ} ìéá ïéêïãÝíåéá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-

îéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ , êáé  ∈ ,   ∈ T
∈Λ

 , ôüôå

(  ∈  ∀ ∈ Λ) =⇒
[ éäåþäåò]

½
−  ∈ 
 (áíô.  ∈     ∈ )

¾
 ∀ ∈ Λ

ïðüôå êáé ç ôïìÞ
T
∈Λ

 áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá äåîéü/ áìöß-

ðëåõñï) éäåþäåò ôïý  ¤
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2.1.6 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí
ôï  åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý  ôüôå ôï  äåí
ðåñéÝ·åé êáíÝíá (åî áñéóôåñþí/ åê äåîéþí / áìöéðëåýñùò) áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï
ôïý 

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý

 êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ r{0} ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

 = 1 (áíô.,  = 1   =  = 1) 

ãéá êÜðïéï  ∈ r{0} ôüôå áðü ôïí ïñéóìü åíüò (áñéóôåñïý/ äåîéïý/ áìöéðëåý-

ñïõ) éäåþäïõò åßíáé ðñüäçëï üôé êáé ôá ãéíüìåíá áõôÜ (ðïõ åßíáé ßóá ìå 1) ïöåß-

ëïõí íá áíÞêïõí óôï . ¢ñá

1 ∈  =⇒ [∀ ∈  :  · 1 =  ∈  áíô., 1 ·  = ] =⇒  = 

ðñÜãìá ðïõ Ý·ïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí áðïêëåßóåé. ¤

2.1.7 Ðüñéóìá. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí
ôï  åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/ äåîéü/ áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý  ôüôå ôï  äåí
ðåñéÝ·åé ôï 1

2.1.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò.

(ii) Ôá ìüíá áñéóôåñÜ éäåþäç ôïý  åßíáé ôï {0} êáé o ßäéïò ï 
(iii) Ôá ìüíá äåîéÜ éäåþäç ôïý  åßíáé ôï {0} êáé o ßäéïò ï 
Áðïäåéîç. (i)⇔(ii) ÅÜí ï åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáé  Ýíá áñéóôåñü éäåþ-

äåò áõôïý ìå {0} $  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ r{0}Åî ïñéóìïý, ôï  äéáèÝôåé
áíôßóôñïöï −1 ÅðåéäÞ 1 = −1 ∈  Ý·ïõìå  =  Êáé áíôéóôñüöùò° õðï-

èÝôïíôáò üôé ôá ìüíá áñéóôåñÜ éäåþäç ôïý  åßíáé ôï {0} êáé o ßäéïò ï  êáé

èåùñþíôáò ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈ r{0} êáé ôï áñéóôåñü, ìç ôåôñéììÝíï éäåþ-

äåò  ôïý  ðáñáôçñïýìå üôé

1 ∈  =  =⇒ ∃ ∈ r{0} :  = 1
Þôïé üôé ôï óôïé·åßï  äéáèÝôåé êÜðïéï åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöï óôïé·åßï ÅðåéäÞ

 ∈ r{0} åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí áíùôÝñù åðé·åéñçìáôïëïãßá ãéá ôï  óõìðå-

ñáßíïõìå üôé

1 ∈  =  =⇒ ∃ ∈ r{0} :  = 1
Þôïé üôé ôï  äéáèÝôåé êÜðïéï åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöï óôïé·åßï  ÅðåéäÞ ôï  Ý·åé

ôï  ùò åê äåîéþí áíôßóôñïöü ôïõ óôïé·åßï, Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  =  (âë. ðñü-

ôáóç 1.2.8) êáé  = 1 =  =⇒  ∈ × ïðüôå ï  åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò.

Ç éóïäõíáìßá (i)⇔(iii) áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò. ¤
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2.1.9 Ðüñéóìá. Ôá ìüíá áìößðëåõñá éäåþäç åíüò äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõ åßíáé ôï
{0} êáé o ßäéïò ï 

2.1.10 ÐáñáôÞñçóç. ÕðÜñ·ïõí ìç ìåôáèåôéêïß, ìç äéáéñåôéêïß äáêôýëéïé, üðùò

åßíáé ï  =Mat2×2(R) (âë. ðñüôáóç 2.3.4), ïé ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí Üëëá áìöß-

ðëåõñá éäåþäç ðÝñáí ôùí {0} êáé 

2.1.11 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò, ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï. Ôüôå ï  åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí ôá ìüíá áìößðëåõñá éäåþäç
ôïõ åßíáé ôï {0} êáé o ßäéïò ï 

2.2 ÉÄÅÙÄÇ ÐÁÑÁÃÏÌÅÍÁ ÁÐÏ ÓÕÍÏËÁ

Ìéá óõíÞèçò ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò éäåùäþí åíüò äïèÝíôïò äáêôõëßïõ åßíáé ç êáôÜ

öõóéêü ôñüðï «ðáñáãùãÞ ôïõò» áðü ôõ·üíôá õðïóõíüëá ôïý äáêôõëßïõ.

2.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  ⊆  ËÝìå üôé ç ôïìÞ

hi := T { éäåþäç  ôïý  |  ⊇ }

ôùí ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò üëùí ôùí éäåùäþí áõôïý, ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôï 

åßíáé ôï éäåþäåò ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï  Þ ôï éäåþäåò ìå ãåííÞôïñåò ôá óôïé·åßá

ôïý ¼ôáí  = ∅ ôüôå hi = {0} ÊÜèå éäåþäåò ôïý  ðïõ ìðïñåß íá ãñáöåß

õðü ôç ìïñöÞ hi  üðïõ  ⊆  åßíáé êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï áõôïý, áò

ðïýìå ôï  = {1     } (üðïõ  ∈ N), êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï
éäåþäåò êáé óõìâïëßæåôáé áðëïýóôåñá ùò h1     i. ÔÝëïò, êÜèå éäåþäåò ôïý 
ðïõ ìðïñåß ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ hi  ãéá êÜðïéï  ∈  êáëåßôáé êýñéï éäåþäåò

(Ý·ïí ôï  ùò ãåííÞôïñÜ ôïõ).

2.2.2 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù ∅ 6=  ⊆ 

(i) Ôï éäåþäåò hi ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï  áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞò
ìïñöÞò

X
=1

 +

X
=1

0
0
 +

X
=1

00
00
 +

X
=1


000
 (2.1)

  
0
  

00
 ∈   

0
 

00
  

000
 ∈  êáé  ∈ Z

∀ ∈ {1  } ∀ ∈ {1  } ∀ ∈ {1  } ∀ ∈ {1  }

üðïõ     åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß.
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(ii) ÅÜí ï  åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hi =
(

X
=1

  

¯̄̄̄
¯ 1      1      ∈  1   ∈   ∈ N

)


(iii) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå

hi =
(

X
=1

  +

X
=1


0


¯̄̄̄
1      ∈  1      ∈ Z
1   

0
1  

0
∈    ∈ N

)


(iv) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hi =
(

X
=1

 

¯̄̄̄
¯ 1      ∈  1      ∈   ∈ N

)


Áðïäåéîç. (i) ¸óôù  ôï õðïóýíïëï ôïý ôï áðáñôéæüìåíï áðü üëá ôá óôïé·åßá

ôÞò ìïñöÞò (2.1). Ôüóï ç äéáöïñÜ äõï óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò (2.1) üóï êáé ôï

ãéíüìåíï åíüò  ∈  ìå ïéïäÞðïôå óôïé·åßï ôÞò ìïñöÞò (2.1) åßíáé êáé ðÜëé ôÞò

ìïñöÞò (2.1). ¢ñá ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  (áöïý -ëüãù

ôïý ôåëåõôáßïõ áèñïßóìáôïò- 1Z =  ∈  ãéá êÜèå  ∈ ). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

hi ⊆ Êáé áíôéóôñüöùò° êÜèå éäåþäåò ðïõ ðåñéÝ·åé ôï ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé êáé

ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò (2.1), ïðüôå Ý·ïõìå  ⊆ hi 
(ii) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôá áèñïßóìáôá ôÞò

ìïñöÞò (2.1) ìðïñïýí íá «óõìðôõ·èïýí» (êáôÜ ôá áíáãñáöüìåíá), áöïý

  =   1   =   1 ∀ ∈  ∀ ( ) ∈ ×

êáé  =  (1 ) = ( 1) ( 1)  ∀ ∈ Z êáé ∀ ∈ 

(iii) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò

(2.1) ìðïñïýí êáé ðÜëé íá «óõìðôõ·èïýí» (êáôÜ ôá áíáãñáöüìåíá), áöïý

 = ()  =  ∀ ∈  ∀ ( ) ∈ ×

(iv) ÔÝëïò, åÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

åíóùìáôþíïõìå óôï hi êáé ôá äýï åßäç «óõìðôýîåùí» ôÞò ìïñöÞò ôùí óôïé·åßùí

ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò óôá (ii) êáé (iii). ¤

2.2.3 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé  ⊆  ôüôå ìðïñåß êáíåßò íá

ïñßóåé êáé ôá äåîéÜ/áñéóôåñÜ éäåþäç

hiáñ :=
\
{áñéóôåñÜ éäåþäç  ôïý  |  ⊇ }

êáé

hiä :=
\
{äåîéÜ éäåþäç  ôïý  |  ⊇ } 

áíôéóôïß·ùò, ôá ðáñáãüìåíá áðü ôï  êáé íá áðïäåßîåé ôéò éäéüôçôÝò ôïõò ðïõ

áíáëïãïýí óå áõôÝò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí óôçí ðñüôáóç 2.2.2 ãéá ôï hi.
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2.2.4 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  ∈ 

(i) Ôï êýñéï éäåþäåò hi áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò
X

=1

   +  +  + 

  1      1      ∈   ∈ N êáé  ∈ Z
(ii) ÅÜí ï  åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hi =
⎧⎨⎩

X
=1

  

¯̄̄̄
¯̄ 1      1      ∈   ∈ N

⎫⎬⎭ 

(iii) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå hi = { +  |  ∈   ∈ Z} 
(iv) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hi =  = {  |  ∈ } 

2.2.5 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáíï åßíáé ìåôáèåôéêüò áëëÜ äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï êáé  ∈  ôá éäåþäç ôïõ hi êáé  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ßóá. Åðß ðáñá-

äåßãìáôé, üôáí  = 2Z ôüôå h2i 6= (2Z) 2 äéüôé 2 ∈ h2i  åíþ 2 ∈ (2Z) 2

2.2.6 Ðñüôáóç. ÊÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí åßíáé ôÞò
ìïñöÞò hi = Z üðïõ  ∈ Z (Ïé åí ëüãù ãåííÞôïñåò  åßíáé, âåâáßùò, äõíá-
ôüí íá ðåñéïñéóèïýí óôá óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ N0 êáèüôé ìéá åíäå·üìåíç áëëáãÞ
ðñïóÞìïõ ôïý åêÜóôïôå èåùñïýìåíïõ  äåí åðéöÝñåé äéáöïñïðïßçóç ôïý êõñßïõ
éäåþäïõò hi.) Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z åßíáé êýñéï éäåþäåò.
Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíá éäåþäåò ôïý Z. ÅÜí  = {0} ôüôå  = h0i. ÅÜí {0} $ 

ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò áêÝñáéïò  ∈ r{0}¢ñá êáé ï áíôßèåôüò ôïõ−áíÞêåé óôï

r{0} (áöïý − = 0 −  ìå 0 ∈  êáé  ∈ ). Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ìç ôåôñéììÝíï

éäåþäåò  ôïý Z ðåñéÝ·åé èåôéêïýò áêåñáßïõò. ¸óôù

0 := min{ ∈ N |  ∈ }
Èá äåßîïõìå üôé  = h0i  ÐñÜãìáôé° Ýóôù  ôõ·üí óôïé·åßï ôïý  Ôüôå ôï  äéáé-

ñïýìåíï ìå ôï 0 äßíåé õðüëïéðï , üðïõ  = 0 +    ∈ Z 0 ≤   0 ïðüôå

 ∈ Z 0 ∈  =⇒ 0 ∈  =⇒
∈

− 0 =  ∈ 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  = 0 (äéüôé áëëéþò èá ðáñïõóéáæüôáí áíôßöáóç ùò ðñïò ôçí

åðéëïãÞ ôïý 0). ¢ñá  = 0 ∈ h0i, Þôïé  ⊆ h0i  Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

h0i = {0 |  ∈ Z} ⊆ 

¢ñá ôåëéêþò  = h0i = h−0i  ¤
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2.3 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÌÅ «ËÉÃÁ» ÉÄÅÙÄÇ

ÕðÜñ·ïõí äáêôýëéïé ìå ìéêñü áñéèìü éäåùäþí, ïé ïðïßïé áîßæïõí éäéáßôåñçò

ìíåßáò.

2.3.1 Ïñéóìüò. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò  ïíïìÜæåôáé áðëüò äáêôýëéïò3

üôáí äåí äéáèÝôåé (áìößðëåõñá) éäåþäç ðÝñáí ôïý {0} êáé ôïý 

2.3.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò åßíáé áðëüò.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç óõíÝðåéá ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.11. ¤

2.3.3 Ðñüôáóç. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò  ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áðëüò.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç óõíÝðåéá ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.9. ¤

2.3.4 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáé  ∈ N ôüôå ï
Mat×() åßíáé Ýíáò áðëüò äáêôýëéïò.

Áðïäåéîç. ¸óôù E ∈ Mat×() ï âïçèçôéêüò ðßíáêáò ï Ý·ùí ùò åããñáöÞ

ôïõ óôçí -ïóôÞ ãñáììÞ êáé óôçí -ïóôÞ óôÞëç ôï 1 êáé ùò ëïéðÝò åããñáöÝò ôïõ

ôï 0 ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá ïéïíäÞðïôå A ∈ Mat×() êáé ïéïõóäÞðïôå äåßêôåò
  ∈ {1  } Ý·ïõìå

Ãñ(EA) =

⎧⎨⎩
Ãñ(A) üôáí  = 

(0  0) üôáí  ∈ {1  }r{}
(2.2)

êáé

Óô(AE) =

⎧⎨⎩
Óô(A) üôáí  = 

(0  0)
|  üôáí  ∈ {1  }r{}

(2.3)

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò èåùñïýìå Ýíá éäåþäåò  ôïýMat×() äéÜöïñï
ôïý ôåôñéììÝíïõ. Ôüôå õðÜñ·åé Ýíáò ðßíáêáòA = ()1≤≤ ∈ r{0Mat×()}
ïðüôå õößóôáíôáé 0 0 ∈ {1  } ìå 00 6= 0 Ãéá êÜèå äåßêôç  ∈ {1  } ïé
(2.2) êáé (2.3) ìáò ïäçãïýí óôï óõìðÝñáóìá üôé4

E0 AE0 = E0

Ã
X
=1

0E0

!
=

X
=1

0E0E0 = 00E

3Ï åí ëüãù ïñéóìüò åßíáé áíÜëïãïò åêåßíïõ ôùí áðëþí ïìÜäùí.
4Ï ðßíáêáò 00E äçëïß áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü ôïýE ìå ôïí 00 êáé åßíáé -ùò åê ôïýôïõ- ï ðßíáêáò

ðïõ Ý·åé ùò åããñáöÞ ôïõ óôç èÝóç ( ) ôï 00 êáé óå üëåò ôéò Üëëåò èÝóåéò åããñáöÝò ðïõ åßíáé ßóåò ìå ôï 0.
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ÅðåéäÞ A ∈  êáé E0 E0 ∈ Mat×() ôïýôï óçìáßíåé üôé 00E ∈  Åðé-

ðñïóèÝôùò, åðåéäÞ ï  åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ïñßæåôáé ôï áíôßóôñïöï óôïé-

·åßï −100ôïý 00  Ùò åê ôïýôïõ,

00E ∈ 

−100E ∈Mat×()

¾
=⇒ (00E)

³
−100E

´
= E ∈ 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

I :=

⎛⎜⎜⎝
1 0 · · · 0 0
0 1 · · · 0 0
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.
.
.
.

0 0 · · · 1 0
0 0 · · · 0 1

⎞⎟⎟⎠ =
X
=1

E ∈ 

ÅðåéäÞ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï I ôïýMat×() áíÞêåé óôï éäåþäåò  Ý·ïõìå êáô'
áíÜãêçí  =Mat×() ¤

2.3.5 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ  ç ïðïßá äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñá-
óìÝíï áñéèìü éäåùäþí, åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈ r{0} Èåùñïýìå ôá êýñéá éäåþäç hi  2®  3®  
ÅðåéäÞ £

+1 =  ∈ ®  ∀ ∈ N¤ =⇒ £
+1

® ⊆ ®  ∀ ∈ N¤ 
ó·çìáôßæåôáé ç åîÞò áêïëïõèßá äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí êõñßùí éäåùäþí:

hi ⊇ 2® ⊇ 3® ⊇ · · ·
ÅðåéäÞ ç áêåñáßá ðåñéï·Þ  äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü éäåùäþí,

èá õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ N, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

hi = +1® =⇒ £
(∃ ∈ ) :  = +1

¤


¼ìùò ôïýôï Ý·åé ùò óõíÝðåéá üôé (1 − ) = 0, ôï ïðïßï, óõíäõáæüìåíï ìå

ôï üôé  ∈ r{0} êáé ôï üôé o  åßíáé åî õðïèÝóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, ìáò äß-

äåé  = 1, ïðüôå ôï  åßíáé (ðïëëáðëáóéáóôéêü) áíôßóôñïöï ôïý (áõèáéñÝôùò

åðéëåãìÝíïõ) ìç ìçäåíéêïý óôïé·åßïõ . ¤

2.4 ËÏÃÉÓÌÏÓ ÌÅ ÉÄÅÙÄÇ

Ôá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ ìðïñïýí íá ðñïóôåèïýí, íá ðïëëáðëáóéáóèïýí Þ -óå

ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò- êáé íá äéáéñåèïýí. Ç åîïéêåßùóç ìå ôïí «ëïãéóìü ìå éäåþ-

äç» èá áðïâåß ·ñÞóéìç ôüóï ãéá ïñéóìÝíá ôìÞìáôá ôÞò áíáðôõóóüìåíçò èåùñßáò

üóï êáé ãéá ôçí åõ·åñÝóôåñç åðßëõóç áóêÞóåùí.
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2.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá 1       ∈ N  ≥ 2
áñéóôåñÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç ôïõ. Ïñßæïõìå ôï Üèñïé-

óìá5 êáé ôï ãéíüìåíü ôïõò ùò:

1 + · · ·+  :=
P
=1

 := {1 + · · ·+  |  ∈   ∀ 1 ≤  ≤ }

êáé

1 · · ·  :=

⎧⎪⎨⎪⎩
áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò

X
=1

1 2 · · ·   ìå  ∈  1 ≤  ≤   ∈ N

⎫⎪⎬⎪⎭
áíôéóôïß·ùò6. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ôüóï ôï 1 + · · · +  üóï êáé ôï

1 · · ·  áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò

ôïý 

2.4.2 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï, ôüôå

1 + · · ·+  = h1 ∪ · · · ∪ i 

ÐñÜãìáôé° áðü ôïí ïñéóìü ôïý 1+ · · ·+ ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñïöáíÞò. Êáé

åðåéäÞ ôï éäåþäåò h1 ∪ · · · ∪ i éóïýôáé ìå(
X
=1

  

¯̄̄̄
¯ 1      1      ∈  1   ∈ 1 ∪ · · · ∪   ∈ N

)


êÜèå  ∈ h1 ∪ · · · ∪ i ìðïñåß (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç äåé-

êôþí) íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ  = 1+2+· · ·+ üðïõ ãéá êÜèå  ∈ {1     }

 =

X
=1

   1       1      ∈ 

5Ôï Üèñïéóìá ìðïñåß íá ïñéóèåß êáé ãéá ôõ·ïýóåò ïéêïãÝíåéåò éäåùäþí ()∈Λ ôïý (ìåΛ 6= ∅) ùò áêïëïýèùò:

X
∈Λ

 :=

(
1 + · · ·+ 

¯̄̄̄
¯  ∈   ∀ ∈ {1  }

ãéá ïéïäÞðïôå {1  } ⊆ Λ  ∈ N

)


6Ðñïóï·Þ! Ìç óõã·Ýåôå ôï ãéíüìåíï  :=
n P

=1 

¯̄̄
 ∈   ∈   ∈ N

o
äõï éäåùäþí   ôïý  ìå

ôï óýíïëï {|  ∈   ∈ }! Ôï ôåëåõôáßï åíäÝ·åôáé íá ìçí åßíáé éäåþäåò (áêüìç êáé áí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò

ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï). Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí óôïí  = R[X1X2] èåùñÞóïõìå ôá  =  = hX1X2i  ôüôå ôá
óôïé·åßá X21 êáé X22 áíÞêïõí óôï {(X1X2)(X1X2)|(X1X2) ∈  (X1X2) ∈ }  Ùóôüóï, ôï ÜèñïéóìÜ

ôïõò X21+ X
2
2 äåí áíÞêåé óå áõôü.
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ãéá êáôÜëëçëá 1   ∈  êáé  ∈ N ¢ñá Ý·ïõìå êáé

h1 ∪ · · · ∪ i ⊆ 1 + · · ·+ 

(ii) Áò óçìåéùèåß üôé -åí áíôéèÝóåé ðñïò ôçí ôïìÞ- ç Ýíùóç äõï éäåùäþí åíüò äá-

êôõëßïõ ìðïñåß íá ìçí áðïôåëåß éäåþäåò ôïý èåùñïýìåíïõ äáêôõëßïõ7. Åðß ðáñá-

äåßãìáôé, ç Ýíùóç 3Z ∪ 5Z ôùí êõñßùí éäåùäþí h3i = 3Z êáé h5i = 5Z ôïý Z äåí

åßíáé éäåþäåò ôïý Z, äéüôé ôüóïí ôï 3 üóïí êáé ôï 5 áíÞêïõí óôçí 3Z ∪ 5Z, áëë'
åíôïýôïéò 2 = 5− 3 ∈ 3Z ∪ 5Z
(iii) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá 1 = · · · =  =  óõìâïëßæïõìå ôï ãéíü-

ìåíï 1 · · ·  êáé ùò  (Þôïé åí åßäåé «äõíÜìåùò»), ðñïóÝ·ïíôáò -üìùò- íá ìçí ôï

óõã·Ýïõìå ìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïý  ( öïñÝò) ìå ôïí åáõôü ôïõ! Ãéá êÜèå

éäåþäåò  åíüò äáêôõëßïõ  ðñïêýðôåé ìéá áêïëïõèßá äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí

éäåùäþí

 ⊇ 2 ⊇ 3 ⊇ · · · ⊇  ⊇ +1 ⊇ · · ·  ∀ ∈ N
Åðß ðáñáäåßãìáôé, åíôüò ôïý äáêôõëßïõZ ôùí áêåñáßùí (ðñâë. 2.4.13 (iii)), Ý·ïõìå

h2i % h4i % h8i % · · · % h2i % 2+1® % · · ·  ∀ ∈ N
Ïé ðñïôÜóåéò 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5 êáé 2.4.14, ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí, Ý·ïõí ùò óôü·ï

ôçí ðåñéãñáöÞ ïñéóìÝíùí âáóéêþí áñ·þí ôïý «ëïãéóìïý ìå éäåþäç».

2.4.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé   ∈ , ôüôå

(i) hi+ hi = {+  |   ∈ } êáé
(ii) hi hi = hi 
Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ Ý·ïõìå hi =  êáé hi = , ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï

2.4.2 (i).

(ii) Ðñïöáíþò,

hi hi =

⎧⎨⎩
X

=1

() ()

¯̄̄̄
¯̄ 1      1      ∈   ∈ N

⎫⎬⎭
=

⎧⎨⎩
⎛⎝ X

=1



⎞⎠ 

¯̄̄̄
¯̄ 1      1      ∈   ∈ N

⎫⎬⎭
= 

üðïõ  = hi  ¤
7Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé ç Ýíùóç  ∪  äõï éäåùäþí   åíüò äáêôõëßïõ áðïôåëåß éäåþäåò áõôïý åÜí êáé

ìüíïí åÜí åßôå  ⊆  åßôå  ⊆ 
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2.4.4 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé 1 2 3  03 ôÝóóåñá (áñé-
óôåñÜ, äåîéÜ Þ áìößðëåõñá) éäåþäç ôïõ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (1 + 2) + 3 = 1 + (2 + 3) 

(ii) (1 2) 3 = 1 (2 3) 

(iii) 1 (2 + 3) = (1 2) + (1 3)  (1 + 2) 
0
3 = (1 

0
3) + (2 

0
3) 

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí  ∈ (1 + 2) + 3. Ôï  ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá + 3,

üðïõ  ∈ 1+2 êáé 3 ∈ 3, êáé ôï  = 1+2, üðïõ 1 ∈ 1 êáé 2 ∈ 2. ÅðïìÝíùò,

ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôÞò ðñïóèÝóåùò,

 = (1 + 2) + 3 = 1 + (2 + 3) ∈ 1 + (2 + 3) 

Þôïé (1 + 2)+3 ⊆ 1+(2 + 3) Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ 1+(2 + 3), ôüôå ôï

 ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá 1+, üðïõ 1 ∈ 1 êáé  ∈ 2+3 êáé ôï  = 2+3 üðïõ

2 ∈ 2 êáé 3 ∈ 3. ÅðïìÝíùò, êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôÞò

ðñïóèÝóåùò,

 = 1 + (2 + 3) = (1 + 2) + 3 ∈ (1 + 2) + 3

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, (1 + 2) + 3 = 1 + (2 + 3).

(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ (1 2) 3. Ôüôå

 =
X

=1

  üðïõ  ∈ N  ∈ 1 2  ∈ 3 ∀ ∈ {1     }

Ðáñïìïßùò, ãéá êÜèå  ∈ {1     },

 =

X
=1

 üðïõ  ∈ N  ∈ 1  ∈ 2 ∀ ∈ {1     }

ÅðïìÝíùò, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò,

 =
P

=1

µ P
=1



¶
 =

P
=1

P
=1

() ∈ 1 (2 3) =⇒ (1 2) 3 ⊆ 1 (2 3) 

Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç 1 (2 3) ⊆ (1 2) 3.
(iii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ 1 (2 + 3). Ôüôå

 =
X

=1

 ( + )  üðïõ  ∈ N  ∈ 1  ∈ 2  ∈ 3 ∀ ∈ {1     }

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò,

 =
X

=1

| {z }
∈1 2

+
X

=1

| {z }
∈1 3
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 1 (2 + 3) ⊆ (1 2) + (1 3)  Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé

ç áíôßóôñïöç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, êáèþò êáé ç (1 + 2) 
0
3 = (1 

0
3) + (2 

0
3)  ¤

2.4.5 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá 1 2 3 éäåþäç ôïõ.

Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) 1 2 ⊆ 1 ∩ 2
(ii) (1 + 2) (1 + 3) ⊆ 1 + 2 3 ⊆ 1 + (2 ∩ 3) 

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  ∈ 1 2, ôüôå

 =
X

=1

  üðïõ  ∈ N  ∈ 1  ∈ 2 ∀ ∈ {1     }

¼ìùò, áðü ôïí ïñéóìü ôïý éäåþäïõò,

( ∈ 1 ⊆ ) =⇒ ( ∈ 2) =⇒  ∈ 2
( ∈ 2 ⊆ ) =⇒ ( ∈ 1) =⇒  ∈ 1

¾
=⇒  ∈ 1 ∩ 2

(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ (1 + 2) (1 + 3). Ôüôå

 =
X

=1

  üðïõ  ∈ N  ∈ 1 + 2  ∈ 1 + 3 ∀ ∈ {1     }

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò êáé ôïý üôé

 =  +    =  +  

ãéá êÜðïéá  ∈ 1  ∈ 2  ∈ 1  ∈ 3, ∀ ∈ {1     }, Ý·ïõìå

 =

⎛⎜⎜⎜⎝ P
=1
( +  + )| {z }

∈1

+
P

=1
| {z }

∈2 3

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ 1 + 2 3

äçëáäÞ (1 + 2) (1 + 3) ⊆ 1+2 3. Ç äåýôåñç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Ýðåôáé Üìåóá

áðü ôçí (i). ¤

2.4.6 Óçìåßùóç. Ïé åãêëåéóìïß (i) êáé (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5 ìðïñïýí íá åß-

íáé áõóôçñïß áêüìç êáé ãéá ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Åðß

ðáñáäåßãìáôé, åÜí åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí èåùñÞóïõìå ôá

éäåþäç 1 2 ìå 1 = 2 := h2i  ôüôå

1 2 = h4i $ 1 ∩ 2 = h2i 



60 éäåùäç êáé ðçëéêïäáêôõëéïé

Åðßóçò, ãéá ôá éäåþäç 1 := h12i  2 := h20i  3 := h30i Ý·ïõìå

(1 + 2) (1 + 3) = h24i $ 1 + 2 3 = h12i

êáé ãéá ôá éäåþäç 1 := h24i  2 := h4i  3 := h6i Ý·ïõìå

1 + 2 3 = h24i $ 1 + (2 ∩ 3) = h12i 

(Ðñâë. ðüñéóìá 2.4.13).

2.4.7 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï êáé ôá 1 2 äõï éäåþäç ôïõ ìå 1 + 2 =  Ôüôå

1 2 = 1 ∩ 2

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5, 1 2 ⊆ 1 ∩ 2¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï

 ∈ 1 ∩ 2 ÅðåéäÞ 1 + 2 =  õðÜñ·ïõí  ∈ 1 êáé  ∈ 2 ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

ç éóüôçôá +  = 1 ïðüôå

 =  · 1 = (+ ) = + 

 ∈ 2  ∈ 1 ⇒  ∈ 2 1 = 1 2
 ∈ 1  ∈ 2 ⇒  ∈ 1 2

⎫⎬⎭ =⇒  ∈ 1 2

áð' üðïõ Ýðåôáé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò 1 ∩ 2 ⊆ 1 2 ¤

2.4.8 Ïñéóìüò. ÊÜèå éäåþäåò  åíüò äáêôõëßïõ  ãéá ôï ïðïßï

∃ ∈ N :  = {0}

êáëåßôáé ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò.

2.4.9 Ðñüôáóç. ÊÜèå óôïé·åßï åíüò ìçäåíïäýíáìïõ éäåþäïõò  åíüò äáêôõëßïõ 
åßíáé ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï ôïý  (âë. 1.2.15), äçëáäÞ  ⊆ Nil()

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  ôüôå

õðÜñ·åé  ∈ N :  = {0} ïðüôå
Q
=1

 = 0 ãéá ïéáäÞðïôå 1      ∈ 

ÉäéáéôÝñùò, ãéá êÜèå  ∈   = 0 ïðüôå  ∈ Nil() ¤

2.4.10 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï  åßíáé éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  ìå  ⊆ Nil() ôï 

äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò. (Ãéá íá óõìâáßíåé áõôü, èá ðñÝðåé

íá ðëçñïýíôáé êÜðïéåò åðéðñüóèåôåò óõíèÞêåò, üðùò åêåßíåò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé

óôçí ðñüôáóç 2.4.11.) Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñþíôáò ôü  := Nil() (ðïõ åßíáé

éäåþäåò âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò 2-6) åíôüò ôïý ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  :=
∞Q
=1

Z2

(âë. 1.1.4 (iv) êáé (v)), ðáñáôçñïýìå üôé ôï  äåí åßíáé ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò.
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ÐñÜãìáôé° õðïèÝôïíôáò ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ  ∈ N :  = {0} èá Ýðñåðå íá

éó·ýåé  = 0 ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈ ðñÜãìááäýíáôï, äéüôé ð.·. ãéá ôá óôïé·åßá

 := ([0]2 [0]22      [0]2−1  [0]2  [2]2+1  [0]2+2  [0]2+3     ) ∈ 

(ôá ïñéæüìåíá ãéá êÜèå  ∈ N), Ý·ïõìå +1 = 0 êáé  6= 0

2.4.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò åíüò ìåôá-
èåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé  ⊆ Nil() ôüôå ôï  åßíáé ìçäåíï-
äýíáìï éäåþäåò.

Áðïäåéîç. ÅÜí  = h1     i  ôüôå (åî õðïèÝóåùò) ∃ ∈ N : 

 = 0

ãéá êÜèå  ∈ {1     } ¸óôù  := max{ |  ∈ {1     }} êáé Ýóôù  ôõ·üí

óôïé·åßï ôïý  Ðñïöáíþò,

 = 0 ∀ ∈ {1     } (2.4)

ÊáôÜ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.2 õðÜñ·ïõí 1      ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

ç éóüôçôá  =
P

=1   ÅðåéäÞ ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï, Ý·ïõìå (ëüãù ôïý ïñéóìïý ôïý  ôùí éóïôÞôùí (2.4) êáé ôïý ôýðïõ (1.6))⎛⎝ X
=1



⎞⎠

= 0 =⇒  = 0 ∀ ∈ 

ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå ∈ N éó·ýåé (åî ïñéóìïý) ç éóüôçôá

 = h{12 · · ·  | 1 ≤ 1 2      ≤ }i

=

*⎧⎨⎩11 22 · · · 

¯̄̄̄
¯̄(1 2     ) ∈ N0 : X

=1

 = 

⎫⎬⎭
+


Åéäéêüôåñá, ãéá =  ëáìâÜíïõìå

 =

*⎧⎨⎩11 22 · · · 

¯̄̄̄
¯̄(1 2     ) ∈ N0 : X

=1

 = 

⎫⎬⎭
+

Èá áðïäåßîïõìå üôé  = {0} Ðñïò ôïýôï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé üëïé ïé

ãåííÞôïñåò ôïý  åßíáé ßóïé ìå ôï 0 ¼ìùò êÜèå ãåííÞôïñÜò ôïõ (âÜóåé ôùí

ðñïáíáöåñèÝíôùí) åßíáé ôÞò ìïñöÞò 11 22 · · ·   üðïõ

(1 2     ) ∈ N0 :
X

=1

 = 
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Ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò äåßêôçò  ∈ {1     } ìå8  ≥  áð'

üðïõ Ýðåôáé üôé

11 22 · · ·  = 11 · · · −1−1 

 

+1
+1 · · · 

= 11 · · · −1−1
³
 

−


´

+1
+1 · · · 

= 11 · · · −1−1
³
0 · −

´

+1
+1 · · ·  = 0

¢ñá ôåëéêþò  = {0} ¤

2.4.12 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôá   äõï

éäåþäç ôïõ. Ôï ðçëßêï  :  ôïý  äéÜ ôïý  ïñßæåôáé ùò

 :  := { ∈  |  ∈  ãéá êÜèå  ∈  } = { ∈  |  ⊆  }

êáé áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý 

Ïé «ðñÜîåéò» ðïõ ïñßóáìå åðß ôùí éäåùäþí ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí, åöáñìïæüìå-

íåò óôïí äáêôýëéï Z óõìðåñéöÝñïíôáé ùò áêïëïýèùò:

2.4.13 Ðüñéóìá. ÅÜí hi êáé hi åßíáé äýï ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z
ôùí áêåñáßùí, üðïõ ∈ Zr{0} ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) hi ∩ hi = håêð()i 
(ii) hi+ hi = hìêä()i 
(iii) hi hi = hi 
(iv) hi : hi =

D


ìêä()

E
.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí  ∈ hi ∩ hi  Ôüôå  ∈ hi êáé  ∈ hi, ïðüôå
 =  =  ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z. ¸óôù  := ìêä(). Ðñïöáíþò,


³


´
 = 

³


´
 =⇒ 

³


´
= 

³


´
=⇒ 



¯̄̄

³


´


êé åðåéäÞ ìêä
¡

 




¢
= 1 Ý·ïõìå 



¯̄
 =⇒  =  

  ãéá êÜðïéïí  ∈ Z. ÊáôÜ

óõíÝðåéáí,

 =  = 



 =

³



´
 = sign () åêð ()  =⇒  ∈ håêð()i 

Þôïé hi ∩ hi ⊆ håêð()i  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ håêð()i  ôüôå Ý·ïõìå
 =  åêð() ãéá êÜðïéïí  ∈ Z, ïðüôå9

 = 
|| ||

ìêä()
= 

µ
 sign () ||
ìêä()

¶
= 

µ
 sign () ||
ìêä()

¶


8Áëëéþò èá åß·áìå
P

=1   

9Ãéá êÜèå  ∈ Z èÝôïõìå sign() := 1 üôáí  ≥ 0 êáé sign() := −1 üôáí   0
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üðïõ  sign() ||
ìêä() ∈ Z êáé  sign() ||

ìêä() ∈ Z Óõíåðþò Ý·ïõìå  ∈ hi ∩ hi, äçëáäÞ
håêð()i ⊆ hi ∩ hi 
(ii) ÊáôÜ ôo (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3, hi+ hi = {+  |   ∈ Z} ÅðåéäÞ ï

ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí êáé  ãñÜöåôáé ùò áêÝñáéïò ãñáììéêüò óõíäõá-

óìüò ôùí êáé  Ý·ïõìå

ìêä() ∈ (hi+ hi) =⇒ hìêä()i ⊆ hi+ hi 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  := ìêä() êáé  ∈ hi+ hi, ôüôå

( = +    ∈ Z) =⇒  =

µ



+





¶


üðïõ 
 + 

 ∈ Z ïðüôå  ∈ hìêä()i. Ôïýôï óçìáßíåé üôé hi+ hi ⊆ hi 
(iii) ÐñïöáíÝò åðß ôç âÜóåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3.

(iv) Áò õðïèÝóïõìå üôé  ∈ hi : hi. Ôüôå -åî ïñéóìïý-  ∈ hi ãéá êÜèå óôïé·åßï

 ∈ hi. ÉäéáéôÝñùò,  ∈ hi ⇒ [∃ ∈ Z :  = ]  ÅÜí  := ìêä(), ôüôå

ìêä( 

 ) = 1 ïðüôå





= 




=⇒ 



¯̄̄




=⇒ 



¯̄̄
 =⇒  = 






ãéá êÜðïéïí  ∈ Z¢ñá





= 








=⇒  = 




= 



ìêä()
=⇒  ∈

¿


ìêä()

À


Þôïé hi : hi ⊆
D


ìêä()

E
. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈

D


ìêä()

E
, ôüôå  =  ,

üðïõ  ∈ Z êáé  := ìêä(), ïðüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï  ôïý hi ( ∈ Z), Ý·ïõìå

 =
³





´
 =

³






´
 ∈ hi =⇒  ∈ hi : hi 

Þôïé
D


ìêä()

E
⊆ hi : hi. ¤

2.4.14 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé 1 2 3 ôñßá
éäåþäç ôïõ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (1 : 3) + (2 : 3) ⊆ (1 + 2) : 3

(ii) 1 : (2 + 3) = (1 : 2) ∩ (1 : 3)  (1 ∩ 2) : 3 = (1 : 3) ∩ (2 : 3) 
(iii) (1 : 2) 2 ⊆ 1 1 ⊆ ((1 2) : 2) 
(iv) (1 : 2) : 3 = 1 : (2 3) = (1 : 3) : 2.
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Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ (1 : 3)+(2 : 3) Ôüôå  = 1+2 üðïõ

1 ∈ (1 : 3) êáé 2 ∈ (2 : 3)  Ùò åê ôïýôïõ,

13 ⊆ 1

23 ⊆ 2

)
⇒ (1 + 2) 3 ⊆ 1 + 2

áð' üðïõ óõíÜãåôáé üôé  ∈ (1 + 2) : 3, oðüôå (1 : 3)+(2 : 3) ⊆ (1 + 2) : 3.

(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ 1 : (2 + 3). Ôüôå  ∈ 1 ∀ ∈ 2 + 3 ÅðïìÝíùò, ëáìâÜ-
íïíôáò õð' üøéí üôé 2 ⊆ 2 + 3 êáé 3 ⊆ 2 + 3 óõìðåñáßíïõìå üôé

 ∈ 1 ∀ ∈ 2 (⊆ 2 + 3)

 ∈ 1 ∀ ∈ 3 (⊆ 2 + 3)

)
⇒  ∈ (1 : 2)

 ∈ (1 : 3)
¾
=⇒  ∈ (1 : 2) ∩ (1 : 3) 

¢ñá 1 : (2 + 3) ⊆ (1 : 2) ∩ (1 : 3). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

 ∈ (1 : 2) ∩ (1 : 3) =⇒ 2 ⊆ 1 êáé 3 ⊆ 1

ïðüôå 2 + 3 =  (2 + 3) ⊆ 1 + 1 = 1 ⇒  ∈ 1 : (2 + 3)  Åí óõíå·åßá,

õðïèÝôïõìå üôé  ∈ (1 ∩ 2) : 3, Þôïé üôé éó·ýåé 3 ⊆ 1 ∩ 2 ÅðåéäÞ 1 ∩ 2 ⊆ 1
êáé 1 ∩ 2 ⊆ 2 Ý·ïõìå 3 ⊆ 1 êáé 3 ⊆ 2 äçëáäÞ  ∈ (1 : 3) ∩ (2 : 3) 
Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ (1 : 3) ∩ (2 : 3)  ôüôå 3 ⊆ 1 êáé 3 ⊆ 2 ïðüôå

3 ⊆ 1 ∩ 2 ⇒  ∈ (1 ∩ 2) : 3
(iii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ (1 : 2) 2 Ôüôå

 =
X

=1

  üðïõ  ∈ N  ∈ (1 : 2)   ∈ 2 ∀ ∈ {1     }

ïðüôå∙
2 ⊆ 1

 ∈ 2

¾
=⇒  ∈ 1 ∀ ∈ {1     } =⇒  ∈ 1

¸
=⇒ (1 : 2) 2 ⊆ 1

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå üôé  ∈ 1 Ðñïöáíþò,  ∈ 1 2 ∀ ∈ 2 Áõôü óç-

ìáßíåé áõôïìÜôùò üôé  ∈ ((1 2) : 2)  ïðüôå éó·ýåé êáé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç

1 ⊆ ((1 2) : 2).
(iv) ¸óôù ôõ·üí  ∈ (1 : 2) : 3 Ôüôå  ∈ 1 : 2 ∀ ∈ 3 ïðüôå

[()  = ()  ∈ 1 ∀ ∈ 3 ∀ ∈ 2] =⇒ [ ∈ 1 : 3 ∀ ∈ 2]=⇒  ∈ (1 : 3) : 2
¢ñá (1 : 2) : 3 ⊆ (1 : 3) : 2 Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ (1 : 3) : 2 ôüôå
 ∈ 1 : 3 ãéá êÜèå  ∈ 2 ïðüôå

[()  = ()  ∈ 1 ∀ ∈ 2 ∀ ∈ 3]=⇒ [ ∈ 1 : 2 ∀ ∈ 3] =⇒  ∈ (1 : 2) : 3
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé (1 : 3) : 2 ⊆ (1 : 2) : 3 ¢ñá (1 : 2) : 3 = (1 : 3) : 2.

Õðïëåßðåôáé íá äåßîïõìå ôçí éóüôçôá 1 = 2 üðïõ

1 := 1 : (2 3)  2 := (1 : 2) : 3
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ÌÝóù ôïý ïñéóìïý ôïý ðçëßêïõ éäåùäþí êáé ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý äáêôõëßïõ
áíáöïñÜò ìáò ëáìâÜíïõìå

1 (2 3) ⊆ 1

23 ⊆ 1 : 2

)
⇒
(
(13) 2 ⊆ 1

(23) 2 ⊆ 1

)
⇒
(

13 ⊆ 1 : 2

2 (23) ⊆ 1

)
⇒
(

1 ⊆ 2

2 ⊆ 1

)


ïðüôå üíôùò 1 = 2. ¤

2.5 ÐÑÙÔÁ ÊÁÉ ÌÅÃÉÓÔÉÊÁ ÉÄÅÙÄÇ

2.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá éäåþäåò p ôïý  êáëåßôáé ðñþôï

éäåþäåò üôáí p $  êáé ãéá ïéáäÞðïôå éäåþäç   ôïý  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[ ⊆ p =⇒ åßôå  ⊆ p åßôå  ⊆ p]

2.5.2 Ðñüôáóç. ¸óôù p $  Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  ÅÜí ãéá ïéïäÞðïôå
æåýãïò ( ) ∈ × éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[ ∈ p =⇒ åßôå  ∈ p åßôå  ∈ p] (2.5)

ôüôå ôï p åßíáé ðñþôï. Êáé áíôéóôñüöùò ° åÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò åíüò
äáêôõëßïõ  êáé ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå ôï p éêáíïðïéåß ôçí (2.5).

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå åí ðñþôïéò üôé ç óõíèÞêç (2.5) éêáíïðïéåßôáé. ÅÜí

ôá   åßíáé éäåþäç ôïý  ìå  ⊆ p êáé  * p ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï

 ∈ rp Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå  ∈  ⊆ p ïðüôå åî õðïèÝóåùò åßôå  ∈ p åßôå
 ∈ p ÅðåéäÞ  ∈ p áõôü óçìáßíåé üôé  ∈ p ãéá êÜèå  ∈  ¢ñá  ⊆ p êáé ôï
p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò

åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  êáé  ∈ p ôüôå ôï êýñéï éäåþäåò hi ðåñéÝ·åôáé
óôï p Ëüãù ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý  (âë. 2.2.4 (iii)) Ý·ïõìå

hi hi ⊆ hi ⊆ p
p ðñþôï éäåþäåò

¾
=⇒ åßôå hi ⊆ p åßôå hi ⊆ p

ïðüôå åßôå  ∈ p åßôå  ∈ p êáé ôï p éêáíïðïéåß ôçí (2.5). ¤

2.5.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} ïéáóäÞðïôå áêåñáßáò ðåñéï-
·Þò  åßíáé ðñþôï, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

 = 0 ⇐⇒ åßôå  = 0 åßôå  = 0

(ii) Ôï éäåþäåò h10i ôïý äáêôõëßïõ Z äåí åßíáé ðñþôï, êáèüôé 2 · 5 ∈ h10i áëëÜ
2 ∈ h10i êáé 5 ∈ h10i  Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý Z ðñïóäéïñßæåôáé

ðëÞñùò óôçí ðñüôáóç 2.5.4
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(iii) Ôï

 :=

(
X
=0

X
 ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯ ∈ N0 0 ≡ 0(mod 2)

)

åßíáé Ýíá ìç êýñéï éäåþäåò ôïý Z[X] (Bë. Üóêçóç 2-7). ÅðïìÝíùò,  $ Z[X]
ÅðéðñïóèÝôùò, ôï  åßíáé ðñþôï éäåþäåò. ÐñÜãìáôé° åÜí ôá

(X) =
X
=0

X
 ∈ Z[X]  (X) =

X
=0

X
 ∈ Z[X]

åßíáé ðïëõþíõìá, ôÝôïéá þóôå (X)(X) ∈  ôüôå ï óôáèåñüò üñïò 00 ôïý

(X)(X) ïöåßëåé íá åßíáé Üñôéïò áêÝñáéïò áñéèìüò. Êáô' áíÜãêçí ëïéðüí, åßôå

0 ≡ 0(mod 2) (äçëáäÞ (X) ∈ ) åßôå 0 ≡ 0(mod2) (äçëáäÞ (X) ∈ ).

(iv) Ç ìåôáèåôéêüôçôá ôïý äáêôõëßïõ  åßíáé áíáãêáßá ãéá íá éó·ýåé ôï áíôß-

óôñïöï óôçí ðñüôáóç 2.5.2. Åðß ðáñáäåßãìáôé, o  =Mat× () (üðïõ  Ýíáò

äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò)  ≥ 2 åßíáé ìç ìåôáèåôéêüò, áðëüò äáêôýëéïò (âë. ðñü-

ôáóç 2.3.4), ïðüôå ôá ìüíá ôïõ éäåþäç åßíáé ôï {0} êáé ôï  Ùò åê ôïýôïõ, åÜí

ôá   åßíáé éäåþäç ôïý  ìå  ⊆ {0} Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí åßôå  = {0} åßôå
 = {0}Áõôü óçìáßíåé üôé ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý

 Ùóôüóï, åðåéäÞ ï  äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ç óõíèÞêç (2.5) äåí éêáíïðïéåß-
ôáé!

2.5.4 Ðñüôáóç. (Ðñþôá éäåþäç ôïý Z) Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý äá-
êôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí áðáñôßæåôáé áðü ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò êáé ôá
êýñéá éäåþäç ôÞò ìïñöÞò hi  üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò.
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïòZ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôï {0} åßíáé ðñþôï éäåþ-
äåò ôïõ. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ïé   ∈ Z ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé

 ∈ hi  ôüôå

 | ⇒ åßôå  |  åßôå  | ⇒ åßôå  ∈ hi åßôå  ∈ hi 

ïðüôå ôï êýñéï éäåþäåò hi åßíáé ðñþôï (âë. ðñüôáóç 2.5.2). Óýìöùíá ìå ôçí

ðñüôáóç 2.2.6 êÜèå ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïý Z åßíáé ôÞò ìïñöÞò hi ãéá êÜðïéïí

 ∈ N ÅÜí ï  åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò, ôüôå  = 12 ãéá êÜðïéïõò öõóéêïýò

áñéèìïýò 1 2 ìå 1  1   êáé 1  2   ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  = 12 ∈ hi
áëëÜ 1 ∈ hi êáé 2 ∈ hi (äéüôé êáíåßò åê ôùí 1 2 äåí ìðïñåß íá éóïýôáé ìå

êÜðïéï ðïëëáðëÜóéï ôïý ). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï éäåþäåò hi äåí åßíáé ðñþôï.¤

2.5.5 ÐáñáôÞñçóç. Ùò ãíùóôüí, ç ôïìÞ äõï éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ áðïôåëåß Ýíá

éäåþäåò áõôïý. (Âë. ðñüôáóç 2.1.5). Ùóôüóï, ç ôïìÞ äõï ðñþôùí éäåùäþí äåí

åßíáé êáô' áíÜãêçí ðñþôï éäåþäåò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç

2.5.4 êáé ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.13, ôá éäåþäç h3i êáé h5i åßíáé ðñþôá éäåþäç
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ôïý äáêôõëßïõZ ôùí áêåñáßùí áñéèìþí áëëÜ ç ôïìÞ ôïõò h3i∩h5i = h15i äåí åßíáé
ðñþôï éäåþäåò. (Ðñâë. ìå ôï (i) ôÞò áóêÞóåùò 2-32.)

2.5.6 Ïñéóìüò. ¸íá éäåþäåò m $  åíüò äáêôõëßïõ  êáëåßôáé ìåãéóôéêü (Þ ìå-

ãéóôïôéêü) éäåþäåò üôáí éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ∙ ½
m ⊆ n ⊆ 

ãéá êÜðïéï éäåþäåò n ôïý 

¾
=⇒ åßôå n = m åßôå n = 

¸


2.5.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Tï éäåþäåòm := {( 2) |   ∈ Z} ôïý äáêôõëßïõZ×Z
åßíáé ìåãéóôéêüÐñÜãìáôé° åÜí ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýZ×Z ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

m $ n ⊆ Z× Z ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï ôÞò ìïñöÞò ( 2 + 1) åíôüò ôïý n

üðïõ   êáôÜëëçëïé áêÝñáéïé áñéèìïß. ÅðïìÝíùò,

( 2+ 1) ∈ n
( 2) ∈ m $ n

¾
=⇒ ( 2+ 1)− ( 2) = (0 1) ∈ n

êáé åðåéäÞ (1 0) ∈ m Ý·ïõìå (0 1) + (1 0) = (1 1) = 1Z×Z ∈ n =⇒ n = Z× Z
(ii) Ôï éäåþäåò

m =
n³

 
0 0

´¯̄̄
  ∈ R

o
$  =

n³
 
 

´
∈Mat2×2 (R)

¯̄̄
 = 0

o
ôïý äáêôõëßïõ  åßíáé ìåãéóôéêü. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ãéá

ôï ïðïßï éó·ýåé m $ n ⊆  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï³
 
0 

´
∈ nrm ìå   ∈ R  ∈ Rr{0}

ÅðïìÝíùò,³
0 0

0 −1

´³
 
0 

´
=
³

0 0
0 1

´
∈ n

³
1 0
0 0

´
∈ m $ n

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =⇒
³

1 0
0 1

´
∈ n =⇒ n = 

(iii) Åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[] = {+  ∈ C |   ∈ Z} ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss

èåùñïýìå ôá éäåþäç

 := {+  ∈ Z[] :  |  êáé  | }  üðïõ  ðåñéôôüò ðñþôïò

Ôï 3 åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z[] ÐñÜãìáôé° åÜí ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý

Z[] ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé 3 $  ⊆ Z[] ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï + ∈ r3
ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí   íá ìçí åßíáé áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôïý 3 Äß·ùò

âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé 3 -  êáé éó·õñéæüìáóôå üôé 3 - 2 + 2

Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôïý ôïý éó·õñéóìïý èá åîåôÜóïõìå ·ùñéóôÜ ôéò Ýîé äõíáôÝò

ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí üôáí êáíåßò åñãÜæåôáé ìå ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí ôùí
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  êáôÜ ìüäéï 3

Ðñþôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 1(mod 3) êáé  ≡ 0(mod 3) ôüôå£
2 ≡ (mod 3) 2 ≡ 0(mod 3)¤ =⇒ 2 + 2 ≡  ≡ 1 6≡ 0(mod 3)

Äåýôåñç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 1(mod 3) êáé  ≡ 1(mod 3) ôüôå£
2 ≡ (mod3) 2 ≡ (mod 3)

¤
=⇒ 2 + 2 ≡ +  ≡ 2 6≡ 0(mod3)

Ôñßôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 1(mod 3) êáé  ≡ 2(mod 3) ôüôå£
2 ≡ (mod 3) 2 ≡ 2(mod 3)¤ =⇒ 2 + 2 ≡ + 2 ≡ 5 ≡ 2 6≡ 0(mod 3)

ÔÝôáñôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 2(mod 3) êáé  ≡ 0(mod 3) ôüôå£
2 ≡ 2(mod3) 2 ≡ 0(mod 3)¤ =⇒ 2 + 2 ≡ 2 ≡ 4 ≡ 1 6≡ 0(mod3)

ÐÝìðôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 2(mod 3) êáé  ≡ 1(mod3) ôüôå£
2 ≡ 2(mod 3) 2 ≡ (mod 3)

¤
=⇒ 2 + 2 ≡ 2+  ≡ 5 ≡ 2 6≡ 0(mod 3)

¸êôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 2(mod 3) êáé  ≡ 2(mod 3) ôüôå£
2 ≡ 2(mod 3) 2 ≡ 2(mod 3)¤ =⇒ 2 + 2 ≡ 2+ 2 ≡ 8 ≡ 2 6≡ 0(mod 3)

ÅðåéäÞ ëïéðüí 3 - 2+2 =⇒ ìêä
¡
3 2 + 2

¢
= 1 õðÜñ·ïõí äýï áêÝñáéïé áñéèìïß

  ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá 
¡
2 + 2

¢
+ 3 = 1 Ùò åê ôïýôïõ,

+  ∈  −  ∈ Z[] =⇒ (+ ) (− ) = 2 + 2 ∈ 

êáé

 ∈ Z $ Z[]⇒ 
¡
2 + 2

¢ ∈ 

 ∈ Z $ Z[]⇒ 3 ∈ 3 $ 

)
=⇒ 

¡
2 + 2

¢
+ 3 = 1 ∈ 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  = Z[] êáé üôé ôï 3 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z[]
Ùóôüóï, áîéïóçìåßùôï åßíáé ôï üôé ôï 5 äåí åßíáé ìåãéóôéêü! ÐñÜãìáôé° ôï êýñéï

éäåþäåò  05 = h2 + i ôïý Z[] ðåñéÝ·åé ãíçóßùò ôï 5 áöïý ãéá êÜèå  +  ∈ 5
Ý·ïõìå

+  = (2 + )
¡
2+
5 +

¡
2−
5

¢

¢
 üðïõ 2+

5  2−5 ∈ Z
êáé 2 +  ∈  05r5 Èá äåßîïõìå üôé  05 $ Z[] Þ, éóïäõíÜìùò, üôé 1 ∈  05 ÅÜí ôï

1 áíÞêå óôï  05 ôüôå èá Ýðñåðå íá õðÜñ·ïõí   ∈ Z ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç

éóüôçôá

1 = (2 + ) (+ )⇐⇒
½
2−  = 1

+ 2 = 0

¾
=⇒  = 2

5   = −15 

áðü ôçí ïðïßá èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï, áöïý èá åß·áìå   ∈ QrZ
(iv) Ôï êýñéï éäåþäåò hXi ôïý Z[X] äåí åßíáé ìåãéóôéêü, áöïý hXi $  $ Z[X] üðïõ
 ôï éäåþäåò ôï ïñéóèÝí óôï åäÜöéï 2.5.3 (iii).
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2.5.8 Ðñüôáóç. ¸íá ãíÞóéï éäåþäåò m $  åíüò äáêôõëßïõ  åßíáé ìåãéóôéêü åÜí
êáé ìüíïí åÜí m+ hi =  ∀ ∈ rm

Áðïäåéîç. ¸óôù m $  Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  Ôüôå ãéá êÜèå

 ∈ rm Ý·ïõìå

m $ m+ hi ⊆  =⇒ m+ hi = 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï m $  åßíáé Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  êáé

m+ hi =  ãéá êÜèå  ∈ rm ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå éäåþäåò n ôïý  ãéá ôï ïðïßï

éó·ýïõí ïé åãêëåéóìïß m $ n ⊆  èá õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ nrm Ùò åê ôïýôïõ,

m $ m+ hi ⊆ n
 ∈ nrm ⊆ rm =⇒ m+ hi = 

¾
=⇒  ⊆ n =⇒ n = 

¢ñá ôï m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ¤

2.5.9 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù  = 2Z ï äáêôýëéïò ôùí áñôßùí áêåñáßùí. Èåùñïýìå

ôï éäåþäåòm = h4i  Óýìöùíá ìå ôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.4, áõôü ôï êýñéï éäåþ-

äåò ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò áêïëïýèùò:

m = h4i = {4 + 4 |  ∈ 2Z  ∈ Z} (= 4Z)

¸óôù  ôõ·üí óôïé·åßï ôïý 2Zrm Ôï  ïöåßëåé íá åßíáé êÜðïéïò Üñôéïò áêÝñáéïò

ìç äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý 4 ÊáôÜ óõíÝðåéáí, èá åßíáé ôÞò ìïñöÞò  = 4 + 2 ãéá

êÜðïéïí  ∈ Z ÅðåéäÞ

2 = 4 (−) +  ∈ m+ hi =⇒ h2i ⊆ m+ hi

êáé h2i = {2 + 2 |  ∈ 2Z  ∈ Z} (= 2Z) Ý·ïõìå m+ hi = 2Z ïðüôå äõíÜìåé
ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.8 ôï m = h4i åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ 2Z

I ¾ðáñîç ìåãéóôéêþí éäåùäþí. Ï ïñéóìüò 2.5.6 ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí åßíáé

áìéãþò óõíïëïèåùñçôéêüò. ÌÜëéóôá, óýìöùíá ìå ôï êÜôùèé èåþñçìá 2.5.20, ç

ýðáñîç ìåãéóôéêþí éäåùäþí óå äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åîáóöáëßæåôáé

ìÝóù ôïý ëåãïìÝíïõ ëÞììáôïò ôïý Zorn ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôï áîßùìá ôÞò åðéëï-
ãÞò. (ÐñïûðïèÝôïõìå üôé ôï ôåëåõôáßï óõãêáôáëÝãåôáé óôá ëïéðÜ áîéþìáôá ôÞò

Èåùñßáò Óõíüëùí ðïõ ·ñçóéìïðïéïýìå óéùðçñþò.)

2.5.10 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìéá äéìåëÞò ó·Ýóç R ⊆  × 

ëÝãåôáé ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò (Þ áðëþò ìåñéêÞ äéÜôáîç) åðß ôïý  üôáí ç

R åßíáé áõôïðáèÞò, áíôéóõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôï

æåýãïò (R) ïíïìÜæåôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÓõíÞèùò, áíôß ôïý R,

ìéá ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù ôïý óõìâïëéóìïý ‘‘¹''. (Åðßóçò
·ñçóéìïðïéåßôáé óõ·íÜ êáé ï óõìâïëéóìüò «≺» ìåôáîý ôùí óôïé·åßùí ôïý  üðïõ
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 ≺  áðïôåëåß óõíôïìïãñáößá ôïý ( ¹  êáé  6= )). ¸íá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï

óýíïëï (¹) ëÝãåôáé ïëéêþò (Þ ãñáììéêþò) äéáôåôáãìÝíï óýíïëï üôáí üëá ôá

óôïé·åßá ôïý  åßíáé ìåôáîý ôïõò áíÜ äýï óõãêñßóéìá, äçëáäÞ üôáí

(∀  ∈ ) [ ¹  Þ  ¹ ]

2.5.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï æåýãïò (R≤), üðïõ ôï ‘‘≤'' óõìâïëßæåé ôç óõíÞèç

ó·Ýóç ôïý «ìéêñüôåñï Þ ßóï», áðïôåëåß Ýíá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(ii) Ôï æåýãïò (Z≤), üðïõ ‘‘'' ç óõíÞèçò

· · ·  −2  −1  0  1  2  3  · · ·
Þ ç áêüëïõèç áóõíÞèçò:

0  −1  1  −2  2  −3  3  · · ·
äéÜôáîç ôùí áêåñáßùí, áðïôåëåß Ýíá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(iii) ¸óôù  Ýíá óýíïëï. Ïñßæïíôáò åðß ôïý äõíáìïóõíüëïõ ôïõP() ôç ó·Ýóç

 ¹  ⇐⇒
ïñó

 ⊆  ∀ () ∈ P()×P()

äéáðéóôþíïõìå üôé ôï (P()¹) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. Óçìåéù-

ôÝïí üôé ôï (P()¹) äåí åßíáé åí ãÝíåé ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï. Åðß ðáñáäåßãìáôé,

èÝôïíôáò  := N êáé  := {1}  := {2} ôá  êáé  äåí åßíáé ìåôáîý ôïõò óõ-

ãêñßóéìá.

(iv) ¼·é ìüíïí ôï äõíáìïóýíïëï åíüò äïèÝíôïò óõíüëïõ, áëëÜ -ãåíéêüôåñá- êÜèå
óýíïëï ìå óýíïëá ùò óôïé·åßá ôïõ êáèßóôáôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï ùò ðñïò ôç

ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆''.

2.5.12 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôï (¹) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êáé

ôï  Ýíá õðïóýíïëï ôïý óõíüëïõ .

(i) ¸íá óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé Üíù öñÜãìá ôïý (åíôüò ôïý) ùò ðñïò ôçí ‘‘¹''
üôáí  ¹  ∀ ∈ 

(ii) ¸íá óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé êÜôù öñÜãìá ôïý  (åíôüò ôïý ) ùò ðñïò ôçí

‘‘¹'' üôáí  ¹  ∀ ∈ 

2.5.13 Ïñéóìüò. ¸óôù (¹) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(i) ¸íá óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé ìåãéóôéêü (Þ ìåãéóôïôéêü) óôïé·åßï ôïý  (ùò

ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ¹  Ý·ïõìå

 =  (Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ -åíôüò ôïý - õðÜñ·åé ìüíïí Ýíá  ìå áõôÞí ôçí

éäéüôçôá, ëÝìå ðùò ôï åí ëüãù  åßíáé ôï ìÝãéóôï óôïé·åßï ôïý .)

(ii) ¸íá óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé åëá·éóôéêü (Þ åëá·éóôïôéêü) óôïé·åßï ôïý  (ùò

ðñïò ôçí ‘‘¹'') üôáí ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ¹  Ý·ïõìå

 =  (Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ -åíôüò ôïý - õðÜñ·åé ìüíïí Ýíá  ìå áõôÞí ôçí

éäéüôçôá, ëÝìå ðùò ôï åí ëüãù  åßíáé ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï ôïý .)
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2.5.14 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí åðß ôïý óõíüëïõ  = {1 2 3 4 5 6 7 8} ïñßóïõìå ôç äé-

ìåëÞ ó·Ýóç ¹  ⇐⇒
ïñó

( =  ãéá êÜðïéïí  ∈ Z)  ôüôå ôï æåýãïò (¹)áðïôåëåß
Ýíá ìåñéêþò, áëëÜ ü·é êáé ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. Áò óçìåéùèåß ïôé ôá óôïé-

·åßá 5 6 7 8 åßíáé ìåãéóôéêÜ óôïé·åßá ôïý , åíþ ôï 1 åßíáé ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï

ôïý 

2.5.15 Ïñéóìüò. ¸íá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (¹) ëÝãåôáé åðáãùãéêþò
äéáôåôáãìÝíï üôáí êÜèå ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï10 õðïóýíïëü ôïõ (ùò ðñïò ôçí ‘‘¹'')
äéáèÝôåé Ýíá Üíù öñÜãìá (åíôüò ôïý ).

2.5.16 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï (R≤), üðïõ ‘‘≤'' åßíáé ç óõíÞèçò äéÜôáîç ôùí ðñáã-

ìáôéêþí áñéèìþí, åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï.

(ii) Ôï (P()⊆)), üðïõ Ýíá ìç êåíü óýíïëï, äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðáãùãéêþò

äéáôåôáãìÝíï. Ùóôüóï, êÜèå õðïóýíïëo ôïý P() ôÞò ìïñöÞò {1 2 3 }
üðïõ 1 ⊆ 2 ⊆ 3 ⊆ · · ·  åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï11 (ùò ðñïò ôçí ‘‘⊆'').
Tï áêüëïõèï ëÞììá ôïý Zorn 12 åöáñìüæåôáé óå ìéá ðëçèþñá áðïäåßîåùí èåù-

ñçìÜôùí ó·åôéæïìÝíùí ìå ôçí ýðáñîç ìåãéóôéêþí óôïé·åßùí (ùò ðñïò äåäïìÝíåò

ó·Ýóåéò äéáôÜîåùò):

2.5.17 ËÞììá ôïý Zorn. ÅÜí ôï (¹) åßíáé Ýíá åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï óý-
íïëï, ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï 
åíôüò ôïý  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ¹ 

Óôï ðëáßóéï ôÞò Èåùñßáò Óõíüëùí áðïäåéêíýåôáé (ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ëåãïìÝíçò

õðåñðåðåñáóìÝíçò åðáãùãÞò ) ôï åîÞò:

2.5.18 Èåþñçìá. Ôï ëÞììá ôïý Zorn åßíáé éóïäýíáìï ôïý áîéþìáôïò ôÞò åðéëïãÞò.

2.5.19 ÐáñáôÞñçóç. (i) ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù

S := { éäåþäç  ôïý  |  $ } 

Ôï S åßíáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ùò ðñïò ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆'' (âë.
2.5.11 (iv)), ïðüôå Ýíá éäåþäåòm $  ôïý åßíáé ìåãéóôéêü åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé

ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý (S⊆) õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.13.

(ii) Óôïí ïñéóìü 2.5.6 õðïèÝóáìå üôé ôï m åßíáé áìößðëåõñï éäåþäåò. Ùóôüóï,

10Ôá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíá õðïóýíïëá ôïý (≤) êáëïýíôáé åíßïôå êáé áëõóßäåò.
11ÓçìåéùôÝïí üôé ôï ßäéï ôï {1 2 3 } Ý·åé ôï

S
∈N

 ∈ P() ùò Üíù öñÜãìá ôïõ.

12Ç ýðáñîç ìåãéóôéêïý óôïé·åßïõ áðïäßäåôáé óõíÞèùò óôïí Max August Zorn (1906-1993) ëüãù ôÞò åê ìÝñïõò ôïõ

äçìïóéåýóåþò ôçò óå Ýíá Üñèñï óôï ðåñéïäéêü Bulletin of A.M.S. ôï 1935 (ìå ôßôëï: A remark on method of trasfinite
algebra ). Ùóôüóï, áõôü ôï «ëÞììá» (Þ éóïäýíáìåò ðáñáëëáãÝò ôïõ) Þôáí ·ñüíéá ðñéí ãíùóôü áðü åñãáóßåò ôùí

ìáèçìáôéêþí R.L. Moore (1882-1974) êáé K. Kuratowski (1896-1980).



72 éäåùäç êáé ðçëéêïäáêôõëéïé

êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï ìðïñåß êáíåßò íá ïñßóåé êáé áñéóôåñÜ/äåîéÜ (ü·é êáô' áíÜ-

ãêçí áìößðëåõñá) ìåãéóôéêÜ éäåþäç (åÜí, âåâáßùò, õðïèÝóåé üôé ç áðáéôïýìåíç

óõíåðáãùãÞ éó·ýåé ãéá êÜèå áñéóôåñü /äåîéü éäåþäåò n ôïý ).

2.5.20 Èåþñçìá. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï äéáèÝôåé
ðÜíôïôå ìåãéóôéêÜ éäåþäç. ÌÜëéóôá, éó·ýåé êÜôé áêüìç ðéï éó·õñü : ÊÜèå ãíÞóéï
éäåþäåò ôïý  ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý .

Áðïäåéîç. ¸óôù  $  Ýíá éäåþäåò ôïý  êáé Ýóôù13

S () := { éäåþäç  ôïý  |  ⊆  $ } 

Ôï S () åßíáé 6= ∅ (áöïý  ∈ S ()) êáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ùò ðñïò

ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆'' (âë. 2.5.11 (iv)). Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï (S () ⊆) åßíáé
êáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï (âë. 2.5.15). Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí ïëéêþò

äéáôåôáãìÝíï õðïóýíïëï  6= ∅ ôïý S () êáé ïñßæïõìå ôï óýíïëï

() :=
[
{ ∈ S () |  ∈ } 

Ðñïöáíþò,  ⊆ () ãéá êÜèå  ∈  Èá áðïäåßîïõìå üôé () ∈ S () (Þôïé
üôé ôï () åßíáé éäåþäåò ôïý  ìå  ⊆ () $ ). Ðáñáôçñïýìå, êáô' áñ·Üò, üôé

 ⊆ () (åî ïñéóìïý). ÅîÜëëïõ, åÜí   ∈ () ôï  áíÞêåé óå êÜðïéï  ∈ 

êáé ôï  óå êÜðïéï  ∈  Ëüãù ôÞò ïëéêÞò äéáôÜîåùò ôïý  ùò ðñïò ôç ó·Ýóç

åãêëåéóìïý ‘‘⊆'' åßôå  ⊆  åßôå  ⊆  ÅÜí  ⊆  ôüôå áìöüôåñá ôá  

áíÞêïõí óôï  êáé åðåéäÞ ôï  åßíáé éäåþäåò ôïý  Ý·ïõìå

−  ∈  ⊆ ()

    ∈  ⊆ ()∀ ∈ 

¾
=⇒ () éäåþäåò ôïý 

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå üôé ôï () åßíáé éäåþäåò ôïý  áêüìç êáé üôáí

 ⊆  ÅðéðñïóèÝôùò,

[ $  ∀ ∈ ] =⇒ [1 ∈  ∀ ∈ ] =⇒ 1 ∈ () =⇒ () $ 

Óõíåðþò,

 ⊆ () ∀ ∈ 

() éäåþäåò ôïý 

ðïõ áíÞêåé óôï S ()

⎫⎬⎭ =⇒ ôï () åßíáé Üíù öñÜãìá ôïý 

(âë. 2.5.12 (i)). ¢ñá ôï (S () ⊆) åßíáé üíôùò åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï. ÄõíÜ-
ìåé ôïý ëÞììáôïò 2.5.17 ôïý Zorn õðÜñ·åé (ôïõëÜ·éóôïí Ýíá) ìåãéóôéêü óôïé·åßïm

åíôüò ôïý S () ìå  ⊆ m Ôï m ðëçñïß ðñïöáíþò ôéò åðéèõìçôÝò óõíèÞêåò. ¤
13Ãéá  = {0} Ý·ïõìå S ({0}) = S üðïõ S ôï óýíïëï ðïõ ïñßóáìå óôï 2.5.19 (i).
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2.5.21 ÐáñáôÞñçóç. (i) Ôï èåþñçìá 2.5.20 ðáñáìÝíåé åí éó·ý áêüìç êáé åÜí êá-

íåßò áíôéêáôáóôÞóåé ôá (áìößðëåõñá) ìåãéóôéêÜ éäåþäç (ôÞò äéáôõðþóåùò êáé ôÞò

áðïäåßîåþò ôïõ) ìå áñéóôåñÜ ìåãéóôéêÜ éäåþäç (êáé áíôéóôïß·ùò, ìå äåîéÜ ìåãé-

óôéêÜ éäåþäç) ·ñçóéìïðïéþíôáò ôÜ ðñïáíáöåñèÝíôá óôï åäÜöéï 2.5.19 (ii).

(ii) Ôï èåþñçìá 2.5.20 äåí ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß ãéá ôõ·üíôåò äáêôõëßïõò ·ùñßò
ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôï áðëïýóôåñï áíôéðáñÜäåéãìá åßíáé ôï åîÞò: Èåùñïýìå ôçí

ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (Q+) ôùí ñçôþí áñéèìþí êáé åöïäéÜæïõìå ôïQ ìå ôïí ôåôñéì-
ìÝíï ðïëëáðëáóéáóìü `` '' :

Q×Q 3 ( ) 7−→    := 0 ∈ Q

Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç ôñéÜäá (Q+ ) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï. Åðé-

ðñïóèÝôùò, êÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Q+) áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý (Q+ ) êáé ôá-
íÜðáëéí. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç (Q+) óôåñåßôáé ìåãéóôéêþí õðïïìÜ-
äùí 14 (áöïý ïéïäÞðïôå ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý (Q+ ) èá üöåéëå íá åßíáé ìåãé-

óôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (Q+)). Áò õðïèÝóïõìå üôé ç (Q+) äéáèÝôåé êÜðïéá ìåãé-

óôéêÞ õðïïìÜäá $ Q êáé üôé  ∈ Qr ãéá êÜðïéïõò   ∈ Zr{0} Ôüôå

 $  +
D


E
⊆ Q⇒  +

D


E
= Q (2.6)

üðïõ




®
ç õðïïìÜäá ç ðáñáãüìåíç áðü ôï 

 ÅðéðñïóèÝôùò, 6= {0} (äéüôé ð.·.
{0} $ Z $ Q). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·ïõí   ∈ Zr{0} :  ∈  ìå ( ) =  ∈ 

ÅðåéäÞ 
 · 1

 ∈ Q ç (2.6) äéáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ  ∈  êáé êÜðïéïõ

 ∈ Z ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá




· 1

= + 

³


´
⇒ 


= ()+ ()

ÅðåéäÞ

 ∈ Z  ∈  ⇒ () ∈ 

 ∈ Z  ∈  ⇒ () ∈ 

¾
=⇒ ()+ () ∈ 

êáôáëÞãïõìå óôo üôé  ∈  Þôïé óå êÜôé ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò.

I Óõó·åôéóìüò ðñþôùí êáé ìåãéóôéêþí éäåùäþí. Óôá åäÜöéá 2.5.22, 2.5.23 êáé

2.5.24 äéáóáöçíßæåôáé ï ôñüðïò óõó·åôéóìïý ôùí åííïéþí ðñþôï êáé ìåãéóôéêü
éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ.

2.5.22 Èåþñçìá. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé
 =  (üðùò, ð.·., óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï  äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï), ôüôå êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m ôïý  åßíáé ðñþôï.

14¸óôù (+) ìéá ïìÜäá. Ìéá õðïïìÜäá ôçò êáëåßôáé ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá üôáí äåí õößóôáíôáé õðïïìÜäåò
ôÞò (+) ìå $  $ 
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Áðïäåéîç. ¸óôù m Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ÕðïèÝôïíôáò üôé õðÜñ·ïõí

  ∈  ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé  ∈ m üðïõ  ∈ m êáé  ∈ m Ý·ïõìå
m $ m+ hi

m $ m+ hi

⎫⎬⎭ =⇒  = m+ hi = m+ hi

(ëüãù ôÞò «ìåãéóôéêüôçôáò» ôïý m). ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò êáé

 ∈ m óõìðåñáßíïõìå üôé

hi hi ⊆
2.2.4 (iii)

hi ⊆ m $ 

¼ìùò, åðåéäÞ  =  êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5 ëáìâÜ-

íïõìå

 =  = (m+ hi) (m+ hi) ⊆ m+ hi hi| {z }
⊆hi⊆m

⊆ m

Þôïé êÜôé ôï Üôïðï, êáèüóïím $ ÊáôÜ óõíÝðåéáí, åßôå  ∈ m åßôå  ∈ m ïðüôå
ôï m åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý  (Bë. ðñüôáóç 2.5.2). ¤

2.5.23 Ðáñáäåßãìáôá. ÕðÜñ·ïõí, âåâáßùò, ðñþôá éäåþäç, ôá ïðïßá äåí åßíáé ìå-

ãéóôéêÜ. Äýï óôïé·åéþäç ðáñáäåßãìáôá åßíáé ôá åîÞò:

(i) Óôïí äáêôýëéï Z ôùí áêåñáßùí ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} åßíáé ðñþôï, áëëÜ

äåí åßíáé ìåãéóôéêü, äéüôé {0} $ Z $ Z ∀ ∈ Zr{0 1} Ùóôüóï, üðùò èá äïýìå

óôçí ðñüôáóç 2.5.25, ôá ëïéðÜ ðñþôá éäåþäç ôïý Z åßíáé ìåãéóôéêÜ.
(ii) ÅðåéäÞ ï Z äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ôï éäåþäåò  = Z×{0} = { ( 0) |  ∈ Z}
ôïý Z× Z åßíáé ðñïöáíþò ðñþôï. Ùóôüóï, äåí åßíáé êáé ìåãéóôéêü, äéüôé

 $ Z× 2Z $ Z× Z

2.5.24 Óçìåßùóç. Ç óõíèÞêç  =  åßíáé áíáãêáßá ãéá íá éó·ýåé ôï èåþñçìá

2.5.22. ÅÜí, åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñÞóïõìå ôï éäåþäåò m = h4i ôïý äáêôõëßïõ 2Z
ôùí áñôßùí áêåñáßùí, ôüôå ôï m åßíáé ìåãéóôéêü (âë. åäÜöéï 2.5.9) áëëÜ äåí åßíáé
ðñþôï, êáèüóïí Ý·ïõìå 2 · 6 ∈ m ðáñüôé 2 ∈ m êáé 6 ∈ m

2.5.25 Ðñüôáóç. (ÌåãéóôéêÜ éäåþäç ôïý Z) Ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí
ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí áðáñôßæåôáé áðü ôá êýñéá éäåþäç ôÞò ìïñ-
öÞò hi  üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò.
Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôá åäÜöéá 2.5.4, 2.5.22 êáé 2.5.23

(i), ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí ôïý äáêôõëßïõZðåñéÝ·åôáé óôï óýíïëï ôùí

êõñßùí éäåùäþí ôÞò ìïñöÞò hi  üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò. Áñêåß ëïéðüí

íá äåé·èåß ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôï éäåþäåò hi  üðïõ
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 ôõ·þí ðñþôïò áñéèìüò, êáé õðïèÝôïõìå üôé ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z ãéá ôï

ïðïßï éó·ýåé hi $ n ⊆ Z ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.2.6, n = hi  üðïõ  êáôÜëëçëïò

öõóéêüò áñéèìüò. Ðñïöáíþò,

 ∈ n = hi⇒ ∃ ∈ N :  = ⇒ åßôå [ =   = 1] åßôå [ = 1  = ]

Ôï äåýôåñï åíäå·üìåíï áðïêëåßåôáé, êáèüóïí hi $ n¢ñá  = 1 áð' üðïõ Ýðåôáé

üôé n = h1i = Z Áõôü óçìáßíåé üôé ôï êýñéï éäåþäåò hi åßíáé ìåãéóôéêü. ¤

2.6 ÐÇËÉÊÏÄÁÊÔÕËÉÏÉ

¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò ôïõ. ÅðåéäÞ ç ðñïóèåôéêÞ

ïìÜäá (+) åßíáé áâåëéáíÞ, ôï æåýãïò
¡
 +|×

¢
áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç ðñïóèå-

ôéêÞ õðïïìÜäá ôçò. ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé ìéá êáëþò ïñéóìÝíç ïìÜäá ðçëßêùí 

ìå ðñüóèåóç15:

(+ ) + (+ ) := (+ ) +   ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  (2.7)

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï 0 ôÞò (+) åßíáé ðñïöáíþò ôï 0 +  =  ÅîÜëëïõ,

ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  Ý·ïõìå +  = +  ⇐⇒ −  ∈ 

2.6.1 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò áõôïý. Ôüôå ç ðñï-
óèåôéêÞ ïìÜäá ðçëßêùí  ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ üôáí
ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ïñßóïõìå ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» :

(+ ) (+ ) := () +   (2.8)

Áðïäåéîç. Ç ðñÜîç ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» (2.8) åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç. ÐñÜã-

ìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé +  = 0 +  +  = 0 +  ãéá êÜðïéá  0  0 ∈ ,

ôüôå 0 = +  êáé 0 = + , ãéá êÜðïéá   ∈  ÅðïìÝíùò,

00 = (+ )(+ ) = + + +  =⇒ 00 −  = + +  ∈ 

áð' üðïõ óõíÜãåôáé üôé  +  = 00 +  ÅðéðñïóèÝôùò, ç åí ëüãù ðñÜîç (2.8)

åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, äéüôé

((+ ) (+ )) (+ ) = (() + ) (+ ) = () + 

=  () +  = (+ ) (() + ) = (+ ) ((+ ) (+ )) 

êáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç

(2.7), äéüôé

(+ ) ((+ ) + (+ )) = (+ ) ( (+ ) + )

= (+ ) +  = (+ ) +  = (+ ) + (+ )

= ((+ ) (+ )) + ((+ ) (+ ))

15+  := {+ |  ∈ }  ∀ ∈ 
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êáé

((+ ) + (+ )) (+ ) = ( (+ ) + ) (+ )

= (+ )+  = (+ ) +  = (() + ) + (() + )

= ((+ ) (+ )) + ((+ ) (+ )) 

ãéá ïéáäÞðïôå    ∈  ¤

2.6.2 Ïñéóìüò. Ï äáêôýëéïò  ïíïìÜæåôáé ðçëéêïäáêôýëéïò (Þ äáêôýëéïò êëÜ-

óåùí õðïëïßðùí) ôïý  ùò ðñïò ôï 

2.6.3 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå êáé ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(ii) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êáé
ìÜëéóôá 1 = 1 + 

(iii) ÅÜí ï Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé  ∈ × ôüôå + ∈ ()×  êáé ìÜëéóôá
(+ )−1 = −1 + 

(iv) ÅÜí  ∈  ôüôå +  ∈ Nil()⇐⇒ ∃ ∈ N :  ∈ 

(v) ÅÜí  ∈  ôüôå ôï  +  åßíáé ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ
 ⇐⇒ 2 −  ∈ 

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  Ý·ïõìå

(+ )(+ ) = () +  = () +  = (+ )(+ )

(ii) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

(+ )(1 + ) = ( · 1) +  = +  = (1 · ) +  = (1 + )(+ )

(iii) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé  ∈ × ôüôå 1 = 1 +  êáé õðÜñ·åé

ôï áíôßóôñïöü −1 ôïý  ïðüôå

(+ )(−1 + ) = ( · −1) +  = 1 +  = (−1 · ) +  = (−1 + )(+ )

(iv) ÅÜí  ∈  ôüôå

+  ∈ Nil()⇐⇒ ∃ ∈ N : (+ )

= 0 = 

⇐⇒ ∃ ∈ N :  +  =  ⇐⇒ ∃ ∈ N :  ∈ 

(v) ¸óôù  ∈  Tï  +  åßíáé ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ 

åÜí êáé ìüíïí åÜí

(+ )2 + ((−) + ) = 0 =  ⇐⇒ ¡
2 + 

¢
+ ((−) + ) = 

⇐⇒ ¡
2 − 

¢
+  =  ⇐⇒ 2 −  ∈ 

ïðüôå êáé áõôÞ ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ åßíáé áëçèÞò. ¤
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2.6.4 Èåþñçìá. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé ôï p Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) p $  êáé ôo p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý .

(ii) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò p åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. Ï ðçëéêïäáêôýëéïò p åßíáé ìåôáèåôéêüò ìå ôï 0 + p ùò ìçäåíéêü
êáé ôï 1 + p ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï.

(i)⇒(ii): ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý  ôüôå 1 + p 6= p áöïý p $ .
Ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôá (+ p) (+ p) = p Ý·ïõìå

+ p = p⇒  ∈ p =⇒ [åßôå  ∈ p åßôå  ∈ p]⇒ [åßôå + p = p åßôå + p = p] 

¢ñá ï ðçëéêïäáêôýëéïò p åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii)⇒(i): ÅÜí ï p åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå 1 + p 6= 0 + p áð' üðïõ Ýðåôáé

üôé 1 ∈ p =⇒ p $  ÅÜí ôþñá   ∈  êáé  ∈ p Ý·ïõìå
+ p = p =⇒ (+ p) (+ p) = p

ÅðåéäÞ ï ðçëéêïäáêôýëéïò p äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò, áðü ôçí ôåëåõôáßá

áõôÞ éóüôçôá óõíÜãåôáé üôé

[åßôå + p = p åßôå + p = p] =⇒ [åßôå  ∈ p åßôå  ∈ p] 
ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ  âÜóåé ôÞò

ðñïôÜóåùò 2.5.2. ¤

2.6.5 Ðüñéóìá. ¸óôùm Ýíá éäåþäåò åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i)ÅÜí ôïm åßíáé ìåãéóôéêü êáé ï ìåôáèåôéêüò, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïòm åßíáé
óþìá.

(ii) ÅÜí ï ðçëéêïäáêôýëéïò m åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò (=óôñåâëü óþìá ),
ôüôå ôï m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò.

Áðïäåéîç. (i) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.5.22, ôï m üíôáò åî õðïèÝóåùò ìåãé-

óôéêü, èá åßíáé êáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ  Óõíåðþò, âÜóåé ôïý èåùñÞ-

ìáôïò 2.6.4, ï ðçëéêïäáêôýëéïò m åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Áñêåß ëïéðüí íá

äåßîïõìå ôçí ýðáñîç ðïëëáðëáóéáóôéêïý áíôéóôñüöïõ (åíôüò ôïý m) ãéá ïéï-

äÞðïôå óôïé·åßï  + m ∈ m ìå  ∈ rm ÅðåéäÞ ôï m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü

éäåþäåò ôïý  ãéá ïéïäÞðïôå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï +m ôïý m Ý·ïõìå

m $ m+ hi ⊆  =⇒ m+ hi = 

 ìåôáèåôéêüò

¾
=⇒ [∃ ∈   ∈ m : 1 = + ] 

ÅðïìÝíùò, 1 −  =  ∈ m ïðüôå
1 +m = (+ ) +m = +m = ( +m) (+m) 
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï +m åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï ôïý +m. ¢ñá

ï ðçëéêïäáêôýëéïò m åßíáé óþìá.

(ii) ÅÜí ï ðçëéêïäáêôýëéïò m åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ðáñáôçñïýìå åí

ðñþôïéò üôé 1 + m 6= 0 + m =⇒ 1 ∈ m =⇒ m $  Åí óõíå·åßá, õðïèÝ-

ôïõìå üôé ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ìå m $ n ⊆  ¸óôù ôõ·üí  ∈ nrm Ôï
+m Ý·åé (åî õðïèÝóåùò) ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï, áò ôï ðïýìå +m åíôüò

ôïý m Óõíåðþò,

(+m) (+m) = +m = 1 +m =⇒ − 1 =:  ∈ m $ n
êáé

 ∈ n =⇒  ∈ n
 ∈ n

¾
=⇒ −  = 1 ∈ n =⇒ n = 

¢ñá ôï m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ¤

2.6.6 Óçìåßùóç. Ôï 2.6.5 (i) äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò ãéá äáêôõëßïõò ·ùñßò ìï-

íáäéáßï óôïé·åßï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï (ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò ôùí áñôßùí áêå-

ñáßùí 2Z ðåñéÝ·åé ôï ìåãéóôéêü éäåþäåòm = h4i  ·ùñßò -üìùò- ï áíôßóôïé·ïò ðçëé-

êïäáêôýëéïò 2Z/m íá åßíáé óþìá Þ áêüìç êáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÐñÜãìáôé° åíôüò

ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ õðÜñ·ïõí ìçäåíïäéáéñÝôåò, üðùò ð.·. ôï óôïé·åßï 2+m 6= m
áöïý éó·ýïõí ïé éóüôçôåò (2 +m) (2 +m) = 4 +m = m = 02Zm 

2.7 ÔÏÐÉÊÏÉ ÄÁÊÔÕËÉÏÉ

2.7.1 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï êáé Ýóôù

m := r×

Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

() −  ∈ m ãéá êÜèå   ∈ m 

(ii) Ôï m
 åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý 

(iii) Ôï m

åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý 

(iv) Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå åßôå  ∈ × åßôå 1 −  ∈ ×

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii): Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈ m
êáé  ∈  Áñêåß íá

áðïäåßîïõìå üôé  ∈ m
  ÅÜí åß·áìå  ∈ m  ôüôå  ∈ × ïðüôå èá õðÞñ·å

 ∈  ìå () = () = 1 Ôïýôï èá óÞìáéíå üôé  ∈ ×¢ôïðï! ¢ñá  ∈ m 

(ii)⇒(iii): Ëüãù ôïý (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 2.6.5 áñêåß ðñïò ôïýôï íá äåé·èåß üôé ï

ðçëéêïäáêôýëéïò m
 åßíáé óþìá. ÌÜëéóôá, åðåéäÞ

m =
©
 +m |  ∈ × ∪ {0}

ª
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åßíáé áñêåôü íá äåé·èåß üôé +m ∈ (m)
×
ãéá êÜèå  ∈ × Ôïýôï Ýðåôáé áðü

ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.6.3.

(iii)⇒(iv): ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈  ÅÜí ßó·õå  ∈ m

êáé 1 −  ∈ m


 ôüôå

èá êáôáëÞãáìå óôçí áíôßöáóç: + (1 − ) = 1 ∈ m =⇒ m = 

(iv)⇒(i): Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí   ∈ m ìå −  ∈ m  Ôüôå −  ∈ ×
ïðüôå ∃ ∈  : (− )  =  + (−) = 1 Åî õðïèÝóåùò, åßôå  ∈ × åßôå

− ∈ × ÅÜí  ∈ × ôüôå

 =  · 1 = () (− )

 ∈ × −  ∈ ×

¾
=⇒  ∈ ×

¢ôïðï! Áíáëüãùò, êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï åÜí õðïèÝóïõìå üôé − ∈ × ¤

2.7.2 Ïñéóìüò. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò  ìå ìïíáäéáßï óôïé-

·åßï, ï ïðïßïò ðëçñïß ìßá (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé ôéò ôÝóóåñåéò) åê ôùí óõíèçêþí

(i)-(iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1, ïíïìÜæåôáé ôïðéêüò äáêôýëéïò.

2.7.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå óþìá  åßíáé Ýíáò ôïðéêüò äáêôýëéïò, äéüôé ôï
r× = {0} åßíáé éäåþäåò ôïõ.
(ii) Ï äáêôýëéïò

Zhi :=
n
 ∈ Q |  = 


 ( ) ∈ Z× (Zr{0})  ìå ìêä ( ) = 1 êáé  - 

o
ôùí -áäéêþí êëáóìÜôùí (üðïõ  ðñþôïò, âë. Üóêçóç 1-16, óåë. 35) åßíáé ôïðéêüò

äáêôýëéïò, êáèüôé ôï (êýñéï) éäåþäåò

ZhirZ×hi = Zhi

åßíáé ìåãéóôéêü (ïðüôå ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1). ÐñÜãìáôé°

åÜí ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Zhi ìå Zhi $  ôüôå

∃ ∈  :  ∈ Zhi =⇒  =



 ( ) ∈ Z× (Zr{0})  ìå ìêä ( ) = 1  -   - 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, 1 ∈ Zhi =⇒ 1
  = 1 ∈  =⇒  = Zhi

(iii) Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí äåí åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò, äéüôé ôï

óýíïëï ZrZ× = Zr{±1} (åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò

áêåñáßùí) äåí åßíáé ïýôå êáí õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Z+) ìå áðïôÝëåóìá íá ìçí

éêáíïðïéåßôáé ç óõíèÞêç (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1.

(iv) ¸óôù Ýíá óþìá. O äáêôýëéïò [X] ôùí ðïëõùíýìùí ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ

ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü áõôü äåí åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò, äéüôé ôï óýíïëï

 [X]r [X]× = {0[X]} ∪ { (X) ∈ [X] | deg((X)) ≥ 1}
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(åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò ðïëõùíýìùí áíçêüíôùí

óôïí [X]) äåí åßíáé ïýôå êáí õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò ( [X] +)ÁíôéèÝôùò, ï äá-

êôýëéïò äáêôýëéïò[[X]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ ìå óõ-

íôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò. ÐñÜãìáôé° Ýíá óôïé·åßï

ôïý[[X]] åßíáé áíôéóôñÝøéìï üôáí ï óôáèåñüò ôïõ üñïò åßíáé 6= 0  ÅðïìÝíùò, ôï
óýíïëï[[X]]r[[X]]× áðáñôßæåôáé áðü åêåßíåò ôéò åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò, ï óôá-

èåñüò üñïò ôùí ïðïßùí åßíáé = 0 (âë. ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9), êáé éóïýôáé

ìå

[[X]]r[[X]]× =

(
 (X) =

∞X
=0

X
 ∈ [[X]]

¯̄̄̄
¯ 0 = 0

)
= hXi

Þôïé ìå ôï éäåþäåò ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï X (¢ñá ç óõíèÞêç 2.7.1 (ii) éêáíïðïéåß-

ôáé êáé ôï hXi åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý[[X]]). Ãåíéêüôåñá, ï äá-

êôýëéïò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí  áðñïóäéïñßóôùí X1    X ìå óõíôåëå-

óôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò, êáèüôé

[[X1    X]]r[[X1    X]]× = hX1    Xi 

2.7.4 Ðüñéóìá. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò  ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï åßíáé ôïðéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí äéáèÝôåé Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôéêü éäåþäåò (Þôïé
ôï m

).

Áðïäåéîç. ÕðïèÝôïõìå åí ðñþôïéò üôé ï  åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò êáé üôé ôï

m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü ôïõ éäåþäåò. ÅðåéäÞ åî ïñéóìïý m $  ôï m äåí ðåñéÝ·åé

êáíÝíá áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý  ¢ñá m ⊆ m $  ÊáôÜ ôïí ïñéóìü 2.7.2

êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1 ôï m
 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, m = m
 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ï  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèå-

ôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðåñéÝ·ùí Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôéêü éäåþäåò

m êáé åÜí m := r× ôüôå ãéá êÜèå  ∈ m Ý·ïõìå hi $  (äéüôé ðñïöáíþò

 ∈ × =⇒ 1 ∈ hi). Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.5.20 ôï éäåþäåò hi ïöåßëåé íá
ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ¼ìùò åî õðïèÝóåùò ôï m åßíáé ôï

ìüíï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ¢ñá

hi ⊆ m $  =⇒  ∈ m =⇒ m ⊆ m $ 

ÅÜí õðÞñ·å  ∈ mrm  ôüôå èá åß·áìå  ∈ ×∩m ðñÜãìá Üôïðï, êáèüóïí éó·ýåé

m $  =⇒ × ∩m = ∅ ¢ñá ôåëéêþò ôï m = m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò êáé ï 

ôïðéêüò äáêôýëéïò. ¤

2.7.5 Óçìåßùóç. (i) Åîáéôßáò ôïý ðïñßóìáôïò 2.7.4 ðïëëïß óõããñáöåßò ïñßæïõí
ôïõò ôïðéêïýò äáêôõëßïõò ùò «åêåßíïõò ôïõò ìç ôåôñéììÝíïõò ìåôáèåôéêïýò äá-

êôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðïõ äéáèÝôïõí Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôéêü éäåþäåò»°
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åßèéóôáé, ìÜëéóôá, ç áíáöïñÜ óå êÜðïéïí óõãêåêñéìÝíï ôïðéêü äáêôýëéï íá óõíï-

äåýåôáé áðü ôçí ôáõôü·ñïíç ðáñÜèåóç ôïý åí ëüãù éäåþäïõò ôïõ.

(ii) ÅÜí ï åßíáé Ýíáò ôïðéêüò äáêôýëéïò, ôüôå ôï éäåþäåòm åßíáé ôï ìÝãéóôï óôïé-
·åßï ôïý óõíüëïõ S ôùí ãíçóßùí éäåùäþí ôïý  ùò ðñïò ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý

‘‘⊆'' (âë. 2.5.13 (i) êáé 2.5.19 (i)).

2.7.6 Ðñüôáóç. Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéïõäÞðïôå ôïðéêïý äáêôõëßïõ éóïýôáé åßôå ìå
0 åßôå ìå   üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N
Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·þí ôïðéêüò äáêôýëéïò ìå ·áñ() =   0 Ðñïöáíþò,

 ≥ 2 (áöïý ï  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò). Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí ðñþôïé

áñéèìïß   ìå  |   |  êáé  6=  Ðáñáôçñïýìå üôé

 | ⇒ ∃ ∈ N :  = 

⇒ 0 =  · 1 = ( · 1)⇒  · 1 ∈ Zdv () ⊆ r× =: m

(âë. ðñïôÜóåéò 1.4.3 êáé 1.2.17). Êáô' áíáëïãßáí, áðïäåéêíýåôáé üôé  · 1 ∈ m 

ÅðåéäÞ ìêä( ) = 1 èá õðÜñ·ïõí   ∈ Z : +  = 1 ïðüôå

1 = (+ ) · 1 = ( · 1) + ( · 1)
 ∈ Z  · 1 ∈ m

⇒ ( · 1) ∈ m

 ∈ Z  · 1 ∈ m ⇒ ( · 1) ∈ m

⎫⎬⎭⇒ 1 ∈ m ⇒ m = 

¢ôïðï! ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí ðñþôïò áñéèìüò  ðïõ äéáéñåß

ôïí  ïðüôå ï  éóïýôáé êáô' áíÜãêçí ìå   üðïõ  ∈ N ¤

ÁóêÞóåéò

2-1. ¸óôù (+ ·) ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù ∅ 6=  ⊆  Ôï óýíïëï

Ann()á := { ∈  | = 0∀ ∈  }

êáëåßôáé áñéóôåñüò ìçäåíéóôÞò ôïý åíôüò ôïý  êáé ôï óýíïëï

Ann()ä := { ∈  | = 0∀ ∈  }

äåîéüò ìçäåíéóôÞò ôïý åíôüò ôïý¼ôáí ï äáêôýëéïò åßíáé ìåôáèåôéêüò,

áõôÜ ôá äýï óýíïëá ôáõôßæïíôáé. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ôï ïñéæüìåíï

óýíïëï êáëåßôáé áðëþò ìçäåíéóôÞò ôïý åíôüò ôïý  êáé óõìâïëßæåôáé ùò

Ann() Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To Ann()á åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý 
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(ii) Ôï Ann()ä åßíáé Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý 

(iii) ÅÜí  ⊆  0 ôüôå Ann(
0)á ⊆ Ann()á êáé

Ann(
0)ä ⊆ Ann()ä

(iv) ⊆ Ann(Ann()á)ä êáé  ⊆ Ann(Ann()ä)á

(v) Ann()á = Ann(Ann(Ann()á)ä)á êáé

Ann()ä = Ann(Ann(Ann()ä)á)ä

(vi) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý  ôüôå ôï Ann()á åßíáé Ýíá

éäåþäåò ôïý 

(vii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý ôüôå ôï Ann()ä åßíáé Ýíá éäåþ-

äåò ôïý 

(viii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå áìöüôåñá ôá Ann()á êáé

Ann()ä åßíáé éäåþäç ôïý  (ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç: ¼ôáí ï  åßíáé ìåôáèåôé-

êüò, Ý·ïõìå Ann() = {0} : )
(ix) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå Ann()á = Ann()ä = {0}
(x) ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé  ∈ N : 1 ≤    ìå  |  íá áðïäåé·èåß üôé ï

ìçäåíéóôÞò

AnnZ([]) := {[] ∈ Z | ∈ Z : [][] = [0] }
ôïý ìïíïóõíüëïõ {[]} åíôüò ôïýZ åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé

ðñþôïò áñéèìüò ìå ìêä(  ) = 1

2-2. ÅÜí ôo  åßíáé Ýíá äåîéü êáé ôï  Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ 

ôÝôïéá þóôå  ∩  = {0} íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

 = 0 ∀ ( ) ∈  × 

2-3. ÅÜí ôá   åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  ìå  ⊆  íá áðïäåé·èåß üôé

ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý 

2-4. ¸óôù

 :=
n 


∈ Q

¯̄̄
( ) ∈ Z× (Zr{0}) ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 1(mod 2)

o
êáé Ýóôù

 :=
n 


∈ 

¯̄̄
 ≡ 0(mod 2)

o


Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé ìéá õðïðåñéï·Þ ôïý óþìáôïò Q ç ïðïßá äåí

åßíáé õðüóùìá áõôïý. Êáôüðéí ôïýôïõ, íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé Ýíá

éäåþäåò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  ôï ïðïßï äåí åßíáé éäåþäåò ôïý Q
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2-5. ÅÜí ç ()∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá (áñéóôåñþí/äåîéþí/áìöéðëåýñùí) éäåù-

äþí åíüò äáêôõëßïõ  ìå

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · 

íá áðïäåé·èåß üôé ç Ýíùóç  :=
∞S
=1

 ôùí ìåëþí áõôÞò áðïôåëåß Ýíá (áñé-

óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý 

2-6. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï Nil() ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí åíüò ìå-

ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  Åí óõíå·åßá, íá äïèåß ðá-

ñÜäåéãìá ìç ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  åíôüò ôïý ïðïßïõ ôï Nil() äåí åßíáé

éäåþäåò.

2-7. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

 :=

(
X
=0

X
 ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯ ∈ N0 0 ≡ 0(mod 2)

)

åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z[X] ðïõ äåí åßíáé êýñéï.

2-8. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 5 ìå
√
 ∈ Z êáé üôé ï 

åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

    | + 1 2 - + 1 ÅÜí

 :=
n³

 
√


−√ 

´
∈Mat2×2(R)

¯̄̄
  ∈ Z

o
êáé

 :=
n³

 ( + )
√


− ( + )
√
 

´
∈Mat2×2(R)

¯̄̄
  ∈ Z

o


íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Tï óýíïëï  áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü õðïäáêôýëéï ôïý Mat2×2(R) ìå
ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 = 1Mat2×2(R) (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò).

(ii) O  åßíáé (óõí ôïéò Üëëïéò) êáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Ôï óýíïëï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý .

(iv) Ôï  äåí åßíáé êýñéï éäåþäåò.

2-9. ÅÜí ôá  êáé  åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  íá áðïäåé·èåß ç áìöß-

ðëåõñç óõíåðáãùãÞ  +  =  ⇐⇒  ⊆ 

2-10. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí 1     

1      ∈  üðïõ   ∈ N íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

h1     i ⊆ h1     i⇐⇒ [ ∈ h1     i  ∀ ∈ {1     }]
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2-11. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Eíôüò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Z[
√−5] éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

2 1 +
√−5® = 2−1−√−5® = 2 1−√−5® 

(ii) Eíôüò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Z[
√
2] éó·ýåé ç éóüôçôáD

2 +
√
2
E
+
D
6 +
√
2
E
=
D√
2
E


(ii) Eíôüò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Z[
√
2] éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

 +  =
D
3
√
2
E
  =

D√
2
E


üðïõ  :=

3 +
√
2 3−√2® êáé  := 2 +√2 2−√2® 

2-12. ÅÜí ôá  êáé  åßíáé äõï äåîéÜ (Þ äõï áñéóôåñÜ) éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ ,

ôüôå äåí éó·ýåé êáô' áíÜãêçí ç éóüôçôá   =   Íá åðáëçèåõèåß áõôüò ï

éó·õñéóìüò ìÝóù ôÞò ðáñï·Þò êáôáëëÞëïõ ðáñáäåßãìáôïò.

2-13. ÅÜí 1 2 åßíáé äõï äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé

êÜèå éäåþäåò ôïý1×2 åßíáé ôÞò ìïñöÞò 1×2 üðïõ 1 åßíáé Ýíá éäåþäåò

ôïý 1 êáé 2 Ýíá éäåþäåò ôïý 2

2-14. ÅÜí   åßíáé äõï éäåþäç åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ íá áðïäåé·èïýí ôá

áêüëïõèá:

(i) ÅÜí  ⊆ Nil() êáé  ⊆ Nil() ôüôå  +  ⊆ Nil()

(ii) ÅÜí áìöüôåñá ôá   åßíáé ìçäåíïäýíáìá éäåþäç (âë. åä. 2.4.8), ôüôå

êáé ôï  +  åßíáé ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò ôïý 

2-15. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéïõäÞðïôå áðëïý äáêôõëßïõ  åßíáé

åßôå ìçäÝí åßôå Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

2-16. ¸óôù  ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù  ∈ N Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý  ôüôå ï äáêôýëéïò Mat×()
åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý Mat×()
(ii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý ôüôå ï äáêôýëéïòMat×() åßíáé
Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý Mat×()
(iii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå ï äáêôýëéïò Mat×() åßíáé Ýíá
éäåþäåò ôïý Mat×()
(iv) Ïé áðåéêïíßóåéò½

áñéóôåñÜ éäåþäç

ôïý 

¾
3  7−→ Φá () :=Mat×() ∈

½
áñéóôåñÜ éäåþäç

ôïý Mat×()

¾


½
äåîéÜ éäåþäç

ôïý 

¾
3  7−→ Φä () :=Mat×() ∈

½
äåîéÜ éäåþäç

ôïý Mat×()

¾
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êáé

{éäåþäç ôïý } 3  7−→ Φ () :=Mat×() ∈ {éäåþäç ôïý Mat×()}

åßíáé åíñéðôéêÝò êáé äéáôçñïýí ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý, äçë. ãéá ïéáäÞðïôå áñé-

óôåñÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç   0 ôïý  ìå  ⊆  0

Ý·ïõìå Φá () ⊆ Φá (
0) (êáé áíôéóôïß·ùò, Φä () ⊆ Φä (

0) / Φ () ⊆ Φ ( 0)).
(v) Ïé áðåéêïíßóåéò Φá êáé Φä äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéññéðôéêÝò (áêüìç

êáé üôáí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï).

(vi) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ç Φ åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêü-

íéóç.

(vii) ¼ôáí ï  äåí Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ç Φ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéñ-

ñéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

2-17. ¸óôù Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù  ∈ N ÅÜí ôá 1 2
åßíáé äõï éäåþäç ôïý  íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò éóüôçôåò:

(i) Mat×(1 ∩ 2) =Mat×(1)∩Mat×(2)

(ii) Mat×(1 + 2) =Mat×(1)+Mat×(2)

(iii) Mat×(12) =Mat×(1)Mat×(2)

(Ùò åê ôïýôïõ, ç áìößññéøçΦ ç ïñéóèåßóá óôçí Üóêçóç 2-16 äéáôçñåß ôïìÝò,
áèñïßóìáôá êáé ãéíüìåíá éäåùäþí ôïý )

Åí óõíå·åßá, åÜí  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç

óõíåðáãùãÞ:∙
ôï  åßíáé ðñþôï

éäåþäåò ôïý 

¸
⇔
∙

ôï Mat×() åßíáé ðñþôï
éäåþäåò ôïý Mat×()

¸


2-18. ¸óôù  ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù  ∈ N  ≥ 2¸íáò ðßíáêáò

A = ()1≤≤ ∈Mat× ()

êáëåßôáé Üíù ôñéãùíéêüò (êáé áíôéóôïß·ùò, êÜôù ôñéãùíéêüò) üôáí  = 0
ãéá    (êáé áíôéóôïß·ùò, ãéá   ), êáé áõóôçñþò Üíù ôñéãùíéêüò (êáé

áíôéóôïß·ùò, áõóôçñþò êÜôù ôñéãùíéêüò) üôáí  = 0 ãéá  ≥  (êáé

áíôéóôïß·ùò, ãéá  ≤ ). Óõìâïëßæïõìå ùò UT ()  LT ()  SUT () êáé

SLT () ôá óýíïëá ôùí Üíù, êÜôù, áõóôçñþò Üíù êáé áõóôçñþò êÜôù ðé-

íÜêùí ðïõ áíÞêïõí óôï Mat× ()  Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÔáUT () LT ()  SUT () êáé SLT ()áðïôåëïýí õðïäáêôõëßïõò

ôïý äáêôõëßïõ Mat× () 

(ii) Ôï SUT () åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ UT () 
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(iii) Ôï SLT () åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ LT () 

(iv) ÊÜèå ðßíáêáòA ∈ SUT ()∪ SLT () åßíáé ìçäåíïäýíáìïò (êáé ìÜ-

ëéóôá éó·ýåé, éäéáéôÝñùò, ç éóüôçôáA = 0Mat×()).

(v) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

UT ()
× =

©
A = ()1≤≤ ∈ UT ()

¯̄
 ∈ × ∀ ∈ {1     }ª

êáé, êáô' áíáëïãßáí,

LT ()
× =

©
A = ()1≤≤ ∈ LT ()

¯̄
 ∈ × ∀ ∈ {1     }ª 

2-19. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 ÅÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç åíüò ìå-

ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

(1 · · · ) = 1 · · ·   ∀ ∈ N

2-20. ¸óôù üôé ôá   åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

ÅÜí  +  =  íá áðïäåé·èåß üôé  +  =  ãéá ïéïõóäÞðïôå ∈ N
2-21. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 ÅÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç åíüò ìå-

ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé  +  =  ãéá êÜèå

 ∈ {1     } üðïõ  :=
T { |  ∈ {1     }r{}}  íá áðïäåé·èïýí ïé

éóüôçôåò 1 ∩ · · · ∩  = (1 · · · ) = (1 ∩ · · · ∩ )  ∀ ∈ N
2-22. ¸óôù üôé  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôá 1 2 3 ôñßá éäåþäç

ôïõ. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) 1 ⊆ 2 =⇒ 1 : 3 ⊆ 2 : 3 êáé 3 : 1 ⊇ 3 : 2

(ii) 1 : 
+1
2 = (1 : 


2 ) : 2 = (1 : 2) : 


2  ∀ ∈ N

(iii) 1 : 2 = 1 : (1 + 2) 

(iv) ÅÜí ï  Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå 2 ⊆ 1 ⇐⇒ 1 : 2 = 

2-23. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôï  Ýíá éäåþäåò ôïõ, ïñßæïõìå

ôï óýíïëï

Rad() := { ∈  |  ∈  ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï }

ùò ôï ñéæéêü ôïý  ÅÜí ôá   óõìâïëßæïõí éäåþäç ôïý  íá áðïäåé·èïýí

ôá åîÞò:

(i) Ôï Rad() åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  êáé  ⊆ Rad() 

(ii)  ⊆  ãéá êÜðïéïí  ∈ N =⇒ Rad() ⊆ Rad() 

(iii) Rad(Rad()) = Rad() 
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(iv) Rad
¡

¢
= Rad() ∀ ∈ N

(v) Rad()+ Rad() ⊆ Rad(Rad()+ Rad()) = Rad( + ) 

(vi) Rad()∩ Rad() = Rad( ∩ ) = Rad( ) 

(vii) Rad()Rad() ⊆ Rad( ) = Rad(Rad()Rad())

(viii) Rad() : Rad() ⊇ Rad( : ) 

(ix)  = Rad()⇐⇒ Nil() = {0} (= {})
2-24. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÅÜí  = 11 · · ·    ∈ N 1      ∈ N åßíáé

ç êáíïíéêÞ ðáñÜóôáóç ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ êáôÜëëçëùí äõíÜìåùí óáöþò

äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí 1      íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Nil(Z) = {[0]}⇔ 1 = · · · =  = 1

(ii) Ôï ñéæéêü ôïý êõñßïõ éäåþäïõò hi ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí éóïý-

ôáé ìå Rad(hi) = Rad(h−i) = h1 · · · i 
2-25. ÅÜí ôï  åßíáé éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Zdv() = ∅ åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ãéá ôá ïðïßá

éó·ýåé  ∈  Ý·ïõìå åßôå  ∈  åßôå  ∈ 

(ii) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò  åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí −  ∈ 

ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ 

(iii)Ïðçëéêïäáêôýëéïò Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ-

·åé êÜðïéï óôïé·åßï  ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

−  ∈  êáé −  ∈  ∀ ∈ 

2-26. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Íá áðïäåé·èåß

üôé ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) Ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} ôïý  åßíáé ðñþôï éäåþäåò.

2-27. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï êýñéï éäåþäåò h(X− 1) (X− 2)i ôïý Q[X] äåí åßíáé

ðñþôï éäåþäåò.

2-28. Íá áðïäåé·èåß üôé ï ðçëéêïäáêôýëéïò Z2[X]

X2 + [1]2

®
äåí åßíáé áêåñáßá

ðåñéï·Þ. (Ùò åê ôïýôïõ, ôï êýñéï éäåþäåò

X2 + [1]2

®
ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò

Z2[X] äåí åßíáé ðñþôï. Âë. èåþñçìá 2.6.4.)

2-29. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé Ýííïéåò ðñþôï êáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ïéïõäÞðïôå ðåðå-
ñáóìÝíïõ ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôáõôßæïíôáé.

2-30. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ôïý Boole (âë. Üóêçóç 1-5). Íá áðïäåé·èïýí ôá

åîÞò:

(i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò ôïý  åßíáé êýñéï éäåþäåò.
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(ii) ¸óôù  Ýíá ìç ôåôñéììÝíï ãíÞóéï éäåþäåò ôïý  Ôüôå ôï  åßíáé ðñþôï

åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ìåãéóôéêü.

2-31. ¸óôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù (P () M∩) ï äáêôýëéïò Boole ï

ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 1-9. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÊÜèå êýñéï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ P () ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

P ( 0)  üðïõ ∅ 6= 0 ⊆

(ii) ToP (r{}) åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïýP () ãéá êÜèå  ∈

2-32. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ôá p1 êáé p2 åßíáé äõï ðñþôá éäåþäç ôïý  ôüôå ç ôïìÞ p1 ∩ p2 åßíáé
ðñþôï éäåþäåò ôïý ⇐⇒ åßôå p1 ⊆ p2 åßôå p2 ⊆ p1
(ii) ÅÜí ç (p)∈Λ åßíáé ìéá áëõóßäá ðñþôùí éäåùäþí ôïý Þôïé ìéá ìç êåíÞ

ïéêïãÝíåéá ðñþôùí éäåùäþí ôïý  Ý·ïõóá ôçí éäéüôçôá:

[åßôå p1 ⊆ p2 åßôå p2 ⊆ p1 ] ∀(1 2) ∈ Λ× Λ

ôüôå ôüóïí ç Ýíùóç
S
∈Λ

p üóïí êáé ç ôïìÞ
T
∈Λ

p ôùí ìåëþí ôçò áðïôåëåß

Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý 

2-33. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù p Ýíá ðñþôï éäåþäåò áõôïý.

ÅÜí  ∈ N êáé åÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç ôïý  íá áðïäåé·èåß üôé ïé

áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(i) ∃  ∈ {1     } :  ⊆ p
(ii) 1 ∩ · · · ∩  ⊆ p
(iii) 1 · · ·  ⊆ p

2-34. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò áõôïý. ÅÜí ôá

p1     p  ∈ N åßíáé ðñþôá éäåþäç ôïý  ôÝôïéá þóôå  ⊆
S
=1
p íá

áðïäåé·èåß üôé ∃  ∈ {1     } :  ⊆ p 
2-35. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù  ∈ N

 ≥ 2. ÅÜí õðïôåèåß üôém1 m åßíáé  ìåãéóôéêÜ éäåþäç ôïý ìåm 6= m

ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ {1  }  6=  íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) m1 +m2 = 

(ii) m1 ∩m2 = m1m2
(iii) (m1 ∩ · · · ∩m−1) +m = 

(iv) m1 ∩ · · · ∩m = m1 · · ·m

Åí óõíå·åßá, õðïôéèåìÝíïõ üôé ï åßíáé ìéá áðåéñïðëçèÞò áêåñáßá ðåñéï·Þ

Ý·ïõóá ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá, íá áðïäåé·èïýí êáé

ôá áêüëïõèá:
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(v) Rad({0}) = {0}
(vi) O  äéáèÝôåé Üðåéñá óáöþò äéáêåêñéìÝíá ìåãéóôéêÜ éäåþäç.

(vii) Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = Z áðü ôï (vi) åîÜãåôáé ìéá (åðéðñü-

óèåôç) áðüäåéîç ãéá ôï üôé ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéèìþí åßíáé Üðåéñï.

2-36. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ùò ðñþôï öÜ-

óìá ôïý ïñßæåôáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý óõìâïëéæü-

ìåíï ùò Spec() Ãéá êÜèå éäåþäåò  ôïý  åéóÜãïõìå ôïí óõìâïëéóìü:

V() := {p ∈ Spec() | p ⊇  } 

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Spec() = ∅⇐⇒ ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

(ii) ÅÜí ôá   åßíáé äõï éäåþäç ôïý  ôüôå  ⊆  =⇒ V() ⊇ V()
(iii)V() = ∅⇐⇒  = 

(iv)V({0}) = Spec()

(v) ÅÜí  ∈ N êáé åÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç ôïý  ôüôå

V(1) ∪ · · · ∪V() = V(1 · · · ) = V(1 ∩ · · · ∩ )

(vi) ÅÜí ç {}∈Λ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá éäåùäþí ôïý  ôüôå

T
∈Λ

V() = V

µP
∈Λ



¶


[Óçìåßùóç : Åßíáé ðñüäçëï åê ôùí áíùôÝñù üôé ôï Spec() åöïäéÜæåôáé ìå

ìßá ôïðïëïãßá Ý·ïõóá ôá ìÝëç ôÞò ïéêïãåíåßáò {V() |  éäåþäåò ôïý }ùò
êëåéóôÜ óýíïëá. Ç åí ëüãù ôïðïëïãßá êáëåßôáé ôïðïëïãßá Zariski åðß ôïý

Spec() êáé äéáäñáìáôßæåé óçìáíôéêü ñüëï óôç ÌåôáèåôéêÞ ¢ëãåâñá êáé

óôçí ÁëãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá.]

2-37. ¸óôù Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ¸íá õðïóýíïëï

∅ 6= S ⊆  êáëåßôáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü óýíïëï üôáí 1 ∈ S êáé

 ∈ S ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ S Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ôï S ⊆  åßíáé Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü óýíïëï êáé ôï  Ýíá

éäåþäåò ôïý  ìå  ∩ S = ∅ ôüôå

∃p ∈ Spec() : p ⊇  êáé p ∩ S = ∅

[Õðüäåéîç : Íá åðáëçèåõèåß üôé ôï

({ |  éäåþäåò ôïý  ìå  ⊇  êáé  ∩ S = ∅} ⊆)
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åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï êáé íá åöáñìïóèåß ôï ëÞììá 2.5.17 ôïý

Zorn.]

(ii) Ãéá êÜèå éäåþäåò  ôïý  éó·ýåé ç éóüôçôá Rad() =
T {p | p ∈ V()} 

ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá  = {0}

Nil () = Rad ({0}) =
\
{p | p ∈ Spec()} 

[Õðüäåéîç : Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôßóôñïöïõ åãêëåéóìïý ‘‘⊇'' íá õðïôåèåß

üôé õðÜñ·åé óôïé·åßï  ∈ T {p | p ∈ V()} ìå  ∈Rad() êáé íá åöáñìïóèåß

ôï (i) ãéá ôï ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü óýíïëï S := { |  ∈ N0 }  ïýôùò
þóôå íá ðñïêýøåé áíôßöáóç.]

2-38. ¸óôù Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ôá   åßíáé

éäåþäç ôïý  íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i)V() ⊆ V()⇐⇒ Rad() ⊇ Rad() 

(ii)V() = V()⇐⇒ Rad() = Rad() 

(iii)V() = Spec()⇐⇒  ⊆ Nil() 

2-39. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá ìüíá ôáõôïäýíáìá óôïé·åßá åíüò ôïðéêïý äáêôõëßïõ

åßíáé ôá 0 êáé 1

2-40. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 Íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò Z (ï ïñéóèåßò óôï

åäÜöéï 1.1.4 (iv)) åßíáé ôïðéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí  =   üðïõ  êÜðïéïò

ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ N



ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí

Ïé áðåéêïíßóåéò ìåôáîý äõï äáêôõëßùí, ïé ïðïßåò ôõã·Üíåé íá ìåôáöÝñïõí ôéò åêÜ-

óôïôå èåùñïýìåíåò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý êáôÜ ôñüðï óõì-

âáôü, êáëïýíôáé ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí. Ïé åìöõôåýóåéò äáêôõëßùí åíôüò Üë-

ëùí äéáóöáëßæïíôáé ìÝóù êáôáóêåõÞò ìïíïìïñöéóìþí, Þôïé åíñéðôéêþí ïìïìïñ-

öéóìþí. Ïé ðõñÞíåò ôùí ïìïìïñöéóìþí äáêôõëßùí áðïôåëïýí éäåþäç êáé êÜèå

éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ ìðïñåß íá éäùèåß ùò ðõñÞíáò ôïý ëåãïìÝíïõ öõóéêïý åðé-
ìïñöéóìïý. Ôï èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ðåñéãñÜöåé ôïí ôñüðï óõó·åôéóìïý ôùí

éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ ìå ôá éäåþäç ôÞò åéêüíáò áõôïý ìÝóù åíüò åðéìïñöéóìïý.

ÔÝëïò, ôá èåùñÞìáôá éóïìïñöéóìþí ìÜò ðáñÝ·ïõí ·ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôéò

ðåñéðôþóåéò «ôáõôßóåùò» ïñéóìÝíùí ·áñáêôçñéóôéêþí äáêôõëßùí êáé ðçëéêïäá-

êôõëßùí, êáô' áíáëïãßáíðñïò ü,ôé óõìâáßíåé ìå ôá óõíþíõìá èåùñÞìáôáðåñß ïìÜ-

äùí.

3.1 ÈÅÌÅËÉÙÄÅÉÓ ÏÑÉÓÌÏÉ ÊÁÉ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ

3.1.1 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé (1+1 ·1) êáé (2+2 ·2) åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé

 : 1 −→ 2

ìéá áðåéêüíéóç, ôüôå ç  êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò (äáêôõëßùí) üôáí

 (+1 ) =  () +2  () êáé  ( ·1 ) =  () ·2  () (3.1)

ãéá üëá ôá   ∈ 

¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí  : 1 −→ 2 ïíïìÜæåôáé
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¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé åíñéðôéêÞ

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé åðéññéðôéêÞ

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ

åíäïìïñöéóìüò (ôïý 1) ⇐⇒
ïñó

1 = 2

áõôïìïñöéóìüò (ôïý 1) ⇐⇒
ïñó

ç  åßíáé áìöéññéðôéêüò åíäïìïñöéóìüò

(ÖõóéêÜ, áõôÝò ïé Ýííïéåò åìðåñéÝ·ïõí ôéò áíôßóôïé·åò Ýííïéåò ãéá ôéò åðß ìÝñïõò

äïìÝò, äçëáäÞ åêåßíåò ôùí åêÜóôïôå ìåôå·ïõóþí áâåëéáíþí ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí

êáé ðïëëáðëáóéáóôéêþí çìéïìÜäùí).

3.1.2 Óçìåßùóç. (Áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìïý.) ÊáôÜ êáíüíá (ãéá ëüãïõò óõíôï-

ìßáò) ïé äåßêôåò 1 2 (Þ ïðïéáäÞðïôå Üëëç åéäéêÞ óÞìáíóç) èá ðáñáëåßðïíôáé óôïí
óõìâïëéóìü ôùí ðñÜîåùí. Ùóôüóï, èá ðñÝðåé êáíåßò íá Ý·åé ðÜíôá êáôÜ íïõ ôï

ðïéï ‘‘+'' êáé ðïéï ‘‘·'' õðïíïåßôáé êáôÜ ðåñßðôùóç.

3.1.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêü-

íéóç

 : Z −→ Z  7−→ [] 

Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé ç  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) Ç áðåéêüíéóç  : Z −→ 2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ  () := 2 äåí åß-
íáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ðáñüôé åßíáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí áíôéóôïß·ùí
ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí!

(iii) ¸óôù (2Z+ ) ï äáêôýëéïò ï áðïôåëïýìåíïò áðü ôïõò áñôßïõò áêåñáßïõò ìå
ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôïí áêüëïõèï «ôñïðïðïéçìÝíï» ðïëëáðëáóéáóìü:

   :=
 · 
2



Ôüôå ç  : Z −→ 2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ  () := 2 (üðùò êáé óôï (ii))

áðïôåëåß éóïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

(iv) ÅÜí ôï åßíáé Ýíá óþìá ìå ·áñ() =   0, ôüôå ç áðåéêüíéóç

 :  −→   7−→ () := 

åßíáé Ýíáò åíäïìïñöéóìüò (ðñâë. ðñüôáóç 1.4.8 (i)) êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, áðåé-

êüíéóç ôïý Frobenius.

(v) Ï ïìïìïñöéóìüò

C −→ C  = +  7−→ −  = 

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý óþìáôïò ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí.
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(vi) ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé

Q(
√
) = {+ 

√
 |   ∈ Q} $ C

ôï áñéèìçôéêü ôåôñáãùíéêü óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïí  (âë. Üóêçóç 1-44).

Ôüôå ç áðåéêüíéóç

 : Q(
√
) −→ Q(

√
) (+ 

√
) := − 

√


áðïôåëåß Ýíáí áõôïìïñöéóìü ôïý Q(
√
) (âë. Üóêçóç 3-5).

(vii) Ç ìçäåíéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý äõï äáêôõëßùí  êáé  üðïõ

() = 0 ãéá êÜèå  ∈  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ï ëåãüìåíïò

ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò). ÓçìåéùôÝïí üôé üôáí êáíåßò åê ôùí  äåí åßíáé ôå-

ôñéììÝíïò, ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò äåí åßíáé ïýôå åíñéðôéêüò ïýôå åðéññéðôéêüò.

(viii) ÅÜí  :  −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé

inIm() : Im() −→   7−→ inIm()() := 

ç óõíÞèçò Ýíèåóç ôÞò åéêüíáò ôïõ åíôüò ôïý  ôüôå  = inIm() ◦ ̌  üðïõ

̌ :  −→ Im()  7−→ ̌() := ()

ï åðéìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò ìÝóù ôïý 

3.1.4 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→ 0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí  ∈ N êáé
åÜí ôá 1   åßíáé óôïé·åßá ôïý  ôüôå

(
X
=1

) =
X
=1

 () êáé (
Y
=1

) =
Y
=1

 () 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé êáôüðéí ·ñÞóåùò ôùí éóïôÞôùí (3.1) êáé ìáèçìáôéêÞò åðáãù-

ãÞò ùò ðñïò ôïí . ¤

3.1.5 Ðñüôáóç. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí  :  −→ 0 Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôç-
ôåò :

(i)  (0) = 00 êáé (−) = −() ∀ ∈ 

(ii) Ãéá êÜèå  ∈  éó·ýïõí ïé éóüôçôåò :

() =  () ∀ ∈ Z êáé () = () ∀ ∈ N

(iii) ÅÜí o  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý  ôüôå ç åéêüíá ôïõ  () ìÝóù ôÞò 
åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 0

(iv)ÅÜí ï 0 åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý0 ôüôå ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá −1 (0)
ìÝóù ôÞò  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 
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(v) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï () åßíáé äá-
êôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êáé ìÜëéóôá éó·ýåé ç éóüôçôá  (1) = 1()

(vi) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ç  ìç ìçäåíéêüò ïìïìïñ-
öéóìüò êáé ï 0 äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò Þ áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå  (1) = 10 

(vii) ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï  () åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(viii) ÅÜí ï åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé ç  ìç
ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò ôüôå

(−1) ∈  ()×  (−1) = [ ()]−1  ∀ ∈ ×

êáé, ãåíéêüôåñá,

() =  ()  ∀ ∈ × êáé ∀ ∈ Z

(ix) ÅÜí ç  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï  áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò, óôå-
âëü óþìá/óþìá), ôüôå êáé ï () åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò, óôñåâëü
óþìá/óþìá).

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò,  (0) =  (0 + 0) =  (0) +  (0), ïðüôå éó·ýåé ç

éóüôçôá  (0) = 00 . ÅîÜëëïõ, ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

00 =  (0) = (+ (−)) = () + (−) =⇒ (−) = −()

(ii) Ç áðüäåéîç Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.4 êáé ôç äåýôåñç éóüôçôá ôïý (i).

(iii) ÅÜí 1 2 ∈ (), ôüôå õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ , ôÝôïéá þóôå (1) = 1 êáé

(2) = 2. ÅðåéäÞ ï  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 

1 − 2 ∈ 

12 ∈ 

)
=⇒

(
1 − 2 = (1)− (2) = (1 − 2) ∈ ()

12 = (1)(2) = (12) ∈ ()

ïðüôå ç åéêüíá () ôïý  ìÝóù ôÞò  åßíáé üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý 0.

(iv) ÅÜí 1 2 ∈ −1(0), ôüôå (1) ∈ 0 êáé (2) ∈ 0 Êé åðåéäÞ ï 0 åßíáé
õðïäáêôýëéïò ôïý 0

(1 − 2) = (1)− (2) ∈ 0

(12) = (1)(2) ∈ 0

)
=⇒

(
1 − 2 ∈ −1(0)

12 ∈ −1(0)

Þôïé êáé ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá −1 (0) ìÝóù ôÞò  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò

ôïý äáêôõëßïõ .

(v)¸óôù  ôõ·üí óôïé·åßï ôïý (). Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá  ∈ , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

ç éóüôçôá () =  ¢ñá

(1)() = (1) = () ()(1) = (1) = ()



§ 3.1 èåìåëéùäåéò ïñéóìïé êáé éäéïôçôåò 95

ïðüôå ï () åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé  (1) = 1()

(vi) ÅðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- ï  äåí åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, èá õðÜñ·åé

Ýíá  ∈ , ôÝôïéï þóôå () 6= 00 . Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

() · 10 = () = ( · 1) = ()(1) =⇒ () ( (1)− 10) = 00 

ÅÜí ï0 åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå õðÜñ·åé ôï áíôßóôñïöï ()−1 ôïý (),
ìå ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå áìöüôåñá ôá ìÝëç ôÞò áíùôÝñù éóü-

ôçôáò êáé íá ëÜâïõìå  (1) = 10 . ÅÜí, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï 0 åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óôï ßäéï óõìðÝñáóìá êÜíïíôáò ·ñÞóç

ôïý íüìïõ ôÞò äéáãñáöÞò 1.2.5.

(vii) Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå   ∈  Ý·ïõìå

()() = () = () = ()()

(viii) Ãéá êÜèå  ∈ × Ý·ïõìå

()(−1) = (−1) = (1) = (−1) = (−1)()

Êé åðåéäÞ (ëüãù ôï (v)) éó·ýåé  (1) = 1() 6= 00  Ý·ïõìå () 6= 00 êáé

(−1) = [ ()]−1 ∈  ()
×
 Ç äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìÝóù ìá-

èçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

(ix) ¸óôù üôé ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï  áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ðñïöáíþò,

åðåéäÞ 1 6= 0, ôï (1) = 1() åßíáé äéÜöïñï ôïý (0) = 00  ÅÜí õðïèÝ-

óïõìå üôé () () ∈ (), ãéá êÜðïéá   ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

()() = 0() ⇐⇒ () = 0() =  (0) 

ôüôå  = 0, ïðüôå  = 0 Þ  = 0 Óõíåðþò, () = 0() Þ () = 0(). ¢ñá

êáé ï () åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï  óôñåâëü óþìá.

Ðñïöáíþò, åðåéäÞ 1 6= 0, ôï (1) = 1() åßíáé äéÜöïñï ôïý (0) = 00 

Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé ()× = ()r{00}. Ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñü-
äçëïò. Áò èåùñÞóïõìå ôõ·üí  ∈ ()r{00}. Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá  ∈ r{0}, ôÝ-
ôïéï þóôå  = () ¼ìùò -åî õðïèÝóåùò- r{0} = ×, ïðüôå  ∈ ×, ðñÜãìá
ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ·åé (ðïëëáðëáóéáóôéêü) áíôßóôñïöï −1 ôïý , ãéá ôï ïðïßï

éó·ýåé (−1) = [ ()]
−1 ∈  ()

×
(âÜóåé ôïý (viii)). ¢ñá  ∈ ()×, êáé, ùò åê

ôïýôïõ, ï () åßíáé óôñåâëü óþìá. (Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï  åßíáé

ìïíïìïñöéóìüò êáé ï óþìá, áñêåß íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ü,ôé ðñïåßðáìå óå óõí-

äõáóìü ìå ôï (vii).) ¤

3.1.6 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé  :  −→ 0 êáé  : 0 −→ 00 åßíáé äõï ïìïìïñöéóìïß
(êáé áíôéóôïß·ùò, ìïíïìïñöéóìïß/åðéìïñöéóìïß/éóïìïñöéóìïß ) äáêôõëßùí, êáé ç
óýíèåóÞ ôïõò  ◦  :  −→ 00 èá åßíáé ïìïìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, ìïíï-
ìïñöéóìüò/åðéìïñöéóìüò/éóïìïñöéóìüò ) äáêôõëßùí.
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Áðïäåéîç. ÅÜí ïé  êáé  åßíáé ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí, ôüôå ãéá üëá ôá   ∈ 

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

( ◦ ) (+ ) = ( (+ )) = ( () +  ())

= ( ()) + ( ()) = ( ◦ ) () + ( ◦ ) ()
êáé

( ◦ ) () = ( ()) = ( ()  ())

= ( ())( ()) = ( ◦ ) () ( ◦ ) ()
ïðüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò  ◦  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ç áðüäåéîç

áðïðåñáôïýôáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï ãåãïíüò üôé ç óýíèåóç äõï åíñßøåùí

(êáé áíôéóôïß·ùò, åðéññßøåùí/áìöéññßøåùí) åßíáé ìéá Ýíñéøç (êáé áíôéóôïß·ùò,

ìéá åðßññéøç/áìößññéøç). ¤

3.1.7 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé  êáé 0 åßíáé äõï äáêôýëéïé, ôüôå ãñÜöïõìå1  ∼= 0 êáé
ëÝìå üôé ï  åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí 0 (Þ üôé ïé  êáé 0 åßíáé éóüìïñöïé) üôáí
õðÜñ·åé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí  :  −→ 0 (Êáô' áíáëïãßáí, ôï

óýìâïëï  À 0 äçëïß üôé ï äáêôýëéïò  äåí åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí 0)

3.1.8 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√
2] (âë. Üóêçóç 1-44) åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ôïí áêüëïõèï äáêôýëéï 2× 2-ðéíÜêùí:
 :=

n³
 
2 

´¯̄̄
  ∈ Z

o
$Mat2×2(Z)

êáèüóïí õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí:

Z[
√
2] 3 + 

√
2 7−→

³
 
2 

´
∈ 

(ii) ¸·ïõìå Z[
√
2] À Z[

√
3] äéüôé åÜí õðÞñ·å éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

 : Z[
√
2] −→ Z[

√
3]

èá Ýðñåðå íá éó·ýåé

(
√
2)2 = ((

√
2)2) = (2) = (1 + 1) = 2(1) = 2⇒ (

√
2) ∈ {±

√
2}

êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï üôé ±√2 ∈ Z[√3]
(iii) Ôá óþìáôá C êáé R äåí åßíáé éóüìïñöá, äéüôé åÜí õðÞñ·å Ýíáò éóïìïñöéóìüò

 : C −→ R ôüôå èá Ýðñåðå íá éó·ýåé

−1 = −(1) = (−1) = (2) = ()2

(üðïõ  ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá), êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï üôé () ∈ R
1Áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò ìÝóù ôïý óõìâüëïõ ‘‘∼='' èá åêöñÜæïõìå ôçí ýðáñîç éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí. Ùóôüóï,

åðåéäÞ (óôç Èåùñßá ÏìÜäùí) ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ßäéï óýìâïëï êáé ãéá ôïõò éóïìïñöéóìïýò ïìÜäùí, ïöåßëïõìå
íá åßìáóôå éäéÜôåñá ðñïóåêôéêïß (ðñâë. 3.1.3 ðáñÜäåéãìá (ii)). Óå ðåñßðôùóåéò óôéò ïðïßåò åíäÝ·åôáé íá ðñïêëçèåß

óýã·õóç, èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ·ñçóéìïðïéÞóåé ôá (êÜðùò äõóìåôáêßíçôá) óýìâïëá ∼=
äáêô

êáé ∼=
ïìÜä

, áíôéóôïß·ùò.
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3.1.9 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå äáêôõëßïõò 0 00 éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i)  ∼= 

(ii)  ∼= 0 =⇒ 0 ∼= 

(iii) [ ∼= 0 êáé 0 ∼= 00] =⇒  ∼= 00

Áðïäåéîç. (i) Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç id :  →  åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò éóï-

ìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) ÅÜí ï  :  −→ 0 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå, ùò áìöéññéðôéêÞ
áðåéêüíéóç, èá äéáèÝôåé ìéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, áìöéññéðôéêÞ) áíôßóôñïöï

−1. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç −1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

ÅÜí   ∈ 0, ôüôå õðÜñ·ïõí   ∈  ìå  = () êáé  = () ÅðïìÝíùò,(
−1 (+ ) = −1 (() + ()) = −1 ((+ )) = +  = −1 () + −1 () 

−1 () = −1 (()()) = −1 (()) =  = −1 () −1 () 

(áöïý ïé  −1 áìöéññéðôéêÝò) êáé ç −1 åßíáé üíôùò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(iii) ÅÜí ïé  :  −→ 0 êáé  : 0 −→ 00 åßíáé äõï éóïìïñöéóìïß äáêôõëßùí, ôüôå,
óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.1.6, êáé ç óýíèåóÞ ôïõò  ◦  åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò

äáêôõëßùí. ¤

3.1.10 Óçìåßùóç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.1.9, ç äéìåëÞò ó·Ýóç “∼=” ïñßæåé ìéá
ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ïéïõäÞðïôå óõíüëïõáðáñôéæïìÝíïõ áðü äáêôõëßïõò (Þ åðß

ôÞò NÂG-«êëÜóåùò» üëùí ôùí äáêôõëßùí). Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí

“∼=” ïíïìÜæïíôáé êëÜóåéò éóïìïñößáò. Äõï äáêôýëéïé ëïãßæïíôáé ùò (äáêôõëéï-

èåùñçôéêþò) ôáõôéæüìåíïé üôáí åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöïé, Þôïé üôáí áíÞêïõí

óôçí ßäéá êëÜóç éóïìïñößáò. Ùò åê ôïýôïõ, ï äáêôõëéïèåùñçôéêüò ðñïóäéïñéóìüò

ìéáò ïéêïãåíåßáò äáêôõëßùí, ôá ìÝëç ôÞò ïðïßáò Ý·ïõí ìéá åéäéêÞ éäéüôçôá, éóïäõ-

íáìåß ìå ôçí ôáîéíüìçóç ôùí ìåëþí ôçò ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý 2.

3.1.11 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé  êáé 0 åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé  ∼= 0 ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) Ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ⇔ ï 0 åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.
(ii) Ï  åßíáé óôåâëü óþìá⇔ ï 0 åßíáé óôåâëü óþìá.
(iii) Ï  åßíáé óþìá⇔ ï 0 åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. ÅÜí ç  :  −→ 0 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå áñêåß íá
åöáñìïóèåß ôï (ix) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.5 ãéá áìöüôåñåò ôéò  êáé −1 (Ðñâë. ìå ôï

(ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.9.) ¤
2Ç öñÜóç «ôáîéíüìçóç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» Þ «ìå áêñßâåéá éóïìïñöéóìïý» (up to isomorphism) äçëïß ôç «äéÜ-

êñéóç (äáêôõëßùí) ìå ìüíï êñéôÞñéï ôáõôßóåùò ôç äéáìåóïëÜâçóç êÜðïéïõ éóïìïñöéóìïý».
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3.1.12 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  :  −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, üðïõ ï
 åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò (= óôñåâëü óþìá ), ôüôå ï  åßíáé Þ ï ìçäåíéêüò
ïìïìïñöéóìüò Þ Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò, ôüôå ï  åßíáé êáô' áíÜãêçí ï

ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò. ÅÜí ï åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò êáé ï  äåí åßíáé

ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò (Þôïé äåí éó·ýåé () = 0 ãéá êÜèå  ∈ ), êáé åÜí

-åðéðñïóèÝôùò- õðïèÝóïõìå üôé () = () ãéá êÜðïéá   ∈ , ôüôå

(− ) = ()− () = 0 (3.2)

ÅÜí − 6= 0  ôüôå ôï − èá äéáèÝôåé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï (−)−1
Áõôü, êáôÜ ôï (viii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.5, óçìáßíåé üôé

((− )−1) ∈  ()×  ((− )−1) = ((− ))−1 (3.3)

Áðü ôéò (3.2) êáé (3.3) óõíÜãåôáé üôé 0 = ( − )(( − ))−1 = 1 ðñÜãìá

Üôïðï. ÅðïìÝíùò,  =  êáé ï  åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïìïñöéóìüò. ¤

3.1.13 Ðüñéóìá. ÊÜèå åðéìïñöéóìüò óôñåâëþí óùìÜôùí  :  −→  åßíáé éóï-
ìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý  åßíáé ≥ 2 êáé ï  åðéìïñöéóìüò, ï

 áäõíáôåß íá åßíáé ï ôåôñéììÝíïò ïìïìïñöéóìüò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï  ïöåßëåé íá

åßíáé êáé åíñéðôéêüò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.12. ¤

3.1.14 Ïñéóìüò. ÅÜí ï  :  −→ 0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ï
õðïäáêôýëéïò Ker() := −1({00}) ôïý  ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò ôïý 

3.1.15 Ðñüôáóç. Ï ðõñÞíáò Ker() åíüò ïìïìïñöéóìïý äáêôõëßùí  :  → 0

áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý 

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé  ∈  êáé üôé   ∈ Ker() Ôüôå

(− ) = ()− () = 00 − 00 = 00 

() = ()() = 00() = 00 

() = ()() = ()00 = 00

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =⇒ −    ∈ Ker()

¢ñá ï Ker() åßíáé åî ïñéóìïý Ýíá éäåþäåò ôïý  ¤

3.1.16 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→ 0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ôüôå o

 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒ Ker () = {0} 
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Áðïäåéîç. ÅÜí ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé  åßíáé Ýíá ôõ·üí óôïé·åßï

ôïý ðõñÞíá Ker(), ôüôå

() = 00 = (0) =⇒
 Ýíñéøç

 = 0

¢ñá Ker() = {0} Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éó·ýåé Ker() = {0} êáé õðïèÝóïõìå
üôé () = (), ãéá êÜðïéá   ∈  ôüôå

(− ) = ()− () = 00 =⇒ −  ∈ Ker() = {0} =⇒ −  = 0

äçëáäÞ ï ïìïìïñöéóìüò  åßíáé åíñéðôéêüò. ¤

3.1.17 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé ï äáêôýëéïò  ìðïñåß íá åìöõôåõèåß (Þ üôé åßíáé åì-

öõôåýóéìïò) óå Ýíáí äáêôýëéï 0 üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

 :  −→ 0.

3.1.18 Ðñüôáóç. ¸íáò äáêôýëéïò  åßíáé åìöõôåýóéìïò óå Ýíáí äáêôýëéï 0 åÜí
êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé éóüìïñöïò ìå Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý 0

Áðïäåéîç. ÅÜí Ýíáò äáêôýëéïò  åßíáé åìöõôåýóéìïò óå Ýíáí äáêôýëéï 0 ôüôå
õößóôáôáé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò  :  −→ 0 ÅðïìÝíùò, ï ìÝóù áõôïý åðá-

ãüìåíïò åðéìïñöéóìüò ̌ :  −→ Im() (âë. 3.1.3 (viii)) åßíáé éóïìïñöéóìüò. Êáé

áíôéóôñüöùò° åÜí ï  åßíáé éóüìïñöïò ìå Ýíáí õðïäáêôýëéï  ôïý 0 ôüôå õöß-
óôáôáé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò  :  −→  Èåùñþíôáò (êáôüðéí åðåêôÜóåùò) ùò

ðåäßï ôéìþí ôÞò áðåéêïíßóåùò  ôo 0 ëáìâÜíïõìå ôïí ìïíïìïñöéóìü äáêôõëßùí

 3  7−→ () ∈ 0 ¤

3.1.19 Ðñüôáóç. ÊÜèå äáêôýëéïò  ìðïñåß íá åìöõôåõèåß (ü·é ìïíïóçìÜíôùò) óå
Ýíáí äáêôýëéï 0 ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÌÜëéóôá, ï 0 ìðïñåß íá åðéëåãåß êáôÜ
ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ·áñ(0) = 0 Þ ·áñ(0) = ·áñ().

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï 0 := Z × , üðïõ Z ï äáêôýëéïò

ôùí áêåñáßùí áñéèìþí. Åðß ôïý0 ïñßæïíôáé ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëá-
óéáóìïý ùò áêïëïýèùò:

(i) () + ( ) := (+  + ),

(ii) () · ( ) := (+ + )

ãéá ïéáäÞðïôå () ( ) ∈ 0. Ç ôñéÜäá (0+ ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ·á-

ñáêôçñéóôéêÞò 0 ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1 0), êáé ç áðåéêüíéóç

 :  −→ 0  7−→ (0 ) 

åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ÅÜí ·áñ() =   0, ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå

ùò 0 ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï 0 := Z × åöïäéáóìÝíï ìå ôéò ðñÜîåéò:

(i) ([]  ) + ([]  ) := ([+ ]  + ),
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(ii) ([]  ) · ([]  ) := ([] + + ),

ãéá êÜèå ([]  ), ([]  ) ∈ 0. Ç ôñéÜäá (0+ ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ·á-

ñáêôçñéóôéêÞò  ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï ([1]  0) êáé ç áðåéêüíéóç

 :  −→ 0  7−→ ([0]  ) 

åßíáé êáé ðÜëé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ¤

3.1.20 Óçìåßùóç. ÐïëëÝò öïñÝò óõìâáßíåé «åéäéêïß» äáêôýëéïé íá åßíáé åìöõôåõ-

ìÝíïé óå äáêôõëßïõò «ïëéãüôåñï åéäéêïýò». Åðß ðáñáäåßãìáôé, óþìáôá åíäÝ·åôáé

íá åßíáé åìöõôåõìÝíá åíôüò óôñåâëþí óùìÜôùí, êáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò åíôüò äá-

êôõëßùí ìå ìçäåíïäéáéñÝôåò (âë. 3.1.21 (i) êáé (ii)). Ùóôüóï, üðùò èá äïýìå óôçí

åíüôçôá 3.5 (âë. ðñüôáóç 3.5.7), êÜèå áêåñáßáðåñéï·Þìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ

ôñüðï öõóéêü óå Ýíá óþìá.

3.1.21 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí åßíáé åìöõôåõìÝíï

óôï óôñåâëü óþìá HR ôùí (ðñáãìáôéêþí) ôåôñáíßùí (ïðüôå ôï HR ìðïñåß, õðü

ìßá Üðïøç, íá èåùñåßôáé ùò «öõóéêÞ åðÝêôáóç» ôïý C) ìÝóù ôïý áêüëïõèïõ ìï-

íïìïñöéóìïý:

C → HR +  7−→ I+ J =

µ
+  0

0 − 

¶


üðïõ ïé I êáé J åßíáé ïé ðßíáêåò ïé åéóá·èÝíôåò óôï 1.2.19 (ii).

(ii) ÅÜí óôçí ðñüôáóç 3.1.19 èÝóïõìå  := Z êáé 0 := Z × Z (ìå ôç äïìÞ äá-

êôõëßïõ ôçí ïñéóèåßóá êáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêáóßá!), ôüôå ï åßíáé áêåñáßá

ðåñéï·Þ, åíþ ï 0 äåí åßíáé, äéüôé ð.·. ãéá êÜèå  ∈ Zr{0} éó·ýåé ç éóüôçôá:

(−2 2) (0 2) = (0 0− 4+ 4) = (0 0)

IÐçëéêïäáêôýëéïé êáé öõóéêïß åðéìïñöéóìïß. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù

 Ýíá éäåþäåò áõôïý. Èåùñïýìå ôïí ðçëéêïäáêôýëéï  (âë. 2.6.1 êáé 2.6.2). Ç

áðåéêüíéóç

 :  −→   () :=  +  ∀ ∈  (3.4)

åßíáé ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ.

3.1.22 ËÞììá. Ç (3.4) áðïôåëåß Ýíáí åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôéò (2.7) êáé (2.8). ¤

3.1.23 Ïñéóìüò. Ç (3.4) êáëåßôáé öõóéêüò åðéìïñöéóìüò (Þ åðéìïñöéóìüò êëÜ-

óåùí õðïëïßðùí) ôïý  åðß ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ .
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Ç åðüìåíç ðñüôáóç äçëïß -êáô' ïõóßáí- üôé ïé Ýííïéåò «ðõñÞíáò ïìïìïñöéóìïý

äáêôõëßùí» êáé «éäåþäåò» ìðïñïýí íá ·ñçóéìïðïéïýíôáé ç ìßá áíôß ôÞò Üëëçò

·ùñßò ðåñáéôÝñù ðåñéïñéóìïýò.

3.1.24 Ðñüôáóç. ¸óôù  ôõ·þí äáêôýëéïò. Ôüôå Ýíá õðïóýíïëï ∅ 6=  ⊆  áðï-
ôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý  åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï  åßíáé ï ðõñÞíáò åíüò ïìïìïñöéóìïý
äáêôõëßùí  :  −→  (ãéá êÜðïéïí êáôÜëëçëï äáêôýëéï ).

Áðïäåéîç. ÅÜí ∅ 6=  ⊆  åßíáé Ýíá Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå ï öõóéêüò åðéìïñ-

öéóìüò (3.4) Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôïí Ker( ) = { ∈  |  +  = } =  Ôï

áíôßóôñïöï åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.15. ¤

3.1.25 Ðüñéóìá. Ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò (3.4) åßíáé éóïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí
åÜí  = {0}
Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.1.16 ï  :  −→  åßíáé ìïíïìïñöé-

óìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò ôïõ (ðïõ éóïýôáé ìå ôï ) åßíáé ôï ôåôñéììÝíï

éäåþäåò. ¤

3.1.26 Ðüñéóìá. ÅÜí ï åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï,
ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé Ýíá óþìá.

(ii) Ôá ìüíá éäåþäç ôïý  åßíáé ôï {0} êáé o ßäéïò ï 
(iii) Ôï {0} åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý 
(iv) ÊÜèå ìç ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí  :  −→ 0 åßíáé ìïíïìïñöé-
óìüò.

Áðïäåéîç. Ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ (i)⇔(ii) Ýðåôáé áðü ôï ðüñéóìá 2.1.11, ç

(i)⇔(iii) áðü ôï ðüñéóìá 2.6.5 (áöïý ∼= {0} âë. 3.1.11 (iii) êáé 3.1.25) êáé ç
óõíåðáãùãÞ (i)⇒(iv) áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.12. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò óõíåðáãùãÞò

(iv)⇒(ii) áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôõ·üí éäåþäåò  $  êáé ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü

 :  −→  ï ïðïßïò åßíáé ìç ìçäåíéêüò ìå Ker( ) =  ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé

ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Ý·ïõìå  = {0} ïðüôå ï  äåí äéáèÝôåé Üëëá ãíÞóéá

éäåþäç ðÝñáí ôïý ôåôñéììÝíïõ. Ç áðüäåéîç ëÞãåé áêïëïõèþíôáò ôéò óõíåðáãùãÝò

(iv)⇒(ii)⇒(i). ¤

3.2 ÈÅÙÑÇÌÁ ÁÍÔÉÓÔÏÉμÉÓÅÙÓ ÉÄÅÙÄÙÍ

3.2.1 ËÞììá. ¸óôù  :  −→  Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí õðïôåèåß
üôé ôï  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò ôïý  êáé ôï  Ýíá (áñé-
óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý , ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ç åéêüíá () ôïý  ìÝóù ôïý  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò
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ôïý äáêôõëßïõ ()

(ii) Ç áíôßóôñïöç åéêüíá −1 () ôïý  ìÝóù ôïý  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/ äå-
îéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò ôïý 

Áðïäåéîç. (i) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈ () êáé   ∈ () ÅðåéäÞ ôï

 åßíáé (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý  õðÜñ·ïõí  ∈    ∈ 

ôÝôïéá þóôå  = ()  = () êáé  = () êáé éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

−  = ()− () = (− ) ∈ ()

 = ()() = () ∈ () |  = () ∈ () |   ∈ ()

¾
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç åéêüíá () ôïý  ìÝóù ôïý  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü êáé, áíôé-

óôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ ()

(ii) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈  êáé   ∈ −1 ()  Ôüôå, åðåéäÞ ôï  åßíáé

(áñéóôåñü êáé, áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý ,

(− ) = ()− () ∈ 

() = ()() ∈  | () = ()() ∈  | () () ∈ 

¾
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  −   |  |   ∈ −1 (). ¢ñá ôï −1 () åßíáé åî
ïñéóìïý Ýíá ïìïåéäÝò éäåþäåò ôïý  ¤

3.2.2 Óçìåßùóç. ÅÜí õðïôåèåß üôé ôï  åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï)

éäåþäåò ôïý  êáé üôé ï  äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò, ç åéêüíá () ôïý  ìÝóù ôïý

 åßíáé Ýíá ïìïåéäÝò éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ () áëëÜ ü·é êáô' áíÜãêçí êáé ôïý

 Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñþíôáò ôÞ óõíÞèç Ýíèåóç inZQ : Z → Q ç åéêüíá ôïý

éäåþäïõò  := 2Z ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ìÝóù áõôÞò åßíáé ôï

õðïóýíïëï 2Z ôïý Q ðïõ äåí åßíáé éäåþäåò ôïý óþìáôïò ôùí ñçôþí áñéèìþí (êá-

èüôé ôá ìüíá éäåþäç ôïý Q åßíáé ôá {0} êáé Q âë. ðüñéóìá 2.1.11).

3.2.3 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ
 êáé Ýóôù  Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ  Ãéá êÜèå
ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí  :  −→  éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) 
¡
 ∩ −1 ()¢ = () ∩ 

(ii) 
¡
−1 ()

¢
= Im() ∩ 

(iii) −1 ( + ()) = −1() + 

(iv) −1 (()) = Ker() + 

Áðïäåéîç. (i) Ãéá êÜèå  ∈ −1 () Ý·ïõìå () ∈  ïðüôå 
¡
−1 ()

¢ ⊆ 

ÅðåéäÞ ïé ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý ðáñáìÝíïõí åí éó·ý êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò áðåé-

êïíßóåùò  Ý·ïõìå


¡
 ∩ −1 ()¢ ⊆ ()


¡
 ∩ −1 ()¢ ⊆ 

¡
−1 ()

¢ ) =⇒ 
¡
 ∩ −1 ()¢ ⊆ () ∩ 
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¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈ ()∩Ðñïöáíþò,  ∈  êáé  = () ãéá êÜðïéï óôïé·åßï

 ∈ ÅðåéäÞ () ∈  Ý·ïõìå  ∈ 
¡
 ∩ −1 ()¢  ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò

åãêëåéóìüò

() ∩  ⊆ 
¡
 ∩ −1 ()¢ 

(ii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (i) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = 

(iii) Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå () ∈ () ÅðïìÝíùò,  ⊆ −1 (()) Áðü ôï (ii) êáé
áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý ðáñáìÝíïõí åí éó·ý êáôüðéí èåùñÞóåùò
áíôéóôñüöùí åéêüíùí ðñïêýðôåé üôé

−1() +  ⊆ −1
¡
(−1() + )

¢
= −1

¡
(−1()) + ()

¢ ⊆ −1 ( + ()) 

¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈ −1 ( + ())  ÅðåéäÞ () ∈  + () õðÜñ·ïõí  ∈ 

êáé  ∈  ôÝôïéá þóôå () = + ()ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

( + (−)) =  ∈  ⇒  + (−) ∈ −1() ⊆ −1()⇒  ∈ −1() + 

ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò

−1 ( + ()) ⊆ −1() + 

(iv) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (iii) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = {0} ¤

3.2.4 Èåþñçìá ôÞò áíôéóôïé·ßóåùò. ¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõ-
ëßùí êáé Ýóôù := Ker() Ôüôå ç⎧⎨⎩

áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá

éäåþäç ôïý 

ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí

⎫⎬⎭ −→
½

áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá

éäåþäç ôïý 

¾

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

 7−→ () := ()

åßíáé ìéá áìößññéøç ðïõ äéáôçñåß ôïõò åãêëåéóìïýò, äçëáäÞ ãéá ïéáäÞðïôå éäåþäç
1 2 ôïý  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 ⊆ 1 $ 2 =⇒ (1) $ (2)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí

½
áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá

éäåþäç ôïý 

¾
−→
⎧⎨⎩

áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá

éäåþäç ôïý 

ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí

⎫⎬⎭
ôçí ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

 7−→ () := −1()
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Ôï üôé ïé   åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò áðåéêïíßóåéò Ýðåôáé áðü ôï ëÞììá 3.2.1. Ãéá

êÜèå (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò  ôïý  ëáìâÜíïõìå

(()) = (−1()) = (−1()) = Im() ∩  =  ∩  = 

(âë. 3.2.3 (ii)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

(()) =  (3.5)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå éäåþäåò (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò  ôïý

 ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý  ëáìâÜíïõìå

(()) = (()) = −1(()) = +  = 

(âë. 3.2.3 (iv)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

(()) =  (3.6)

Áðü ôéò (3.5) êáé (3.6) óõìðåñáßíïõìå üôé ç áðåéêüíéóç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ

Ý·ïõóá ôçí  ùò áíôßóôñïöü ôçò. ÔÝëïò, áò õðïèÝóïõìå üôé ôá 1 2 åßíáé äõï

(áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç ôïý  ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôïí êáé ãéá ôá

ïðïßá éó·ýåé ï åãêëåéóìüò 1 $ 2. Ðñïöáíþò, (1) ⊆ (2). Êé åðåéäÞ

(1) =  (2)⇒ 1 = −1((1)) = −1((2)) = 2

Ý·ïõìå (1) = (1) $ (2) = (1) ¤

3.2.5 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ. Ôüôå êÜèå éäåþäåò ôïý ðçëé-
êïäáêôõëßïõ  åßíáé ôÞò ìïñöÞò  üðïõ  êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï)
éäåþäåò ôïý  ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï 

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü  :  −→  (âë. (3.4)). ÂÜóåé

ôïý èåùñÞìáôïò 3.2.4 ôÞò áíôéóôïé·ßóåùò éäåùäþí êÜèå éäåþäåò ôïý åßíáé ôÞò

ìïñöÞò  (), üðïõ  êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) éäåþäåò ôïý  ôï ïðïßï

ðåñéÝ·åé ôï  =Ker( ) (âë. ðñüôáóç 3.1.24). Ôï  åßíáé êáé áõôü Ýíá éäåþäåò ôïý

 (üôáí ôï  èåùñçèåß áö' åáõôïý ùò äáêôýëéïò áíáöïñÜò), åíþ ç åéêüíá  ()

éóïýôáé ìå

 () =
©
 ()

¯̄
 ∈ 

ª
= {+  |  ∈ } = 

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

3.2.6 ÐáñÜäåéãìá. Ãéá  = Z êáé  = Z  ∈ N ôï óýíïëï ôùí éäåùäþí ôïý

ðçëéêïäáêôõëßïõ ZZ åßíáé ôï

{ZZ|  ∈ N êáé  |  } 
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3.3 ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

ÁõôÜ åßíáé ôñßá ·áñáêôçñéóôéêÜ èåùñÞìáôá (âë. 3.3.3, 3.3.16 êáé 3.3.21) ôá ïðïßá

ðåñéãñÜöïõí ôïí ôñüðï äéáóõíäÝóåùò ôùí ïìïìïñöéóìþí äáêôõëßùí, ôùí éäåù-

äþí äáêôõëßùí êáé ôùí ðçëéêïäáêôõëßùí. Ôá åî áõôþí åîáãüìåíá ðïñßóìáôá åß-

íáé ðïëéðïßêéëá êáé ëßáí ·ñÞóéìá.

3.3.1 ËÞììá. ÅÜí ôá åßíáé ìç êåíÜ óýíïëá êáé ç  :  −→  ìéá áðåéêüíéóç,
ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) H  åßíáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

(ii) ÕðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  :  −→  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  ◦  = id 

(iii) H  åßíáé «åê äåîéþí äéáãñÜøéìç», äçëáäÞ ãéá ïéïäÞðïôå ìç êåíü óýíïëï  êáé
ïéåóäÞðïôå áðåéêïíßóåéò 1 :  −→  êáé 2 :  −→  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

1 ◦  = 2 ◦  =⇒ 1 = 2

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï

 ∈  = Im() = () åðéëÝãïõìå Ýíá  ∈  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé () = 

êáé ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç  :  −→   7−→ () :=  Ôüôå

( ◦ ) () = (()) =  () =  = id() =⇒  ◦  = id 

(ii)⇒(iii) ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  :  −→  ïýôùò þóôå íá

éó·ýåé  ◦  = id Ãéá ïéåóäÞðïôå áðåéêïíßóåéò 1 :  −→  êáé 2 :  −→ 

ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýåé ç éóüôçôá 1 ◦  = 2 ◦  ëáìâÜíïõìå

1 ◦  = 2 ◦  ⇒ (1 ◦ ) ◦  = (2 ◦ ) ◦ 
⇒ 1 ◦ ( ◦ ) = 2 ◦ ( ◦ )
⇒ 1 = 1 ◦ id = 2 ◦ id = 2

(iii)⇒(i) ÕðïèÝôïõìå üôé ç  åßíáé «åê äåîéþí äéáãñÜøéìç». ÅÜí ôï  åßíáé ìïíï-

óýíïëï, ôüôå ç  åßíáé ðñïäÞëùò åðéññéðôéêÞ. ÅÜí ôï ðåñéÝ·åé ôïõëÜ·éóôïí äýï

óôïé·åßá 1 2 ìå 1 6= 2 ôüôå ïñßæïõìå ôéò áðåéêïíßóåéò

1() :=

½
 üôáí  ∈ Im()
1 üôáí  ∈ Im() 2() :=

½
 üôáí  ∈ Im()
2 üôáí  ∈ Im()

Ðñïöáíþò, 1(()) = () = 2(()) ãéá êÜèå  ∈  ïðüôå

1 ◦  = 2 ◦  =⇒ 1 = 2

ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéï  ∈ r Im() ôüôå èá ßó·õå

1() = 2() =⇒ 1 = 2

Þôïé êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò. ÅðïìÝíùò,  = Im() ¤
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3.3.2 Èåþñçìá. («ÊáèïëéêÞ éäéüôçôá ðçëéêïäáêôõëßïõ») ¸óôù  Ýíá éäåþäåò
åíüò äáêôõëßïõ  Ôüôå ãéá êÜèå ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí  :  −→  ãéá ôïí
ïðïßïí éó·ýåé  ⊆ Ker()  ç

 :  −→  +  7−→ (+ ) :=  ()  ∀ ∈ 

åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç êáé áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí. Áõ-
ôüò åßíáé ï ìüíïò ïìïìïñöéóìüò áðü ôïí ðçëéêïäáêôýëéï óôïí äáêôýëéï  ðïõ
êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá



ª



²²

 // 





>>}}}}}}}}}}}}}}}}

ìåôáèåôéêü (Þôïé  ◦  = ). ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) O  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒  = Ker()

(ii) O  åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò.
Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ç  åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé åÜí Ý·ïõìå

+  = + , ãéá êÜðïéá   ∈ , ôüôå

−  ∈  ⊆ Ker () =⇒ (− ) = ()− () = 00 =⇒ () = ()

Åðßóçò,  ◦  = , êáèüôé éó·ýåé


¡
 ()

¢
=  (+ ) =  ()  ∀ ∈ 

Ôï üôé ç  åßíáé êáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí óõíÜãåôáé áðü ôéò áêüëïõèåò éóü-

ôçôåò: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
 ((+ ) + (+ )) =  ((+ ) + ) = (+ )

= () + () =  (+ ) +  (+ ) 

 ((+ ) (+ )) =  (+ ) = ()

= ()() =  (+ ) (+ )  ∀( ) ∈ ×

Ï ïìïìïñöéóìüò  åßíáé ï ìüíïò ïìïìïñöéóìüò áðü ôïí  óôïí  ðïõ êáèéóôÜ

ôï ùò Üíù äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü. ÐñÜãìáôé° åÜí 0 :  −→  åßíáé ôõ·þí ïìï-
ìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå 0 ◦  =  ôüôå (óýìöùíá ìå ôç óõíåðáãùãÞ (i)⇒(iii)

ôïý ëÞììáôïò 3.3.1)

 ◦  = 0 ◦  =⇒  = 0
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(i) ÕðïèÝôïõìå üôé ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ¸óôù ôõ·üí  ∈ Ker(). Ôüôå

 (+ ) = () = 0 = 
¡
0

¢
=  () =⇒

[ Ýíñéøç]
+  =  =⇒  ∈ 

¢ñá Ker() ⊆  Êé åðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò)  ⊆ Ker()  Ý·ïõìå Ker() = 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé Ker() =  áñêåß íá äåßîïõìå (åðß ôç âÜóåé

ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.16) üôé Ker() = {0} ¸óôù ëïéðüí ôõ·üí  +  ∈ Ker().

Ôüôå

() =  (+ ) = 0 =⇒  ∈ Ker () =  =⇒ +  =  = 0 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ðñÜãìáôé Ker() = {0}
(ii) ÅÜí ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï  =  ◦ åßíáé åðéìïñöéóìüò (ùò óýí-

èåóç äýï åðéìïñöéóìþí). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ï  =  ◦  åßíáé åðéìïñöéóìüò

êáé  ∈  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () =  ¢ñá ôï

 () áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò  óôï  êáé ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò. ¤

3.3.3 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù  :  −→  Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äá-
êôõëßùí. Ôüôå

Ker() ∼= Im () =  () 

ÓõãêåêñéìÝíá, ç áðåéêüíéóç

 : Ker() −→ Im () =  ()

+Ker() 7−→ (+Ker()) :=  () 

åßíáé (ï ìüíïò) éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá



ª

Ker()

²²

̌ // Im()

Ker()



;;wwwwwwwwwwwwwwwwwww

ìåôáèåôéêü, üðïõ ̌ ï åðéìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò ìÝóù ôïý  (âë. 3.1.3 (viii)).

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïõìå ôï èåþñçìá 3.3.2 ãéá ôï éäåþäåò  := Ker() ôïý  êáé

ãéá ôïí åðéìïñöéóìü  := ̌  (Åí ðñïêåéìÝíù, ç ðñïûðïôåèåßóá óõíèÞêç áõôïý

ôïý èåùñÞìáôïò éêáíïðïéåßôáé, äéüôé Ker() =Ker(̌)) ÌÜëéóôá, ï êáôáóêåõáæü-

ìåíïò ïìïìïñöéóìüò  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç áðåéêüíéóç

 åßíáé, óõí ôïéò Üëëïéò, êáé åðéññéðôéêÞ, êáèüóïí ãéá êÜèå  ∈ Im() õðÜñ·åé
êÜðïéï  ∈  ìå  = ̌() = () ïðüôå (+ Ker()) =  ¤
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3.3.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù ∈ N êáé Ýóôù  ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

 : Z −→ Z  7−→ []  ∀ ∈ Z

Ôüôå

Ker () = { ∈ Z | () = [0]} = { ∈ Z | [] = [0]}
= { ∈ Z |  =   ∈ Z} = { |  ∈ Z} = Z

êáé, óýìöùíá ìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3, ZZ ∼= Z ÅîÜëëïõ,
åðåéäÞZ = −Z ãéá êÜèå ∈ Zr{0} Ý·ïõìå ãåíéêüôåñá

ZZ ∼= Z|| ∀ ∈ Zr{0} (3.7)

(ii) ¸óôù  ï õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (R) ï ïñéæüìåíïò ùò åîÞò:

 :=
n³

 
0 

´ ¯̄̄
  ∈ R

o


êáé Ýóôù  ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

 :  −→ R
³

 
0 

´
7−→ 

Ôüôå -üðùò êáíåßò ìðïñåß åýêïëá íá åëÝãîåé- ç  åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí,

ïðüôå, äõíÜìåé ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.3,

 ∼= R

üðïõ

 = Ker () =
n³

0 
0 0

´ ¯̄̄
 ∈ R

o


(iii) ¸óôù  ï õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò Q ôùí ñçôþí áñéèìþí ï ïñéæüìåíïò ùò

åîÞò:

 :=
n 


∈ Q

¯̄̄
 ∈ Z  ∈ Zr{0} êáé ìêä ( ) = 1  ≡ 1(mod 2)

o


Ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

 :  −→ Z2 
 7−→ ( ) :=

½
[0]2  üôáí  ≡ 0(mod2)
[1]2  üôáí  ≡ 1(mod2)

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé (âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.3)


©

 ∈ 

¯̄
 ≡ 0(mod 2)ª ∼= Z2
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(iv) Ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

Z[X] 3
X
=0

X
 7−→ 0 ∈ Z

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï êýñéï éäåþäåò(
X
=0

X
 ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯ 0 = 0

)
= hXi 

ïðüôå

Z[X] hXi ∼= Z

Åðß ôç âÜóåé ôùí (i) êáé (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11, ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4 êáé ôïý

ðïñßóìáôïò 2.6.5 ôï hXi åßíáé ðñþôï, ìç ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z[X]

3.3.5 Èåþñçìá. (ÌåôáöïñÜ ïìïìïñöéóìïý óå «åðßðåäï ðçëéêïäáêôõëßùí»)

¸óôù  :  −→  Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý 
êáé  Ýíá éäåþäåò ôïý ôüôå ïé åîÞò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí ïìïìïñöéóìüò ðçë. :  −→  ï ïðïßïò êáèéóôÜ
ôï äéÜãñáììá




²²

ª

 // 


²²


ðçë.

//___ 

ìåôáèåôéêü, Þôïé ï «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò áðü ôïí  ðïõ ïñß-
æåôáé áðü ôïí ôýðï

ðçë.( + ) := () +  ∀ ∈ 

(ii) () ⊆ 

ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõí-
èÞêåò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) O ðçë. åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒  = −1()

(b) O ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ Im() +  = 

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïõìå ôï èåþñçìá 3.3.2 ãéá ôïí ïìïìïñöéóìü  ◦  (ìå ôïõò
   óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí  êáéáíôéóôïß·ùò, êáé ìå ôïí  ◦
óôç èÝóç ôïý åêåß ðáñáôåèÝíôïò ïìïìïñöéóìïý ). ÓçìåéùôÝïí üôé

Ker( ◦ ) = { ∈  |() +  =  } = { ∈  |() ∈  } = −1()
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ÅÜí ëïéðüí ( =) Ker( ) ⊆ Ker( ◦ ) ôüôå () ⊆ (−1()) ⊆  Êáé áíôé-

óôñüöùò° åÜí () ⊆  ôüôå

 ⊆ −1(()) ⊆ −1() = Ker( ◦ )

¢ñáçáíùôÝñùóõíèÞêç (ii) éóïäõíáìåß, åí ðñïêåéìÝíù, ìå ôç óõíèÞêç ôç äïèåßóá

óôï èåþñçìá 3.3.2. Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé (i), (ii), èá

áðïäåßîïõìå ôéò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò (a) êáé (b) ãéá ôïí ïìïìïñöéóìü ðçë.

(a) ÅðåéäÞ

Ker(ðçë.) = { +  ∈  |() +  =  } = { +  ∈  |() ∈  }
=
©
 +  ∈ 

¯̄
 ∈ −1()

ª
= −1()

o ðçë. (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.16) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒  = −1()

(b) ÅðåéäÞ Im(ðçë.) = {() +  | ∈ }  ï ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìü-
íïí åÜí

(∀ ∈ ) (∃ ∈  : () +  = + )⇔ (∀ ∈ ) (∃ ∈  : ()−  ∈ ) 

äçëáäÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí Im() +  =  ¤

3.3.6 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï  :  −→  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé ôï
 Ýíá éäåþäåò ôïý  ôÝôïéï þóôå Ker() ⊆  Ôüôå

 ∼= ()

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 3.3.5. Ðñïöáíþò, ï êáôáóêåõá-

æüìåíïò «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, åðåéäÞ

−1 (()) = Ker() +  (âë. 3.2.3 (iv))

Ker() ⊆  (åî õðïèÝóåùò)

¾
⇒  = −1 (()) 

o ðçë. åßíáé êáé ìïíïìïñöéóìüò. ¤

3.3.7 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï  :  −→  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé ôï
 Ýíá éäåþäåò ôïý  Ôüôå

−1() ∼= 

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 3.3.5. (Åí ðñïêåéìÝíù, ï êáôá-

óêåõáæüìåíïò «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ðçë. åßíáé éóïìïñöéóìüò.) ¤
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3.3.8 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï  :  −→  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äá-
êôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý  ôüôå ôï
(p) åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý 

(ii) ÅÜí ôï q åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý  ôüôå ôï −1(q) åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò
ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý 

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ  ðïõ ðåñéÝ-

·åé ôïí ðõñÞíá ôïý  ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò p åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé

p ∼= (p) (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4 êáé ôïý ðïñßóìáôïò 3.3.6). ¢ñá êáé

ï ðçëéêïäáêôýëéïò (p) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý ðïñß-

óìáôïò 3.1.11). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï (p) ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý 

(åê íÝïõ ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4).

(ii) ÅÜí ôï q åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ  ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò

q åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé q ∼= −1(q) (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4, ôïý

ðïñßóìáôïò 3.3.7 êáé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.9). ¢ñá êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò

−1(q) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11). Áõôü óçìáßíåé

üôé ôï −1(q) ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ  (åê íÝïõ ëüãù ôïý

èåùñÞìáôïò 2.6.4). ÅðéðñïóèÝôùò, {0} ⊆ q ïðüôå Ker() ⊆ −1(q) ¤

3.3.9 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ãéá ðñþôá éäåþäç.)

¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé-
·åßá. ÈÝôïõìå := Ker() êáé èåùñïýìå ôá ðñþôá öÜóìáôá

Spec() := {p| p ðñþôï éäåþäåò ôïý }  Spec() := {q| q ðñþôï éäåþäåò ôïý }

ôùí  êáé  (âë. Üóêçóç 2-36) ÅÜí Spec() 6= ∅ ôüôå ç

V( ) := {p ∈ Spec() | p ⊇ } −→ Spec()

p 7−→ (p)

(3.8)

åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, Þôïé

 ⊆ p1 $ p2 =⇒ (p1) $ (p2)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 3.3.8, ãéá êÜèå p ∈ V( ) Ý·ïõìå (p) ∈ Spec()

êáé ãéá êÜèå q ∈ Spec() Ý·ïõìå −1(q) ∈ V( ) ÅðåéäÞ p = −1((p)) ãéá êÜèå

p ∈ V( ) êáé q = (−1(q)) ãéá êÜèå q ∈ Spec() (âë. áðüäåéîç ôïý èåùñÞìá-

ôïò 3.2.4), ç (3.8) åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç (êáé ìÜëéóôá, åê êáôáóêåõÞò, ï

ðåñéïñéóìüò |V( ) ôÞò  ôÞò ïñéóèåßóáò óôï èåþñçìá 3.2.4 åðß ôïý V( )). Ç

äéáôÞñçóç ôÞò åãêëåéóôéêÞò ó·Ýóåùò áðïäåéêíýåôáé üðùò óôï èåþñçìá 3.2.4. ¤
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3.3.10 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  :  −→  Ýíáò ïìïìïñöéóìüò (ü·é êáô' áíÜãêçí åðé-

ìïñöéóìüò!) ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá êáé (1) = 1  ôüôå

−1(q) ∈ Spec() ∀q ∈ Spec()

ïðüôå, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé Spec() 6= ∅ ï  åðÜãåé ìéá «êáíïíéóôéêÞ» áðåé-

êüíéóç (óå åðßðåäï ðñþôùí öáóìÜôùí):

Spec() 3 q 7−→ −1(q) ∈ Spec()

ÐñÜãìáôé° ç áíôßóôñïöç åéêüíá −1(q) ïéïõäÞðïôå q ∈ Spec() åßíáé Ýíá éäåþäåò

ôïý  (âë. 3.2.1 (ii)), ï ðçëéêïäáêôýëéïò q åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. èåþñçìá

2.6.4) êáé ç åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.3 ãéá ôç óýíèåóç

q ◦  ôùí ïìïìïñöéóìþí


−→ 

q−→ q

äßäåé ôïí éóïìïñöéóìü

Ker(q ◦ ) ∼= Im(q ◦ ) ⊆ q

ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.5) ç åéêüíá Im(q ◦ ) åßíáé Ýíáò
õðïäáêôýëéïò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò q êáé

1q = 1 + q = q (1) = q ((1)) = (

q ◦ )(1) = 1Im(q ◦)

(âë. 3.1.5 (v)), ç ðñüôáóç 1.2.20 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ç Im(q ◦ ) åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, ïðüôå êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïòKer(q ◦) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (óýì-

öùíá ìå ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11). ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ

Ker(q ◦ ) =
©
 ∈  | q ( ()) = 0q

ª
= { ∈  |  () + q = q}
= { ∈  |  () ∈ q} = −1(q)

ï ðçëéêïäáêôýëéïò −1(q) åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ïðüôå Ý·ïõìå êáô' áíÜ-

ãêçí −1(q) ∈ Spec() (âë. èåþñçìá 2.6.4).

3.3.11 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìï-
íáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå êÜèå ðñþôï éäåþäåò ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ åßíáé ôÞò ìïñ-
öÞò p , üðïõ p êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) ðñþôï éäåþäåò ôïý  ôï ïðïßï
ðåñéÝ·åé ôï 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá ðïñßóìáôá 3.3.9 êáé 3.2.5. ¤
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3.3.12 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï  :  −→  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí
äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ôï m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý  ôüôå
ôï (m) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý 

(ii) ÅÜí ôïm0 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ôüôå ôï −1(m0) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü
éäåþäåò ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý 

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ôï m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõ-

ñÞíá ôïý  ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò m åßíáé óþìá êáé m ∼= (m) (ëüãù

ôùí ðïñéóìÜôùí 2.6.5 êáé 3.3.6). ¢ñá êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò (m) åßíáé óþìá

(âë. ôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï (m) ïöåßëåé íá åßíáé

ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  (åê íÝïõ ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.6.5).

(ii) ÅÜí ôïm0 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïòm0 åßíáé
óþìá êáém0 ∼= −1(m0) (ëüãù ôùí ðïñéóìÜôùí 2.6.5 êáé 3.3.6, êáé ôïý (ii) ôÞò

ðñïôÜóåùò 3.1.9). ¢ñá êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò −1(m0) åßíáé óþìá (âë. ôï (iii)

ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï −1(m0) ïöåßëåé íá åßíáé ìåãéóôéêü

éäåþäåò ôïý  (åê íÝïõ ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.6.5). ÅðéðñïóèÝôùò, {0} ⊆ m0
ïðüôå Ker() ⊆ −1(m0) ¤
Åí óõíå·åßá, ðáñáèÝôïõìå Ýíá ðüñéóìá áíÜëïãï ôïý 3.3.9 ãéá ìåãéóôéêÜ éäåþäç.

3.3.13 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ãéá ìåãéóôéêÜ éäåþäç.)

¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé-
·åßá. ÈÝôïõìå := Ker() êáé èåùñïýìå ôá ìåãéóôéêÜ öÜóìáôá

Max-Spec() :=
½
m

¯̄̄̄
m ìåãéóôéêü

éäåþäåò ôïý 

¾
 Max-Spec() :=

½
n

¯̄̄̄
n ìåãéóôéêü

éäåþäåò ôïý 

¾
ôùí  êáé  ÅÜí ï  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, ôüôå ç

{m ∈Max-Spec() |m ⊇ } −→ Max-Spec()

m 7−→ (m)

(3.9)

åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, Þôïé

 ⊆ m1 $ m2 =⇒ (m1) $ (m2)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 3.3.12, ç åéêüíá (m) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò

ôïý äáêôõëßïõ  ãéá êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m ôïý  ìå m ⊇  êáé ôï −1(m0)
åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ðåñéÝ·ïí ôïí  ãéá êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m0 ôïý
 ÅðåéäÞ m = −1((m)) ãéá êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m ôïý  ìå m ⊇  êáé

m0 = (−1(m0)) ãéá êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m0 ôïý  (âë. áðüäåéîç ôïý èåùñÞ-

ìáôïò 3.2.4), ç (3.9) åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç (êáé ìÜëéóôá, åê êáôáóêåõÞò,
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ï ðåñéïñéóìüò ôÞò  ôÞò ïñéóèåßóáò óôï èåþñçìá 3.2.4 åðß ôïý óõíüëïõ ôùí ìå-

ãéóôéêþí éäåùäþí ôïý  ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí  ). Ç äéáôÞñçóç ôÞò åãêëåéóôéêÞò

ó·Ýóåùò áðïäåéêíýåôáé üðùò óôï èåþñçìá 3.2.4. ¤

3.3.14 Óçìåßùóç. ¸óôù  :  −→  Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí

ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá êáé (1) = 1  ÅÜí ï  äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå,

óå áíôßèåóç ìå ü,ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò áíôéóôñüöùí åéêüíùí

ðñþôùí éäåùäþí (âë. 3.3.10), ç áíôßóôñïöç åéêüíá åíüò ìåãéóôéêïý éäåþäïõò ôïý

 ìÝóù ôïý  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  Åðß ðáñáäåßãìáôé,

èåùñþíôáò ôÞ óõíÞèç Ýíèåóç inZQ : Z → Q ðáñáôçñïýìå üôé ç inZQ åßíáé ìïíï-

ìïñöéóìüò, äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò, inZQ(1) = 1 ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} ôïý Q
åßíáé ìåãéóôéêü (âë. ðüñéóìá 2.1.11), áëëÜ ç áíôßóôñïöç åéêüíá in−1ZQ({0}) = {0}
ôïý {0} åßíáé ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ðïõ

äåí åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò (âë. 2.5.23 (i)).

3.3.15 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìï-
íáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ  åßíáé ôÞò
ìïñöÞòm , üðïõm êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý ôï
ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá ðïñßóìáôá 3.3.13 êáé 3.2.5. ¤

3.3.16 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ï 
Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý  êáé ôï  Ýíá éäåþäåò ôïý  Ôüôå

(i) ôï  ∩  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý 
(ii) ôï +  := {+  |  ∈   ∈ } åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý ìå  ⊆ + 

(iii) ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  +  êáé

(iv) õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

( ∩ ) ∼= ( + )

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý , Ý·ïõìå

{0} = {0} ⊆  ∩  ⊆ 

Åðßóçò, ôï  ∩  áðïôåëåß ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (áâåëéáíÞò) ïìÜäáò (+).

¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈  ∩ . Ðñïöáíþò,  ∈  êáé  ∈ . ÅðåéäÞ  ∈  êáé ï 

åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý  éó·ýåé

 ∈   ∈  ∀ ∈ 

ëüãù ôÞò êëåéóôüôçôáò ôÞò ðñÜîåùò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý åíôüò ôïý . Áðü ôçí

Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ ôï  åßíáé éäåþäåò ôïý 

 ∈   ∈ 
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ÅðïìÝíùò,   ∈  ∩  ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈  ∩ . Åî áõôþí Ýðåôáé üôé

ôï  ∩  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý .

(ii) ÅÜí  ∈ , ôüôå ðñïöáíþò  + 0 ∈  +  áöïý 0 ∈ . ¢ñá  ⊆  +  Åí

óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé 1 2 ∈  + . Ôá 1 2 ãñÜöïíôáé ùò 1 = 1 + 1
êáé 2 = 2 + 2, ãéá êÜðïéá 1 2 ∈  êáé 1 2 ∈ . ÅðïìÝíùò,

12 = 12 + 12 + 12 + 12

12 ∈ 

12 + 12 + 12 ∈ 

⎫⎬⎭ =⇒ 12 ∈  + 

êáé

1 − 2 = (1 − 2) + (1 − 2) 

1 − 2 ∈ 

1 − 2 ∈ 

⎫⎬⎭ =⇒ 1 − 2 ∈  + 

¢ñá ôåëéêþò ôï  +  åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý  ìå  ⊆  + 

(iii) ¸óôù üôé   ∈  êáé  =  +  ∈  + , üðïõ  ∈  êáé  ∈ . Ôüôå ï

éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò:

−  ∈  (äéüôé ôï  åßíáé éäåþäåò ôïý )

 ∈  (äéüôé  ∈  êáé ôï  åßíáé éäåþäåò ôïý )

 ∈  (äéüôé ôï  åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý )

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =⇒ −   ∈ 

(iv) ¸óôù  ç áðåéêüíéóç

 :  −→ ( + )  7−→ +  ∀ ∈ 

Ðñïöáíþò,  = + ◦ , üðïõ + :  +  −→ ( + ) ï åðéìïñöéóìüò

êëÜóåùí õðïëïßðùí êáé  :  −→ +  ç óõíÞèçò Ýíèåóç  7−→  (+0)ÊáôÜ ôï

1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3, Ker() ∼= () Èá áðïäåßîïõìå åí ðñþôïéò

üôé Ker() =  ∩ . ¸óôù ëïéðüí ôõ·üí  ∈ Ker(). Ôüôå

() = +  = 0 +  =⇒  ∈ 

 ∈ 

)
=⇒  ∈  ∩ 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈  ∩ , ôüôå () = +  = 0 +  =  =⇒  ∈ Ker().

¢ñá ðñÜãìáôé Ker() =  ∩ . Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá:

() = ( + ) (Þôïé üôé ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ). ¸óôù ôõ·üí +  ∈ ( + )

Ôüôå  = +  ãéá êÜðïéá  ∈  êáé  ∈ . ÅðïìÝíùò,

 3 (+ )−  =  =⇒ () = +  = + +  = + 

ðñÜãìá ðïõ åðéâåâáéþíåé ôçí åðéññéðôéêüôçôá ôÞò  ¤
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3.3.17 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá   äýï éäåþäç ôïõ.
Ôüôå õößóôáíôáé éóïìïñöéóìïß :

 ( ∩ ) ∼= ( + ) 

êáé

( + )  ( ∩ ) ∼= (( + ) )× (( + ) ) ∼= ( ( ∩ ))× ( ( ∩ )) 

Áðïäåéîç. Ï ðñþôïò éóïìïñöéóìüò åßíáé Üìåóïò äõíÜìåé ôïý 2ïõ èåùñÞìáôïò

éóïìïñöéóìþí 3.3.16. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôùí Üëëùí äýï éóïìïñöéóìþí ïñßæïõìå

ôçí

 :  +  −→ (( + ) )× (( + ) )   7−→ (+  + )  ∀ ∈  + 

Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç  áðïôåëåß ïìïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí. Ï ðõ-

ñÞíáò ôçò éóïýôáé ðñïöáíþò ìå

Ker() =
©
 ∈  +  | () = 0((+))×((+))

ª
= { ∈  +  | (+  + ) = ( )}
= { ∈  +  |  ∈   ∈ } =  ∩ 

Åí óõíå·åßá, èá äåßîïõìå üôé ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ. ¸óôù ôõ·üí

(+  + ) ∈ (( + ) )× (( + ) ) 

Ôüôå ôá   ãñÜöïíôáé ùò áèñïßóìáôá

 = +   =  + 

ãéá êáôÜëëçëá  ∈  êáé   ∈  . ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

() = ( +   + ) = ( +  0+ + )

() = ( +  + ) = (0+ +   + )

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

( +) = () + () = ( +  + ) = (+  +  +  + ) = (+  + )

äçëáäÞ üôé ç  åßíáé åðéìïñöéóìüò ìå Ker() =  ∩  Áñêåß ç åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ

èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí. ÔÝëïò, ï ôñßôïò -êáôÜ óåéñÜí- éóïìïñöéóìüò Ýðåôáé

êáôüðéí áðåõèåßáò åöáñìïãÞò ôïý 2ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.16 óå áì-

öüôåñïõò ôïõò ðáñÜãïíôåò ôïý ìåôÝ·ïíôïò êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ äáêôõëßùí. ¤
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3.3.18 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  = Z êáé  = hi,  = hi  üðïõ  ∈ Zr{0}, ôüôå,
ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôá üóá áðïäåßîáìå óôá 2.4.13 (i), (ii), ïé éóïìïñöéóìïß ïé

èåóðéóèÝíôåò ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò 3.3.17 ãñÜöïíôáé õðü ôç ìïñöÞ:

hi  håêð()i ∼= hìêä()i  hi

êáé, áíôéóôïß·ùò,

hìêä()i  håêð()i ∼= (hìêä()i  hi)× (hìêä()i  hi)
∼= (hi  håêð()i)× (hi  håêð()i) 

3.3.19 Ïñéóìüò. ÅÜí ôá   åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  êáé éó·ýåé ç éóü-

ôçôá  =  +  , ôüôå ëÝìå üôé ôá  êáé  åßíáé óõìðñþôá.

3.3.20 Ðüñéóìá. ÅÜí ôá   åßíáé óõìðñþôá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  ôüôå

 ( ∩ ) ∼= ()× () 

3.3.21 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá  

ãíÞóéá éäåþäç ôïý  ìå  ⊆  , ôüôå Ý·ïõìå

 ∼= () / ()

Áðïäåéîç. ¸óôù  ç áðåéêüíéóç

 :  −→ () / ()   7−→ (+ ) + () ∀ ∈ 

ÅðåéäÞ  = 

 ◦  , üðïõ  :  −→ () êáé 


 :  −→ () / ()

ïé öõóéêïß åðéìïñöéóìïß, ç  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Óýìöùíá ìå ôï

1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3,

Ker () ∼= () / () 

¼ìùò

Ker() =
©
 ∈  | () = 0() / ()

ª
=

n
 ∈  |  (


 ()) = 0() / ()

o
=

n
 ∈  |  (+ ) = 0() / ()

o
=

n
 ∈  | +  ∈ Ker(


 )

o
= { ∈  | +  ∈ ()} = 

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤
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3.3.22 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  = Z êáé  = h12i = 12Z $  = h3i = 3Z ôüôå, åðåéäÞ
ôï éäåþäåò 3Z12Z ôïý äáêôõëßïõ Z12Z ðåñéÝ·åé åêåßíåò ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí

ôïýZ12Z ïé åêðñüóùðïé ôùí ïðïßùí áíÞêïõí óôï  = 3Z Þôïé åßíáé ðïëëáðëÜ-
óéá ôïý 3 Ý·ïõìå  = { 3 +  6 +  9 + } êáé

(Z) / () = { +  + () |  ∈ Z 0 ≤  ≤ 11} 

ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ðïëëáðëÝò åìöáíßóåéò ìåôáîý áõôþí ôùí äþäåêá óôïé-

·åßùí, êáèüôé

(1 + )− (2 + ) ∈  ⇐⇒ (1 − 2) +  ∈ 

⇐⇒ 3 | 1 − 2

Ùò åê ôïýôïõ, ï äáêôýëéïò (Z) / () óõíßóôáôáé áðü áêñéâþò ôñåéò óáöþò

äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò éóïôéìßáò:

(Z) / () = { +  + () |  ∈ Z 0 ≤  ≤ 2} 

ÊáôÜ ôï 1o êáé ôï 3ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí (âë. 3.3.3 êáé 3.3.21),

Z3 = {[0]3  [1]3  [2]3} ∼= Z3Z
∼=−→ (Z) / () = {( 1 + () 2 + ()}

3.4 ÅÖÁÑÌÏÃÇ: ËÕÓÅÉÓ ÓÕÓÔÇÌÁÔÙÍ

ÃÑÁÌÌÉÊÙÍ ÉÓÏÔÉÌÉÙÍ

Óôçí åíüôçôá 3.3 ðáñåôÝèçóáí ïñéóìÝíá ðñþôá ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôùí

èåùñçìÜôùí éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí (âë. 3.3.4, 3.3.18 êáé 3.3.22). Åäþ èá ðá-

ñïõóéáóèåß ìéá åðéðñüóèåôç, áñêïýíôùò óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ áñéèìïèåùñçôéêÞò
öýóåùò ó·åôéæüìåíç ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïý óõíüëïõ ôùí ëýóåùí óõóôçìÜôùí

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ãñáììéêþí éóïôéìéþí (ìå Ýíáí Üãíùóôï). Ôï êýñéï èåþ-

ñçìá ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé ôï 3.4.10, ôï åðïíïìáæüìåíïÊéíÝæéêï èåþñçìá 3

Þ èåþñçìá ôïýÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý 4, ãéá ôï ïðïßï äßíïõìå ìéá êáèáñþò «äá-

êôõëéïèåùñçôéêÞ» áðüäåéîç (áí êáé óôç ãåíßêåõóÞ ôïõ 3.4.15 äåí ðáñáëåßðïõìå

êáé ôçí ðáñÜèåóç ìéáò ðéï «óôïé·åéþäïõò» ðñïóâÜóåùò).

3Ðáñüôé óôç âéâëéïãñáößá åßíáé ãíùóôü ùòChinese remainder theorem, ðéèáíïëïãåßôáé ðùò ïé ÊéíÝæïé ìáèçìáôéêïß

ôïý 3ïõ ì.μ. áéþíá, ïé ïðïßïé Ýäùóáí ìéá ðñáêôéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò åíüò óõóôÞìáôïò ôñéþí ãñáììéêþí éóïôéìéþí,

åß·áí ëÜâåé ãíþóç ôïý Ýñãïõ ôïý ÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý, áöïý ôï åí ëüãù óýóôçìá ðåñéÝ·åé ôïõò ßäéïõò áñéèìïýò

ìå åêåßíïõò ôïý ÍéêïìÜ·ïõ! Ç ðñþôç ïëïêëçñùìÝíç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.10 ïöåßëåôáé óôïí L. Euler, åíþ

ìéá íåüôåñç áðüäåéîç áíáêáëýöèçêå (ìÜëëïí áíåîáñôÞôùò) áðü ôïí C.-F. Gauss ðåñß ôï Ýôïò 1801.

4Ï öéëüóïöïò êáé ìáèçìáôéêüò Íéêüìá·ïò ï Ãåñáóçíüò (áðü ôá ÃÝñáóá, ìéá áñ·áéïåëëçíéêÞ ðüëç óôçí Ðá-

ëáéóôßíç, 30 ìßëéá íïôéïáíáôïëéêÜ ôÞò ëßìíçò ÔéâåñéÜäïò, éäñõèåßóá áðü ôïí Ì. ÁëÝîáíäñï) èá ðñÝðåé -åî üóùí

ãíùñßæïõìå- íá Ýæçóå óå êÜðïéï äéÜóôçìá ìåôáîý ôïý ìÝóïõ ôïý 1ïõ êáé ôïý ìÝóïõ ôïý 2ïõ ì.μ. áéþíá. ÐÝñáí ôÞò

ãíùóôÞò ôïõ «ÁñéèìçôéêÞò ÅéóáãùãÞò» åß·å óõããñÜøåé êáé ðïëëÜ Üëëá Ýñãá, åê ôùí ïðïßùí åëÜ·éóôá ôìÞìáôá äéå-

óþèçóáí. Óå Ýíá üìùò åî áõôþí ðáñáôßèåôáé ç ëýóç ôïý óõóôÞìáôïò ôùí éóïôéìéþí  ≡ 2(mod 3)  ≡ 3(mod 5)
êáé  ≡ 2(mod 7). (Ãéá íá ôçí ðñïóäéïñßóåôå, åöáñìüóôå ôü 3.4.10!)
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I ÃñáììéêÝò éóïôéìßåò. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé ïé   äõï

áêÝñáéïé áñéèìïß. ÊÜèå éóïôéìßá ôÞò ìïñöÞò

 ≡ (mod) (3.10)

ìå ôï  ðñïóäéïñéóôÝï åíôüò ôïý óõíüëïõ ôùí áêåñáßùí áñéèìþí, êáëåßôáé ãñáì-

ìéêÞ éóïôéìßá (ìå Üãíùóôü ôçò ôïí ). ËÝìå üôé Ýíáò 0 ∈ Z ðëçñïß (Þ åðáëçèåýåé )
ôçí (3.10) üôáí 0 ≡ (mod). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, êáé ïéïóäÞðïôå Üëëïò åê-
ðñüóùðïò ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [0] ôïý 0 åðáëçèåýåé ôçí (3.10). ÐñÜãìáôé°

åÜí  ∈ [0]  ôüôå [] = [0]  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  ≡ 0(mod) ïðüôå

 ≡ 0 ≡ (mod)

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí ïìéëïýìå ãéá ìéá ëýóç 0 ∈ Z ôÞò (3.10) êáôÜ ìüäéï  åí-

íïïýìå ïëüêëçñç5 ôçí êëÜóç [0]  üðïõ ï 0 ðëçñïß ôçí (3.10). Åðßóçò, üôáí åñ-

ãáæüìáóôå ìå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá êáé óõíáíôïýìå ìéá ëýóç [0] ðñïôé-

ìïýìå íáðáñáèÝôïõìå ôïí ìïíáäéêü åêðñüóùðï 00 ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [0]
ï ïðïßïò áíÞêåé óôï óýíïëï {0 1    − 1} Þôïé íá êáôáöåýãïõìå óå áíáãùãÞ
ôïý 0 êáôÜ ìüäéï êáôüðéí äéáéñÝóåþò ôïõ äéÜ ôïý

ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ãñáììéêÝò éóïôéìßåò ïé ïðïßåò äåí äÝ·ïíôáé êáìßá

áêåñáßá ëýóç, üðùò ð.·. ç 2 ≡ 3(mod 4), áöïý ãéá êÜèå  ∈ Z ï áêÝñáéïò 2− 3
åßíáé ðåñéôôüò êáé åðïìÝíùò 4 - 2−3Çðñüôáóç ðïõ áêïëïõèåß ìáò ãíùóôïðïéåß

ôçí éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí ýðáñîç áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (3.10) êáé,

åðéðñïóèÝôùò, ðåñéãñÜöåé ôç ìïñöÞ üëùí ôùí äõíáôþí ëýóåùí.

3.4.1 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí åíüò  ∈ N êáé äõï áêåñáßùí    6= 0 ç ãñáììéêÞ
éóïôéìßá (3.10) äéáèÝôåé ëýóåéò  ∈ Z êáôÜ ìüäéï åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä()| 
ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ìêä ()|  ç éóïôéìßá (3.10) äéáèÝôåé áêñéâþò ìêä()óá-
öþò äéáêåêñéìÝíåò ëýóåéò  ∈ Z êáôÜ ìüäéï ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò

 = 0 + 


ìêä ()
  ∈ {0 1    ìêä ()− 1} (3.11)

üðïõ 0 ìéá åéäéêÞ ëýóç ôÞò (3.10).

Áðïäåéîç. ÅÜí ç (3.10) äÝ·åôáé ìéá ëýóç  ∈ Z êáôÜ ìüäéï ôüôå

 ≡ (mod ) =⇒  | −  =⇒ (∃ ∈ Z :  = − ) 

ÅðïìÝíùò,

ìêä () | 
ìêä () | 

)
=⇒ ìêä () | −  (= )

5Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, äõï áêÝñáéåò ëýóåéò 1 êáé 2 ôÞò (3.10) ëïãßæïíôáé ùò äéáöïñåôéêÝò üôáí 1 6≡2(mod)
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Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ìêä() |  ôüôå  = ìêä() 0 ãéá êÜðïéïí 0 ∈ Z
ÅðåéäÞ

ìêä
³


ìêä() 


ìêä()

´
= 1 =⇒

³
∃  ∈ Z :  

ìêä() +  
ìêä() = 1

´


ëáìâÜíïõìå

 =  
ìêä() +  

ìêä() =  (0) + (0) =⇒  (0) ≡ (mod )

ïðüôå ç êëÜóç éóïôéìßáò ôïý 0 êáôÜ ìüäéï åßíáé ìéá ëýóç ôÞò (3.10).

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå ïôé ôï 0 (Þ, áêñéâÝóôåñá, ç êëÜóç [0]) åßíáé ìéá

ðáãéùìÝíç (åéäéêÞ) ëýóç ôÞò (3.10). Ðñïöáíþò,



µ
0 + 



ìêä ()

¶
= 0 +

µ


ìêä ()

¶
 ≡ (mod )

ïðüôå ïé áêÝñáéïé (3.11) áðïôåëïýí ðñÜãìáôé ëýóåéò ôÞò (3.10). Ïé áêÝñáéïé áõ-

ôïß åßíáé áíÜ äýï áíéóüôéìïé êáôÜ ìüäéï , êáèüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå áêåñáßïõò

áñéèìïýò  0 ∈ {0 1     ìêä()− 1} ìå  6= 0 Ý·ïõìå¯̄̄³
0 +


ìêä()

´
−
³
0 +

0
ìêä()

´¯̄̄
= | − 0| 

ìêä()  

áöïý | − 0|  ìêä()  Óõíåðþò,

 -
³
0 +


ìêä()

´
−
³
0 +

0
ìêä()

´
⇓³

0 +


ìêä()

´
6≡
³
0 +

0
ìêä()

´
(mod )

ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé êáé êÜèå Üëëç ëýóç  ∈ Z ôÞò (3.10) åßíáé

éóüôéìç ìå êÜðïéá åê ôùí (3.11) êáôÜ ìüäéï. ÅðåéäÞ

0 ≡ (mod )

 ≡ (mod )

)
=⇒ 0 ≡ (mod ) =⇒  |  ( − 0) 

óõìðåñáßíïõìå üôé


ìêä() | 

ìêä() ( − 0)

ìêä
³


ìêä() 


ìêä()

´
= 1

⎫⎬⎭ =⇒ 
ìêä() |  − 0

⇓³
∃ ∈ Z :  − 0 =


ìêä()

´


Äéáéñþíôáò ôïí  äéÜ ôïý ìêä() ëáìâÜíïõìå Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï æåý-

ãïò ( ) ∈ Z2 ìå
 = ìêä ()  +  0 ≤  ≤ ìêä ()− 1
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Ùò åê ôïýôïõ,

 − 0 =
(ìêä()+)

ìêä() =  + 
ìêä() ≡ 

ìêä()(mod )

ïðüôå  ≡ 0 +  
ìêä() (mod) ∀ ∈ {0 1     ìêä()− 1} ¤

3.4.2 Ðüñéóìá. ÄïèÝíôùí åíüò  ∈ N êáé äõï áêåñáßùí    6= 0 ç ãñáììéêÞ
éóïôéìßá (3.10) äéáèÝôåé áêñéâþò ìßá ëýóç 0 êáôÜ ìüäéï  åÜí êáé ìüíïí åÜí
ìêä () = 1

3.4.3 Óçìåßùóç. ¼ôáí ìêä() = 1 Ýíáò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôÞò ëýóåùò 0
êáôÜ ìüäéï  äéáóöáëßæåôáé ìÝóù ôÞò ðñïóöõãÞò ìáò óôïí êëáóéêü åõêëåßäåéï
áëãüñéèìï (Þôïé óôïí ðñïóäéïñéóìü åíüò æåýãïõò (∗0 

∗
0) ∈ Z2 ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

∗0 −∗0 = 1, ïñßæïíôáò ùò 0 ôï 0 := ∗0). ¸íáò Üëëïò ôñüðïò õðïëïãéóìïý

ôÞò ëýóåùò 0 åßíáé äõíáôüò êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Euler ðåñß
éóïôéìéþí. Óýìöùíá ìå áõôü, (ëüãù ôÞò óõíèÞêçò ìêä() = 1) Ý·ïõìå

() ≡ 1(mod )

üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá èÝóïõìå

0 := ()−1 (3.12)

íá åöáñìüóïõìå ôïí ãíùóôü ôýðï åõñÝóåùò ôïý  () ãéá ôïí äïèÝíôá öõóéêü

áñéèìü êáé íá äéåíåñãÞóïõìå áíáãùãÞ êáôÜ ìüäéï

3.4.4 ÐáñÜäåéãìá. ÅðåéäÞ ìêä(5 24) = 1 ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá 5 ≡ 3(mod 24)
äéáèÝôåé áêñéâþò ìßá ëýóç 0 êáôÜ ìüäéï. ÃñÜöïíôáò 24 = 23 ·3 äéáðéóôþíïõìå
Üìåóá üôé  (24) = (23 − 22)(3 − 1) = 8 ÊáôÜ ôïí (3.12), ìðïñïýìå íá èÝóïõìå

ùò 0 := 5
7 · 3 = 234 375. ÅðåéäÞ 234 375 = 9765 · 24 + 15 Ý·ïõìå [0]24 = [15]24

ïðüôå 5 · 15 ≡ 3(mod 24).

Ç åýñåóç ôùí ëýóåùí ôÞò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò éóïôéìßáò (3.10) áíÜãåôáé -êáô'

ïõóßáí- óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôá 3.4.2 êáé 3.4.3, ùò áêïëïý-

èùò:

3.4.5 Ðüñéóìá. ÄïèÝíôùí åíüò  ∈ N êáé äõï áêåñáßùí    6= 0 ìå
ìêä()|  ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá (3.10) äéáèÝôåé ìêä() ëýóåéò  ∈ Z êáôÜ
ìüäéï  ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò (3.11), üðïõ 0 ç ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï


ìêä() ôÞò ³


ìêä()

´
 ≡

³


ìêä()

´
(mod

³


ìêä()

´
) (3.13)
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Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò e := 
ìêä() 

e := 
ìêä() êáé e := 

ìêä()  Ý·ïõìå

ìêä(e e) = 1 êáèþò êáé ôéò áêüëïõèåò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò:
 ≡  (mod ) ⇐⇒ ìêä ()e ≡ ìêä ()e (mod ìêä () e)

⇐⇒ e ≡ e (mod e)
⇐⇒

³


ìêä()

´
 ≡

³


ìêä()

´
(mod

³


ìêä()

´
)

äéüôé ìêä() 6= 0 ïðüôå ç (3.13) éóïäõíáìåß ìå ôçí (3.10). ¤

3.4.6 ÐáñÜäåéãìá. Ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá

6 ≡ 3(mod 21)

äéáèÝôåé ìêä(6 21) = 3 ëýóåéò êáôÜ ìüäéï 21 ôÞò ìïñöÞò 0 0 + 7 0 + 14 üðïõ

óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.4.5 ôï 0 åßíáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôÞò 2 ≡ 1(mod 7) êáôÜ
ìüäéï 7 Åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (3.12) èÝôïõìå

0 = 2
(7)−1 = 25 = 32 ≡ 4(mod7)

¢ñá ïé ëýóåéò ôÞò áñ·éêÞò åßíáé ïé 4 11 18 êáôÜ ìüäéï 21

I ÓõóôÞìáôá ãñáììéêþí éóïôéìéþí. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÄïèÝíôùí  öõóéêþí

áñéèìþí 1     êáé 2 áêåñáßùí áñéèìþí 1      1      õðü ðïßåò

óõíèÞêåò åßíáé ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎪⎨⎪⎩
1 ≡ 1 (mod 1)

...

 ≡  (mod )

⎫⎪⎬⎪⎭
åðéëýóéìï; Êáé ðþò, ðëçñïõìÝíùí ôùí åí ëüãù óõíèçêþí, åßíáé äõíáôüí íá ðñïó-

äéïñéóèåß åðáêñéâþò ôï óýíïëï ëýóåùí áõôïý; ÊáôÜ ôçí ðïñåßá ðïõ èá áêïëïõ-

èÞóïõìå ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáëÞîïõìå óå ðëÞñåéò áðáíôÞóåéò óå áõôÜ ôá åñùôÞ-

ìáôá (ìÝóù ôïý èåùñçìáôïò 3.4.16) èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôÜëëçëïõò éóïìïñ-
öéóìïýò äáêôõëßùí.

3.4.7 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2
êáé åÜí ôá 1 2      åßíáé áíÜ äýï óõìðñþôá éäåþäç ôïý  Þôïé ôÝôïéá, þóôå

 +  =  ∀ ( ) ∈ N2 1 ≤   ≤   6= 

ôüôå

 =  +
\

1≤≤  6=
 ∀ ∈ N 1 ≤  ≤ 
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Áðïäåéîç. Èá êÜíïõìå ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí . Ãéá  = 2

ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé åßíáé áëçèÞò êáé

ãéá êÜðïéïí  =  ≥ 2 êáé åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ  =  + 1. ÅðåéäÞ ï

 åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, Ý·ïõìå6  =  ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ãéá

êÜèå  ∈ N 1 ≤  ≤  + 1

 =  =

⎛⎝ +
\

1≤≤  6=


⎞⎠ ( + +1) ⊆  +
\

1≤≤+1  6=


ìå ôç äåýôåñç éóüôçôá éó·ýïõóá ëüãù åðáãùãéêÞò õðïèÝóåùò êáé ôçí åðáêüëïõèç

åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç áðïññÝïõóá áðü ôçí ðñüôáóç 2.4.5 (ii). ÅðåéäÞ üìùò ôï äåîéü

ìÝëïò åìðåñéÝ·åôáé óôïí  Ý·ïõìå  =  +
T

1≤≤+1  6=
 ¤

3.4.8 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2
êáé åÜí ôá 1 2      åßíáé áíÜ äýï óõìðñþôá éäåþäç ôïý  Þôïé ôÝôïéá þóôå

 +  =  ∀ ( ) ∈ N2 1 ≤   ≤   6= 

ôüôå Ý·ïõìå



\
=1

 ∼= (1)× · · · × () 

Ðñùôç Áðïäåéîç. Ãéá  = 2 ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñß-

óìáôïò 3.3.20. ÅÜí õðïôåèåß üôé  ≥ 3 êáé üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò ãéá − 1 üñïõò,
ôüôå ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò êáé åöáñìïãÞò ôïý ëÞììáôïò 3.4.7 (ãéá  = )

ëáìâÜíïõìå


T
=1

 = (
−1T
=1

 ∩ ) ∼=
3.3.20

Ã


−1T
=1



!
×

∼=
(åðáã. õð.)

(1)× · · · × () 

Äåõôåñç Áðïäåéîç. ÁõôÞ ç áðüäåéîç åßíáé êáèáñþò êáôáóêåõáóôéêÞ. Ãéá êÜèå

 ∈ {1     } ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 :  −→ (1)× · · · × ()

 7−→ () := (1 ()   

()) = ( + 1   + ) 

Ç  åßíáé ðñïöáíþò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ker() =
T
=1

  Èá äåßîïõìå

üôé ç  åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ¸óôù y = (1     ) ∈ (1) × · · · × () 
6Ãéá äáêôýëéïõò ·ùñßò ìïíáäéáßï êÜôé ôÝôïéï äåí éó·ýåé åí ãÝíåé! Åðß ðáñáäåßãìáôé, (2Z) (2Z) $ (2Z) 
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ÅðåéäÞ êÜèå  åßíáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, õðÜñ·åé  ∈  ôÝôïéï þóôå

 () =  . ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.4.7,⎡⎣(∃  ∈ ) êáé (∃  ∈
\

1≤≤  6=
) :  +  = 1

⎤⎦ 
Ùò åê ôïýôïõ,  − 1 ∈  êáé  ∈ ∀ ∈ {1     }r{}, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

 () =  +  =

½
1 +  üôáí  = 

 üôáí  6= 

Óõíåðþò,



Ã
P
=1



!
=

Ã
1(

P
=1

)     

(

P
=1

)

!
(3.14)

=
¡
1(1)     


()

¢
= y

êáé ç  åßíáé üíôùò åðéññéðôéêÞ. Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóï-

ìïñöéóìþí 3.3.3, ïýôùò þóôå íá åéóðñÜîïõìå Ýíáí «áðôü» éóïìïñöéóìü



\
=1


∼=−→ (1)× · · · × ()

 +
\
=1

 7−→ () = ( + 1      + )

(3.15)

ìåôáîý ôùí äýï èåùñçèÝíôùí ðçëéêïäáêôõëßùí. ¤

3.4.9 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù
 = 11 22 · · ·    ∈ N

ç êáíïíéêÞ ðáñÜóôáóç ôïý ùò ãéíïìÝíïõ óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí
1      õøùìÝíùí óå êáôÜëëçëåò äõíÜìåéò 1      ∈ N Ôüôå Ý·ïõìå

Z (Z) ∼= Z (11 Z)× · · · × Z ( Z) 

Áðïäåéîç. ÅÜí  = 1 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò. ¸óôù üôé  ≥ 2 êáé üôé  := 

 Z

ãéá êÜèå  ∈ {1     } ÅðåéäÞ
ìêä(


   ) = 1 ∀ ( ) ∈ N2 1 ≤   ≤   6= 

õðÜñ·ïõí   ∈ Z ôÝôïéïé þóôå  + = 1Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå  ∈ Z
Ý·ïõìå

 = 

 +  ∈  + 
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¢ñá

 +  = Z ∀ ( ) ∈ N2 1 ≤   ≤   6= 

Åí óõíå·åßá, èá áðïäåßîïõìå ôçí éóüôçôá

Z =
\

=1

 

¸óôù ôõ·üí  ∈ hi = Z. Ôüôå  = 11 22 · · ·  ãéá êÜðïéï  ∈ Z ïðüôå

[ ∈   ∀ ∈ {1     }] =⇒  ∈
\

=1

 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈
T

=1
  ôüôå  = 1

1
1 = · · · = 


 ãéá êÜðïéá

1      ∈ Z Óõíåðþò,





¯̄
 ∀ ∈ {1     }

1     
óáöþò äéáêåêñéìÝíïé

⎫⎬⎭ =⇒  =
Y

=1





¯̄̄̄
¯̄ =⇒  ∈ hi = Z

Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá 3.4.8. ¤

3.4.10 Ðüñéóìá. (ÊéíÝæéêï Èåþñçìá Þ Èåþñçìá ôïý ÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý)

¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÄïèÝíôùí  öõóéêþí áñéèìþí 1     êáé  áêåñáßùí
áñéèìþí 1      ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé

ìêä () = 1 ∀ ( ) ∈ N2 1 ≤   ≤   6= 

ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎪⎨⎪⎩
 ≡ 1(mod 1)

...
 ≡ (mod )

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.16)

åßíáé åðéëýóéìï. ÌÜëéóôá, åÜí ôï 0 åßíáé ìéá ëýóç ôïý (3.16), ôüôå áõôÞ åßíáé ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíç êáôÜ ìüäéï :=
Q

=1
 . Ùò åê ôïýôïõ, ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí

ôïý óõóôÞìáôïò (3.16) åßíáé ç êëÜóç õðïëïßðùí 7

0 +Z (∈ Z (Z))
7Åí ðñïêåéìÝíù, ìðïñïýìå íá ôáõôßæïõìå ôçí 0 +Z ∈ Z (Z) ìå ôçí êëÜóç éóïôéìßáò [0] ∈ Z ìÝóù

ôïý éóïìïñöéóìïý (3.7).
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Áðïäåéîç. ÅÜí ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  êáé êÜèå ðñþôï áñéèìü  ïñßóïõìå ùò

ν () :=

½
ôïí åêèÝôç ôÞò ìåãßóôçò äõíáôÞò

äõíÜìåùò ôïý  ðïõ äéáéñåß ôïí 

¾
∈ N0

ôüôå, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.4.9,

Z (Z) ∼=
Y

 ðñþôïò |1

Z(ν(1)Z)× · · ·×
Y

 ðñþôïò |

Z(ν()Z)

êáé åðåéäÞ

 =
Y

 ðñþôïò |

ν() ∀ ∈ {1     }

óõìðåñáßíïõìå üôé

Z (Z) ∼= Z(1Z)× · · · × Z(Z)

ÅÜí, ìÜëéóôá, ëÜâåé êáíåßò õð' üøéí ôï 3.4.9 êáé ôïí (3.15), ï ôýðïò ïñéóìïý áõôïý
ôïý éóïìïñöéóìïý åßíáé ãíùóôüò, Þôïé ï

Z (Z) 3 +Z 7−→ (+1Z     +Z) ∈ Z(1Z)× · · · × Z(Z) (3.17)

ÉäéáéôÝñùò, ôï (1 +1Z      +Z) ∈ Z(1Z)× · · · × Z(Z) äéáèÝôåé
Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï áñ·Ýôõðï

0 +Z ∈ ZZ ∼= Z
(êáôÜ ìüäéï üðïõ 0 ∈ Z) ìÝóù ôïý (3.17), ïðüôå Ý·ïõìå

0 +Z =  +Z ∀ ∈ {1  }
Þôïé  éóüôçôåò ðïõ éóïäõíáìïýí ìå ôç ëýóç ôïý óõóôÞìáôïò éóïôéìéþí (3.16) êáôÜ

ìüäéï. ¤

3.4.11 Óçìåßùóç. Ãéá ôçí åýñåóç ìéáò ëýóåùò 0 ôïý óõóôÞìáôïò (3.16) áñêåß, ãéá

êÜèå äåßêôç  ∈ {1  }, íá ðñïóäéïñéóèïýí

 ∈ hi   ∈

0


®
=

\
1≤≤ 6=

hi 

üðïõ

0
 :=

Y
1≤≤  6=



ôÝôïéá þóôå  +  = 1 Þ -éóïäõíÜìùò- (  ) ∈ Z2, ôÝôïéá þóôå

 +0
 = 1 ∀ ∈ {1  }
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ÅðåéäÞ üìùò äåí èá ·ñåéáóèïýìå ïõóéáóôéêþò ôá  , áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç

ìïíáäéêÞ êáôÜ ìüäéï ëýóç  ∈ Z ôÞò éóïôéìßáò

0
 ≡ 1(mod )

âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå óôç óçìåßùóç 3.4.3. ÅÜí, åðß ðáñáäåßãìáôé, åñ-

ãáóèïýìå ìå ôï èåþñçìá ôïý Euler, ôüôå ìðïñïýìå íá èÝóïõìå  := 0

()−1.

Áðü ôá äåäïìÝíá ìáò (âë. (3.14), (3.15) êáé (3.17)) Ýðåôáé üôé ôï

0 =
X

=1




=

X
=1


0
 =

X
=1


0

() (3.18)

-áíçãìÝíï êáôÜ ìüäéï - åßíáé ìéá ëýóç ôïý óõóôÞìáôïò éóïôéìéþí (3.16), åíþ

êÜèå Üëëç ëýóç ôïõ ðñïêýðôåé êáôüðéí áèñïßóåùò (óå áõôü) åíüò áêåñáßïõ ðïë-

ëáðëáóßïõ ôïý.

3.4.12 ÐáñÜäåéãìá. Ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎨⎩
 ≡ 1(mod 3)
 ≡ 2(mod 4)
 ≡ 3(mod 5)

⎫⎬⎭
åßíáé ç êëÜóç õðïëïßðùí 58 + 60Z (∈ Z60Z) äéüôé (êáôÜ ôïí ôýðï (3.18))

0 = 1 · 20(3) + 2 · 15(4) + 3 · 12(5) = 1 · 202 + 2 · 152 + 3 · 124
= 1 · 400 + 2 · 225 + 3 · 20 736 = 63 058 ≡ 58(mod 60)

Ôáäýï èåùñÞìáôá 3.4.15 êáé 3.4.16 ðïõ áêïëïõèïýíáðïôåëïýíáðëÝò ãåíéêåýóåéò

ôïý 3.4.10. ÌÝóùáõôþí ôïðñüâëçìá ôÞò åðéëýóåùò ãñáììéêþí éóïôéìéþí (ìå Ýíáí

Üãíùóôï) áíôéìåôùðßæåôáé óå ðëÞñç ãåíéêüôçôá.

3.4.13 ËÞììá. ÅÜí 12 ∈ N êáé 1 2 ∈ Z ôüôå õðÜñ·åé áêÝñáéïò áñéèìüò 
ìå  ≡ 1(mod 1) êáé  ≡ 2(mod 2) åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä (12) | 2 − 1.

Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈ Z ìå  ≡ 1 (mod 1) êáé  ≡ 2 (mod 2)  ôüôå

1 | − 1

2 | − 2

)
=⇒ ìêä (12) | − 1

ìêä (12) | − 2

)
=⇒ ìêä (12) | − 1 − (− 2) 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  := ìêä(12) êáé  | 2−1 ãñÜöïíôáò ôïí ùòáêÝñáéï
ãñáììéêü óõíäõáóìü

 = 11 + 22 1 2 ∈ Z
êáé èÝôïíôáò  := 1(2−1)

  ëáìâÜíïõìå

1 ≡ (− 22)
(2−1)

 ≡ 2 − 1 (mod2) 

ïðüôå ãéá ôïí áêÝñáéï áñéèìü  := 1+1 éó·ýïõí ïé éóïôéìßåò  ≡ 1(mod 1)

êáé  ≡ 1 + (2 − 1) ≡ 2(mod 2) ¤
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3.4.14 ËÞììá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÄïèÝíôùí  öõóéêþí áñéèìþí 1    

Ý·ïõìå

ìêä (åêð (1    −1) ) = åêð (ìêä (1)      ìêä (−1))

3.4.15 Èåþñçìá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÄïèÝíôùí  öõóéêþí áñéèìþí 1    

êáé  áêåñáßùí áñéèìþí 1      ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎪⎨⎪⎩
 ≡ 1(mod 1)

...
 ≡ (mod )

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.19)

åßíáé åðéëýóéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí

ìêä ( ) |  −  ∀ ( ) ∈ N2 1 ≤   ≤   6=  (3.20)

ÌÜëéóôá, åÜí ôï 0 åßíáé ìéá ëýóç ôïý (3.19), ôüôå áõôÞ åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñé-
óìÝíç êáôÜ ìüäéï

 := åêð (12 ) 

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò (3.20), ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôïý
óõóôÞìáôïò (3.19) åßíáé ç êëÜóç õðïëïßðùí

0 +Z (∈ Z (Z))

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù 0 åßíáé ìéá ëýóç ôïý (3.19). Ôüôå ãéá êÜèå   ∈ {1     }
ìå  6=  Ý·ïõìå

0 ≡  (mod )

0 ≡  (mod )

)
=⇒  | 0 − 

 | 0 − 

)
=⇒ ìêä ( ) | 0 − 

ìêä ( ) | 0 − 

)
=⇒ (3.20).

Êáé áíôéóôñüöùò° áò õðïèÝóïõìå ôçí éó·ý ôùí óõíèçêþí (3.20).

Åñãáæüìåíïé åðáãùãéêþò èá êáôáóêåõÜóïõìå ãéá êÜèå  ∈ {1     } Ýíáí áêÝ-

ñáéï áñéèìü   ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóïôéìßåò⎧⎪⎨⎪⎩
 ≡ 1(mod 1)

...

 ≡ (mod )

⎫⎪⎬⎪⎭ 

Êáô' áñ·Üò ïñßæïõìå ùò 1 Ýíáí åêðñüóùðï ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [1]1
 ÅÜí

 ∈ {1      − 1} êáé õðïèÝóïõìå üôé ïé áêÝñáéïé 1      Ý·ïõí Þäç ïñéóèåß,

êáôáóêåõÜæïõìå êáôÜëëçëï áêÝñáéï +1 ùò áêïëïýèùò: ÅðåéäÞ

 ≡  (mod )  ∀ ∈ {1     }
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Ý·ïõìå

[ |  −  ∀ ∈ {1     }] =⇒ [ìêä (+1) |  −  ∀ ∈ {1     }] 
Åî õðïèÝóåùò,

ìêä (+1) |  − +1 ∀ ∈ {1     }
¢ñá

ìêä (+1) | ( − ) + ( − +1) =  − +1 ∀ ∈ {1     }
êáé, ùò åê ôïýôïõ,

åêð (ìêä (1+1)      ìêä ( +1)) |  − +1

Åöáñìüæïíôáò ëïéðüí ôï ëÞììá 3.4.14 óõìðåñáßíïõìå üôé

ìêä (åêð (1    ) +1) |  − +1

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 3.4.13 õðÜñ·åé Ýíáò +1 ∈ Z ôÝôïéïò þóôå
+1 ≡  (mod åêð (1    )) +1 ≡ +1 (mod +1) 

ïðüôå

[ | åêð (1 )  ∀ ∈ {1  }] =⇒ +1 ≡  ≡  (mod ) ∀ ∈ {1  }

(ii) ¸óôù ôþñá := åêð(12 ) êáé Ýóôù 0 o (ìïíáäéêüò) åêðñüóùðïò

ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [] ìå 0 ≤ 0  ÅÜíï åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò,

ï ïðïßïò ðëçñïß ôéò  éóïôéìßåò (3.19), ôüôå Ý·ïõìå

[ ≡  ≡ 0 (mod ) ∀ ∈ {1     }] 
ïðüôå

[ | 0 −  ∀ ∈ {1     }] =⇒  | 0 −  =⇒ 0 −  ∈ Z

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ Z êáé  ≡ 0 (mod )  ôüôå Ý·ïõìå ðñïöáíþò ãéá êÜèå

 ∈ {1     }:  ≡  ≡ 0 (mod )  ¤

3.4.16 Èåþñçìá. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÄïèÝíôùí  öõóéêþí áñéèìþí 1    

êáé 2 áêåñáßùí áñéèìþí 1      1      ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôé-
ìéþí ⎧⎪⎨⎪⎩

1 ≡ 1 (mod 1)
...

 ≡  (mod )

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.21)
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äåí åßíáé åðéëýóéìï åÜí äåí éêáíïðïéïýíôáé ôáõôï·ñüíùò ïé óõíèÞêåò

ìêä () |   ∀ ∈ {1  } (3.22)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üôáí ïé óõíèÞêåò (3.22) éêáíïðïéïýíôáé, ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí
ôïý óõóôÞìáôïò (3.21) ôáõôßæåôáé ìå ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí
ãñáììéêþí éóïôéìéþí ⎧⎪⎨⎪⎩

 ≡ 1 (mod 
1)

...
 ≡  (mod 

)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.23)

üðïõ

 :=
¡

¢(

 )−1 

êáé

 :=


ìêä ( )
  :=



ìêä ( )
 

 :=


ìêä ()


ãéá êÜèå  ∈ {1  } êáé  ç óõíÜñôçóç ôïý Euler.

Áðïäåéîç. Ãéá íá õðÜñ·ïõí êïéíÝò ëýóåéò ôïý óõóôÞìáôïò (3.21) èá ðñÝðåé ôïõ-

ëÜ·éóôïí êáèåìéÜ ôùí éóïôéìéþí ôïõ íá åßíáé áö' åáõôÞò åðéëýóéìç. Ôïýôï óç-

ìáßíåé (åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.1) üôé ìêä( ) |  ãéá êÜèå äåßêôç

 ∈ {1  }Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí ïé óõíèÞêåò (3.22) éêáíïðïéïýíôáé, åöáñìü-

æïõìå ôï ðüñéóìá 3.4.5 ãéá êÜèå ìßá åê ôùí áñ·éêþí éóïôéìéþí êáé óõìðåñáßíïõìå

üôé ôï (3.21) éóïäõíáìåß ìå ôï óýóôçìá⎧⎪⎨⎪⎩
1 ≡ 1 (mod 

1)
...

 ≡  (mod 
)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.24)

ÅðåéäÞ ìêä( 

 ) = 1 ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá  ≡ 

¡
mod 



¢
äéáèÝôåé ìïíá-

äéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï 
 , Þôïé ôçí  ≡ (mod 

 ) (âë. 3.4.3), ïðüôå ôï óýíïëï

ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí (3.24) ôáõôßæåôáé ìå ôï óý-

íïëï ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò (3.23). ¤

3.4.17 ÐáñáôÞñçóç. Ðñïöáíþò, ôï ðñüâëçìá ôÞò åõñÝóåùò ôïý óõíüëïõ ôùí ëý-

óåùí ôïý (3.21) áíÜãåôáé óôï ðñüâëçìá ôÞò åõñÝóåùò ôïý óõíüëïõ ôùí ëýóåùí

ôïý (3.23), Þôïé åíüò óõóôÞìáôïò ôïý ôýðïõ (3.19), ïðüôå áíôéìåôùðßæåôáé âÜóåé

ôùí üóùí åëÝ·èçóáí óôï èåþñçìá 3.4.15.
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3.4.18 ÐáñÜäåéãìá. Áò èåùñÞóïõìå ôï áêüëïõèï óýóôçìá ôñéþí ãñáììéêþí éóï-

ôéìéþí: ⎧⎨⎩
2 ≡ 4 (mod 8)
6 ≡ 12 (mod 9)
 ≡ 14 (mod 12)

⎫⎬⎭ 

ÅðåéäÞ ìêä(2 8) = 2 | 4 ìêä(6 9) = 3 | 12 êáé ìêä(1 12) = 1 | 14 áõôü åßíáé

éóïäýíáìï ìå ôï ⎧⎨⎩
 ≡ 2 (mod 4)
2 ≡ 4 (mod 3)
 ≡ 14 (mod 12)

⎫⎬⎭ 

Ç äåýôåñç éóïôéìßá Ý·åé ùò ëýóç ôçò ôçí êëÜóç õðïëïßðùí 2 + 3Z (∈ Z3Z)
äéüôé 2(3)−1 · 4 = 8 ≡ 2 (mod 3)  Ùò åê ôïýôïõ, âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.16 ôï

áíùôÝñù óýóôçìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï⎧⎨⎩
 ≡ 2 (mod 4)
 ≡ 2 (mod 3)
 ≡ 14 (mod 12)

⎫⎬⎭ 

ôï ïðïßï äéáèÝôåé ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï åêð(4 3 12) = 12 áöïý

ìêä (4 3) = 1 | 4− 3 ìêä (12 3) = 3 | 14− 2 ìêä (12 4) = 4 | 14− 2

(âë. èåþñçìá 3.4.15). ÅðåéäÞ Ý·ïõìå ìêä(4 3) = 1 ç ìïíáäéêÞ ëýóç 0 (êáôÜ

ìüäéï 4 · 3 = 12) ôùí äýï ðñþôùí éóïôéìéþí ðñïóäéïñßæåôáé ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò

3.4.10. ÐñÜãìáôé° êáôÜ ôïí ôýðï (3.18),

0 = 2 · 3(4) + 2 · 4(3) = 50 ≡ 2 (mod 12) 

ëýóç, ç ïðïßá åðáëçèåýåé (êáô' áíÜãêçí!) êáé ôçí ôñßôç åê ôùí áíùôÝñù éóïôé-

ìéþí (âë. èåþñçìá 3.4.15).

3.5 ÓÙÌÁ ÊËÁÓÌÁÔÙÍ ÁÊÅÑÁÉÁÓ ÐÅÑÉÏμÇÓ

Ôá óþìáôá, áðü ôïí ßäéï ôïõò ôïí ïñéóìü, ·áßñïõí ëßáí åõÜñåóôùí éäéïôÞôùí,

üðùò, åðß ðáñáäåßãìáôé, åßíáé ç ýðáñîç áíôéóôñüöïõ ãéá êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé-

·åßï ôïõò. Áíôéêåßìåíï ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé ç áðüäåéîç ôïý üôé êÜèå áêå-
ñáßá ðåñéï·Þ ìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ ôñüðï öõóéêü óå Ýíá óþìá. ÁõôÞ åðé-

ôõã·Üíåôáé ìÝóù ôÞò ãåíéêåýóåùò ôÞò ãíùóôÞò ìåèüäïõ êáôáóêåõÞò ôùí ñçôþí

áñéèìþí áðü ôïõò áêåñáßïõò.
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3.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Åðß ôïý  × (r{0}) ïñß-
æïõìå ìéá äéìåëÞ ó·Ýóç ‘‘∼'' ùò áêïëïýèùò:

( ) ∼ ( )⇐⇒
ïñó

 = 

3.5.2 Ðñüôáóç. Ç ‘‘∼'' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.
Áðïäåéîç. Ç ‘‘∼'' åßíáé áíáêëáóôéêÞ, äéüôé

 = ⇒ ( ) ∼ ( )  ∀( ) ∈ × (r{0}) 
óõììåôñéêÞ, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç ( ) ( ) ∈ × (r{0}) Ý·ïõìå

( ) ∼ ( )⇒  = ⇒  = ⇒ ( ) ∼ ( ) 
êáé, ôÝëïò, ìåôáâáôéêÞ, áöïý ãéá ïéáäÞðïôå ( ) (0 0) (00 00) ∈×(r{0})
ìå

( ) ∼ (0 0) êáé (0 0) ∼ (00 00)
Ý·ïõìå 0 = 0 êáé 000 = 000 ïðüôå

000 = 000 = 000 = 000 = 000

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

(00 − 00)0 = 0
0 6= 0

¾
=⇒ 00 = 00 =⇒ ( ) ∼ (00 00)

(ìå ôçí ðñþôç åê ôùí áíùôÝñù óõíåðáãùãþí ïöåéëüìåíç óôï üôé ï äáêôýëéïò 

åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ). ¤

3.5.3 Ïñéóìüò. ¸óôù  ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ùò

Fr() := (× (r{0}))  ∼

óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼''. To êëÜóìá åíüò
 ∈  «äéçñçìÝíïõ» äéÜ åíüò  ∈ r{0} åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò




:= [( )] := { ( ) ∈ × (r{0}) | ( ) ∼ ( )}

To Fr() åðéäÝ·åôáé ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩



+




:=

+ 







· 


:=
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3.5.4 Ðñüôáóç. Ïé åí ëüãù ðñÜîåéò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ãéá êÜðïéá æåýãç ( )  (0 0) êáé ( )  (0 0) ∈ × (r{0})
Ý·ïõìå [( )] = [(0 0)] êáé [( )] = [(0 0)]  ôüôå




+




=

0

0
+

0

0
êáé




· 

=

0

0
· 

0

0


ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ åî õðïèÝóåùò

( ) ∼ (0 0)
( ) ∼ (0 0)

¾
=⇒ 0 = 0

0 = 0

¾
=⇒ 00 = 00

00 = 00

¾


(êáôüðéí ðñïóèÝóåùò êáôÜ ìÝëç) Ýðåôáé üôé

00 + 00 = 00 + 00 =⇒ (+ ) 00 = (00 + 00) 

Þôïé üôé

+
 = 00+00

00 =⇒ 
 +


 =

0
0 +

0
0 

ÅîÜëëïõ, ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìÝëç ìÜò ïäçãåß óôçí éóüôçôá 00 = 00,
áð' üðïõ ëáìâÜíïõìå

() (00) = () (00) =⇒ 
 =

00
00 

Þôïé  ·  = 0
0 · 

0
0  ¤

3.5.5 Èåþñçìá. Ôï óýíïëï Fr() ôùí êëáóìÜôùí ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  áðï-
ôåëåß Ýíá óþìá ùò ðñïò ôéò ùò Üíù ïñéóèåßóåò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëá-
óéáóìïý. (Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ôï Fr() ïíïìÜæåôáé óþìá êëáóìÜôùí ôÞò áêåñáßáò
ðåñéï·Þò )

Áðïäåéîç. (i) Ç ‘‘+'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, äéüôé¡

 +




¢
+ 

 = +
 + 

 =
++



= +(+)
 = 

 +
+
 = 

 +
³

 +




´
êáé  +


 =

+
 = +

 = 
 +


 ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóìáôá 

 

 


 ∈ Fr()

(ii) Ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï (= ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘+'') ôïý Fr() åßíáé

ôï8 0Fr() :=
0
1
 äéüôé ãéá êÜèå êëÜóìá 

 ∈ Fr() Ý·ïõìå

 +

0
1
= (·1)+(·0)

·1 = 
 =

(·)+(1·)
1· = 0

1
+ 

 

8ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå  ∈ r{0} Ý·ïõìå
0
 =

0
1
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(iii) ÊÜèå êëÜóìá 
 ∈ Fr() Ý·åé ôï êëÜóìá − ùò áíôßèåôü ôïõ ùò ðñïò ôçí ‘‘+''

êáèüôé


 +

−
 = +(−)

2 = (+(−))
2 = +(−)

 = 0
 =

0
1
= 0Fr()

êáé

−
 +


 =

(−)+
2 = ((−)+)

2 = (−)+
 = 0

 =
0
1
= 0Fr()

(iv) Ç ‘‘·'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, äéüôé¡

 · 

¢ ·  = ¡¢ ·  = ()
() =

()
() =


 ·
³



´
= 

 ·
³

 · 

´
êáé  ·  = 

 =

 =


 ·  ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóìáôá 

 

 


 ∈ Fr()

(v) Ç ‘‘·'' åßíáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò ôçí

‘‘+'' ÅðåéäÞ ç ‘‘·'' åßíáé ìåôáèåôéêÞ, áñêåß ðñïò ôïýôï íá åëåã·èåß ç åðéìåñéóôéêü-

ôçôá ìüíïí åê äåîéþí. Ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóìáôá 
 


 


 ∈ Fr() Ý·ïõìå¡


 +




¢ ·  =
¡
+


¢ ·  = (+)
() = +

 = 
 +




= 
 +


 =

³

 · 

´
+
³

 · 

´


(vi) Ôï 1Fr() :=
1
1

åßíáé ìïíáäéáßï óôïé·åßï 9 (= ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí

‘‘·'') ôïý Fr() äéüôé ãéá êÜèå êëÜóìá 
 ∈ Fr() éó·ýïõí ïé éóüôçôåò


 · 1Fr() = 

 · 11 = ·1
·1 =


 =

1·
1· =

1
1
·  = 1Fr() ·  

(vii) Åê ôùí (i)-(vi) óõíÜãåôáé üôé ç ôñéÜäá (Fr()+ ·) åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äá-
êôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅðïìÝíùò, ãéá íá áðïäåßîïõìå, åðéðñïóèÝôùò, üôé

áõôüò ï äáêôýëéïò åßíáé êáé óþìá, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ïéïäÞðïôå êëÜóìá

 ∈ Fr()r{0Fr()} åßíáé áíôéóôñÝøéìï. ÅðåéäÞ áðü ôç óõíèÞêç 

 6= 0
1

ðñïêý-

ðôåé üôé

 =  · 1 6= 0 ·  = 0 =⇒ 
 ∈ Fr()

åê ôùí éóïôÞôùí


 ·  = 

 =

 =

1
1
= 1Fr() =


 =


 =


 · 

óõìðåñáßíïõìå üôé ôï 
 åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý 

  ¤

3.5.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ðñïöáíþò, Fr(Z) = Q
(ii) ÅÜí ôï åßíáé Ýíá óþìá, ôï

(X) := Fr([X])

9ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå  ∈ r{0} Ý·ïõìå =1Fr()
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êáëåßôáé óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí Þ ôùí ñçôþí åêöñÜóåùí ìéáò áðñïó-

äéïñßóôïõ X õðåñÜíù ôïýÊáô' áíáëïãßáí, ôï

(X1    X) := Fr( [X1    X])

åßíáé ôï óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí  áðñïóäéïñßóôùí X1 X õðåñÜíù ôïý



(iii) Åíôüò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò C[[Z]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò ìéãáäé-

êÞò áðñïóäéïñßóôïõ Z (Þôïé ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ Z õðåñÜíù ôïý C) ïñßæåôáé ç
õðïðåñéï·Þ

C{Z} :=
( ∞X
=0

Z
 ∈ C[[Z]]

¯̄̄̄
¯
∞X
=0


 óõãêëßíïõóá ãéá êÜèå  ∈ C

)


Ùò ãíùóôüí10, C{Z} = O(C) üðïõ

O(C) := {óõíáñôÞóåéò  : C −→ C | ïëüìïñöç}

ç áêåñáßá ðåñéï·Þ ôùí ëåãïìÝíùí áêåñáßùí óõíáñôÞóåùí ìéáò ìéãáäéêÞò ìåôá-

âëçôÞò. Ôï óþìá êëáóìÜôùí ôçò

M(C) := Fr(O(C))

êáëåßôáé óþìá ôùí ìåñïìüñöùí óõíáñôÞóåùí åðß ôïý C (êáé ôá óôïé·åßá ôïõ ìå-

ñüìïñöåò óõíáñôÞóåéò åðß ôïý C ôéò ïðïßåò óõíáíôïýìå óõ·íÜ óôï ìÜèçìá ôÞò

ÌéãáäéêÞò Áíáëýóåùò).

(iv) ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå

Fr( [X]) = Fr()(X) (:= Fr(Fr()[X]))

äéüôé Ý·ïõìå áö' åíüò ìåí

Fr( [X]) =

½
0 + 1X+ · · ·+ X



0 + 1X+ · · ·+ X

¯̄̄̄
 ∈ N0 0      0      ∈ 

ìå  6= 0 ãéá êÜðïéïí  ∈ {0    }
¾


áö' åôÝñïõ äå

Fr()(X) =

½
0+1X+···+X
0+1X+···+X

¯̄̄̄
 ∈ N0 0      0      ∈ Fr()
ìå  6= 0Fr() ãéá êÜðïéïí  ∈ {0    }

¾

=

⎧⎪⎨⎪⎩
0
0
+
³
1
1

´
X+···+

³



´
X

0
0
+
³
1
1

´
X+···+

³



´
X

¯̄̄̄
¯̄̄  =



  =





üðïõ ( ) () ∈ × (r{0}) 
∀( ) ∈ {0     } × {0    }

⎫⎪⎬⎪⎭
= Fr( [X])

10KÜèå ïëüìïñöç óõíÜñôçóç  : C −→ C (Þôïé êÜèå óõíÜñôçóç  : C −→ C äéáèÝôïõóá ìéãáäéêÞ ðáñÜãùãï óå

êÜèå óçìåßï ôïý C) åßíáé ðáñáóôÜóéìç ùò óõãêëßíïõóá äõíáìïóåéñÜ.
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ìå ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ðñïêýðôïõóá ýóôåñá áðü áðáëïéöÞ ðáñïíïìáóôþí.

(v) ÅÜí ôï åßíáé Ýíá óþìá, ôüôå ôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò

[[X]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçì-

ìÝíïõò áðü ôï óõìâïëßæåôáé óõíôüìùò ùò áêïëïýèùò:

((X)) := Fr([[X]])

ÓçìåéùôÝïí üôé

((X)) = Laur [[X
±1]]

(âë. Üóêçóç 1-52). ÐñÜãìáôé° ãéá ôõ·üí óôïé·åßïP∞
=0 X

P∞
=0 X


∈ ((X))

ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò: ÅÜí 0 6= 0  ôüôå
P∞

=0 X
 ∈ [[X]]× (âë. 1.3.9 (iii)) êáéP∞

=0 X
P∞

=0 X

=

Ã ∞X
=0

X


!Ã ∞X
=0

X


!−1
∈ [[X]]

ÅÜí 0 = 0  ôüôå  := ord(
P∞

=0 X
) ≥ 1 (âë. 1.3.4), ïðüôå

0 = · · · = −1 = 0   6= 0 ⇒
∞P
=

X
− ∈ [[X]]×

êáé

∞P
=0

X


∞P
=0

X
=

∞P
=0

X


∞P
=

X
=

∞P
=0

X


X
µ∞P
=

X−
¶ =

∞P
=0

X


µ∞P
=

X
−
¶−1

X


ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

((X)) =

½P∞
=0 X



X

¯̄̄̄
 ∈  ∀ ∈ N0  ∈ N

¾
=

½
−1P
=0

X
− +

∞P
=

X
−
¯̄̄̄
 ∈  ∀ ∈ N0  ∈ N

¾
= Laur [[X

±1]]

3.5.7 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ åìöõôåýåôáé óôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí ôçò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò

 :  −→ Fr()  7−→ () := 
1
 (3.25)

åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò, äéüôé Ý·åé ôï { ∈  | 
1
= 0

1
} = {0}ùò ðõñÞíá ôïõ

(âë. ðñüôáóç 3.1.16). ¤
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3.5.8 Ðñüôáóç. (“ÊáèïëéêÞ éäéüôçôá” ôïý Fr()) ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ. Ôüôå ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü  :  −→  üðïõ  Ýíá óþìá, õößóôáôáé
Ýíáò êáé ìüíïí ìïíïìïñöéóìüò óùìÜôùí  : Fr() −→  ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï
äéÜãñáììá





²²



!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC

Fr()


// 

ª

ìåôáèåôéêü (Þôïé  =  ◦ ), üðïõ  ï ìïíïìïñöéóìüò (3.25).
Áðïäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí  : Fr() −→  ìÝóù ôïý ôýðïõ

( ) :=  ()  ()
−1

 ∀ ∈ Fr()

Ç  åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé ãéá 
 

0
0 ∈ Fr() ìå 

 =
0
0 Ý·ïõìå

0 = 0 ⇒ ()(0) = (0) = (0) = ()(0)

ïðüôå

() (0) ∈ Fr()× ⇒ ( ) :=  ()  ()
−1
=  (0)  (0)−1 =: (

0
0 )

Ç  åßíáé ïìïìïñöéóìüò, êáèüôé ãéá ïéáäÞðïôå 
 


 ∈ Fr() Ý·ïõìå

( +

) = (+ ) =  (+ )  ()−1

= (()() + ()()) ()()−1

= ()()−1 +  () ()−1 = ( ) + ( )

êáé

( · ) = ( ) =  ()  ()
−1

=
¡
()()−1

¢ ¡
 () ()−1

¢
= ( )(


)

Ç  åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé åÜí 
 


 ∈ Fr() ìå ( ) = (  ) ôüôå

 ()  ()
−1
=  ()  ()

−1 ⇒  ()  () =  ()  () 

Þôïé

 () = () =⇒
[ Ýíñéøç]

 =  =⇒ 
 =
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç  åßíáé ðñÜãìáôé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. Ðñïöáíþò,

( ◦ ) () = (()) = ( 
1
) = ()(1)

−1 = () · 1 = ()

ãéá êÜèå  ∈  ïðüôå  =  ◦  ÔÝëïò, åÜí õðïôåèåß üôé õößóôáôáé êÜðïéïò

ìïíïìïñöéóìüò 0 : Fr() −→  ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá  = 0 ◦  ôüôå
ãéá êÜèå 

 ∈ Fr() Ý·ïõìå

0( ) = 0(()(−1)) = 0((−1)) = (0 ◦ )(−1)
= (−1) = ()()−1 = ( )

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 0 =  ¤

3.5.9 Ðüñéóìá. ÅÜí ç  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ðåñéå·üìåíç óå Ýíá óþìá 

ôüôå ôï

 :=
©
−1

¯̄
( ) ∈ × (r{0})

ª ⊆ 

åßíáé ôï åëÜ·éóôï õðüóùìá ôïý  (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý ) ôï ïðïßï
ðåñéÝ·åé ôçí  êáé  ∼= Fr()
Áðïäåéîç. ¸óôù  :  →  ç óõíÞèçò Ýíèåóç. ÅðåéäÞ ç  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò,

ç ðñüôáóç 3.5.8 ìáò ðëçñïöïñåß üôé õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí ìïíïìïñöéóìüò

óùìÜôùí  : Fr() −→  ìå  =  ◦ , üðïõ  ï ìïíïìïñöéóìüò (3.25). Ãéá êÜèå

( ) ∈ × (r{0}) Ý·ïõìå

( ) = (()(−1)) = ((−1)) = ( ◦ )(−1) = (−1) = −1

ïðüôå = Im() ∼= Fr()ÅðïìÝíùò, ôï åßíáé áö' åáõôïý óþìá (âë. 3.1.11 (iii))

ìå  ⊆ ¸óôù ôþñá ôõ·üí õðüóùìá  ôïý ðåñéÝ·ïí ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ 

Ôï  ðåñéÝ·åé ôï −1 ãéá êÜèå  ∈ r{0} ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï  ðåñéÝ·åé üëá

ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò −1 üðïõ ( ) ∈  × (r{0})  Áõôü óçìáßíåé üôé

 ⊆  ⊆  ∼= Fr() ¤

3.5.10 ÐáñÜäåéãìá. Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√
2] ðåñéÝ·åôáé (åî ïñéóìïý) óôï óþìá

Q(
√
2) (âë. Üóêçóç 1-44). ÅðïìÝíùò,

Z[
√
2] ⊆ Z[

√
2] = Fr(Z[

√
2]) ⊆ Q(

√
2)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå óôïé·åßï ôïý Q(
√
2) åßíáé ôÞò ìïñöÞò  + 

√
2 üðïõ

  ∈ Q ÃñÜöïíôáò ôá   ùò êëÜóìáôá  = 
   =


  ãéá êáôÜëëçëá æåýãç

( ) ( ) ∈ Z× (Zr{0})  ðáñáôçñïýìå üôé

 + 
√
2 = 

 +



√
2 = +

√
2

 ∈ Fr(Z[
√
2])⇒ Q(

√
2) ⊆ Fr(Z[

√
2])

Åê ôùí áíùôÝñù Ýðåôáé üôé Fr(Z[
√
2]) = Q(

√
2)
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3.5.11 Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå óþìá õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò ∼= Fr()

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý ðïñßóìáôïò 3.5.9 óôçí åé-

äéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  =  (êáèüóïí = ). ¤

3.5.12 Ðñüôáóç. ¸óôù  : 1 −→ 2 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò áêåñáßùí ðåñéï·þí.
Ôüôå ç áðåéêüíéóç

Fr() : Fr(1) −→ Fr(2) Fr()(

 ) :=

()
()  ∀ ( ) ∈ 1 × (1r{01}) 

ç åðáãïìÝíç ìÝóù ôïý  åßíáé ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) ÅÜí ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï Fr() åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) ÅÜí ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï Fr() åßíáé åðéìïñöéóìüò.

(iii) ÅÜí ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï Fr() åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå

1 ∼= 2 =⇒ Fr(1) ∼= Fr(2)

Áðïäåéîç. ÇFr() åßíáé ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí, äéüôé ãéá 
 


 ∈ Fr(1) Ý·ïõìå

Fr()( +

) = Fr()(+ ) = (+)

() = ()+()
()() = ()()+()()

()()

= ()
() +

()
() = Fr()(


 ) +Fr()(


)

êáé

Fr()( · ) = Fr()( ) =
()
() =

()()
()()

= ()
()

()
() = Fr()(


 )Fr()(


)

(i) ÅÜí ç  åßíáé åíñéðôéêÞ, ôüôå êáé ç áðåéêüíéóç Fr() åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé åÜí

 


 ∈ Fr(1) ìå Fr()( ) = Fr( ) ôüôå ()

() =
()
()  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

()() = ()() =⇒ () = () =⇒
[ åíñéðôéêÞ]

 =  =⇒ 
 =


 

(ii) ÅÜí ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ, ôüôå êáé ç Fr() åßíáé åðéññéðôéêÞ, äéüôé ãéá êÜèå

 ∈ Fr(2) õðÜñ·åé æåýãïò ( ) ∈ 1 × (1r{01})  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

[() =  () = ] =⇒ Fr()( ) =
()
() 

Þôïé Fr()( ) =

  Ôï (iii) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí (i) êáé (ii). ¤
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3.6 ÐÑÙÔÁ ÓÙÌÁÔÁ

¸óôù  Ýíá õðüóùìá ôïý óþìáôïò Q ôùí ñçôþí áñéèìþí. ÅðåéäÞ õðÜñ·åé ðÜ-

íôïôå êÜðïéï  ∈ r{0} ç -åî ïñéóìïý åããõçèåßóá- ýðáñîç ôïý (ðïëëáðëáóéá-

óôéêïý) áíôéóôñüöïõ ôïõ −1 Ý·åé ùò åðáêüëïõèï ôï üôé

−1 = 1 = 1Q ∈ 

Ùò åê ôïýôïõ, ãéá êÜèå áêÝñáéï  ∈ Z éó·ýåé  =  · 1 =  · 1Q ∈  ïðüôå Ý·ïõìå

êáô' áíÜãêçí ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Z ⊆  ⊆ Q ¼ìùò, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá

3.5.9, ôïQ =Fr (Z) åßíáé ôï åëÜ·éóôï óþìá (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý) ôï

ïðïßï ðåñéÝ·åé ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ Z ¢ñá ôåëéêþò  = Q. Ç éäéüôçôá áõôÞ ôïý

Q ôï êáèéóôÜ ôï ðëÝïí ôõðéêü ðáñÜäåéãìá ôùí ëåãïìÝíùí «ðñþôùí óùìÜôùí».

3.6.1 Ïñéóìüò. ¸íá óþìá êáëåßôáé ðñþôï óþìá üôáí äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá ãíÞ-

óéï õðüóùìá.

3.6.2 ÐáñÜäåéãìá. ÐÝñáí ôïý Q Ýíá Üëëï ðñþôï óþìá åßíáé ôï Z, üðïõ  ðñþ-

ôïò áñéèìüò. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï  åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý Z ôüôå ç (ðñïóèåôéêÞ)

õðïïìÜäá (+) ôÞò ïìÜäáò (Z+) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ìå ôÜîç ôçò Ýíáí äéáé-

ñÝôç ôïý  (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange). ÅðåéäÞ ëïéðüí ï  åßíáé ðñþôïò,

|| = 1 Þ || =  Ç ðñþôç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé, êáèüôé ôï  -ùò óþìá- Ý·åé

ôÜîç || ≥ 2. ÅðïìÝíùò, || =  ïðüôå êáô' áíÜãêçí  = Z

3.6.3 Èåþñçìá. ÊÜèå óþìá ðåñéÝ·åé Ýíá êáé ìüíïí ðñþôï õðüóùìá.

Áðïäåéîç. Ôï óþìá

0 :=
\
{ |  õðüóùìá ôïý} ⊆ 

åßíáé Ýíá ðñþôï õðüóùìá ôïý . ÐñÜãìáôé° åÜí ôï  åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý0

ôüôå ôï  åßíáé êáé õðüóùìá ôïý  ïðüôå 0 ⊆  áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

 = 0. Õðïëåßðåôáé ç áðüäåéîç ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý 0. ÕðïôéèåìÝíçò ôÞò

õðÜñîåùò åíüò Üëëïõ ðñþôïõ õðïóþìáôïò 0
0 ôïý óþìáôïò  ôï 0 ∩0

0 åßíáé

õðüóùìá ôïý êáé0 ∩0
0 ⊆ 0 0 ∩0

0 ⊆ 0
0 ÅðïìÝíùò,0 ∩0

0 = 0 êáé

0 ∩0
0 = 0

0 ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé0 = 0
0 ¤

3.6.4 Èåþñçìá. (i) ÊÜèå ðñþôï óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò ìçäÝí åßíáé éóüìïñöï ìå
ôï óþìá Q ôùí ñçôþí áñéèìþí.
(ii) ÊÜèå ðñþôï óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò  (üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò) åßíáé éóüìïñöï
ìå ôï óþìá Z ôùí êëÜóåùí éóïôéìéþí êáôÜ ìüäéï 

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíá ðñþôï óþìá. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : Z −→  () :=  · 1 ∀ ∈ Z



§ 3.6 ðñùôá óùìáôá 141

ÅðåéäÞ(
(+ ) = (+ ) · 1 =  · 1 +  · 1 = () + ()

() = () · 1 =  ( · 1) = ( · 1) ( · 1) = ()()

ãéá ïéïõóäÞðïôå  ∈ Z ç  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÂÜóåé ôïý

1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.3,

ZKer () ∼= Im() = (Z)

üðïõ

Ker () = { ∈ Z |  · 1 = 0}

(i) ÅÜí ôï  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ìçäÝí, ôüôå Ker() = {0} ïðüôå

ZKer () = Z{0} ∼= Z ∼= Im() = (Z)

Ùò åê ôïýôïõ, ç Im () åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ (éóüìïñöç ìå ôïí Z) êáé, åðåéäÞ
Im () ⊆  Ý·ïõìå

Fr (Im ()) =

½
 · 1
 · 1

¯̄̄̄
() ∈ Z× (Zr{0})

¾
⊆ Fr () ∼= 

ïðüôå  ∼= Fr () =Fr (Im ()) ∼= Fr (Z) = Q (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 3.5.12 êáé ôïý

üôé ôï  åßíáé ðñþôï óþìá).

(ii) ÅÜí ôï  Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ , üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå, âÜóåé ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 1.4.3 Ý·ïõìå

 = min { || ∈ N |  ∈ Zr{0} ìå  · 1 = 0} 

ïðüôå  ∈ Ker() =⇒ Z = hi ⊆ Ker()  ÁëëÜ êáé ãéá êÜèå  ∈ Ker()  ãñÜöï-

íôáò

 = +    ∈ Z 0 ≤  ≤ − 1

ëáìâÜíïõìå

0 =  · 1 =  ( · 1) + ( · 1) = 0 +  · 1 =  · 1

Þôïé ìéá éóüôçôá ç ïðïßá (ëüãù ôÞò ùò Üíù óõíèÞêçò åëá·ßóôïõ ðïõ ðëçñïß ôï )

éó·ýåé ìüíïí üôáí  = 0. ÅðïìÝíùò,  ∈ hi, ïðüôå Ker() ⊆ Z = hi. Ôåëéêþò
ëïéðüí Ker() = Z = hi êáé

ZZ ∼= Z ∼= Im() = (Z) = { · 1 |  ∈ {0 1     − 1}} ⊆ 

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé  = Im() ∼= Z, äéüôé ôï  åßíáé ðñþôï óþìá. ¤
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3.6.5 Ðüñéóìá. ÊÜèå óþìá ðåñéÝ·åé Ýíá õðüóùìá , ôÝôïéï þóôå :

 ∼=
⎧⎨⎩
Q üôáí ·áñ() = 0

Z üôáí ·áñ() =   0

3.6.6 ÐáñáôÞñçóç. Óýìöùíá ìå üóá áíáöÝñáìå óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò

3.6.4, åÜí ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óþìá, ôüôå

 ∼=
n
( · 1) ( · 1)−1

¯̄̄
() ∈ Z× (Zr{0})

o
 üôáí ·áñ() = 0

êáé

 = { · 1 |  ∈ {0 1     − 1}}  üôáí ·áñ() =   0

ÁóêÞóåéò

3-1. Ðïéåò åê ôùí áêïëïýèùí áðåéêïíßóåùí  :  −→ 0 åßíáé ïìïìïñöéóìïß
äáêôõëßùí;

(i)  = Z 0 = Z ( ∈ N) êáé
 7−→ () := [] 

(ii)  = Z 0 = Z ( ∈ N) êáé
 7−→ () := [ + 1] 

(iii)  =Mat2×2(Z) 0 = Z êáé³
 
 

´
7−→ 

³³
 
 

´´
:= 

(iv)  =Mat2×2(Z) 0 = Z êáé³
 
 

´
7−→ 

³³
 
 

´´
:= + 

(v)  =Mat2×2(Z) 0 = Z êáé³
 
 

´
7−→ 

³³
 
 

´´
:= − 

(vi)  = Z 0 =Mat2×2(Z) ( ∈ N) êáé

 7−→ () :=
³

[1] [0]
[0] []

´
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3-2. (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

 : Z −→ Z3 × Z5  7−→ () := ([]3  []5)

åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ï ðõñÞíáò Ker()

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëïé ïé ïìïìïñöéóìïß  : Z6 −→ Z12

3-3. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé ìüíïé åíäïìïñöéóìïß ôïý Z åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñ-

öéóìüò êáé ï ôáõôïôéêüò idZ

3-4. ¸óôù  ∈ N Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå åíäïìïñöéóìüò  : Z −→ Z ôïý

Z ïñßæåôáé ìÝóù åíüò ôýðïõ ôÞò ìïñöÞò

([]) = [] []  ∀ ∈ Z

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï  ôÝôïéïí þóôå ôï óôïé·åßï [] ∈ Z íá åßíáé ôáõôï-

äýíáìï.

3-5. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå áêÝñáéï  óôåñïýìåíïí ôåôñáãþíùí ç áðåéêü-

íéóç

Q(
√
) 3 + 

√
 7−→ − 

√
 ∈ Q(√)   ∈ Z

åßíáé áõôïìïñöéóìüò ôïý óþìáôïò Q(
√
) (âë. ôï (iv) ôÞò áóêÞóåùò 1-44).

3-6. ¸óôù Ýíá óþìá ìå ·áñ() =   0 êáé Ýóôù

 :  −→   7−→ () := 

ç áðåéêüíéóç ôïý Frobenius. (Bë. 3.1.3 (iv).) Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ç  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Âë. ðñüôáóç 3.1.12.]

(ii) ¼ôáí ôï  åßíáé ðåðåñáóìÝíï óþìá, ôüôå ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò (Þôïé

áõôïìïñöéóìüò ôïý).

(iii) ¼ôáí ôï  åßíáé áðåéñïðëçèÝò, ôüôå ç  åßíáé äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí

éóïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Íá åîåôáóèåß ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ

ôçí ïðïßá ôï  åßíáé ôï óþìá Z(X) ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí õðåñÜíù ôïý

óþìáôïò Z]

3-7. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  :  −→  Ýíáò åíäïìïñöéóìüò áõôïý.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  := { ∈ | () = } åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý
3-8. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí  ∈ ×

íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

 :  −→   7−→ () := −1

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý 
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3-9. ÅÜí ïé  :  −→ 0 êáé  : 0 −→ 00 åßíáé äõï ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí,

íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ïé åãêëåéóìïß:

Ker() ⊆ Ker( ◦ ) Im( ◦ ) ⊆ Im()
êáé üôé åî áõôþí Ýðïíôáé Üìåóá ïé óõíåðáãùãÝò

 ◦  ìïíïìïñöéóìüò ⇒  ìïíïìïñöéóìüò

êáé

 ◦  åðéìïñöéóìüò ⇒  åðéìïñöéóìüò.

Åí óõíå·åßá, íá ðáñáôåèïýí ðáñáäåßãìáôá ïìïìïñöéóìþí

 :  −→ 0 êáé  : 0 −→ 00

ïýôùò þóôå

(i) ç óýíèåóç  ◦  íá åßíáé êáé ï  íá ìçí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò,

(ii) ç óýíèåóç  ◦  íá åßíáé êáé ï  íá ìçí åßíáé åðéìïñöéóìüò, êáé

(iii) ç  ◦ íá åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé êáíåßò åê ôùí   íá ìçí åßíáé éóïìïñ-

öéóìüò.

3-10. ¸óôù  :  −→ 0 Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) (()) ⊆ (0) (Bë. Üóêçóç 1-20.)

(ii) ÅÜí ôï  ∈  åßíáé ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï, ôüôå êáé ôï () ∈ 0 åßíáé
ôáõôïäýíáìï.

(iii) ÅÜí ôï  ∈  åßíáé ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï, ôüôå êáé ôï () ∈ 0 åßíáé
ìçäåíïäýíáìï (ïðüôå (Nil()) ⊆ Nil(0)).

Åí óõíå·åßá, íá äïèïýí ðáñáäåßãìáôá åðéìïñöéóìþí äáêôõëßùí ãéá ôïõò

ïðïßïõò ï åãêëåéóìüò óôï (i) åßíáé áõóôçñüò êáé ôá áíôßóôñïöá ôùí (ii) êáé

(iii) áíáëçèÞ.

3-11. ¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí ôá   åßíáé éäåþäç

ôïý , íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí éäéïôÞôùí:

(i)  ( + ) =  () +  () 

(ii)  ( ) =  ()  () 

(iii)  ( ∩ ) ⊆  () ∩  () (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí

Ker() ⊆  Þ Ker() ⊆ ).

(iv) ÅÜí ï  (êáé -êáô' åðÝêôáóç- êáé ï , ëüãù ôÞò 3.1.5 (vii)) åßíáé ìåôáèå-

ôéêüò, ôüôå  ( : ) ⊆  () :  () (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá

üôáí Ker() ⊆ ).

(v) ÅÜí ï åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå (Rad()) ⊆Rad(()) (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ

éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí Ker() ⊆ ).
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3-12. ¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí ôá   åßíáé éäåþäç

ôïý , íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí éäéïôÞôùí:

(i) −1 ( + ) = −1 () + −1 () 
(ii) −1 ( ) ⊇ −1 () −1 ()  (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá

üôáí Ker() ⊆ −1 () −1 ()),
(iii) −1 ( ∩ ) = −1 () ∩ −1 ().
(iv) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå −1 ( : ) = −1 () : −1 () 
(v) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå −1(Rad()) = Rad

¡
−1()

¢


3-13. ¸óôù  :  −→ 0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé

·áñ()  0 íá áðïäåé·èåß üôé ·áñ(()) ≤ ·áñ()

3-14. Íá áðïäåé·èåß üôé éóüìïñöïé äáêôýëéïé Ý·ïõí ßóåò ·áñáêôçñéóôéêÝò.

3-15. ÅÜí  êáé 0 åßíáé äõï äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé

äåí õößóôáíôáé ïìïìïñöéóìïß  :  −→ 0 ìå (1) = 10 üôáí éêáíïðïéåß-

ôáé ìßá åê ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) ·áñ()  0 = ·áñ(0)
(ii) ·áñ()  0 ·áñ(0)  0 êáé ·áñ(0) - ·áñ()

3-16. ÅÜí  :  −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáîý óôñåâëþí óùìÜôùí ìå

(1) = 10  íá áðïäåé·èåß üôé ·áñ() = ·áñ()

3-17. ¸óôù  :  −→ 0 Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ï 0 åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò Ker() ôïý 

åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý 

(ii) Ï 0 åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò Ker() ôïý  åßíáé ìåãé-

óôéêü éäåþäåò ôïý 

3-18. Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õößóôáíôáé ïìïìïñöéóìïß  : C −→  (áðü ôï óþìá

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí óå Ýíáí äáêôýëéï ) ìå Ker() = Z

3-19. Íá áðïäåé·èåß üôé Z[
√
3] À Z[

√
5] êáé Z[X] À Q[X]

3-20. ¸óôù  :  −→  Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá. Íá

áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸óôù  ∈  Ôüôå  ∈ × ⇔ () ∈ ×
(ii) Ç áðåéêüíéóç × 3  7−→ () ∈ × åßíáé áìöéññéðôéêÞ.

3-21. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí õðïôåèåß üôé êÜèå õðï-

äáêôýëéïò ôïý  åßíáé éäåþäåò, íá áðïäåé·èåß üôé ï  åßíáé åßôå ôåôñéììÝ-

íïò åßôå éóüìïñöïò ìå ôïí äáêôýëéï Z ôùí áêåñáßùí åßôå éóüìïñöïò ìå ôïí
äáêôýëéï Z üðïõ  ∈ N  ≥ 2 [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ï ïìï-

ìïñöéóìüò äáêôõëßùí  : Z −→   7−→ () :=  · 1 ôï 1ï èåþñçìá

éóïìïñöéóìþí 3.3.3 êáé ç ðñüôáóç 2.2.6.]
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3-22. ¸óôù Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù (P () 4∩) ï äáêôýëéïò ï ïñéóèåßò
óôçí Üóêçóç 1-9. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá ãéá ïéïäÞðïôå  ⊆ :

(i) ToP () åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýP () 

(ii) Ç áðåéêüíéóç

 : P () −→ P ()   7−→  () :=  ∩ (r)

åßíáé ïìïìïñöéóìüò

(iii)P () P () ∼= P (r) 

3-23. ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé·èïýí

ôá áêüëïõèá:

(i) To óýíïëï

 :=

½µ
 

 

¶ ¯̄̄̄
  ∈ Z

¾
áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý Mat2×2(Z)
(ii) Ç áðåéêüíéóç  : Z[

√
] −→  ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

Z[
√
] 3 + 

√


7−→
µ

 

 

¶
∈ 

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ùò åê ôïýôïõ, ï  åßíáé ìéá áêåñáßá

ðåñéï·Þ. (Âë. Üóêçóç 1-44 êáé ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11.)

3-24. Íá áðïäåé·èåß üôé R[X]

X2
® ∼=  üðïõ

 :=

½µ
 

0 

¶ ¯̄̄̄
  ∈ R

¾


[Õðüäåéîç : Íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

R[X] 3
X
=0

X
 7−→

µ
0 1
0 0

¶
∈ 

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí Ý·ùí ôï êýñéï éäåþäåò

X2
®
ùò ðõñÞíá ôïõ

êáé íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3.]

3-25. ÅÜí  :=

X2 + 1

®
êáé  :=


X2 + 2

®
$ R[X] íá áðïäåé·èåß üôé

R[X] ∼= R[X] êáé  6= 

3-26. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:
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(i) Ôï éäåþäåò hX1X2i åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý Z[X1X2] áëëÜ äåí åßíáé ìå-

ãéóôéêü.

(ii) Ôï éäåþäåò hX1X2i åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Q[X1X2]
[Õðüäåéîç : ÅÜí  ∈ {ZQ} íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

[X1X2] 3
X

X

1X


2 7−→ 00 ∈ 

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí Ý·ùí ùò ðõñÞíá ôïõ ôï hX1X2i  Êáôüðéí

ôïýôïõ, íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3 óå óõíäõáóìü

ìå ôï èåþñçìá 2.6.4 êáé ôï ðüñéóìá 2.6.5.]

(iii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ [0 1]Ôüôå ôïm := { ∈ C ([0 1]) | () = 0} åßíáé Ýíá
ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ

C ([0 1]) :=
n
 ∈ R[01]

¯̄̄
 óõíå·Þò

o
(âë. Üóêçóç 1-37). [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ï ïìïìïñöéóìüò

 : C ([0 1]) −→ R

ï ïñéæüìåíïò áðü ôïí ôýðï  () := () êáèþò êáé ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñ-

öéóìþí 3.3.3.]

(iv) ¸íá éäåþäåò  ôïý C ([0 1]) åßíáé ìåãéóôéêü åÜí êáé ìüíïí åÜí ∃ ∈ [0 1] :
 = m [Õðüäåéîç : Íá ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôÞò óõìðÜãåéáò ôïý êëåéóôïý

äéáóôÞìáôïò [0 1].]

3-27. ¸óôù Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé Ýóôù

(
√
) :=

©
+ 

√
 ∈ Z[√] | ìå  |  êáé  | ª $ R

üðïõ  ðåñéôôüò ðñþôïò ìå  -  Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) To (
√
) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z[

√
]

(ii) ÅÜí 2 6≡ (mod ) ∀ ∈ Z ôüôå ôï (
√
) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò

ôïý Z[
√
] êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò Z[

√
]/(

√
) Ýíá óþìá ìå 2 óôïé·åßá.

3-28. ÅÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  (üðïõ  ∈ N  ≥ 2), ôüôå
ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò  = 1 + · · · +  êáëåßôáé (åóùôåñéêü) åõèý Üèñïéóìá,

óçìåéïýìåíï ìÝóù ôïý åéäéêïý óõìâüëïõ 1 ⊕ · · · ⊕  üôáí êÜèå óôïé·åßï

 ∈  åêöñÜæåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò

 = 1 + · · ·+   ∈   ∀ ∈ {1     }

Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) To  åßíáé ôï åõèý Üèñïéóìá ôùí 1     .
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(ii) ÅÜí 0 = 1 + · · ·+  üðïõ  ∈   ∀ ∈ {1     } ôüôå
1 = · · · =  = 0

(iii)  ∩ (
P

∈{1 }r{}
) = {0} ∀ ∈ {1     }

3-29. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí  = 1 × · · · ×  åßíáé ôï åõèý ãéíüìåíï  äáêôõëßùí 1     

(üðïõ  ∈ N  ≥ 2), êáée :=
©¡
01      0−1    0+1     0

¢ ∈ 
¯̄
 ∈ 

ª


ôüôå  = e1 ⊕ · · ·⊕ e üðïõ ôá e êáé  åßíáé éóüìïñöïé ùò äáêôýëéïé.

(ii) ÅÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  (üðïõ  ∈ N  ≥ 2),
êáé  = 1 ⊕ · · ·⊕  ôüôå

 ∼= 1 × · · · × 

ìå êáèÝíá ôùí 1      èåùñïýìåíï ùò «áõôüíïìïò» äáêôýëéïò (Þôïé ùò ôï

«åîùôåñéêü» åõèý ãéíüìåíï ôùí 1     ).

3-30. ¸óôù  = 1 × · · · ×  ôï åõèý ãéíüìåíï  äáêôõëßùí 1      ìå ìï-

íáäéáßá óôïé·åßá (üðïõ  ∈ N  ≥ 2). Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ãéá êÜèå  ∈ {1     } ç öõóéêÞ ðñïâïëÞ pr ôïý  åðß ôïý  ç ïñéæü-

ìåíç áðü ôïí ôýðï

pr :  −→   (1     ) 7−→ pr(1     ) :=  

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) ÊÜèå éäåþäåò  ôïý  åßíáé ôÞò ìïñöÞò

 = 1 ⊕ · · ·⊕  ∼= 1 × · · · × 

üðïõ  êÜðïéï éäåþäåò ôïý  ãéá êÜèå  ∈ {1     } [Õðüäåéîç : Áñêåß

íá ôåèåß  := pr()]

(iii)¸íá ãíÞóéï éäåþäåò  ôïý åßíáé ìåãéóôéêü åÜí êáé ìüíïí åÜí áõôü åßíáé

ôÞò ìïñöÞò

 = 1 ⊕ · · ·⊕−1 ×m ⊕+1 ⊕ · · ·⊕

∼= 1 × · · · ×−1 ×m ×+1 × · · · ×

üðïõ ôï m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý  ãéá êÜðïéïí  ∈ {1     }
3-31. ÅÜí ôá 1 2 åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ  êáé  = 1⊕ 2 íá áðïäåé-

·èåß üôé

1 ∼= 2 êáé 2 ∼= 1
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3-32. ¸óôù  = 1 × · · · ×  ôï åõèý ãéíüìåíï  äáêôõëßùí 1      (üðïõ

 ∈ N  ≥ 2). ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ãéá êÜèå  ∈ {1     }
êáé  := 1 ⊕ · · ·⊕ íá áðïäåé·èåß üôé

 ∼= (11)⊕ · · ·⊕ ()

[Õðüäåéîç : Ãéá êÜèå  ∈ {1     } íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

 :  −→ (11)× · · · × () ∼= (11)⊕ · · ·⊕ ()

(1     ) 7−→ (1     ) := (
1

1
(1)     



())

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå ðõñÞíá Ker() =  êáé íá åöáñìïóèåß ôï

1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3.]

3-33. (i) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé  = { ( 0) |  ∈ } íá áðïäåé-

·èåß üôé ôï  åßíáé éäåþäåò ôïý ×  êáé üôé

(× )  ∼= 

(ii) ÅÜí ∈ N íá áðïäåé·èåß üôé

(Z× Z)  (Z× Z) ∼= Z × Z

3-34. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé Ýíá ôáõôïäýíáìï

óôïé·åßï . ÅÜí

 := { ∈  |  = 0}   := { ∈  |  = } 

íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôá  êáé  åßíáé éäåþäç ôïý 

(ii)  = hi.
(iii)  ∼=  × 

(iv)  = {0}

3-35. ¸óôù üôé ï åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ï Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý êáé ôï  Ýíá

éäåþäåò ôïý  ÅÜí  ∩  = {0} íá áðïäåé·èåß üôé ï  åßíáé éóüìïñöïò ìå

Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ  [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéç-

èåß ôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.16.]

3-36. Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá ðñþôá êáé ôá ìåãéóôéêÜ éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ

ZZ ∼= Z (ãéá ïéïíäÞðïôå ∈ N), êáèþò êáé ç ôïìÞ üëùí ôùíìåãéóôéêþí
éäåùäþí áõôïý.
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3-37. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù ôõ·üí (X) ∈ [X]

ÅÜí

(X) =
X

=0
X

 ∈ [X]

ôüôå ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò

v(X) :  −→   7−→ v(X)() := () :=
X
=1




ôÞò åðáãïìÝíçò áðü ôï (X) ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç

 [X] −→ áð () =  (X) 7−→ v(X)

êáèþò êáé ç áðåéêüíéóç ðïëõùíõìéêÞò áðïôéìÞóåùò óå Ýíá (ðáãéùìÝíï)

óôïé·åßï  ∈ :

ε :  [X] −→  (X) 7−→ ε( (X)) := v(X)() := ()

(âë. 1.3.11). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç  [X] 3 (X) 7−→ v(X) ∈  åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé åßíáé,

éäéáéôÝñùò, åðéìïñöéóìüò üôáí  = Z üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò, åíþ äåí

åßíáé åðéìïñöéóìüò üôáí  = R [Óçìåßùóç : ¼ðùò Ý·åé Þäç åðéóçìáíèåß

óôï åäÜöéï 1.3.11, ç  [X] 3 (X) 7−→ v(X) ∈  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí

ìïíïìïñöéóìüò êáé, ùò åê ôïýôïõ, ï  [X] äåí åßíáé ðÜíôïôå åìöõôåýóéìïò

óôïí ]

(ii) H ε åßíáé åðéìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈ 

3-38. ÄïèÝíôïò åíüò ïìïìïñöéóìïý  :  −→  ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíá-

äéáßá óôïé·åßá êáé (1) = 1  íá áðïäåé·èåß üôé ïé áðåéêïíßóåéò


(1)
 : [X] −→ [X] 

(2)
 : [[X]] −→ [[X]]


(3)
 : [X±1] −→ [X±1] 

(4)
 : Laur[[X

±1]] −→ Laur [[X
±1]]

ïé ïñéæüìåíåò ìÝóù ôùí ôýðùí

[X] 3P
=0 X



(1)
7−→P

=0 ()X
 ∈ [X]  ∈ N0

[[X]] 3P∞=0 X 
(2)
7−→P∞

=0 ()X
 ∈ [[X]]

[X±1] 3P
=− X



(3)
7−→P

=− ()X
 ∈ [X±1]   ∈ N

Laur[[X
±1]] 3P∞=− X 

(4)
7−→P∞

=− ()X
 ∈ Laur [[X

±1]]  ∈ N
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åßíáé ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí ìå 
()
 (1) = 1 êáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé

ðõñÞíåò Ker(
()
 ) ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3 4} (âë. 1.3.1 êáé Üóêçóç 1-52). Åí

óõíå·åßá, íá åðáëçèåõèïýí ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3 4} ïé áêüëïõèåò áìößðëåõ-
ñåò óõíåðáãùãÝò:

(i) Ç 
()
 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇔ ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) Ç 
()
 åßíáé åðéìïñöéóìüò⇔ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò.

3-39. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï

êáé Ýóôù

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X]

Íá áðïäåé·èåß ç áêüëïõèç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ (ç ïðïßá ãåíéêåýåé ôï

ðñþôï áðïôÝëåóìá ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9 ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí ïìÜäá

[X]× óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ ):

(X) ∈ [X]× ⇐⇒ 0 ∈ × êáé  ∈ Nil() ∀ ∈ {1     }
[Õðüäåéîç : Ãéá ôçí êáôåýèõíóç ‘‘⇐'' íá ·ñçóéìïðïéçèïýí ïé áóêÞóåéò 2-6

êáé 1-28. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò óõíåðáãùãÞò ‘‘⇒'' íá áðïäåé·èåß áðåõèåßáò

üôé 0 ∈ × êáé íá èåùñçèåß ôõ·üí ðñþôï éäåþäåò p ôïý  ï öõóéêüò åðé-

ìïñöéóìüò p :  −→ p êáé ï åðáãüìåíïò åðéìïñöéóìüò


(1)
p
: [X] −→ (p)[X] ìå 

(1)
p
(1) = 1p = 1 + p

(Âë. Üóêçóç 3-38.) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.6.4 ï ðçëéêïäáêôýëéïò p

åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ùò åê ôïýôïõ, ï (p)[X] åßíáé ùóáýôùò áêåñáßá ðå-

ñéï·Þ (âë. 1.3.9 (i)). ÊáôÜ ôï (viii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.5,

X
=0

p ()X
 ∈ ((p)[X])×

ïðüôå åöáñìüæïíôáò ãé' áõôü ôï ðïëõþíõìï ôï ðñþôï áðïôÝëåóìá ôïý (iii)

ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9 ëáìâÜíïõìå

p (0) ∈ ((p)[X])× p () = 0p = p ∀ ∈ {1     }
Áðü ôéò ôåëåõôáßåò éóüôçôåò Ýðåôáé üôé  ∈ p ∀ ∈ {1     } ÅðåéäÞ ôï p

åßíáé áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíï ðñþôï éäåþäåò ôïý  óõìðåñáßíïõìå ôåëéêþò

üôé

 ∈
\
{p | p ∈ Spec()} = Nil() ∀ ∈ {1     }

êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (ii) ôÞò áóêÞóåùò 2-37.]
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3-40. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå äáêôýëéï  êáé ïéïíäÞðïôå  ∈ N ç áðåé-

êüíéóç

Mat×(opp) 3 A 7−→ A| ∈ (Mat×())opp

åßíáé éóïìïñöéóìüò, üðïõ opp åßíáé ï äáêôýëéïò ï áíôéêåßìåíïò ôïý  (âë.

Üóêçóç 1-4) êáé A| ï áíÜóôñïöïò ôïý ðßíáêá A (ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí

A üôáí êáèéóôïýìå ôéò ãñáììÝò ôïõ óôÞëåò (êáé ôéò óôÞëåò ôïõ ãñáììÝò)).

3-41. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå äáêôýëéï  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé

ïéïíäÞðïôå  ∈ N õößóôáíôáé êáíïíéóôéêïß éóïìïñöéóìïß

Mat×()[X] ∼=Mat×([X]) êáé Mat×()[[X]] ∼=Mat×([[X]])

3-42. ÄïèÝíôïò åíüò ïìïìïñöéóìïý äáêôõëßùí  :  −→  êáé åíüò  ∈ N íá

áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

Mat×() 3 ()1≤≤
Mat×()7−→ (())1≤≤ ∈Mat×()

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(i) Ç Mat×() åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇔ ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) Ç Mat×() åßíáé åðéìïñöéóìüò⇔ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò.

3-43. ¸óôù  Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ . Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå  ∈ N
õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

Mat×() Mat×() ∼=Mat×()

[Õðüäåéîç : Íá áðïäåé·èåß üôé ï åðéìïñöéóìüò

Mat×( ) :Mat×() −→Mat×()

(ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 3-42) Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåòMat×() êáé
íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3.]

3-44. ¸óôù ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò≥ 2 Ãéá êÜèå -

Üäá (1     ) ∈  óçìåéþíïõìå ùò diag(1     ) ôïí äéáãþíéï ðßíáêá
()1≤≤ ∈Mat×() ìå åããñáöÝò ôéò

 :=

½
  üôáí  = 

0 üôáí  6= 

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí äéáãùíßùí ðéíÜêùí

Diag() := {diag(1     ) | (1     ) ∈ }
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åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý Mat×() ðïõ åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí 

(ii) Óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç 2-18, ï SUT () åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõ-

ëßïõ UT () êáé ï LUT () Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ LT ()  Íá áðï-

äåé·èåß üôé

UT () SUT () ∼= Diag() ∼= LT () LUT () 

3-45. Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Mat×(Z12) ( ∈ N)
[Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï åäÜöéï 3.2.6 óå óõíäõáóìü ìå ôï (vi) ôÞò

áóêÞóåùò 2-16.]

3-46. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óýíïëá ëýóåùí ôùí óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí éóïôé-

ìéþí: ⎧⎪⎨⎪⎩
 ≡ 2 (mod 3)
 ≡ 3 (mod 5)
 ≡ 2 (mod 7)

⎫⎪⎬⎪⎭
êáé ⎧⎪⎨⎪⎩

5 ≡ 6 (mod 8)
8 ≡ 10 (mod 14)
10 ≡ 5 (mod 15)

⎫⎪⎬⎪⎭
âÜóåé ôùí ôå·íéêþí ðïõ ðáñåôÝèçóáí óôçí åíüôçôá 3.4.

3-47. ¸óôù Ýíáò Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé-

·èåß üôé Fr (Z[
√
]) = Q(

√
) [Õðüäåéîç : Íá ãåíéêåõèïýí êáôáëëÞëùò ôá

ðñïáíáöåñèÝíôá óôï ðáñÜäåéãìá 3.5.10.]

3-48. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß üôé ·áñ(Fr()) = ·áñ()

3-49. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i)¸óôù Ýíá óþìá êáé Ýóôù0 ôï (ìïíáäéêü) ðñþôï õðüóùìá ôïý (âë.

èåþñçìá 3.6.3). ÅÜí ï  :  −→  åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý ôüôå

() =  ∀ ∈ 0

Åî áõôïý Ýðåôáé, åéäéêüôåñá, üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç åßíáé ï ìüíïò áõôï-

ìïñöéóìüò åíüò ðñþôïõ óþìáôïò. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç ðáñá-

ôÞñçóç 3.6.6.]

(ii) Äåí õðÜñ·ïõí Üëëïé áõôïìïñöéóìïß ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí

áñéèìþí ðÝñáí ôïý ôáõôïôéêïý. [Õðüäåéîç : Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé

êÜèå áõôïìïñöéóìüò  : R −→ R ôïý R Ý·åé ôçí éäéüôçôá:  |Q = idQ (âÜ-

óåé ôïý (i)) êáé äéáôçñåß ôç óõíÞèç äéÜôáîç ôïý R Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï
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ãåãïíüò üôé êÜèå ðñáãìáôéêüò áñéèìüò åßíáé ôï üñéï ìéáò (óõãêëßíïõóáò)

áêïëïõèßáò ñçôþí áñéèìþí.]

(iii) Ôï (ii) äåí åßíáé áëçèÝò ãéá ôï óþìáC êáé ãéá ôï óôñåâëü óþìáHR (Áñ-

êåß ç ðáñÜèåóç åíüò ìç ôáõôïôéêïý áõôïìïñöéóìïý ãéá êáèÝíáí åî áõôþí.)

3-50. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù p ∈ Spec() Ôï

p :=
©

 ∈ Fr()

¯̄
 ∈   ∈ rp

ª
êáëåßôáé ôïðéêïðïßçóç ôïý  óôï p Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôï p åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò Fr() ðåñéÝ·ùí ôïí 

(ii) Fr() ∼= Fr(p)
(iii) Ï p åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò Ý·ùí ôï mp

:= pp ùò ôï (ìïíáäéêü)

ìåãéóôéêü ôïõ éäåþäåò.

(iv) p/pp ∼= Fr(p)
(v) ¼ôáí  = Z êáé p = hi = Z üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò, ï p
åßíáé ï äáêôýëéïò ôùí -áäéêþí êëáóìÜôùíZhi ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 1-16
(óåë. 35) ìå

mZhi = Zhi = ZhirZ×hi =
n 


∈ Q

¯̄̄
ìêä ( ) = 1 êáé  -   | 

o
(ðñâë. 2.7.3 (ii)) êáé ZhiZhi ∼= Z



ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Äáêôýëéïé ðïõ éêáíïðïéïýí

óõíèÞêåò áëõóßäùí

Óôï êåöÜëáéï áõôü ìåëåôþíôáé ïé êýñéåò éäéüôçôåò äáêôõëßùí ðïõ éêáíïðïéïýí ôéò

ëåãüìåíåò óõíèÞêåò (áíéïõóþí Þ êáôéïõóþí) áëõóßäùí.

4.1 ÍÁÉÔÅÑÉÁÍÏÉ ÄÁÊÔÕËÉÏÉ

4.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù {| ∈ N} Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï áñéóôåñþí (êáé áíôé-

óôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ  Ç áêïëïõèßá {}∈N êáëåßôáé

áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý üôáí éó·ýåé

ï åãêëåéóìüò  ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N Ìéá áíéïýóá áëõóßäá {}∈N êáëåßôáé

óôÜóéìç üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  =  ãéá êÜèå öõóéêü

áñéèìü  ≥ 

4.1.2 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò äáêôýëéïò  éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôùí áíéïõóþí

áëõóßäùí åðß ôïý óõíüëïõ ôùí áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, ôùí äåîéþí) éäåùäþí

ôïõ üôáí êÜèå áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí

áõôïý åßíáé óôÜóéìç.

4.1.3 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i)O éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôùí áíéïõóþí áëõóßäùí åðß ôïý óõíüëïõ ôùí áñéóôå-
ñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, ôùí äåîéþí) éäåùäþí ôïõ.

(ii) ÊÜèå ìç êåíü óýíïëï áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý  ðå-
ñéÝ·åé (ôïõëÜ·éóôïí) Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç åãêëåéóìü).
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Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ¸óôù S Ýíá ìç êåíü óýíïëï áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-

îéþí) éäåùäþí ôïý  Ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï, áò ôï ðïýìå 1 åíôüò ôïý S
ÅÜí ôï 1 åßíáé ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý S ôüôå Ý·åé êáëþò. ÅéäÜëëùò, èá õðÜñ·åé

êÜðïéï 2 ∈ S ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé 1 ⊆ 2 ÅÜí ôï 2 åßíáé ìåãéóôéêü óôïé·åßï

ôïý S ôüôå Ý·åé êáëþò. ÅéäÜëëùò, èá õðÜñ·åé êÜðïéï 3 ∈ S ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

2 ⊆ 3 Åöáñìüæïíôáò êáô' åðáíÜëçøéí ôçí ßäéá (åðáãùãéêÞ) óõëëïãéóôéêÞ ó·ç-

ìáôßæïõìå ìéá áíéïýóá áëõóßäá äåîéþí (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéóôåñþí) éäåùäþí ôïý



1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · ·

áíçêüíôùí óôï S ç ïðïßá åßíáé åî õðïèÝóåùò óôÜóéìç, Þôïé õðÜñ·åé êÜðïéïò

 ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  =  ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  Ôï áñéóôåñü

(êáé áíôéóôïß·ùò, ôï äåîéü) éäåþäåò  åßíáé ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý S (âë. 2.5.13

(i)). ÐñÜãìáôé° åÜí ôï  åßíáé ïéïäÞðïôå áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, ïéïäÞðïôå

äåîéü) éäåþäåò áíÞêïí óôï S ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  ⊆  ôüôå (ëüãù ôïý ôñüðïõ

êáôáóêåõÞò ôÞò ùò Üíù áëõóßäáò) èá õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ N ìå  ⊆   ïðüôå½
 ⊆  ⊆  üôáí  ≤ 

 ⊆  =  üôáí  ≥ 

¾
=⇒  = 

¢ñá ôï  åßíáé üíôùò ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý S
(ii)⇒(i) Èåùñïýìå ôõ·ïýóá áíéïýóá áëõóßäá

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · ·

áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý  Åî õðïèÝóåùò, ôï óýíïëï

{| ∈ N} ôùí ìåëþí áõôÞò ðåñéÝ·åé êÜðïéï ìåãéóôéêü óôïé·åßï, áò ðïýìå ôï 
(ùò ðñïò ôïí óõíÞèç åãêëåéóìü). Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  Ý·ïõìå  ⊆ 
(äéüôé ç èåùñçèåßóá áëõóßäá åßíáé áíéïýóá), ïðüôå  =  (ëüãù ôïý üôé ôï 
åßíáé ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý {| ∈ N}). ¢ñá ï  éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôùí

áíéïõóþíáëõóßäùí åðß ôïý óõíüëïõ ôùíáñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, ôùí äåîéþí)

éäåùäþí ôïõ. ¤

4.1.4 Ïñéóìüò. ÊÜèå äáêôýëéïò  ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ìßá (êáé, ùò åê ôïýôïõ,

êáé ôéò äýï) åê ôùí óõíèçêþí (i), (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.3, ïíïìÜæåôáé åî áñéóôå-

ñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) äáêôýëéïò ôÞò Noether Þ åî áñéóôåñþí (êáé

áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò1. ¸íáò äáêôýëéïò  êáëåßôáé

íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò üôáí åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí

íáéôåñéáíüò. (Ðñïöáíþò, ãéá ôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ïé Ýííïéåò «åî áñé-

óôåñþí íáéôåñéáíüò», «åê äåîéþí íáéôåñéáíüò» êáé «íáéôåñéáíüò» ôáõôßæïíôáé, åíþ

ãéá ôïõò ìç ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò åßíáé åí ãÝíåé äéáöïñåôéêÝò.) ÔÝëïò, êÜèå

1Ðñïò ôéìÞí ôÞòEmmyNoether (1882-1935), ç ïðïßá ìåëÝôçóå (ðåñß ôç äåêáåôßá ôïý 1920) ôéò éäéüôçôåò ôùíáëõóßäùí

éäåùäþí êáé êáôÝäåéîå ôç èåùñçôéêÞ óçìáóßá ôïõò.
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íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò, ï ïðïßïò ôõã·Üíåé íá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ïíïìÜæåôáé

íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ.

4.1.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  :  −→  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé ï 
åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï
 åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · (4.1)

ìéá áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý  ÈÝôï-

íôáò  := −1() ãéá êÜèå  ∈ N ó·çìáôßæïõìå ìéá áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí

(êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí)

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · ·

ôïý  (âë. 3.2.1 (ii)). ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí)

íáéôåñéáíüò, ç åí ëüãù áëõóßäá åßíáé óôÜóéìç, Þôïé õðÜñ·åé  ∈ N ìå  =  ãéá

êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ åî õðïèÝóåùò ç áðåéêüíéóç  åßíáé

åðéññéðôéêÞ, Ý·ïõìå  = (−1()) = () ãéá êÜèå  ∈ N (âë. áðüäåéîç ôïý

èåùñÞìáôïò 3.2.4), ïðüôå êáé ç áëõóßäá (4.1) åßíáé êáô' áíÜãêçí óôÜóéìç. Ùò åê

ôïýôïõ, êáé ï  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò. ¤

4.1.6 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé  êáé  åßíáé äõï éóüìïñöïé äáêôýëéïé êáé ï Ýíáò åî áõôþí
åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò, ôüôå êáé ï Üëëïò åßíáé åî
áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò.

4.1.7 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò åê äåîéþí) íáé-
ôåñéáíüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò ôïý Ôüôå êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò
åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.5 ãéá ôïí

öõóéêü åðéìïñöéóìü  :  −→  ¤

4.1.8 ËÞììá. ¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí ôá   åßíáé
äõï (áñéóôåñÜ, äåîéÜ Þ áìößðëåõñá) éäåþäç ôïý  ìå

 ⊆   ∩Ker() =  ∩Ker() êáé () = ()

ôüôå  = 

Áðïäåéîç. Áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé  ⊆  ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈  Ôüôå

() ∈ () = () ïðüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

() = () =⇒ (− ) = 0 =⇒ −  ∈ Ker()
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ÅðåéäÞ  ∈  ⊆  Ý·ïõìå

  ∈  =⇒ −  ∈  =⇒ −  ∈  ∩Ker() =  ∩Ker() ⊆ 

ÅðïìÝíùò,  ∈  êáé −  ∈  ⇒ (− ) +  =  ∈  ¢ñá üíôùò  ⊆  ¤

4.1.9 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí áìöüôå-
ñïé ïé Ker() êáé  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíïß
äáêôýëéïé, ôüôå êáé ï ßäéïò ï  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí)
íáéôåñéáíüò.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·ïýóá áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò,

äåîéþí) éäåùäþí ôïý 

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · ·

Åî õðïèÝóåùò, ç áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí

1 ∩Ker() ⊆ 2 ∩Ker() ⊆ · · · ⊆  ∩Ker() ⊆ +1 ∩Ker() ⊆ · · ·

ôïý Ker() ïöåßëåé íá åßíáé óôÜóéìç, ïðüôå

∃ ∈ N :  ∩Ker() =  ∩Ker()

ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  Êáô' áíáëïãßáí, ç áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí

(êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý 

(1) ⊆ (2) ⊆ · · · ⊆ () ⊆ (+1) ⊆ · · ·

ïöåßëåé íá åßíáé óôÜóéìç, ïðüôå ∃ ∈ N : () = () ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü

 ≥  ÈÝôïíôáò  := max{ } ðáñáôçñïýìå üôé

 ⊆   ∩Ker() =  ∩Ker() êáé () = ()

ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  Ôï ðñïçãçèÝí ëÞììá 4.1.8 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

 =  ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  ïðüôå êáé ç áñ·éêþò èåùñçèåßóá áíéïýóá

áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý åßíáé óôÜóéìç. Áõôü

óçìáßíåé üôé êáé ï ßäéïò ï äáêôýëéïò  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê

äåîéþí) íáéôåñéáíüò. ¤

4.1.10 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. ÅÜí Ýíá éäåþäåò áõôïý  (éäùìÝíï ùò
«áõôüíïìïò» äáêôýëéïò) êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôé-
óôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíïß, ôüôå êáé ï ßäéïò ï  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôé-
óôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 4.1.9 ãéá ôïí

öõóéêü åðéìïñöéóìü  :  −→  ¤
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4.1.11 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí ìåôáèåôéêü äáêôýëéï  ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ï  åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò.

(ii) ÊÜèå éäåþäåò ôïý  åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï, Þôïé ìðïñåß íá ðáñá·èåß
áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôïý 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ¸óôù  ôõ·üí éäåþäåò ôïý  ÅÜí ôï  åßíáé êýñéï éäåþäåò,

ôüôå áõôü ðáñÜãåôáé åî ïñéóìïý áðü Ýíá óôïé·åßï ôïý  Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ

ôçí ïðïßá hi $  ãéá êÜèå  ∈  èåùñþíôáò Ýíá óôïé·åßï 1 ∈  êáé Ýíá óôïé·åßï

2 ∈ r h1i ëáìâÜíïõìå
h1i $ h1 2i ⊆ 

ÅÜí  = h1 2i  ôüôå ôï  åßíáé ðñïäÞëùò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï. Óôçí ðå-

ñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá h1 2i $  èåùñþíôáò Ýíá óôïé·åßï 3 ∈ r h1 2i
ëáìâÜíïõìå

h1i $ h1 2i $ h1 2 3i ⊆ 

ÅÜí  = h1 2 3i  ôüôå ôï  åßíáé ðñïäÞëùò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï. ÅéäÜë-
ëùò, åðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ßäéá äéáäéêáóßá èåùñþíôáò êÜðïéï4 ∈ r h1 2 3i
ê.ï.ê. Ðñïöáíþò, áõôÞ ðåñáôïýôáé ýóôåñá áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò âÞìáôá,

Þôïé ∃ ∈ N :  = h1     i  äéüôé áëëéþò èá Þôáí äõíáôüí íá êáôáóêåõáóèåß

ìéá ìç óôÜóéìç áíéïýóá áëõóßäá éäåùäþí ôïý 

h1i $ h1 2i $ · · · $ h1     i $ h1      +1i $ · · · 
ïðüôå èá êáôáëÞãáìå óå áíôßöáóç.

(ii)⇒(i) Èåùñïýìå ôõ·ïýóá áíéïýóá áëõóßäá éäåùäþí ôïý 

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · (4.2)

Ç Ýíùóç
∞S
=1

 åßíáé éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ (âë. Üóêçóç 2-5), ïðüôå (åî õðïèÝ-

óåùò) ∃ ∈ N êáé 1      ∈  ôÝôïéá þóôå
∞S
=1

 = h1     i  ÅðåéäÞ

1      ∈
∞S
=1

 ⇒ [∃1      ∈ N : 1 ∈ 1       ∈  ] 

èÝôïíôáò  := max {1     } ëáìâÜíïõìå

1      ∈  =⇒
∞S
=1

 ⊆  

¼ìùò ôï  åßíáé Ýíá åê ôùí éäåùäþí ðïõ óõãêñïôïýí ôçí áëõóßäá (4.2), ïðüôå

Ý·ïõìå ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç  ⊆
∞S
=1

 Ùò åê ôïýôïõ,

 =
∞S
=1

 ⇒ [ = +1 = +2 = · · · ]⇒ ç (4.2) åßíáé óôÜóéìç
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êáé ï  åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò. ¤

4.1.12 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí åßíáé íáéôåñéáíÞ

ðåñéï·Þ (âë. ðñüôáóç 2.2.6).

(ii) ÊÜèå óþìá åßíáé ðñïöáíþò íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ (áöïý äéáèÝôåé ìüíïí äýï

éäåþäç, ôá ïðïßá åßíáé êýñéá éäåþäç).

(iii) Ï äáêôýëéïò

C (R) := © ∈ RR ¯̄  óõíå·Þò
ª

äåí åßíáé íáéôåñéáíüò, äéüôé èÝôïíôáò  :=
n
 ∈ C (R) :  |[0 1 ] = 0

o
∀ ∈ N

ôá  åßíáé éäåþäç ôïý C (R) ìå

1 $ 2 $ · · · $  $ +1 $ · · ·

(iv) Èåùñïýìå ôïí ìç ìåôáèåôéêü äáêôýëéï

 =
n³

 
0 

´¯̄̄
 ∈ Z êáé   ∈ Q

o
$ Mat2×2(Q)

Èá áðïäåßîïõìå üôé ï  åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åî áñéóôåñþí

íáéôåñéáíüò. Ôï õðïóýíïëï

 =
n³

 
0 

´
∈ 

¯̄̄
 =  = 0 êáé  ∈ Q

o
áðïôåëåß (áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý  äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Z êáé  0  ∈ Q
Ý·ïõìå ³

 
0 

´³
0 0

0 0

´
=
³

0 0

0 0

´
∈ 

êáé ³
0 0

0 0

´³
 
0 

´
=
³

0 0
0 0

´
∈ 

Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ôá ìüíá äåîéÜ éäåþäç ôïý ðïõ ðåñéÝ·ïíôáé óôï

 åßíáé ôá (áìößðëåõñá) éäåþäç {0} êáé  ¢ñá ôï  (éäùìÝíï ùò «áõôüíïìïò»

äáêôýëéïò) åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò. Ç áðåéêüíéóç

 :  −→ Z×Q
³

 
0 

´
7−→ 

³³
 
0 

´´
:= ( )

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå Ker() =  Óýìöùíá ìå ôï 1o èåþñçìá éóïìïñ-

öéóìþí 3.3.3, ∼= Z×QÅðåéäÞ (êáôÜ ôá (i) êáé (ii)) ïé Z êáéQ åßíáé (ìåôáèåôé-

êïß) íáéôåñéáíïß äáêôýëéïé êáé -éäéáéôÝñùò- åê äåîéþí íáéôåñéáíïß, ï Z×Q åßíáé åê

äåîéþí íáéôåñéáíüò (âë. Üóêçóç 4-3). Êáô' åðÝêôáóç, êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò 

åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò (âë. ðüñéóìá 4.1.7). Áðü ôï ðüñéóìá 4.1.10 Ýðåôáé üôé
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êáé ï ßäéïò ï  åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå  ∈ N
ôá õðïóýíïëá

 :=
n³

0 
0 0

´
∈ 
¯̄̄
∃ ∈ Z :  = 

2

o
$ 

áðïôåëïýí áñéóôåñÜ éäåþäç ôïý  äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Z êáé   ∈ Q
Ý·ïõìå ³

 
0 

´³
0 

2

0 0

´
=
³

0 

2

0 0

´
∈  

ÅðéðñïóèÝôùò,  $ +1 äéüôé³
0 

2

0 0

´
=
³

0 2
2+1

0 0

´
∈ +1

³
0 1

2+1

0 0

´
∈ +1r 

ãéá êÜèå  ∈ Z êáé êÜèå  ∈ N ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ó·çìáôßæåôáé ìéá ìç óôÜóéìç
áíéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí éäåùäþí ôïý 

1 $ 2 $ · · · $  $ +1 $ · · ·

Áõôü óçìáßíåé üôé ï  äåí åßíáé åî áñéóôåñþí íáéôåñéáíüò. (Ðáñïìïßùò êáôá-

óêåõÜæåôáé êáé Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò äáêôõëßïõ ðïõ åßíáé åî áñéóôåñþí áëëÜ ü·é

êáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò. Âë. Üóêçóç 4-1.)

4.1.13 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Ôüôå
êÜèå éäåþäåò ôÞò ôåôñáãùíéêÞò áñéèìçôéêÞò ðåñéï·Þò

Z[
√
] =

©
+ 

√
 ∈ Z ¯̄   ∈ Zª $ C

(âë. Üóêçóç 1-44) ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü äýï (ü·é êáô' áíÜãêçí äéáöïñåôéêÜ)
óôïé·åßá. (Ùò åê ôïýôïõ, ç Z[

√
] åßíáé íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ.)

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·üí éäåþäåò ôïý Z[
√
]ÈÝôïíôáò

1 :=  ∩ Z 2 :=
©
 ∈ Z | + 

√
 ∈  ãéá êÜðïéïí  ∈ Zª 

ç áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò áðïññÝåé áðü ôá áêüëïõèá:

(i) Ôá 1 êáé 2 åßíáé éäåþäç ôïý Z
(ii) 1 ⊆ 2

(iii) Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.2.6 õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ Z ôÝôïéá þóôå 1 = h1i 
2 = h2i  ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ 2 ∈ 2 õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ Z ôÝôïéï þóôå

+ 2
√
 ∈  Ôï  éóïýôáé ìå

 =

1 + 2

√

®
= Z[
√
] 1 + Z[

√
]
¡
+ 2

√

¢
 (4.3)
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Áðüäåéîç ôïý (i): ÅÜí 1 2 ∈ 1 ôüôå, åðåéäÞ ïZ åßíáé äáêôýëéïò êáé ôï  éäåþäåò

ôïý Z[
√
] Ý·ïõìå

1 2 ∈ Z =⇒ 1 − 2 ∈ Z
1 2 ∈  =⇒ 1 − 2 ∈ 

¾
=⇒ 1 − 2 ∈ 1

Êáé åÜí  ∈ Z êáé  ∈ 1 ôüôå, êáô' áíáëïãßáí,

  ∈ Z =⇒  ∈ Z
  ∈  =⇒  ∈ 

¾
=⇒  ∈ 1

¢ñá ôï 1 åßíáé éäåþäåò ôïý Z. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí 1 2 ∈ 2 ôüôå õðÜñ·ïõí

1 2 ∈ Z ïýôùò þóôå
1 + 1

√
 ∈ 

2 + 2
√
 ∈ 

)
=⇒ (1 − 2) + (1 − 2)

√
 ∈  =⇒ 1 − 2 ∈ 2

Êáé åÜí  ∈ Z êáé  ∈ 2 ôüôå õðÜñ·åé  ∈ Z ïýôùò þóôå
+ 

√
 ∈ 

 ∈ Z ⊆ Z[√]

)
=⇒ + 

√
 ∈  =⇒  ∈ 2

¢ñá êáé ôï 2 åßíáé éäåþäåò ôïý Z
Áðüäåéîç ôïý (ii): Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ 1 Ý·ïõìå  ∈ Z êáé  ∈  ¢ñá

 ∈ √
 ∈ Z[√]

)
=⇒ 

√
 ∈  =⇒  ∈ 2

Áðüäåéîç ôïý (iii): Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé

1 ∈ 1 =⇒ 1 ∈ 

+ 2
√
 ∈ 

)
=⇒ 

1 + 2
√

® ⊆ 

¸óôù ôþñá ôõ·üí  + 
√
 ∈    ∈ Z. ÅðåéäÞ  ∈ 2 = h2i  õðÜñ·åé êÜðïéï

óôïé·åßï 0 ∈ Z ⊆ Z[√] ìå  = 02 ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ

 + 
√
 ∈ 

0 (+ 2
√
) ∈ 

¾
=⇒  + 

√
− 0

¡
+ 2

√

¢
=  − 0 ∈ 

êáé  − 0 ∈ Z Ý·ïõìå  − 0 ∈ 1 = h1i  ïðüôå õðÜñ·åé  ∈ Z ôÝôïéï þóôå

 − 0 =  1 =⇒  =  1 + 0

Ùò åê ôïýôïõ,

 + 
√
 =  1 + 0

¡
+ 2

√

¢ ∈ 1 + 2

√

®
=⇒  ⊆ 1 + 2

√

®


ïðüôå åí ôÝëåé ïé éóüôçôåò (4.3) åßíáé áëçèåßò. ¤



§ 4.1 íáéôåñéáíïé äáêôõëéïé 163

4.1.14 Óçìåßùóç. Ïé õðïäáêôýëéïé íáéôåñéáíþí äáêôõëßùí äåí åßíáé áðáñáéôÞ-

ôùò íáéôåñéáíïß. Ôïýôï Ýãêåéôáé óôï üôé Ýíá éäåþäåò åíüò õðïäáêôõëßïõ äåí åßíáé

êáô' áíÜãêçí éäåþäåò êáé ïëïêëÞñïõ ôïý äáêôõëßïõ áíáöïñÜò. Åðß ðáñáäåßã-

ìáôé, ãéá êÜèå  ∈ N ïñßæåôáé ìéá áêåñáßá óõíÜñôçóç (Þôïé ìéá ïëüìïñöç óõíÜñ-

ôçóç ìéáò ìåôáâëçôÞò ïñéóìÝíç åðß ïëïêëÞñïõ ôïý C) ìÝóù ôïý áðåéñïãéíïìÝíïõ

() := 

∞Y
=

³
1 +





´³
1− 



´
 ∀ ∈ C

(ìå 1() = sin()), ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé

() = 0⇐⇒  ∈ {0} ∪ {±±(+ 1)±(+ 2)    } 
ÅðåéäÞ

h1()i $ h2()i $ · · · $ h()i $ h+1()i $ · · ·
ç áêåñáßá ðåñéï·Þ O (C) åßíáé ìç íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (âë. 3.5.6 (iii)), ðáñüôé

åßíáé åìöõôåõìÝíç óôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí ôçò M (C) := Fr(O (C)) Þôïé óôï
óþìá ôùí ìåñïìüñöùí óõíáñôÞóåùí (åðß ïëïêëÞñïõ ôïý C), êáé ôïM (C) åßíáé
(ðñïöáíþò) íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò.

4.1.15 Èåþñçìá. (Èåþñçìá ÂÜóåùò ôïý Hilbert) ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äá-
êôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ï åßíáé íáéôåñéáíüò, ôüôå êáé ï ðïëõùíõìéêüò
äáêôýëéïò [X] åßíáé íáéôåñéáíüò.

Áðüäåéîç2. ÕðïèÝôïíôáò üôé ï[X] äåí åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò èá äåßîïõìå

üôé êáé ï ßäéïò ï  äåí åßíáé íáéôåñéáíüò. ¸óôù ëïéðüí  Ýíá éäåþäåò ôïý [X] ìç

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï. Ôüôå, åÜí

1(X) ∈  ìå deg(1(X)) = min
©
deg((X))|(X) ∈ r{0[X]}

ª


ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå äéáäï·éêþò ðïëõþíõìá:

+1(X) ∈ r h1(X)     (X)i 
ìå

deg(+1(X)) = min {deg((X))|(X) ∈ r h1(X)     (X)i} 
ãéá  = 1 2 3     êáé íá èÝóïõìå  := deg ((X))   3  := lc((X)) 
Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ôïý ïñéóìïý ôùí 1(X) 2(X)    äéáóöáëßæåôáé áö' åíüò

ìåí ç éó·ýò ôùí áíéóïúóïôÞôùí

1 ≤ 2 ≤ · · · ≤  ≤ +1 ≤ · · · 
2ÁõôÞ ç óýíôïìç êáé ðïëý êïìøÞáðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò âÜóåùò ôïýHilbert ïöåßëåôáé óôç ìáèçìáôéêüH. Sarges.

(Ein Beweis des Hilbertschen Basissatzes, J. reine ang. Math. 283/284 (1976), 436-437.)
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áö' åôÝñïõ äå ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí åãêëåéóôéêþí ó·Ýóåùí

h1i ⊆ h1 2i ⊆ h1 2 3i ⊆ · · · ⊆ h1     i ⊆ h1      +1i ⊆ · · ·
Èá äåßîïõìå üôé áõôÞ ç áíéïýóá áëõóßäá éäåùäþí ôïý äåí åßíáé óôÜóéìç. ÐñÜã-

ìáôé° åÜí ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü  åß·áìå

h1     i = h1      +1i 
ôüôå ôï +1 èá åãñÜöåôï ùò

+1 =
X
=1

 ( ∈  ∀ 1 ≤  ≤ ) 

ïðüôå ôï ðïëõþíõìï

r h1(X)     (X)i 3 (X) := +1(X)−
X
=1

 X
+1− (X)

= (+1X
+1 + · · · )−

X
=1

 X
+1− (X + · · · )

èá åß·å âáèìü deg ((X))  deg
¡
+1(X)

¢
 ðñÜãìá Üôïðï åðß ôç âÜóåé ôÞò åðéëï-

ãÞò ôïý +1(X)ÅðïìÝíùò, ç åí ëüãù áëõóßäá éäåùäþí äåí åßíáé óôÜóéìç êáé, ùò

åê ôïýôïõ, o  äåí åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò. ¤

4.1.16 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí
ï  åßíáé íáéôåñéáíüò, ôüôå êáé ï äáêôýëéïò [X1    X] åßíáé íáéôåñéáíüò.

Áðüäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 4.1.15 êáé ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò

ðñïò ôïí  ¤

4.1.17 ËÞììá. ¸óôù Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ãéá
êÜèå ∈ N0 èÝóïõìå

 := {(X) ∈ [[X]]| ord((X)) ≥ }  (4.4)

ôüôå ôï  áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ [[X]] ÅðéðñïóèÝôùò,  = hXi 
Áðïäåéîç. ÅÜí (X) (X) ∈  ôüôå −(X) ∈  (ord(−(X)) = ord(−(X))
êáé (X)− (X) ∈  äéüôé

ord ((X)− (X)) ≥ min{ord ((X))  ord(−(X))} ≥ 

(Âë. 1.3.5 (i).) ÅîÜëëïõ, åÜí (X) ∈  êáé (X) ∈  ôüôå (X)(X) ∈  äéüôé

ord ((X)(X)) ≥ ord ((X)) + ord((X)) ≥ ord ((X)) + ≥ 
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(Âë. 1.3.5 (ii).) ¢ñá ôï  åßíáé üíôùò Ýíá éäåþäåò ôïý [[X]] ÅðéðñïóèÝôùò,

[(X) ∈ 0 ⇔ ord ((X)) ≥ 0]⇒ 0 = [[X]]

êáé ãéá  ∈ N êáé (X) =
P∞

=0 X
 ∈  Ý·ïõìå 0 = 1 = · · · = −1 = 0

ïðüôå

(X) = X(X) üðïõ (X) :=
P∞

= X
−

ìå ord((X)) ≥ 0 ÅðïìÝíùò,  = hXi  ¤

4.1.18 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí
ï  åßíáé íáéôåñéáíüò, ôüôå êáé ï äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí [[X]] ìå
óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí  åßíáé íáéôåñéáíüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù I ôõ·üí éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ [[X]] ÅÜí I = {0[[X]]} ôüôå
I = 0[[X]]®  ÅÜí ôï I äåí åßíáé ôåôñéììÝíï, ôüôå ãéá êÜèå  ∈ N0 èÝôïõìå

 :=

(
 ∈ 

¯̄̄̄
¯ ∃(X) ∈ [[X]] : ord((X))  

êáé X
 + (X) ∈ I

)


To  áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïýÐñÜãìáôé° åÜí   
0
 ∈   ôüôå õðÜñ·ïõí åðßôõ-

ðåò äõíáìïóåéñÝò (X) 
0
(X) ∈ [[X]] ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýåé

ord((X))   êáé X
 + (X) ∈ I

ord(0(X))   êáé 0X
 + 0(X) ∈ I

¢ñá
¡
X

 + (X)
¢− ¡0X + 0(X)

¢
=
¡
 − 0

¢
X +

¡
(X)− 0(X)

¢ ∈ I êáé

ord((X)− 0(X))min{ord
¡
(X)

¢
ord(0(X))} ≥ 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  − 0 ∈   ÅðéðëÝïí, åÜí  ∈  êáé  ∈   ôüôå õðÜñ·åé

åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ (X) ∈ [[X]] ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

[ord((X))   êáé X
 + (X) ∈ I]

⇒ [ord((X))   êáé X
 + (X) ∈ I]

ïðüôå  ∈   ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  õðÜñ·åé (X) ∈ [[X]] ìå

[ord((X))   êáé X
 + (X) ∈ I]

⇒ [ord((X)X)   + 1 êáé X
+1 + (X)X ∈ I]

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  ∈ +1 ⇒  ⊆ +1 ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò íáéôå-

ñéáíüò êáé

0 ⊆ 1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · 
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õðÜñ·åé  ∈ N0 ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  =  ãéá êÜèå  ≥  ÅðéðñïóèÝôùò,

êáèÝíá åê ôùí éäåùäþí 0   åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï. (Âë. èåþñçìá

4.1.11.) ¢ñá ãéá êÜèå  ∈ {0 } õðÜñ·ïõí 1   ∈  ( ∈ N) ìå
 =


1  

®


ÉäéáéôÝñùò, ãéá êÜèå  ∈ {1  } õðÜñ·ïõí (X) ∈ [[X]] ìå

ord((X))   êáé (X) := X
 + (X) ∈ I

Éó·õñéóìüò : Ôï éäåþäåò I åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï. ÓõãêåêñéìÝíá,

I =
*

S
=0

n
1(X)   (X)

o+
 (4.5)

Ï éó·õñéóìüò èá åðáëçèåõèåß óå äýï âÞìáôá. Óôï ðñþôï åî áõôþí èá áðïäåé·èåß

üôé ôï éäåþäåò I ∩  ôïý [[X]] (üðïõ  ôï éäåþäåò ôï ïñéóèÝí ìÝóù ôÞò (4.4))

åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï.

ÂÞìá 1ï. ¸óôù ôõ·ïýóá (X) ∈ I ∩  ÈÝôïíôáò  := ord((X)) áõôÞ ìðïñåß

íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ (X) = X + (X) üðïõ

 ∈ r{0} êáé (X) ∈ [[X]] : ord((X)) ≥  ≥ 

Ðñïöáíþò,  ∈  =  ÅðåéäÞ  = h1  i 

∃ (11  1) ∈  :  =
P
=1

1

ÈÝôïíôáò 1(X) :=
P
=1

1X
−(X) Ý·ïõìå 1(X) ∈ I êáé, ùò åê ôïýôïõ,

(X)− 1(X) ∈ I ìå ord((X)− 1(X)) =: 1 ≥  ≥ 

ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá (ìå ôçí (X)−1(X) óôç èÝóç ôÞò (X))

ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ

2(X) :=
P
=1

2X
1−(X)

ãéá êáôÜëëçëá 21  2 ∈  ìå (X)− 1(X)− 2(X) ∈ I êáé

ord((X)− 1(X)− 2(X)) =: 2 ≥ 1 ≥  ≥ 

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï áðïêôïýìå (áíáäñïìéêþò) ìéá áêïëïõèßá åðßôõðùí äõíá-

ìïóåéñþí ((X))∈N ïñßæïíôáò

(X) :=
P
=1

X
−(X)
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ãéá êáôÜëëçëá 1   ∈  ìå (X)−P
=1 (X) ∈ I êáé

ord((X)−
P

=1
(X)) =:  ≥ −1 ≥ · · · ≥ 1 ≥  ≥ 

ÅÜí ãéá êÜèå  ∈ {1  } èåùñÞóïõìå ôçí åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ

(X) :=
∞P
=1

X
− ∈ [[X]]

ôüôå

(X)−
P
=1

(X)(X) = (X)−
∞X
=1

(X)

ÅðåéäÞ ç áêïëïõèßá ôùí ôÜîåùí  := ord((X)−P
=1 (X))  = 1 2  åßíáé

ãíçóßùò áýîïõóá, ëáìâÜíïõìå

(X)−
∞X
=1

(X) = 0[[X]] =⇒ (X) =
P
=1

(X)(X)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

I ∩  =

1(X)  (X)

®
 (4.6)

ÂÞìá 2ï. Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ  = 0 ç éóüôçôá (4.5) åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò

ëüãù ôÞò (4.6). Áò õðïèÝóïõìå üôé ≥ 1 êé áò èåùñÞóïõìå ìéá åðßôõðç äõíáìï-

óåéñÜ (X) ∈ I Ý·ïõóá ôÜîç ord((X)) =  ãéá êÜðïéïí  ∈ {0  − 1} ÁõôÞ

ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ (X) = X + (X) üðïõ

 ∈ r{0} êáé (X) ∈ [[X]] : ord((X)) ≥  + 1

EðïìÝíùò,  ∈  ⇒  =
P

=1 1 ãéá êáôÜëëçëá 11  1 ∈ ÈÝôïíôáò

I 0 :=
*
−1S
=0

n
1(X)   (X)

o+
êáé 1(X) :=

X
=1

1(X)

ðáñáôçñïýìå üôé 1(X) ∈ I 0 $ I ìå ord((X) − 1(X)) =: 1 ≥  + 1   ÅÜí

1   ôüôå åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá (ìå ôçí (X) − 1(X) óôç

èÝóç ôÞò (X)) ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ìéá åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ

2(X) :=

X
=1

21(X) ∈ I 0

ãéá êáôÜëëçëá 21  2 ∈  ìå (X)− 1(X)− 2(X) ∈ I 0 $ I êáé

ord((X)− 1(X)− 2(X)) =: 2 ≥ 1 + 1 ≥  + 1  
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ÅÜí 2   ôüôå åðáíáëáìâÜíïõìå ôç äéáäéêáóßá, ïñßæïõìå 3(X) 4(X)  áíÞ-

êïõóåò óôï I 0 ê.ï.ê., Ýùò üôïõ óõíáíôÞóïõìå åêåßíïí ôïí åëÜ·éóôï öõóéêü áñéèìü

 ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé

ord((X)− (1(X) + 2(X) + · · ·+ (X))) ≥ 

Ôï Üèñïéóìá (X) := 1(X) + · · ·+ (X) áíÞêåé óôï I0 $ I Ùò åê ôïýôïõ,

[(X)− (X) ∈ I êáé ord((X)− (X)) ≥ ]⇒ (X)− (X) ∈ I ∩ 

êÜôé ðïõ (óå óõíäõáóìü ìå ôçí (4.6)) óçìáßíåé üôé ç éóüôçôá (4.5) åßíáé êáé óå
áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áëçèÞò. ¤

4.1.19 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí
ï  åßíáé íáéôåñéáíüò, ôüôå êáé ï äáêôýëéïò [[X1    X]] åßíáé íáéôåñéáíüò.

Áðüäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá 4.1.18 êáé ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò

ðñïò ôïí  ¤

4.2 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÊÕÑÉÙÍ ÉÄÅÙÄÙÍ

4.2.1 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò êáëåßôáé äáêôýëéïò êõñßùí éäåùäþí (=: Ä.Ê.É.)

üôáí êÜèå éäåþäåò ôïõ åßíáé êýñéï. Åðßóçò, êÜèå äáêôýëéïò êõñßùí éäåùäþí, ï

ïðïßïò ôõã·Üíåé íá åßíáé -ôáõôï·ñüíùò- êáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, êáëåßôáé ðåñéï·Þ

êõñßùí éäåùäþí (=: Ð.Ê.É.).

4.2.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå Ð.Ê.É. åßíáé íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 4.1.11. ¤

4.2.3 Ðñüôáóç. ÊÜèå óþìá åßíáé Ð.Ê.É. êáé êÜèå óôñåâëü óþìá Ä.Ê.É.

Áðïäåéîç. Ôá ìüíá éäåþäç ïéïõäÞðïôå óôñåâëïý óþìáôïò (= äéáéñåôéêïý äá-

êôõëßïõ) åßíáé ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò êáé ï åáõôüò ôïõ (âë. 2.1.9), ôá ïðïßá åßíáé

ðñïöáíþò êýñéá éäåþäç. ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ êÜèå óþìá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ

(âë. 1.2.22), ïöåßëåé íá åßíáé êáô' áíÜãêçí êáé Ð.Ê.É. ¤

4.2.4 Ðñüôáóç. Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí åßíáé Ð.Ê.É.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 2.2.6. ¤

4.2.5 Ðñüôáóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï êáé  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí ï  åßíáé Ä.Ê.É.,
ôüôå êáé ï  åßíáé Ä.Ê.É.
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Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·üí éäåþäåò ôïý . Ôüôå ôï éäåþäåò  = −1() åßíáé êýñéï,
áò ðïýìå ôï  = hi =  ãéá êÜðïéï  ∈ . Éó·õñéæüìáóôå üôé

 = h()i = ()

ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈  , ôüôå  = () ãéá êÜðïéï  ∈ . Åî áõôïý Ýðåôáé üôé  = 

ãéá êÜðïéï  ∈  ïðüôå  = () = () = ()() ∈ (). ¢ñá  = ()¤

4.2.6 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ï
 åßíáé Ä.Ê.É., ôüôå êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò  üðïõ  ïéïäÞðïôå éäåþäåò ôïý ,
åßíáé Ä.Ê.É.

Áðïäåéîç. Áñêåß ç åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 4.2.5 ãéá ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü

 :  −→  ¤

4.2.7 Ðüñéóìá. ÅÜí  ∈ Zr{0±1}, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò ZZ ∼= Z|| åßíáé
Ð.Ê.É., üôáí ï || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, êáé Ä.Ê.É. (áëëÜ ü·é êáé Ð.Ê.É.), üôáí ï ||
åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò.

Áðïäåéîç. ÐñïöáíÞò äõíÜìåé ôùí 1.2.27, 4.2.3, 3.3.4, 2.2.6, êáèþò êáé ôïý ðïñß-

óìáôïò 4.2.6. ¤

4.2.8 Óçìåßùóç. ÌÝóù ôïý ðïñßóìáôïò 4.2.7 äéáðéóôþíïõìå üôé ôï 4.2.6 äåí åßíáé

ðÜíôïôå áëçèÝò ãéá ðåñéï·Ýò êõñßùí éäåùäþí: ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï

éäåþäåò ìéáò Ð.Ê.É.  ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò  (ðïõ åßíáé Ä.Ê.É.) äåí åßíáé

êáô' áíÜãêçí Ð.Ê.É.

4.2.9 Ðáñáäåßãìáôá. Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá áðïäåßîïõìå üôé ïé äáêôýëéïé

Zhi ( ðñþôïò, âë. Üóêçóç 1-16) [X] [[X]] ( óþìá)

åßíáé ðåñéï·Ýò êõñßùí éäåùäþí (âë. åäÜöéï 5.4.22).

4.2.10 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå  ∈ R ïñßæïíôáé ïé áêÝñáéïé

bc := max{ ∈ Z |  ≤ } de := min{ ∈ Z |  ≥ }

êáé {} := − bc  Ï bc ïíïìÜæåôáé ôï äÜðåäï ôïý , ï de ç ïñïöÞ ôïý  êáé

ï {} ôï êëáóìáôéêü ìÝñïò ôïý . Ï áêÝñáéïò {}åãã ï åããýôåñïò ôïý , ïñßæåôáé
ùò áêïëïýèùò:

{}åãã :=
¥
+ 1

2

¦
=
§
− 1

2

¨


4.2.11 Ðñüôáóç. Ï äáêôýëéïò Z[] $ C ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss åßíáé Ð.Ê.É.
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Áðïäåéîç. Ï äáêôýëéïò Z[] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. Üóêçóç 1-43). ¸óôù 

Ýíá éäåþäåò ôïý Z[]. ÅÜí  = {0}, ôüôå  = h0i. ÅÜí {0} $ , ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï

 ∈ r{0} ÅðéëÝãïõìå ëïéðüí Ýíá 0 ∈ r{0} ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

|0| := min{ || |  ∈ r{0}}

Èá áðïäåßîïõìå üôé  = h0i  ÐñÜãìáôé° åÜí 0 =  +  ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z
(ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åî áõôþí 6= 0), ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  = 0+ 0 ∈ 

0 0 ∈ Z ôï êëÜóìá 0 ãñÜöåôáé ùò åîÞò:



0
=

0 + 0
+ 

=
(0 + 0) (− )

(+ ) (− )

=
(0 + 0) (− )

2 + 2
=  +  ∈ Q() = Fr (Z[]) 

üðïõ  := 0+0
2+2 ∈ Q êáé  := 0+0

2+2 ∈ Q Èåùñïýìå ôïõò «åããýôåñïõò» áêå-

ñáßïõò  := {}åãã êáé  := {}åãã ôùí  êáé , áíôéóôïß·ùò, ïðüôå éó·ýïõí ïé

áíéóïúóüôçôåò:

0 ≤ | − | ≤ 1
2
 0 ≤ |− | ≤ 1

2


êáé ïñßæïõìå ùò  := +  ∈ Z[] Ôüôå¯̄̄̄


0
− 

¯̄̄̄
=

q
( − )2 + (− )2 ≤

r
1

4
+
1

4
=

1√
2
 1 (4.7)

¸óôù  := − 0 ÅðåéäÞ 0  ∈  êáé  ∈ Z[] Ý·ïõìå  ∈ . Áò õðïèÝóïõìå üôé

 6= 0. ÈÝôïíôáò óå åöáñìïãÞ ôçí (4.7) ëáìâÜíïõìå:

|| = | − 0| =
¯̄̄̄
0

µ


0
− 

¶¯̄̄̄
= |0|

¯̄̄̄


0
− 

¯̄̄̄
 |0| 

ðñÜãìá Üôïðï ëüãù ôïý áñ·éêïý ôñüðïõ åðéëïãÞò ôïý 0 (åðß ôç âÜóåé ôÞò õðï-

èÝóåùò ðåñß åëá·ßóôçò áðüëõôçò ôéìÞò). Óõíåðþò,

 = 0 =⇒  = 0 =⇒  ⊆ h0i 

ÅîÜëëïõ, h0i = {0 |  ∈ Z[]} ⊆ . ¢ñá ôåëéêþò  = h0i  ¤

4.2.12 Óçìåßùóç. Ãåíéêüôåñá, ç Z[
√
] åßíáé Ð.Ê.É. üôáí ∈ {−2−1 2 3 6 7}.

(Âë. ðñüôáóç 5.4.16 êáé åäÜöéï 5.4.22.)

4.2.13 ÐáñÜäåéãìá. ÕðÜñ·åé, âåâáßùò, êáé ðëçèþñá ôåôñáãùíéêþí áñéèìçôéêþí

ðåñéï·þí, ïé ïðïßåò äåí åßíáé Ð.Ê.É. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç áêåñáßá ðåñéï·Þ

Z[
√−5] = {+ 

√−5 ¯̄   ∈ Z} $ C
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äåí åßíáé Ð.Ê.É., äéüôé ôï  :=

2 1 +

√−5® äåí åßíáé êýñéï éäåþäåò. ÐñÜãìáôé°

õðïèÝôïíôáò üôé õðÜñ·ïõí êÜðïéïé   ∈ Z (ìå Ýíáí ôïõëÜ·éóôïí åî áõôþí äéÜ-

öïñï ôïý ìçäåíüò), ôÝôïéïé þóôå

 =

+ 

√−5® = Z[√−5] ¡+ 
√−5¢ 

êáôáëÞãïõìå óå êÜôé ôï Üôïðï ùò áêïëïýèùò: ÅðåéäÞ 1 +
√−5 ∈  èá éó·ýåé

1 +
√−5 = ¡+ 

√−5¢ ¡+ 
√−5¢ = (− 5) + (+ )

√−5

ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,½
− 5 = 1
+  = 1

¾
=⇒

(
 = +5

2+52 

 = −
2+52

)
 (4.8)

Äéáêñßíïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò: (i)  = . Ôüôå  = 1
  êáé åðåéäÞ  ∈ Z óõíÜãåôáé

üôé  = ±1 ïðüôå + 
√−5 = ± ¡1 +√−5¢  ÅðåéäÞ ôï 2 áíÞêåé óôï , èá ðñÝðåé

íá éó·ýåé ç éóüôçôá

2 =
¡
1 +
√−5¢ ¡+ 

√−5¢  (4.9)

ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z. Èåùñþíôáò ôïýò óõæõãåßò êáé óôá äýï ìÝëç ôÞò (4.9) êá-

ôáëÞãïõìå óôçí

2 =
¡
1−√−5¢ ¡− 

√−5¢  (4.10)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (4.9) êáé (4.10) ëáìâÜíïõìå

4 = 6
¡
2 + 52

¢
 (4.11)

¼ìùò ç éóüôçôá (4.11) åßíáé áäýíáôç, êáèüôé ôï äåîéü ôçò ìÝëïò åßíáé ðñïöáíþò

 4, üôáí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí   åßíáé äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò, êáé åßíáé = 0,

üôáí  =  = 0.

(ii)  6=  êáé  6= 0. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç,

1 ≤ |− | ≤ ||+ || ≤ 2 + 2  2 + 52 =⇒ 0  || = |− |
2 + 52

 1

(âë. (4.8)), ðñÜãìá Üôïðï, äéüôé -åî õðïèÝóåùò-  ∈ Z.
(iii)  6=  êáé  = 0. Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ðåñßðôùóç Ý·ïõìå (ëüãù ôùí (4.8)):

Z 3  =  =
1


=⇒  = ±1 =⇒ + 

√−5 = ±1 =⇒ 1 ∈ 

(ïðüôå  = Z[
√−5]) Ôïýôï üìùò éóïäõíáìåß ìå ôï üôé

1 = 2(+
√−5) + ¡1 +√−5¢ ¡ +√−5¢  (4.12)
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ãéá êáôÜëëçëïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò     Áðü ôçí (4.12) Ýðåôáé üôé½
2+  − 5 = 1
2 +  +  = 0

¾
=⇒ 2+ 10 + 6 = 1 (4.13)

ÁëëÜ êáé ç éó·ýò ôÞò (4.13) åßíáé áäýíáôç, êáèüóïí ôï áñéóôåñü ôçò ìÝëïò åßíáé

Ýíáò Üñôéïò êáé ôï äåîéü ôçò ìÝëïò Ýíáò ðåñéôôüò áêÝñáéïò áñéèìüò.

4.2.14 Ðáñáäåßãìáôá. ¢ëëá ðáñáäåßãìáôá áíÞêïíôá óôçí êëÜóç ôùí áêåñáßùí

ðåñéï·þí ðïõ äåí åßíáé Ð.Ê.É.: Ï äáêôýëéïò ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 2-8, ï ðï-

ëõùíõìéêüò äáêôýëéïò Z[X] (âë. Üóêçóç 2-7) êáé, ãåíéêüôåñá, ï [X], üðïõ  ìéá

áêåñáßá ðåñéï·Þ ðïõ äåí åßíáé óþìá, ïé äáêôýëéïé [X1    X]  [[X1    X]]

(üðïõ  ≥ 2 êáé óþìá, âë. ðïñßóìáôá 5.4.25 êáé 5.4.27) ê.Ü.

4.2.15 Ðñüôáóç. ÅÜí ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ  åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå Ýíá ìç ôåôñéììÝíï
éäåþäåò ôçò åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ìåãéóôéêü.

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 2.5.22 êÜèå ìç ôåôñéììÝíï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôÞò

áêåñáßáò ðåñéï·Þò åßíáé ðñþôï. ¸óôù ôþñá  Ýíá ìç ôåôñéììÝíï ðñþôï éäåþäåò

ôÞò  êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò ôÞò  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  $  ⊆  ÅðåéäÞ ç 

åßíáé Ð.Ê.É., õðÜñ·ïõí   ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå  = hi êáé  = hi  ÅðåéäÞ
 ∈ hi $ hi  õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ r{0} ìå  =  Ðáñáôçñïýìå üôé  ∈ hi
(äéüôé áëëéþò èá åß·áìå hi ⊆ hi), ïðüôå

 ∈ hi =⇒ [∃ ∈  :  = ] =⇒  =  =  = 

Êáèþò  6= 0 áõôü óçìáßíåé üôé 1 =  (âë. ðñüôáóç 1.2.5), ïðüôå Ý·ïõìå

1 ∈ hi =⇒  = ¢ñá ôï  åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò. ¤

4.3 ÁÑÔÉÍÉÁÍÏÉ ÄÁÊÔÕËÉÏÉ

4.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù {| ∈ N} Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï áñéóôåñþí (êáé áíôé-

óôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ  Ç áêïëïõèßá {}∈N êáëåßôáé êá-

ôéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý  üôáí éó·ýåé

ï åãêëåéóìüò  ⊇ +1 ãéá êÜèå  ∈ NÌéá êáôéïýóá áëõóßäá {}∈N êáëåßôáé

óôÜóéìç üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  =  ãéá êÜèå öõóéêü

áñéèìü  ≥ 

4.3.2 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò äáêôýëéïò éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôùí êáôéïõóþí

áëõóßäùí åðß ôïý óõíüëïõ ôùí áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, ôùí äåîéþí) éäåùäþí

ôïõ üôáí êÜèå êáôéïýóá áëõóßäá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí

áõôïý åßíáé óôÜóéìç.

Ç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 4.3.3 åßíáé ðáñüìïéá åêåßíçò ôïý èåùñÞìáôïò 4.1.3.
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4.3.3 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) O  éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôùí êáôéïõóþí áëõóßäùí åðß ôïý óõíüëïõ ôùí áñé-
óôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, ôùí äåîéþí) éäåùäþí ôïõ.

(ii) ÊÜèå ìç êåíü óýíïëï áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéþí) éäåùäþí ôïý  ðå-
ñéÝ·åé (ôïõëÜ·éóôïí) Ýíá åëá·éóôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç åãêëåéóìü).

4.3.4 Ïñéóìüò. ÊÜèå äáêôýëéïò  ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ìßá (êáé, ùò åê ôïýôïõ,

êáé ôéò äýï) åê ôùí óõíèçêþí (i), (ii) ôïý èåùñÞìáôïò 4.3.3, ïíïìÜæåôáé åî áñé-

óôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) äáêôýëéïò ôïý Artin Þ åî áñéóôåñþí (êáé

áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò äáêôýëéïò3. ¸íáò äáêôýëéïò  êáëåßôáé áñ-

ôéíéáíüò äáêôýëéïò üôáí åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí áñôé-

íéáíüò. (Ðñïöáíþò, ãéá ôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ïé Ýííïéåò «åî áñéóôåñþí

áñôéíéáíüò», «åê äåîéþí áñôéíéáíüò» êáé «áñôéíéáíüò» ôáõôßæïíôáé, åíþ ãéá ôïõò

ìç ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò åßíáé åí ãÝíåé äéáöïñåôéêÝò.) ÔÝëïò, êÜèå áñôéíéá-

íüò äáêôýëéïò, ï ïðïßïò ôõã·Üíåé íá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ïíïìÜæåôáé áñôéíéáíÞ

ðåñéï·Þ.

Ïé áðïäåßîåéò ôùí ðñïôÜóåùí 4.3.5 êáé 4.3.8, êáé ôùí ðïñéóìÜôùí 4.3.6 êáé 4.3.7

åßíáé ðáñüìïéåò åêåßíùí ôùí ðñïôÜóåùí 4.1.5 êáé 4.1.9, êáé ôùí ðïñéóìÜôùí 4.1.6

êáé 4.1.7, áíôéóôïß·ùò.

4.3.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ç  :  −→  åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé ï 
åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï 
åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò.

4.3.6 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé  êáé  åßíáé äõï éóüìïñöïé äáêôýëéïé êáé ï Ýíáò åî áõôþí
åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò, ôüôå êáé ï Üëëïò åßíáé åî
áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò.

4.3.7 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò åê äåîéþí) áñ-
ôéíéáíüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò ôïý  Ôüôå êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò 
åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò.

4.3.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí áìöüôåñïé
ïé Ker() êáé  åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíïß äáêôý-
ëéïé, ôüôå êáé ï ßäéïò ï åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò.

4.3.9 Ðñüôáóç. ÊÜèå áñôéíéáíÞ ðåñéï·Þ åßíáé óþìá.

3Ðñïò ôéìÞí ôïý Emil Artin (1898-1962), ï ïðïßïò ìåëÝôçóå éäéáéôÝñùò ôéò éäéüôçôåò ôùí êáôéïõóþí áëõóßäùí éäåù-

äþí.
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Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·ïýóá áñôéíéáíÞ ðåñéï·Þ. Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ r{0}
éó·ýïõí ïé åãêëåéóìïß

hi ⊇ 2® ⊇ 3® ⊇ · · · ⊇ hi ⊇ +1® ⊇ · · ·  ∀ ∈ N
ÅðåéäÞ ç ðåñéï·Þ  éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç ôùí êáôéïõóþí áëõóßäùí, õðÜñ·åé

êÜðïéïò  ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  =  ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥  Åî

áõôïý Ýðåôáé üôé

 ∈ ® = +1®⇒ ∃ ∈  :  = +1

ïðüôå
£
(1 − ) = 0 

 6= 0
¤ ⇒  = 1 ⇒  ∈ × (âë. 1.2.5). ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, × = r{0} êáé ç  åßíáé óþìá. ¤

4.3.10 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå óþìá åßíáé ðñïöáíþò áñôéíéáíÞ ðåñéï·Þ (áöïý

äéáèÝôåé ìüíïí äýï êýñéá éäåþäç). ÌÜëéóôá, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 4.3.9,

éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï (êÜôé ðïõ äåí éó·ýåé ãéá íáéôåñéáíÝò ðåñéï·Ýò)!

(ii) ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù  ∈ N ÅÜí ï  åßíáé

íáéôåñéáíüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñôéíéáíüò), ôüôå êáé ï äáêôýëéïò Mat×() åßíáé
íáéôåñéáíüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñôéíéáíüò), äéüôé õößóôáôáé ìéá áìößññéøç ìåôáîý

ôïý óõíüëïõ ôùí éäåùäþí ôïý  êáé ôïý óõíüëïõ ôùí éäåùäþí ôïý Mat×() ç
ïðïßá äéáôçñåß ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý (âë. Üóêçóç 2-16, (iv) êáé (vi)). ÉäéáéôÝñùò,

ãéá êÜèå óþìá ï äáêôýëéïòMat×() åßíáé ôáõôï·ñüíùò íáéôåñéáíüò êáé áñ-
ôéíéáíüò.

(iii) Óôçí Üóêçóç 4-5 äßäåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò äáêôõëßïõ ðïõ åßíáé åê äåîéþí

áëëÜ ü·é êáé åî áñéóôåñþí áñôéíéáíüò.

(iv) Óôçí Üóêçóç 4-6 äßäåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò äáêôõëßïõ ðïõ åßíáé åî áñéóôå-

ñþí áëëÜ ü·é êáé åê äåîéþí áñôéíéáíüò.

(v) Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí åßíáé íáéôåñéáíüò (âë. 4.2.4) áëëÜ äåí åßíáé áñ-

ôéíéáíüò, äéüôé ç

h2i % h4i % h8i % · · · % h2i % 2+1® % · · ·  ∀ ∈ N
åßíáé ìéá ìç óôÜóéìç êáôéïýóá áëõóßäá éäåùäþí ôïõ.

(vi) Ãéá ïéïäÞðïôå óþìá  ï äáêôýëéïò [X] åßíáé íáéôåñéáíüò (óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 4.1.15) áëëÜ äåí åßíáé áñôéíéáíüò, äéüôé ç

[X] % hXi % X2® % · · · % hXi % X+1® % · · ·  ∀ ∈ N
åßíáé ìéá ìç óôÜóéìç êáôéïýóá áëõóßäá éäåùäþí ôïõ.

(vii) Óôçí Üóêçóç 4-8 äßäåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá åíüò äáêôõëßïõðïõ åßíáé áñôéíéáíüò

áëëÜ äåí åßíáé íáéôåñéáíüò.
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(viii) ÅÜí ãéá ïéïíäÞðïôå èåôéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü  èåùñÞóïõìå ôï éäåþäåò

 :=
©
 ∈ RR¯̄ () = 0 ãéá êÜèå  ∈ [− ]ª

ôïý äáêôõëßïõ RR ôüôå · · · & 3 & 2 & 1 &  1
2
&  1

3
&  1

4
& · · ·  ïðüôå ç

1 &  1
2
&  1

3
&  1

4
& · · · &  1


&  1

+1
 ∀ ∈ N

åßíáé ìéá ìç óôÜóéìç áíéïýóá áëõóßäá éäåùäþí êáé ç

1 % 2 % 3 % · · · %  % +1 % · · ·  ∀ ∈ N

åßíáé ìéá ìç óôÜóéìç êáôéïýóá áëõóßäá éäåùäþí ôïý RR¢ñá ï äáêôýëéïò RR äåí

åßíáé ïýôå íáéôåñéáíüò ïýôå áñôéíéáíüò. (ÓçìåéùôÝïí üôé üëá ôá éäåþäç  ðåñéÝ-

·ïíôáé óôï ìåãéóôéêü éäåþäåò
©
 ∈ RR¯̄ (0) = 0ª )

ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé äåí õößóôáôáé êÜðïéá áîéïìíçìüíåõôç ó·Ýóç äéáóõíäÝóåùò

ãåíéêþí íáéôåñéáíþí êáé áñôéíéáíþí äáêôõëßùí, ôá ðñÜãìáôá äéáöïñïðïéïýíôáé
üôáí êáíåßò ðåñéïñßæåôáé óôçí êëÜóç ôùí ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï. ÊÜèå áñôéíéáíüò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé êáô'

áíÜãêçí íáéôåñéáíüò! ÓõãêåêñéìÝíá, éó·ýåé ôï åîÞò:

4.3.11 Èåþñçìá. (Y. Akizuki & C. Hopkins, 1939) ¸óôù Ýíáò ìåôáèåôéêüò äá-
êôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(i) O  åßíáé áñôéíéáíüò.

(ii) Ï  åßíáé íáéôåñéáíüò êáé êÜèå ðñþôï éäåþäåò ôïõ åßíáé ìåãéóôéêü.

Áðïäåéîç. Âë., ð.·., I.S. Cohen: Commutative rings with restricted minimum
condition, Duke Math. Journal 17 (1950), 27-42 ¤

ÁóêÞóåéò

4-1. Íá áðïäåé·èåß üôé ï (ìç ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò

 :=
n³

 
0 

´¯̄̄
  ∈ Z êáé  ∈ Q

o
$ Mat2×2(Q)

åßíáé åî áñéóôåñþí íáéôåñéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò.

4-2. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå éäåþäåò åíüò íáéôåñéáíïý äáêôõëßïõ  ðåñéÝ·åé Ýíá

ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþôùí éäåùäþí ôïý  [Õðüäåéîç : Íá

õðïôåèåß üôé ôï óýíïëï ôùí éäåùäþí ôïý  ôá ïðïßá äåí ðåñéÝ·ïõí êáíÝíá

ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþôùí éäåùäþí ôïý  åßíáé ìç êåíü êáé

íá ·ñçóéìïðïéçèåß åéò Üôïðïí áðáãùãÞ óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá 4.1.3.]
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4-3. ¸óôù  ∈ NÄïèÝíôùí  äáêôõëßùí1      íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôý-

ëéïò1×· · ·× åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéá-

íüò åÜí êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò åê ôùí 1      åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé

áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) íáéôåñéáíüò.

4-4. (i) Íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá 4.3.3.

(ii) Íá áðïäåé·èïýí ïé ðñïôÜóåéò 4.3.5 êáé 4.3.8, êáé ôá ðïñßóìáôá 4.3.6 êáé

4.3.7.

4-5. Íá áðïäåé·èåß üôé ï (ìç ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò

 :=
n³

 
0 

´¯̄̄
 ∈ Q êáé   ∈ R

o
$ Mat2×2(R)

åßíáé åê äåîéþí áñôéíéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åî áñéóôåñþí áñôéíéáíüò.

4-6. Íá áðïäåé·èåß üôé ï (ìç ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò

 :=
n³

 
0 

´¯̄̄
  ∈ R êáé  ∈ Q

o
$ Mat2×2(R)

åßíáé åî áñéóôåñþí áñôéíéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åê äåîéþí áñôéíéáíüò.

4-7. ¸óôù  ∈ NÄïèÝíôùí  äáêôõëßùí1      íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôý-

ëéïò1×· · ·× åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò

åÜí êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò åê ôùí 1      åßíáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôé-

óôïß·ùò, åê äåîéþí) áñôéíéáíüò.

4-8. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù

Z(∞) :=
½




¯̄̄̄
 ∈ N0 êáé   

¾
$ Q

To óýíïëï Z(∞) êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò (·ùñßò ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï) ìÝóù ôùí ðñÜîåùí ôÞò «ðñïóèÝóåùò mod 1»




+

0


0 :=

⎧⎨⎩


0
+0

+0
 üôáí 0 ≤ 

0
+0

+0
 1


0
+0

+0 − 1 üôáí 1 ≤ 
0
+0

+0  2

ãéá  00 ∈ N0 ìå    0  
0
 êáé ôïý «ôåôñéììÝíïõ» ðïëëá-

ðëáóéáóìïý

   := 0 ∀( ) ∈ Z(∞)× Z(∞)

Íá áðïäåé·èåß üôé áõôüò ï äáêôýëéïò åßíáé áñôéíéáíüò áëëÜ äåí åßíáé íáéôå-

ñéáíüò.
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4-9. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 êáé Ýóôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé  éäåþäç 1      ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóü-

ôçôá 1∩ · · ·∩ = {0}ÕðïèÝôïíôáò üôé êáèÝíáò åê ôùí ðçëéêïäáêôõëßùí

1      åßíáé íáéôåñéáíüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñôéíéáíüò), íá áðïäåé-

·èåß üôé ï  åßíáé ùóáýôùò íáéôåñéáíüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñôéíéáíüò).

4-10. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  :  −→  Ýíáò åíäïìïñöéóìüò áõôïý.

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ï  åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò êáé ï  åðéìïñöéóìüò, ôüôå ï  åßíáé

éóïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Ker() ⊆ Ker(2)]

(ii) ÅÜí ï åßíáé åê äåîéþí áñôéíéáíüò êáé ï  ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå ï  åßíáé

éóïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Im() ⊇ Im(2)]




