
ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

Èåùñßá äéáéñåôüôçôáò

óå áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò

Óôï ðëáßóéï ôÞò Óôïé·åéþäïõò Èåùñßáò Áñéèìþí Ý·ïõìå ìåëåôÞóåé ôéò éäéüôçôåò
ôÞò äéáéñåôüôçôáò áêåñáßùí áñéèìþí, ôïí ôñüðï åêôåëÝóåùò ôïý åõêëåéäåßïõ áëãï-
ñßèìïõ äéáéñÝóåùò, Ý·ïõìå ïñßóåé ôéò Ýííïéåò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò êáé åëÜ·é-
óôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, êáé Ý·ïõìå áðïäåßîåé üôé êÜèå  ∈ Zr{0±1} ðáñéóôÜôáé
ùò ãéíüìåíï

 = sign()11 22 · · ·  

üðïõ sign() åßíáé ï ðñïóçìáóìÝíïò Üóïò ôïý  Þôïé

sign() :=

⎧⎨⎩
1 üôáí   0

−1 üôáí   0

 ∈ N 1      êáôÜëëçëïé óáöþò äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé áñéèìïß õøïýìåíïé
óå èåôéêÝò áêÝñáéåò äõíÜìåéò 1      (Ç ðáñÜóôáóç áõôÞ åßíáé ìïíïóçìÜ-
íôùò ïñéóìÝíç, ìç ëáìâáíïìÝíçò õð' üøéí ôÞò äéáôÜîåùò ôùí ðñþôùí áñéèìþí

1      ãéá êÜèå  ∈ Zr{0±1}.)
Óêïðüò ôïý ðáñüíôïò êåöáëáßïõ åßíáé íá åîçãÞóåé ôï ðþò ãåíéêåýïíôáé ôá

áíùôÝñù (ðïõ áöïñïýí óôïí äáêôýëéï Z) óå ôõ·ïýóåò áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò. Ïé ðñï-

óÞêïõóåò åííïéïëïãéêÝò ãåíéêåýóåéò, ïé ïðïßåò èá åéóá·èïýí, èá ïäçãÞóïõí óôçí

éåñÜñ·çóç ôùí áêåñáßùí ðåñéï·þí åðß ôç âÜóåé ôÞò äéáôçñÞóåùò Þ ôÞò ìç äéáôç-

ñÞóåùò ôùí èåìåëéùäþí áñéèìïèåùñçôéêþí Þ äáêôõëéïèåùñçôéêþí éäéïôÞôùí ôïý

Z ðïõ ïöåßëïíôáé -êáôÜ êýñéï ëüãï- óôç äéáéñåôüôçôá.
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5.1 ÁÑμÉÊÅÓ ÅÐÉÓÇÌÁÍÓÅÉÓ

I Åõêëåßäåéá äéáßñåóç. ¹äç áðü ôá ãñáöüìåíá óôï âéâëßï VII ôùí åõêëåéäåßùí

«Óôïé·åßùí» óõíÜãåôáé ôï áêüëïõèï:

5.1.1 Èåþñçìá. (Ç ôáõôüôçôá ôÞò åõêëåßäåéáò äéáéñÝóåùò)

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  ∈ Z êáé üôé  ∈ Zr{0} ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò

ïñéóìÝíï æåýãïò ( ) ∈ Z× Z ïýôùò þóôå

 = +  üðïõ 0 ≤   ||  (5.1)

Ôá  êáé  óôçí (5.1) åßíáé ôï ðçëßêï êáé, áíôéóôïß·ùò, ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò
ôïý  äéÜ ôïý 

5.1.2 Óçìåßùóç. Ïé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò óôéò ïðïßåò ïñßæåôáé «åõêëåßäåéá äéáßñåóç»

(õðü ìßá êáôÜ ôé ãåíéêüôåñç Ýííïéá) ùò ðñïò êÜðïéá «åõêëåßäåéá óôÜèìç», êáëïý-

íôáé åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò. (Âë. ôïí êáôáëëÞëùò ôñïðïðïéïýìåíï ïñéóìü 5.4.1.)

Åðéóçìáßíåôáé üôé, åí ðñïêåéìÝíù, äåí ðñïáðáéôåßôáé ç ìïíáäéêüôçôá ôùí åìöá-

íéæïìÝíùí ðçëßêùí êáé õðïëïßðùí (âë. 5.4.2 (ii), 5.4.18 êáé 5.4.19 (ii)). Ïé åõêëåß-

äåéåò ðåñéï·Ýò áðïôåëïýí ìéá ðïëý åéäéêÞ õðïêëÜóç ôÞò êëÜóåùò ôùí ðåñéï·þí

êõñßùí éäåùäþí. (Âë. èåþñçìá 5.4.21.)

IÌÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò. ÅÜí   ∈ Z ôüôå, ùò óõíÞèùò, ãñÜöïõìå  |  ãéá
íá õðïäçëþóïõìå üôé ï  åßíáé äéáéñÝôçò ôïý  äçëáäÞ üôé õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ Z
ìå  =  ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé åÜí ïé 1      åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß ìå Ýíáí

ôïõëÜ·éóôïí åî áõôþí 6= 0 ôüôå ôï óýíïëï S ôùí èåôéêþí êïéíþí äéáéñåôþí ôïõò

åßíáé ìç êåíü, êáèüôé 1 ∈ SÅðåéäÞ  6= 0 ãéá êÜðïéïí  ∈ {1  } Ý·ïõìå  | 
êáé, ùò åê ôïýôïõ,  ≤ ||  ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ôïý SÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï S
åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Ôï ìÝãéóôï óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ S (ùò ðñïò ôçí “ ≤ ”) åßíáé
ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1      ðïõ ôïí óõìâïëßæïõìå, ùò óõíÞèùò, ùò

ìêä(1     ). ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå  ∈ Z ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí äéáéñåôþí

ôïý  óõìðßðôåé ìå ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí äéáéñåôþí ôïý − ÅðïìÝíùò,
ìêä(1     ) = ìêä(|1|      ||)

äçëáäÞ ï ìêä ôùí 1      åßíáé áíåîÜñôçôïò ôùí ðñïóÞìùí ôïõò. Åðßóçò,

åðåéäÞ  | 0 ∀ ∈ Z Ý·ïõìå ìêä(0 1     ) = ìêä(1     ) (Óýìâáóç: Åß-

íáé äõíáôÞ ç åðÝêôáóç ôÞò åííïßáò ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç áêüìç êáé üôáí

1 = · · · =  = 0 Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, èÝôïõìå ìêä(0     0) := 0)

5.1.3 Ðñüôáóç. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé 1      ∈ Z ôüôå Ýíáò  ∈ N0 éóïýôáé
ìå ôïí ìêä(1     ) åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
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(i)  | 1      | 
(ii) ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ Z , ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  | 1      |  Ý·ïõìå  | 

5.1.4 Óçìåßùóç. (i) Óôïí áñ·éêü ïñéóìü ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç

ìêä(1     ) (üôáí ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí 1      åßíáé 6= 0) õðåé-

óÝñ·åôáé êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêü ç óõíÞèçò äéÜôáîç “ ≤ ” ôùí áêåñáßùí

áñéèìþí. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, ãéá íá ãåíéêåõèåß ç Ýííïéá ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý

äéáéñÝôç óå ôõ·ïýóåò áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò ðïõ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åöïäéáóìÝíåò
ìå êÜðïéá ó·Ýóç äéáôÜîåùò (ìå ôï åðßèåôï ìÝãéóôïò õðåíèõìßæïí áðëþò ôçí

ðñïÝëåõóç ôïý üñïõ) ·ñçóéìïðïéåßôáé ìéá åëáöñÜ ðáñáëëáãÞ1 ôÞò áíùôÝñù

ðñïôÜóåùò 5.1.3 (âë. ïñéóìü 5.2.9). Ùóôüóï, åßíáé áðáñáßôçôï íá ôïíéóèåß üôé, åí

ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, äåí ðñÝðåé íá èåùñåßôáé åí ãÝíåé ùò äåäïìÝíç ïýôå ç ýðáñîç
(ôÝôïéùí ãåíéêåõìÝíùí) ìåãßóôùí êïéíþí äéáéñåôþí ïýôå ç ìïíáäéêüôçôÜ ôïõò
(üôáí õðÜñ·ïõí).

(ii) Ùò ãíùóôüí, ìÝóù ôÞò åêôåëÝóåùò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò åõêëåéäåßùí äéáé-

ñÝóåùí åßíáé äõíáôüò ï ðñïóäéïñéóìüò ôïý ìåãßóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç ìêä( )

ïéùíäÞðïôå   ∈ Zr{0} Ôïýôï ãåíéêåýåôáé êáôáëëÞëùò êáé ãéá ïéáäÞðïôå

åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ. (Âë. ðñüôáóç 5.4.28.)

I ÅëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï. ¸óôù üôé  ∈ N  ≥ 2 êáé üôé ïé 1     
åßíáé ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Ðñïöáíþò ï öõóéêüò áñéèìüò |1 · · · | åß-
íáé Ýíá êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí 1     . Ùò åê ôïýôïõ, ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí

ðïëëáðëáóßùí ôùí 1      åßíáé ìç êåíü êáé äéáèÝôåé Ýíá (êáé ìüíïí) åëÜ·éóôï
óôïé·åßï. Ôï óôïé·åßï áõôü åßíáé ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí 1     
ðïõ ôï óõìâïëßæïõìå, ùò óõíÞèùò, ùò åêð(1     ) ÅðåéäÞ ôï óýíïëï ôùí èå-

ôéêþí ðïëëáðëáóßùí ôùí 1      éóïýôáé ìå ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí ðïëëáðëá-

óßùí ôùí |1|      ||  óõìðåñáßíïõìå üôé åêð(1     ) = åêð(|1|      ||)
(Óýìâáóç: Åßíáé äõíáôÞ ç åðÝêôáóç ôÞò åííïßáò ôïý åëá·ßóôïõ êïéíïý ðïëëá-

ðëáóßïõ áêüìç êáé üôáí ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí 1      åßíáé= 0Åí ôïéáýôç

ðåñéðôþóåé, èÝôïõìå åêð(1     ) := 0)

5.1.5 Ðñüôáóç. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé 1      ∈ Z ôüôå Ýíáò  ∈ N0 éóïýôáé ìå
ôï åêð(1     ) åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) 1 |       | 
(ii) ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ Z ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé 1 |       |  Ý·ïõìå  | 

5.1.6 Óçìåßùóç. Êáô' áíáëïãßáí ðñïò ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôï åäÜöéï 5.1.4 (i),

ãéá íá ãåíéêåõèåß ç Ýííïéá ôïý åëá·ßóôïõ êïéíïý ðïëëáðëáóßïõ óå ôõ·ïýóåò áêÝ-
ñáéåò ðåñéï·Ýò (ìå ôï åðßèåôï åëÜ·éóôï õðåíèõìßæïí áðëþò ôçí ðñïÝëåõóç ôïý

üñïõ) ·ñçóéìïðïéåßôáé ìéá åëáöñÜ ðáñáëëáãÞ ôÞò áíùôÝñù ðñïôÜóåùò 5.1.5 (âë.

1Ç åëáöñÜ ðáñáëëáãÞ Ýãêåéôáé óôï üôé ï (ãåíéêåõìÝíïò) ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò (üôáí õðÜñ·åé), äåí õðï·ñåïýôáé

íá áíÞêåé êáô' áíÜãêçí óå êÜðïéï ðñïêáèïñéóìÝíï ãíÞóéï õðïóýíïëï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò áíáöïñÜò.
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ïñéóìü 5.2.20). Âåâáßùò, êáé åäþ äåí ðñÝðåé íá èåùñåßôáé åí ãÝíåé ùò äåäïìÝíç

ïýôå ç ýðáñîç (ôÝôïéùí ãåíéêåõìÝíùí) åëá·ßóôùí êïéíþí ðïëëáðëáóßùí ïýôå ç
ìïíáäéêüôçôÜ ôïõò (üôáí õðÜñ·ïõí).

I Ï ñüëïò ôùí ðñþôùí áñéèìþí. Ïé ðñþôïé áñéèìïß (Þôïé ïé áêÝñáéïé áñéèìïß
 ≥ 2 ïé Ý·ïíôåò ôïõò ±1 êáé ± ùò ìïíáäéêïýò äéáéñÝôåò ôïõò) áðïôåëïýí ôïõò

äïìéêïýò ëßèïõò ôùí ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí áñéèìþí õðü ôçí åîÞò Ýííïéá: ÊÜèå

 ∈ Zr{0±1} ðáñéóôÜôáé ùò ãéíüìåíï

 = sign()11 22 · · ·   (5.2)

üðïõ  ∈ N êáé 1      êáôÜëëçëïé óáöþò äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé áñéèìïß

õøïýìåíïé óå êáôÜëëçëåò èåôéêÝò áêÝñáéåò äõíÜìåéò 1      (Ç ðáñÜóôáóç

áõôÞ åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, ìç ëáìâáíïìÝíçò õð' üøéí ôÞò äéáôÜîåùò ôùí

1      ãéá êÜèå  ∈ Zr{0±1}.) Äýï éêáíÝò êáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò, õðü ôéò

ïðïßåò ç áðüëõôç ôéìÞ åíüò áêåñáßïõ áñéèìïý åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, äßäïíôáé óôéò

ðñïôÜóåéò 5.1.7 êáé 5.1.8.

5.1.7 Ðñüôáóç. ¸óôù  ∈ Z Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) O || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.
(ii)  ∈ Zr{0±1} êáé ãéá   ∈ Z éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ :

[ |  =⇒ åßôå  |  åßôå  | ]

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅðåéäÞ ï || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, Ý·ïõìå  ∈ Zr{0±1}
ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí   ∈ Z êáé  |  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ Z :  =  Óôçí

ðåñßðôùóç üðïõ  = 0 Ý·ïõìå åßôå  = 0 åßôå  = 0 ïðüôå  = 0 êáé åßôå  | 
åßôå  |  Ðñïöáíþò,  ∈ {±1} (äéüôé  ∈ Zr{0} êáé || ≥ 2). Óôçí ðåñßðôùóç

üðïõ || ≥ 2 ï ||  üíôáò ðñþôïò áñéèìüò, åßíáé äéáéñÝôçò ôïõëÜ·éóôïí åíüò åê

ôùí ||  ||  ïðüôå åßôå  |  åßôå  | 
(ii)⇒(i) ÅÜí  ∈ Zr{0±1} êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá  ∈ Zr{0} ðïõ åßíáé

äéáéñÝôçò ôïý  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ Zr{0} :  =  ÅðåéäÞ  =  · 1
Ý·ïõìå  |  ïðüôå (åî õðïèÝóåùò) åßôå  |  åßôå  |  ÅÜí  |  ôüôå || = ||
êáé || = 1 ïðüôå ï || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò. Êáô' áíáëïãßáí, åÜí  |  ôüôå
|| = || êáé || = 1 ïðüôå ï || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò. ¤

5.1.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  ∈ Z Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) O || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.
(ii)  ∈ Zr{0±1} êáé ãéá   ∈ Z éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ :

[ =  =⇒ åßôå  ∈ {±1} åßôå  ∈ {±1}]
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Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅðåéäÞ ï || åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, Ý·ïõìå  ∈ Zr{0±1}
ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí   ∈ Z êáé  =  ôüôå || = || ||  ïðüôå åßôå || = || êáé
|| = 1 (⇔  ∈ {±1}) åßôå || = || êáé || = 1 (⇔  ∈ {±1}).
(ii)⇒(i) ÅÜí  ∈ Zr{0±1} êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá  ∈ Zr{0} ðïõ äéáéñåß

ôïí  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ Zr{0} :  =  Åî õðïèÝóåùò, åßôå  ∈ {±1}
åßôå  ∈ {±1} ÅÜí  ∈ {±1} ôüôå || = || êáé åÜí  ∈ {±1} ôüôå || = ||  ïðüôå
ôï 1 êáé ï || åßíáé ïé ìüíïé èåôéêïß äéáéñÝôåò ôïý || Áõôü óçìáßíåé üôé ï || åßíáé
ðñþôïò áñéèìüò. ¤

5.1.9 Óçìåßùóç. Ãéá ôç ãåíßêåõóç ôÞò åííïßáò ôïý ðñþôïõ áñéèìïý óå ôõ·ïýóåò
áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò ·ñçóéìïðïéïýíôáé Üìåóåò ãåíéêåýóåéò áìöïôÝñùí ôùí óõíèç-

êþí 5.1.7 (ii) êáé 5.1.8 (ii). ÁõôÝò ïäçãïýí óôïõò ïñéóìïýò ôùí åííïéþí ðñþôï
óôïé·åßï êáé áíÜãùãï óôïé·åßï (âë. 5.3.1 êáé 5.3.2, áíôéóôïß·ùò). Ðáñüôé ïé óõí-

èÞêåò 5.1.7 (ii) êáé 5.1.8 (ii) åßíáé éóïäýíáìåò óôïí Z Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ìéáò

áêåñáßáò ðåñéï·Þò ðïõ äåí åßíáé Ð.Ê.É. (Þ ôïõëÜ·éóôïí Ð.Ì.Ð.) äåí åßíáé êáô'

áíÜãêçí ðñþôï! (Âë. 5.3.3 (iv), 5.3.4 (iii), (iv), êáé 5.6.3 (ii).)

ÄïèÝíôùí  ìç ìçäåíéêþí áêåñáßùí áñéèìþí 1      ( ∈ N  ≥ 2)

åßíáé äõíáôüí íá äïèïýí ·ñÞóéìåò åêöñÜóåéò ãéá ôïí ìêä(1     ) êáé ôï

åêð(1     ) ìÝóù ôÞò ðáñáóôÜóåùò (5.2) êáèåíüò åî áõôþí ùò ãéíïìÝíïõ ðñþ-

ôùí áñéèìþí.

5.1.10 Ðñüôáóç. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé 1      ∈ Zr{0} ìå

|1| = 
11
1 · · · 1         || = 

1
1 · · ·  

üðïõ ïé 1      åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé êáé ïé   ∈ {1  }
 ∈ {1  } ìç áñíçôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß, ôüôå

ìêä(1     ) =
Y
=1


min{1}
 (5.3)

êáé

åêð(1     ) =
Y
=1


max{1}
  (5.4)

ÔÝëïò, ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò êáé ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï äýï áêå-

ñáßùí áñéèìþí óõó·åôßæïíôáé ùò áêïëïýèùò:

5.1.11 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ Z Ý·ïõìå

ìêä( )åêð( ) = ||  (5.5)
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5.1.12 Óçìåßùóç. ÊáôÜëëçëåò ãåíéêåýóåéò ôùí (5.3), (5.4) êáé (5.5) åîáêïëïõèïýí

íá éó·ýïõí óôéò ëåãüìåíåò ðåñéï·Ýò ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò. (Âë. ïñé-
óìü 5.6.2, èåþñçìá 5.6.13 êáé ðüñéóìá 5.6.14.)

5.2 ÈÅÌÅËÉÙÄÅÉÓ ÏÑÉÓÌÏÉ ÊÁÉ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ

5.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò.

(i) ¸óôù  ∈  ËÝìå üôé ôï  åßíáé äéáéñÝôçò åíüò  ∈  (åíôüò ôïý  êáé óç-

ìåéþíïõìå2:  | ) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé ç

éóüôçôá  = 

(ii) Äõï óôïé·åßá   ∈  ëÝãïíôáé óõíôñïöéêÜ (Þ óõíåôáéñéêÜ) üôáí  |  êáé, ôáõ-
ôï·ñüíùò,  |  Åðßóçò, üôáí éêáíïðïéïýíôáé áõôÝò ïé óõíèÞêåò, áíáöÝñïõìå ôï

 ùò óýíôñïöï ôïý  (Þ, éóïäõíÜìùò, ëüãù óõììåôñßáò, ôï  ùò óýíôñïöï ôïý ).

5.2.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss ôï

óôïé·åßï 3− 4 åßíáé äéáéñÝôçò ôïý 89− 77 äéüôé

(3− 4) (23 + 5) = 89− 77

(ii) Åíôüò ôïý äáêôõëßïõ R× Z ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ ôïý óþìáôïò R ôùí

ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí (âë. 1.1.4 (v))

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(
√
112 7)(

√
11−2 1) = (11 7)  (11 7) (11−

1
22 1) = (

√
112 7)

(üðïõ3  = 3 14159 ), ïðüôå ôá óôïé·åßá (
√
112 7) êáé (11 7) åßíáé óõíôñïöéêÜ.

5.2.3 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i)  | 0 ∀ ∈  êáé åÜí  ∈  êáé 0 |  ôüôå  = 0
(ii) ÅÜí   ∈  êáé  |  ôüôå  |  ∀ ∈ 

(iii) ÅÜí    ∈  ôÝôïéá þóôå  |  êáé  |  ôüôå  | 
(iv) ÅÜí    ∈  ôÝôïéá þóôå  |  êáé  |  ôüôå 4

 | +  ∀ ( ) ∈ ×

(v) ÅÜí ï äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò êáé Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå  | 
1 |  ∀ ∈  êáé

 | 1 ⇐⇒  ∈ ×
2Êáô' áíáëïãßáí, üôáí ôï  äåí äéáéñåß ôï  ãñÜöïõìå  - 
3 = ï ëüãïò ôïý ìÞêïõò ôÞò ðåñéöÝñåéáò åíüò êýêëïõ ðñïò ôç äéÜìåôñü ôïõ.

4Ãåíéêüôåñá, åÜí  ∈ N 1      ∈  êáé  |  ãéá êÜèå  ∈ {1     } ôüôå (áêïëïõèþíôáò ôçí ßäéá

óõëëïãéóôéêÞ) Ý·ïõìå  | P
=1  ãéá ïéáäÞðïôå 1      ∈ 
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Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò, 0 = 0 · ïðüôå  | 0 ãéá êÜèå  ∈ Êáé åÜí  ∈ 

êáé 0 |  ôüôå ∃ ∈  :  =  · 0 = 0
(ii) Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

 |  =⇒ (∃ ∈  :  = ) =⇒ (∃ ∈  :  = ) =⇒  | 

(iii) ÅÜí    ∈  ìå  |  êáé  |  ôüôå õðÜñ·ïõí   ∈  ôÝôïéá þóôå

 = 

 = 

¾
=⇒  =  =⇒  | 

(iv) ÅÜí    ∈  ìå  |  êáé  |  ôüôå õðÜñ·ïõí 0 00 ∈  ôÝôïéá þóôå ãéá

ïéáäÞðïôå   ∈  íá éó·ýåé

 = 0

 = 00

¾
=⇒ +  =  (0+ 00) =⇒  | + 

(v) Ðñïöáíþò,  =  · 1 = 1 ·  ãéá êÜèå  ∈  êáé

 | 1 ⇐⇒ ∃ ∈  : 1 = 

ôï ïðïßï, ëüãù ôÞò éäéüôçôáò ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò åíôüò ôïý ( = ) éóïäõíá-

ìåß ìå ôï üôé  ∈ × ¤

5.2.4 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï. ÅÜí    ∈  ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i)  | ⇐⇒ hi ⊆ hi 
(ii) Ôá  êáé  åßíáé óõíôñïöéêÜ⇐⇒ hi = hi 
(iii) Ç ó·Ýóç [ ∼

óõí.
⇐⇒

ïñó
ôá  êáé  åßíáé óõíôñïöéêÜ ] áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõ-

íáìßáò åðß ôïý 

(iv)  ∼
óõí.

0 ⇐⇒  = 0  ∼
óõí.

1 ⇐⇒  ∈ × êáé

 ∈ × ⇐⇒  |  ∀ ∈ 

(v) ÅÜí  =  üðïõ  ∈ × ôüôå ôá  êáé  åßíáé óõíôñïöéêÜ. ÅÜí, ìÜëéóôá, ï 
åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  |  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ìå  =  ïðüôå  ∈ hi 
ÅîÜëëïõ, ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ hi õðÜñ·åé êÜðïéï  ìå  =  ïðüôå

 = ()  = () =⇒  ∈ hi =⇒ hi ⊆ hi 

(ii) Ðñïöáíþò, ôá  êáé  åßíáé óõíôñïöéêÜ åÜí êáé ìüíïí åÜí

 |  êáé  | ⇐⇒
(i)

hi ⊆ hi êáé hi ⊆ hi⇐⇒ hi = hi 
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(iii) Ðñüäçëï ëüãù ôïý (ii).

(iv) Ç ðñþôç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ Ýðåôáé áðü ôï (i) êáé ç äåýôåñç áðü ôï (v)

ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.3. Óå ü,ôé áöïñÜ óôçí ôñßôç, åÜí ôï  åßíáé áíôéóôñÝøéìï, ôüôå

 = 
¡
−1

¢
 ∀ ∈  =⇒  |  ∀ ∈ 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  |  ãéá êÜèå  ∈  èÝôïíôáò  = 1 ëáìâÜíïõìå ôçí

áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ  | 1 ⇐⇒  ∈ × (âë. ôï (v) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.3).

(v) ÅÜí  =  üðïõ  ∈ × ôüôå  = −1 ïðüôå  ∼
óõí.

 Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé  ∼
óõí.

 ôüôå õðÜñ·ïõí   ∈  ôÝôïéá þóôå

 = 

 = 

¾
=⇒  = 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé åßôå  =  = 0 (ïðüôå 0 = 0 ·  ∀ ∈ ×) åßôå 1 = 

(âë. 1.2.5), Þôïé   ∈ × ¤

5.2.5 Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå æåýãïò   óôïé·åßùí ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  éó·ýåé ç
áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ :

 ∼
óõí.

⇐⇒ [∃ ∈ × :  = ] 

(Áõôü ôï  åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï üôáí   ∈ r{0})

Áðïäåéîç. Ç áíùôÝñù áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ åßíáé áëçèÞò ëüãù ôïý (v) ôÞò

ðñïôÜóåùò 5.2.4. ¼ôáí ôá   åßíáé ìç ìçäåíéêÜ, áõôü ôï  ∈ × åßíáé ìïíïóçìÜ-

íôùò ïñéóìÝíï ëüãù ôïý êáíüíá ôÞò äéáãñáöÞò 1.2.5. ¤

5.2.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Åíôüò åíüò óþìáôïò  ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ôïý

r{0} åßíáé óõíôñïöéêÜ, äéüôé  = −1 êáé −1 ∈ × = r{0}
(ii) Åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ôá ìüíá óõíôñïöéêÜ óôïé·åßá

åíüò  ∈ Z åßíáé ôá ± êáèüôé Z× = {±1}

5.2.7 ÐáñáôÞñçóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí ôá     åßíáé óôïé·åßá

ôÞò  ìå  ∼
óõí.

 êáé  ∼
óõí.

 ôüôå  ∼
óõí.

 (ÐñÜãìáôé° åÜí õðÜñ·ïõí   ∈ ×

ôÝôïéá íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò  =  êáé  =  ôüôå  = () üðïõ  ∈ ×)
Ùóôüóï, åí ãÝíåé äåí éó·ýåé + ∼

óõí.
+ üðùò äéáðéóôþíïõìå, åðß ðáñáäåßãìáôé,

üôáí  = Z[]  =  = 1 êáé  = 1 + 2  = −2 +  (ÐñÜãìáôé° 1 ∼
óõí.

1 êáé

1 + 2 =  (−2 + )  ïðüôå 1 + 2 ∼
óõí.
−2 +  áëëÜ ôá 2 + 2 êáé −1 +  äåí åßíáé

óõíôñïöéêÜ.)
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5.2.8 Óçìåßùóç. ¸óôù  Ýíá óôïé·åßï ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  ÅðåéäÞ ïé óý-

íôñïöïé ôïý  êáé ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôÞò  åßíáé ðÜíôïôå äéáéñÝôåò ôïý

 åßèéóôáé êÜèå  ∈ r× ôï ïðïßï åßíáé äéáéñÝôçò ôïý  ·ùñßò íá åßíáé ôáõ-

ôï·ñüíùò êáé óýíôñïöüò ôïõ, íá êáëåßôáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý  (Ðñïöáíþò,

óýìöùíá ìå áõôüí ôïí ïñéóìü, ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôÞò  äåí äéáèÝôïõí êá-

íÝíáí ãíÞóéï äéáéñÝôç, åíþ ïé ãíÞóéïé äéáéñÝôåò ôïý 0 åßíáé ôá óôïé·åßá ôïý óõ-

íüëïõ r (× ∪ {0}).)
(i) ÂÜóåé ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.4, ôï  åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý  åÜí êáé
ìüíïí åÜí hi $ hi $ 

(ii) ÅÜí   ∈   ∈ r{0} êáé  =  ôüôå ôï óôïé·åßï  åßíáé ãíÞóéïò äéáé-
ñÝôçò ôïý  ⇐⇒ ôï  åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý . (Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôéò

áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò  ∈ × ⇐⇒  ∼
óõí.

 êáé  ∈ × ⇐⇒  ∼
óõí.

)

5.2.9 Ïñéóìüò. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 êáé

ôá 1      óôïé·åßá ôïý  ôüôå Ýíá óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé ìÝãéóôïò êïéíüò

äéáéñÝôçò ôùí 1      üôáí éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i)  | 1      | 
(ii) ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  | 1      |  Ý·ïõìå  | 
ÈÝôïõìå

ÌÊÄ(1     ) :=

½
 ∈ 

¯̄̄̄
 ìÝãéóôïò êïéíüò

äéáéñÝôçò ôùí 1     

¾


5.2.10 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí 1      ∈ Z ôüôå (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý óõíÞ-

èïõò ïñéóìïý ôïý ìêä(1     ) ôïý èåóðéæüìåíïõ åíôüò ôïý ðëáéóßïõ ôÞò Óôïé-

·åéþäïõò Èåùñßáò Áñéèìþí) äéáðéóôþíïõìå üôé

ÌÊÄZ(1     ) = {±ìêä(1     )} 
ÊáôÜ óõíÝðåéáí, óôïí Z áðü äáêôõëéïèåùñçôéêÞ óêïðéÜ (Þôïé áêïëïõèþíôáò

ôïí ïñéóìü 5.2.9), ïé 1      Ý·ïõí áìöüôåñïõò ôïõò ìêä(1     ) êáé

−ìêä(1     ) ùò ìåãßóôïõò êïéíïýò äéáéñÝôåò ôïõò êáé
ìêä(1     ) 6= −ìêä(1     )⇔ ∃ ∈ {1     } :  6= 0

(ii) Èåùñïýìå ôï óýíïëï  = {1 2 3 4 5 6} êáé ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ P () 

Óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç 1-9, ç ôñéÜäá (P () 4∩) áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü

äáêôýëéï ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí

1 = {2}  2 = {2 3}  3 = {1 3}   = {1 2 3} 
ôüôå

1 ∩ = 1 2 ∩ = 2 3 ∩ = 3 =⇒  |    = 1 2 3
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ÅîÜëëïõ, ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈ P () åßíáé äéáéñÝôçò ôùí   = 1 2 3 ïöåß-

ëåé íá ðåñéÝ·åé ôï  ïðüôå

 ⊆  =⇒  =  ∩ =⇒  | 

ÅðïìÝíùò,  ∈ÌÊÄP()(1 2 3)

5.2.11 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 êáé
ôá 1      óôïé·åßá ôïý  ôüôå

(i) ôï óýíïëï ÌÊÄ(1     ) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç êåíü (âë. 5.2.43 (i)),

(ii) ôï ÌÊÄ(1     ) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóýíïëï (âë. 5.2.10 (i)) êáé

(iii) üôáí ÌÊÄ(1     ) 6= ∅ êÜèå ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1     
åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò (Þôïé ïéïóäÞðïôå Üë-

ëïò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1      ïöåßëåé íá åßíáé óýíôñïöïò áõôïý).

Ôïýôï áðïäåéêíýåôáé óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

5.2.12 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 ôá
1      óôïé·åßá ôïý  êáé  ∈ÌÊÄ(1     ) ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí  ∼
óõí.

0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ôüôå 0 ∈ÌÊÄ(1     )

(ii) ÅÜí 0 ∈ÌÊÄ(1     ) ôüôå  ∼
óõí.

0

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  ∼
óõí.

0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ôüôå

0 |  =⇒ ∃ ∈  :  = 0

∃0 ∈  :  = 0  ∀ ∈ {1  }

)
=⇒  = 00  ∀ ∈ {1  }

ïðüôå 0 |  ãéá êÜèå  ∈ {1  } ÅîÜëëïõ, ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ãéá ôï ïðïßï

éó·ýåé  | 1      |  Ý·ïõìå  |  êáé êáô' åðÝêôáóç  | 0 (áöïý åî õðïèÝóåùò

 | 0 âë. 5.2.3 (iii)).
(ii) ÅÜí ôï 0 ∈  åßíáé Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1      ôüôå ëüãù

ôùí (i) êáé (ii) ôïý ïñéóìïý 5.2.9 éó·ýïõí ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò  | 0 êáé 0 | 
ïðüôå  ∼

óõí.
0 ¤

5.2.13 Ðüñéóìá. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 ôá
1      óôïé·åßá ôïý  êáé  ∈ÌÊÄ(1     ) ôüôå

 = 0 ⇐⇒ 1 = · · · =  = 0 ⇐⇒ÌÊÄ(1     ) = {0}

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 ∈ r{0}⇐⇒ ∃ ∈ {1     } :  ∈ r{0}



§ 5.2 èåìåëéùäåéò ïñéóìïé êáé éäéïôçôåò 189

Áðïäåéîç. ÅÜí  = 0 ôüôå 0 |  ãéá êÜèå  ∈ {1     } ïðüôå ëüãù ôïý (i)

ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.3 ëáìâÜíïõìå 1 = · · · =  = 0Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éó·ýåé

1 = · · · =  = 0 ôüôå ôï 0 ðëçñïß áìöüôåñåò ôéò óõíèÞêåò (i) êáé (ii) ôïý ïñé-

óìïý 5.2.9, ïðüôå 0 ∈ÌÊÄ(0     0)¸óôù ôõ·þí  ∈ÌÊÄ(0     0)

Ôüôå  ∼
óõí.

0 (ëüãù ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.12), ïðüôå  = 0 (ëüãù ôïý (iv)

ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.4). ¤

5.2.14 Èåþñçìá. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé åÜí ôá  1 2      åßíáé óôïé·åßá
åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóï-
äýíáìá :

(i)  ∈ÌÊÄ(1     ) êáé

 = 11 + 22 + · · ·+ 

ãéá êÜðïéá 1 2      ∈ 

(ii) hi = h1 2     i (= h1i+ h2i · · ·+ hi) 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1     
êáé  = 11 + · · ·+  ãéá êÜðïéá 1      ∈  ôüôå ðñïöáíþò

 ∈ h1 2     i =⇒ hi ⊆ h1 2     i 

ÅîÜëëïõ, ãéá êÜèå  ∈ {1     } Ý·ïõìå  |  =⇒ (∃ ∈  :  = )  ïðüôå

ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï

11 + 22 + · · ·+  ∈ h1 2     i  1      ∈ 

äéáðéóôþíïõìå üôé

11 + · · ·+  = (11 + · · ·+ )  ∈ hi 

¢ñá ôåëéêþò hi = h1 2     i 
(ii)⇒(i) ÅÜí hi = h1 2     i  ôüôå ðñïöáíþò  = 11 + 22 + · · · + 
ãéá êÜðïéá 1 2      ∈  ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá êÜèå  ∈ {1     } Ý·ïõìå

 ∈ hi =⇒  |  

ÅîÜëëïõ, ïéïäÞðïôå  ∈  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  | 1      |  åßíáé äéáéñÝôçò
ôïý  = 11+22+ · · ·+ (âë. 5.2.3 (v)). ¢ñá ôï  åßíáé Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò

äéáéñÝôçò ôùí 1 2      ¤

5.2.15 Ðüñéóìá. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé åÜí ôá 1 2      åßíáé óôïé-
·åßá åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ êõñßùí éäåùäþí  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå
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ÌÊÄ(1     ) 6= ∅ åíþ êÜèå  ∈ ÌÊÄ(1     ) ðáñéóôÜôáé õðü ôç
ìïñöÞ

 = 11 + 22 + · · ·+  (5.6)

ãéá êÜðïéá 1 2      ∈ 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï  åßíáé Ä.Ê.É., õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï 0 ∈  ôÝôïéï þóôå

íá éó·ýåé ç éóüôçôá h0i = h1 2     i  ïðüôå ôï 0 ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

(5.6). ÊáôÜ ôï èåþñçìá 5.2.14 ôï 0 åßíáé Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí

1 2     ÁëëÜ êáé ïéïóäÞðïôå ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò  ôùí 1 2     
ìðïñåß íá ãñáöåß êáô' áõôüí ôïí ôñüðï, áöïý  ∼

óõí.
0 ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé

hi = h0i  ¤

5.2.16 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé  ∈ N  ≥ 2 êáé üôé ôá 1 2      åßíáé ìç ìçäå-

íéêÜ óôïé·åßá åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ËÝìå üôé ôá

1 2      åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá (Þ üôé åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá) üôáí

1 ∈ÌÊÄ(1     )

5.2.17 Ðüñéóìá. (Bªzout) ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé åÜí ôá 1 2      åßíáé óôïé-
·åßá åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ êõñßùí éäåùäþí  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôá
1 2      åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá åÜí êáé ìüíïí åÜí

11 + 22 + · · ·+  = 1 (5.7)

ãéá êÜðïéá 1 2      ∈  Þ -éóïäõíÜìùò- åÜí êáé ìüíïí åÜí

1 +2 + · · ·+ = 

Áðïäåéîç. ÅÜí ôá 1 2      åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå Ýíáò ìÝãéóôïò êïé-

íüò äéáéñÝôçò ôïõò åßíáé ôï 1 ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý

ðïñßóìáôïò 5.2.15. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

11 + 22 + · · ·+  = 1

ãéá êÜðïéá 1 2      ∈  ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈  ãéá ôï ïðïßï

éó·ýåé  | 1      |  Ý·ïõìå  | 1 (âë. ôï (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.3). ÅðåéäÞ

ðñïöáíþò 1 | 1     1 |  óõìðåñáßíïõìå (áðåõèåßáò áðï ôïí ïñéóìü 5.2.9)

üôé 1 ∈ÌÊÄ(1     ) ¤

5.2.18 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  äåí åßíáé Ä.Ê.É., ôüôå ïé éóüôçôåò (5.6) êáé (5.7) äåí

éó·ýïõí ðÜíôïôå. ¼ôáí, ð.·.,  = Z[
√−5] ôüôå ôá 2 êáé 1 +

√−5 åßíáé ó·åôé-

êþò ðñþôá, ·ùñßò íá õößóôáôáé éóüôçôá ôÞò ìïñöÞò (5.7). ÐñÜãìáôé° ôï 1 åßíáé
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(ðñïöáíÞò) äéáéñÝôçò áõôþí ôùí óôïé·åßùí. ÕðïèÝôïíôáò üôé õðÜñ·ïõí êÜðïéïé

  ∈ Z (ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åî áõôþí äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò), ôÝôïéïé þóôå

+ 
√−5 | 2 + 

√−5 | 1 +√−5

èá õðÜñ·ïõí êÜðïéïé   ∈ Z ìå

1 +
√−5 = (+ 

√−5)(+ 
√−5) = (− 5) + (+ )

√−5

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ½
− 5 = 1
+  = 1

¾
=⇒

(
 = +5

2+52 

 = −
2+52

)
 (5.8)

Äéáêñßíïõìå ôñåéò ðåñéðôþóåéò: (i)  = . Ôüôå  = 1

 êáé åðåéäÞ  ∈ Z Ý·ïõìå

 = ±1, ïðüôå

+ 
√−5 = ± ¡1 +√−5¢ 

ÅðåéäÞ áõôü åßíáé äéáéñÝôçò êáé ôïý 2 èá ðñÝðåé íá éó·ýåé ç éóüôçôá

2 = (1 +
√−5)(+ 

√−5) (5.9)

ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z. Èåùñþíôáò ôïýò óõæõãåßò êáé óôá äýï ìÝëç ôÞò (5.9) êá-

ôáëÞãïõìå óôçí

2 = (1−√−5)(− 
√−5) (5.10)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò (5.9) êáé (5.10) ëáìâÜíïõìå

4 = 6
¡
2 + 52

¢
 (5.11)

¼ìùò ç éó·ýò ôÞò ùò Üíù éóüôçôáò (5.11) åßíáé áäýíáôç, êáèüôé ôï äåîéü ôçò ìÝëïò

åßíáé ðñïöáíþò 4, üôáí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí   åßíáé äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò,

êáé åßíáé = 0, üôáí  =  = 0.

(ii)  6=  êáé  6= 0. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç,

1 ≤ |− | ≤ ||+ || ≤ 2 + 2  2 + 52 =⇒ 0  || = |− |
2 + 52

 1

(âë. (5.8)), ðñÜãìá Üôïðï, äéüôé -åî õðïèÝóåùò-  ∈ Z.
(iii)  6=  êáé  = 0. Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ ðåñßðôùóç Ý·ïõìå (ëüãù ôùí (5.8)):

Z 3  =  =
1


=⇒  = ±1 =⇒ + 

√−5 = ±1

ðïõ åßíáé äéáéñÝôçò ôïý 1¢ñá ïé 2 êáé 1 +
√−5 åßíáé üíôùò ó·åôéêþò ðñþôïé.
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Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ Z[
√−5] ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç

(5.7):

21 +
¡
1 +
√−5¢ 2 = 1

ãéá ôá åí ëüãù óôïé·åßá, êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï, äéüôé áõôÞ éóïäõíáìåß ìå ôçí

(1−√−5)(1 +√−5)1 + 3(1 +
√−5)2 = 3

Ý·ïõóá ôï 1 +
√−5 ùò äéáéñÝôç ôïý áñéóôåñïý ôçò áëëÜ ü·é êáé ôïý äåîéïý ôçò

ìÝëïõò! (Óôï åäÜöéï 4.2.13 åß·áìå áðïäåßîåé ìå áíÜëïãïõò óõëëïãéóìïýò üôé ôï

éäåþäåò

2 1 +

√−5® äåí åßíáé êýñéï!)

5.2.19 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êõñßùí éäåùäþí
ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé    ∈  Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí  |  êáé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå  | 
(ii) ÅÜí  |   |  êáé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå  | 
(iii) ÅÜí  |  êáé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå êáé ôá  êáé  åßíáé ó·åôéêþò
ðñþôá.

Áðïäåéîç. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå, óýìöùíá ìå

ôï ðüñéóìá 5.2.17, õðÜñ·ïõí   ∈  ìå +  = 1.

(i) ÅÜí  |  ôüôå

 = + 

 |   | 
¾
=⇒  | 

(ii) ÅÜí  |  êáé  |  ôüôå

 = + 

 |   | 
¾
=⇒  | 

(iii) ÅÜí  |  ôüôå ∃ ∈  :  =  ïðüôå

+  = 1
 = 

¾
=⇒ () +  = 1 =⇒ 1 ∈ÌÊÄ( )

(Åí ðñïêåéìÝíù, Ýãéíå ·ñÞóç ôùí (ii) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.3, êáé ôïý ðïñß-

óìáôïò 5.2.17, áíôéóôïß·ùò.) ¤

5.2.20 Ïñéóìüò. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 êáé

1      ∈  ôüôå Ýíá  ∈  êáëåßôáé åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí

1      üôáí éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) 1 |       | 
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(ii) ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé 1 |       |  Ý·ïõìå  | 
ÈÝôïõìå

ÅÊÐ(1     ) :=

½
 ∈ 

¯̄̄̄
 åëÜ·éóôï êïéíü

ðïëëáðëÜóéï ôùí 1     

¾


5.2.21 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí 1      ∈ Z ôüôå (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý óõíÞ-

èïõò ïñéóìïý ôïý åêð(1     ) ôïý èåóðéæüìåíïõ åíôüò ôïý ðëáéóßïõ ôÞò Óôïé-

·åéþäïõò Èåùñßáò Áñéèìþí) äéáðéóôþíïõìå üôé

ÅÊÐZ(1     ) = {±åêð(1     )} 
ÊáôÜ óõíÝðåéáí, óôïí Z áðü äáêôõëéïèåùñçôéêÞ óêïðéÜ (Þôïé áêïëïõèþ-

íôáò ôïí ïñéóìü 5.2.20), ïé 1      Ý·ïõí áìöüôåñá ôá åêð(1     ) êáé

−åêð(1     ) ùò åëÜ·éóôá êïéíÜ ðïëëáðëÜóéÜ ôïõò êáé

åêð(1     ) 6= − åêð(1     )⇔  6= 0 ∀ ∈ {1     }
(ii) Èåùñïýìå ôï óýíïëï  = {1 2 3 4 5 6} êáé ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ P () 

Óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç 1-9, ç ôñéÜäá (P () 4∩)áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü äá-
êôýëéï ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí 1 = {1 2 3}  2 = {1 2 4}  3 = {1 2 3 4}
êáé  = {1 2}  ôüôå

1 ∩ = 2 ∩ = 3 ∩ =  =⇒  |   = 1 2 3
ÅîÜëëïõ, ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈ P () ìå ôá    = 1 2 3 ùò äéáéñÝôåò ôïõ

ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åôáé ôáõôï·ñüíùò óôá    = 1 2 3 Üñá êáé óôçí ôïìÞ áõôþí,

ïðüôå

 ⊆  =⇒  =  ∩ =⇒  | 
ÅðïìÝíùò,  ∈ EÊÐP()(1 2 3)

5.2.22 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 êáé
ôá 1      óôïé·åßá ôïý  ôüôå

(i) ôï óýíïëï ÅÊÐ(1     ) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç êåíü (âë. 5.2.43 (ii)),

(ii) ôï ÅÊÐ(1     ) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóýíïëï (âë. 5.2.21 (i)) êáé

(iii) üôáí ÅÊÐ(1     ) 6= ∅ êÜèå åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí

1      åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò (Þôïé ïéïäÞðïôå
Üëëï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí 1      ïöåßëåé íá åßíáé óýíôñïöïò áõ-

ôïý). Ôïýôï áðïäåéêíýåôáé óôçí åðüìåíç ðñüôáóç.

5.2.23 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò,  ∈ N  ≥ 2 ôá
1      óôïé·åßá ôïý  êáé  ∈ ÅÊÐ(1     ) ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí  ∼
óõí.

0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ôüôå 0 ∈ ÅÊÐ(1     )

(ii) ÅÜí ôï 0 ∈ ÅÊÐ(1     ) ôüôå  ∼
óõí.

0
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Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  ∼
óõí.

0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ôüôå

 | 0 =⇒ ∃ ∈  : 0 = 

∃0 ∈  :  = 
0
  ∀ ∈ {1  }

)
=⇒ 0 = 

0
 ∀ ∈ {1  }

ïðüôå  | 0 ãéá êÜèå  ∈ {1  } ÅîÜëëïõ, ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ãéá ôï ïðïßï

éó·ýåé 1 |       |  Ý·ïõìå  |  êáé êáô' åðÝêôáóç 0 |  (áöïý åî õðïèÝóåùò

0 |  âë. 5.2.3 (iii)).
(ii) ÅÜí ôï 0 ∈  åßíáé Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí 1      ôüôå ëüãù

ôùí (i) êáé (ii) ôïý ïñéóìïý 5.2.20 éó·ýïõí ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò  | 0 êáé 0 | 
ïðüôå  ∼

óõí.
0 ¤

5.2.24 Èåþñçìá. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé åÜí ôá  1 2      åßíáé óôïé·åßá
åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóï-
äýíáìá :

(i)  ∈ ÅÊÐ(1     )

(ii) hi = h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi 
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí

1 2      ôüôå ãéá êÜèå  ∈ {1     } Ý·ïõìå  |  ïðüôå

 ∈ hi =⇒  ∈ h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi =⇒ hi ⊆ h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi 

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí  ∈ h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi  ôüôå  ∈ hi =⇒  | 
ãéá êÜèå  ∈ {1     }, êáé åðåéäÞ ôï  åßíáé Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï

ôùí 1 2      Ý·ïõìå  |  =⇒  ∈ hi  ïðüôå h1i ∩ · · · ∩ hi ⊆ hi  ÊáôÜ

óõíÝðåéáí,

hi = h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi 

(ii)⇒(i) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé hi = h1i ∩ · · · ∩ hi  ôüôå ãéá êÜèå  ∈ {1     }
Ý·ïõìå

hi ⊆ hi =⇒  | 

åíþ ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé 1 |       |  Ý·ïõìå

 ∈ hi  ∀ ∈ {1     } =⇒  ∈ h1i ∩ · · · ∩ hi = hi =⇒  | 

Ùò åê ôïýôïõ, ôï  åßíáé Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí 1 2      ¤

5.2.25 Ðüñéóìá. ÏéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá åíüò ìåôáèåôéêïý äá-
êôõëßïõ êõñßùí éäåùäþí  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï äéáèÝôïõí ðÜíôïôå (êÜðïéï) åëÜ-
·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï.
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5.2.26 Ðüñéóìá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 ôá 1     
óôïé·åßá ôÞò  êáé  ∈ ÅÊÐ(1     ) ôüôå

 = 0 ⇐⇒ ∃ ∈ {1     } :  = 0 ⇐⇒ ÅÊÐ(1     ) = {0}

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 ∈ r{0}⇐⇒  ∈ r{0} ∀ ∈ {1     }

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  6= 0 ãéá êÜèå  ∈ {1     } ÅðåéäÞ ï èåù-

ñçèåßò äáêôýëéïò  åßíáé (åî õðïèÝóåùò) áêåñáßá ðåñéï·Þ, Ý·ïõìå
Q

=1  6= 0
ÊáôÜ ôï èåþñçìá 5.2.24,

hi = h1i ∩ · · · ∩ hi 

Ðáñáôçñïýìå üôé

0 6=
Y
=1

 ∈ h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi = hi⇒ {0} $ hi⇒  6= 0

ÅÜí ëïéðüí  = 0 ôüôå õðÜñ·åé êáô' áíÜãêçí êÜðïéïò  ∈ {1     } ìå  = 0
Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ∃ ∈ {1     } :  = 0 êáé  ∈ ÅÊÐ(1     ) ôüôå

ôï èåþñçìá 5.2.24 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

 ∈ hi (= h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi) ⊆ hi = h0i = {0}

ïðüôå  = 0 ¤

5.2.27 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí   ∈ r{0} ôüôå ïé áêüëïõ-
èåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá.

(ii) Ãéá êÜèå  ∈ r{0} ìå  |  êáé  |  Ý·ïõìå  ∈ ×

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí  ∈ r{0} êáé  |   |  ôüôå  | 1 (åðåéäÞ åî

õðïèÝóåùò 1 ∈ÌÊÄ( ) âë. 5.2.9). Áõôü óçìáßíåé üôé ∃0 ∈  : 1 = 0 áð'
üðïõ Ýðåôáé üôé  ∈ ×

(ii)⇒(i) ¸óôù  ∈  ìå  |  êáé  |  ÅðåéäÞ   ∈ r{0} Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí
 ∈ r{0} (âë. 5.2.3 (i)). Åî õðïèÝóåùò,  ∈ × Áõôü óçìáßíåé üôé ∃0 ∈  :

1 = 0 áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

 | 1
5.2.3 (v)⇒ 1 |  1 | 

¾
=⇒
5.2.9

1 ∈ÌÊÄ( )

ïðüôå ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá. ¤
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5.2.28 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé äõï ôõ·üíôá
ìç ìçäåíéêÜ óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí (êÜðïéïí) ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç, ôüôå ãéá
   ∈ r{0} ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:
(i)  ∈ÌÊÄ( )

(ii) ÕðÜñ·ïõí ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá 0 0 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå  = 0 êáé
 = 0

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí  ∈ ÌÊÄ( ) ôüôå  |  êáé  |  ïðüôå õðÜñ·ïõí
0 0 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå  = 0 êáé  = 0 Èá áðïäåßîïõìå üôé ôá 0 0

åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå  ∈  ôÝôïéï þóôå  | 0 êáé  | 0
Ôüôå õðÜñ·ïõí 00 00 ∈ r{0} ìå 0 = 00 êáé 0 = 00 ÅðïìÝíùò,

 = 00 ⇒  | 
 = 00 ⇒  | 

¾
=⇒  |  =⇒ ∃0 ∈  :  = 0

EðåéäÞ ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò  åßíáé åî õðïèÝóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, Ý·ïõìå

(1 − 0) = 0
 6= 0

¾
=⇒ 0 = 1 ⇒  ∈ ×

(âë. 1.2.5), ïðüôå 1 ∈ÌÊÄ(
0 0) (êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý ëÞììáôïò 5.2.27 ìå

ôá 0 0 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí  êáé  áíôéóôïß·ùò).

(ii)⇒(i) Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·åé êÜðïéïò 0 ∈ÌÊÄ( ) ÅðéðñïóèÝôùò, õðÜñ-

·ïõí ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá 0 0 ∈ r{0} êáé  ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå

 = 0 êáé  = 0ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 | 
 | 

¾
=⇒
5.2.9

 | 0 ⇒ ∃ ∈ r{0} : 0 = 

ÅîÜëëïõ,

0 | ⇒ ∃00 ∈ r{0} : 0 =  = 000 = 00

0 | ⇒ ∃00 ∈ r{0} : 0 =  = 000 = 00

 6= 0

⎫⎬⎭⇒
½

0 = 00

0 = 00

¾

(âë. 1.2.5), ïðüôå åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá 5.2.27 (ìå ôá 0 0 óôç èÝóç ôùí åêåß

ðáñáôåèÝíôùí  êáé  áíôéóôïß·ùò) ëáìâÜíïõìå

 | 0  | 0
1 ∈ÌÊÄ(

0 0)

¾
=⇒  ∈ ×

Áðü áõôü êáé áðü ôï ðüñéóìá 5.2.5 óõíÜãåôáé üôé 0 ∼
óõí.

 Ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò

5.2.12 ìáò ðëçñïöïñåß üôé  ∈ÌÊÄ( ) ¤
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5.2.29 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé äõï ôõ·üíôá ìç
ìçäåíéêÜ óôïé·åßá ôÞò äéáèÝôïõí (êÜðïéï) åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, ôüôå ãéá
   ∈ r{0} ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:
(i)  ∈ ÅÊÐ( )

(ii) ÕðÜñ·ïõí ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá 0 0 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå íá éó·ýïõí
ïé éóüôçôåò  = 0 = 0

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí  ∈ ÅÊÐ( ) ôüôå  |  êáé  |  ïðüôå õðÜñ·ïõí

0 0 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå  = 0 = 0 Èá áðïäåßîïõìå üôé ôá 0 0 åßíáé
ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí  ∈  ìå  | 0 êáé  | 0
ËüãùáõôÞò ôÞò åðéëïãÞò ôïý  õðÜñ·ïõí   ∈  ôÝôïéáþóôå 0 =  êáé 0 = 

ÅðåéäÞ 0 0 ∈ r{0} Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí    ∈ r{0} ÅðïìÝíùò,
 = () = ()

 6= 0

¾
=⇒  = 

(âë. 1.2.5), ïðüôå

 | 
 |  = 

¾
=⇒
5.2.20

 |  êáé  = ()⇒  | 

ÅðïìÝíùò,  ∼
óõí.

 êáé  ∈ × (âë. ïñéóìü 5.2.1 (ii) êáé ðüñéóìá 5.2.5). Åöáñ-

ìüæïíôáò ôï ëÞììá 5.2.27 (ìå ôá 0 0 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí  êáé 

áíôéóôïß·ùò) ëáìâÜíïõìå 1 ∈ÌÊÄ(
0 0)

(ii)⇒(i) Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·åé êÜðïéï 0 ∈ ÅÊÐ( ) ÅðéðñïóèÝôùò, õðÜñ-

·ïõí ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá 0 0 ∈ r{0} êáé  ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå íá

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò  = 0 = 0ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 | 
 | 

¾
=⇒
5.2.20

0 | ⇒ ∃ ∈ r{0} :  = 0

ÅîÜëëïõ,

 | 0 ⇒ ∃00 ∈ r{0} : 0 = 00

 | 0 ⇒ ∃00 ∈ r{0} : 0 = 00

¾
⇒
½

0 =  = 00
0 =  = 00

¾


ÅðåéäÞ   ∈ r{0} Ý·ïõìå ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.5 êáé ôïý ëÞììáôïò 5.2.27

(ìå ôá 0 0 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí  êáé  áíôéóôïß·ùò)

0 = 00⇒  | 0
0 = 00⇒  | 0
1 ∈ÌÊÄ(

0 0)

⎫⎬⎭ =⇒  ∈ ×

Áðü áõôü êáé áðü ôï ðüñéóìá 5.2.5 óõíÜãåôáé ç ó·Ýóç óõíôñïöéêüôçôáò  ∼
óõí.

0

Ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.23 ìáò ðëçñïöïñåß üôé  ∈ ÅÊÐ( ) ¤
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5.2.30 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé äõï ôõ·üíôá ìç ìçäåíéêÜ óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí ìÝãéóôï
êïéíü äéáéñÝôç êáé åÜí èåùñÞóïõìå   ∈ r{0} ôüôå õðÜñ·åé  ∈ r{0}
ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

 ∈ ÅÊÐ( ) êáé  =  üðïõ  ∈ÌÊÄ( )

(ii) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé äõï ôõ·üíôá ìç ìçäåíéêÜ óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí åëÜ-
·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï êáé åÜí èåùñÞóïõìå   ∈ r{0} ôüôå õðÜñ·åé  ∈
r{0} ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

 ∈ÌÊÄ( ) êáé  =  üðïõ  ∈ ÅÊÐ( )

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí   ∈ r{0} êáé  ∈ÌÊÄ( ) ôüôå óýìöùíá ìå ôï ëÞììá

5.2.28 õðÜñ·ïõí ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá 0 0 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå  = 0

êáé  = 0 ÈÝôïíôáò  := 00 ðáñáôçñïýìå üôé  = 0 = 0 Åöáñìüæïíôáò
ôç óõíåðáãùãÞ (ii)⇒(i) ôïý ëÞììáôïò 5.2.29 (ìå ôï óôïé·åßï  óôç èÝóç ôïý åêåß

ðáñáôåèÝíôïò  êáé ôï óôïé·åßï  óôç èÝóç ôïý åêåß ðáñáôåèÝíôïò ) äéáðéóôþ-

íïõìå üôé  ∈ ÅÊÐ( ) = ÅÊÐ( ) ÅðéðñïóèÝôùò, åî ïñéóìïý ôïý  Ý·ïõìå

 = 

(ii) ÅÜí   ∈ r{0} êáé  ∈ ÅÊÐ( ) ôüôå óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.2.29

õðÜñ·ïõí ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá 0 0 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå  = 0 = 0
ÅðåéäÞ  |  êáé  | áðü ôïí ïñéóìü 5.2.20 ôïý åëá·ßóôïõ êïéíïýðïëëáðëáóßïõ
Ýðåôáé üôé  |  ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ∃ ∈ r{0} ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  = 

ïðüôå

 =  = 0
 =  = 0

¾
=⇒

½
 = 0 = 0

 = 0 = 0

¾


êáèüôé ï èåùñçèåßò äáêôýëéïò  åßíáé åî õðïèÝóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. 1.2.5).

ÅðåéäÞ ôá 0 0 åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, åöáñìüæïíôáò ôç óõíåðáãùãÞ (ii)⇒(i) ôïý

ëÞììáôïò 5.2.28 äéáðéóôþíïõìå üôé  ∈ÌÊÄ( ) ¤

5.2.31 ËÞììá. ¸óôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí äõï ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò äéá-
èÝôïõí ðÜíôïôå êÜðïéïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç êáé 1 2 3 ∈  ôüôå

ÌÊÄ(1 2 3) =ÌÊÄ( 3) ∀ ∈ÌÊÄ(1 2) (5.12)

(Ùò åê ôïýôïõ,ÌÊÄ(1 2 3) 6= ∅)
Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôåò ìåãßóôïõò êïéíïýò äéáéñÝôåò  ∈ ÌÊÄ(1 2)

0 ∈ÌÊÄ( 3) êáèþò êáé ôõ·üí  ∈  ìå  |  ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3} Ðñïöá-

íþò,

0 |  êáé  | 1  | 2 ⇒ 0 | 1 êáé 0 | 2
0 | 3

¾
⇒ 0 |  ∀ ∈ {1 2 3} (5.13)
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Áðü ôïí ïñéóìü 5.2.9 (åöáñìïæüìåíïí ôüóïí ãéá ôïí  üóïí êáé ãéá ôïí 0) ëáì-
âÜíïõìå

 | 1 êáé  | 2 ⇒  |   |  êáé  | 3 ⇒  | 0 (5.14)

Áðü ôéò (5.13) êáé (5.14) óõìðåñáßíïõìå üôé 0 ∈ÌÊÄ(1 2 3) ÅðïìÝíùò,

ÌÊÄ(1 2 3) 6= ∅ êáé ÌÊÄ( 3) ⊆ÌÊÄ(1 2 3)

¸óôù ôþñá ôõ·þí 00 ∈ ÌÊÄ(1 2 3) Áðü ôïí ïñéóìü 5.2.9 ãíùñßæïõìå üôé

éó·ýïõí ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò

00 | 1 êáé 00 | 2 ⇒ 00 |  00 |  êáé 00 | 3 ⇒ 00 | 0

áðü ôç ìéá ìåñéÜ êáé ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò

0 |  êáé  | 1  | 2 ⇒ 0 | 1 êáé 0 | 2
0 | 3

00 ∈ÌÊÄ(1 2 3)

⎫⎬⎭⇒ 0 | 00

áðü ôçí Üëëç. Áõôü óçìáßíåé üôé 0 ∼
óõí.

00Áðü ôçí ðñüôáóç 5.2.12 óõíÜãåôáé üôé

0 ∈ ÌÊÄ(1 2 3) êáé 
00 ∈ ÌÊÄ( 3) áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç (5.12) åßíáé

áëçèÞò. ¤

5.2.32 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí äõï ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò äéáèÝôïõí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç, ôüôå êáé ïéá-
äÞðïôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç.

(ii) ÅÜí äõï ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, ôüôå
êáé ïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí åëÜ·éóôï êïéíü
ðïëëáðëÜóéï.

(iii)ÅÜí äõï ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò äéáèÝôïõí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç, ôüôå êáé äõï
ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, êáé ôáíÜðáëéí.

(iv) ÅÜí ïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÞò äéáèÝôïõí ìÝãéóôï êïéíü
äéáéñÝôç, ôüôå êáé ïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÞò äéáèÝôïõí åëÜ-
·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, êáé ôáíÜðáëéí.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  ∈ N  ≥ 3 êáé åÜí ôá 1 2      åßíáé óôïé·åßá ôïý 

ôüôå -åî õðïèÝóåùò- ïéïäÞðïôå æåýãïò åî áõôþí äéáèÝôåé êÜðïéïí ìÝãéóôï êïéíü

äéáéñÝôç. Èá áðïäåßîïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðá-

ãùãÞò. ¸óôù  = 3 êáé Ýóôù  ∈ ÌÊÄ(1 2) ÅÜí 0 ∈ ÌÊÄ( 3) ôüôå

óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.2.31 Ý·ïõìå

0 ∈ÌÊÄ(1 2 3)
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Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé  ≥ 4 êáé üôé ï éó·õñéóìüò ìáò åßíáé áëçèÞò ãéá ôá

1     −1¸óôù  ∈ÌÊÄ(1     −1)Åî õðïèÝóåùò, ∃0 ∈ÌÊÄ( )

¸óôù  ∈  ìå  |  ãéá êÜèå  ∈ {1     } Ðñïöáíþò,

0 |  êáé  |   ∀ ∈ {1     − 1}
⇒  |   ∀ ∈ {1     − 1}

0 | 

⎫⎬⎭⇒ 0 |  ∀ ∈ {1     } (5.15)

Áðü ôïí ïñéóìü 5.2.9 (åöáñìïæüìåíïí ôüóïí ãéá ôïí  üóïí êáé ãéá ôïí 0) ëáì-
âÜíïõìå

 |   ∀ ∈ {1     − 1}⇒  |   |  êáé  |  ⇒  | 0 (5.16)

Áðü ôéò (5.15) êáé (5.16) óõìðåñáßíïõìå üôé 0 ∈ÌÊÄ(1     −1 )ÅðïìÝ-
íùò,

ÌÊÄ(1     ) 6= ∅ êáé ÌÊÄ( ) ⊆ÌÊÄ(1     )

(Ìå åðé·åéñÞìáôá áíÜëïãá åêåßíùí ðïõ ·ñçóéìïðïéÞèçóáí óôï ëÞììá 5.2.31,

üðïõ  = 3 ìðïñåß êáíåßò íá äåßîåé üôé ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ(1     ) áëëÜ

åäþ áñêåß ìüíïí ç äéáóöÜëéóç ôÞò õðÜñîåùò ôïõëÜ·éóôïí åíüò ìåãßóôïõ êïéíïý

äéáéñÝôç ôùí 1     ).

(ii) ÅÜí  ∈ N  ≥ 3 êáé åÜí ôá 1 2      åßíáé óôïé·åßá ôïý  ôüôå -åî

õðïèÝóåùò- ïéïäÞðïôå æåýãïò åî áõôþí äéáèÝôåé êÜðïéï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜ-

óéï. Èá áðïäåßîïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

¸óôù  = 3 êáé Ýóôù  ∈ ÅÊÐ(1 2) Ôüôå

hi = h1i ∩ h2i =⇒ hi ∩ h3i = h1i ∩ h2i ∩ h3i

êáé åðåéäÞ ôá  êáé 3 äéáèÝôïõí êÜðïéï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, áò ôï ðïýìå

0 ìå h0i = hi ∩ h3i (âë. 5.2.24 (i)⇒(ii)), Ý·ïõìå

h0i = h1i ∩ h2i ∩ h3i 

Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôï 0 åßíáé êáô' áíÜãêçí Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí

1 2 3 (ëüãù ôïý 5.2.24 (ii)⇒(i)). Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé  ≥ 4 êáé üôé

ï éó·õñéóìüò ìáò åßíáé áëçèÞò ãéá ôá 1     −1 ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá åëÜ·éóôï

êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí 1     −1 ôüôå

hi = h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ h−1i =⇒ hi ∩ hi = h1i ∩ h2i ∩ · · · ∩ hi 

êáé åðåéäÞ ôá  êáé  äéáèÝôïõí (åî õðïèÝóåùò) êÜðïéï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëá-

ðëÜóéï, áò ôï ðïýìå 0 ìå h0i = hi ∩ hi (âë. 5.2.24 (i)⇒(ii)), Ý·ïõìå

h0i = h1i ∩ h2i ∩ h3i ∩ · · · ∩ h−1i ∩ hi 
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êÜôé ðïõ óçìáßíåé üôé ôï 0 åßíáé êáô' áíÜãêçí Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï

ôùí 1 2      (ëüãù ôïý 5.2.24 (ii)⇒(i)).

(iii) Êáô' áñ·Üò, õðïèÝôïíôáò üôé äõï ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí ìÝãéóôï

êïéíü äéáéñÝôç, èá áðïäåßîïõìå üôé ÅÊÐ( ) 6= ∅ ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ÅÜí

ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí   åßíáé = 0 ôüôå Ý·ïõìå ÅÊÐ( ) = {0} 6= ∅ (âë.

ðüñéóìá 5.2.26). ÅÜí   ∈ r{0} ôüôå ç ýðáñîç êÜðïéïõ ìåãßóôïõ êïéíïý

äéáéñÝôç  ∈ÌÊÄ( ) óõíåðéöÝñåé ôçí ýðáñîç åíüò  ∈ ÅÊÐ( ) ìå  = 

åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.30.

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé äõï ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí åëÜ·éóôï

êïéíü ðïëëáðëÜóéï, èá áðïäåßîïõìå üôé ÌÊÄ( ) 6= ∅ ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ 

ÅÜí  = 0 ôüôå ðñïöáíþò  ∈ÌÊÄ(0 ) Êáô' áíáëïãßáí, åÜí  = 0 ôüôå

 ∈ÌÊÄ( 0) ÅÜí   ∈ r{0} ôüôå ç ýðáñîç êÜðïéïõ åëá·ßóôïõ êïéíïý

ðïëëáðëáóßïõ  ∈ ÅÊÐ( ) óõíåðéöÝñåé ôçí ýðáñîç åíüò  ∈ ÌÊÄ( ) ìå

 =  åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.30.

(iv) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôá (i), (ii) êáé (iii). ¤

5.2.33 Ïñéóìüò. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ç  êáëåßôáé ðåñéï·Þ ìå ìÝãé-

óôï êïéíü äéáéñÝôç Þ, åí óõíôïìßá, ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. üôáí ÌÊÄ( ) 6= ∅ ãéá

ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ∈  (ÅÜí ç åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä., ôüôå, âÜóåé ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 5.2.32, êáé ïéáäÞðïôå ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÞò  äéáèÝôïõí

ôüóï ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç üóï êáé åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï).

5.2.34 ÐáñÜäåéãìá. ÊÜèå Ð.Ê.É. åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. (Âë. ðüñéóìá 5.2.15 Þ,

åíáëëáêôéêþò, ôï ðüñéóìá 5.6.8 óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá 5.6.13.)

5.2.35 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. ÅÜí    ∈  ôüôå éó·ýïõí ôá
áêüëïõèá :

(i)  ∈ÌÊÄ( )

(ii)  | ⇐⇒  ∈ÌÊÄ( )

(iii) ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ( 
0) ∀ ∈ÌÊÄ( ) êáé ∀0 ∈ÌÊÄ( )

(iv) ÌÊÄ( ) = {|  ∈ÌÊÄ( )} 
(v) ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ( ) ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ÌÊÄ( )

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò,  |  êáé ãéá êÜèå  ∈  ìå  |  éêáíïðïéïýíôáé ïé

óõíèÞêåò ôïý ïñéóìïý 5.2.9 ãéá ôï  ïðüôå  ∈ÌÊÄ( )

(ii) ÕðïèÝôïíôáò üôé  |  Ý·ïõìå  |  êáé  |  êáé ãéá êÜèå  ∈  ìå  |  êáé  | 
éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò ôïý ïñéóìïý 5.2.9 ãéá ôï  ïðüôå  ∈ÌÊÄ( )Ôï

áíôßóôñïöï åßíáé ðñïöáíÝò.
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(iii) Èåùñïýìå ôõ·üíôåò  ∈ÌÊÄ( ) 
0 ∈ÌÊÄ( ) ÅÜí 

00 ∈ÌÊÄ( )

êáé 000 ∈ÌÊÄ( 
0) áñêåß íá äåé·èåß üôé5 00 ∼

óõí.
000 Þôïé üôé 00 | 000 êáé 000 | 00

Åî õðïèÝóåùò, 00 |  êáé 00 |  ÅðåéäÞ  |  êáé  |  Ý·ïõìå 00 |  00 |  êáé
00 | Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ 0 ∈ÌÊÄ( ) Ý·ïõìå

00 |  êáé 00 | 0
000 ∈ÌÊÄ( 

0)

¾
⇒ 00 | 000

Ç ó·Ýóç äéáéñåôüôçôáò 000 | 00 áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.
(iv) ÅÜí  ∈ ÌÊÄ( ) êáé 

0 ∈ ÌÊÄ( ) áñêåß íá äåé·èåß üôé 0 ∼
óõí.



Þôïé üôé 0 |  êáé  | 0 ÅÜí  = 0 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò, äéüôé

ÌÊÄ(0 0) = {0}

ÅÜí  6= 0 ôüôå áðü ôéò ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò  |  êáé  |  Ýðïíôáé Üìåóá ïé

 |  êáé  |  (âë. 5.2.3 (ii)), ïðüôå  | 0 ÅîÜëëïõ,

 | 0 ⇒ ∃ ∈  : 0 = () 
0 | ⇒ ∃ ∈  :  = 0
0 | ⇒ ∃ ∈  :  = 0

⎫⎬⎭⇒  =   = 

ÅðåéäÞ ï èåùñçèåßò äáêôýëéïò  åßíáé åî õðïèÝóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, Ý·ïõìå

 = 

 = 

¾
⇒  |  êáé  | 

(âë. 1.2.5), ïðüôå  ∈ÌÊÄ( )⇒  | ⇒ 0 =  () | 
(v) ¸óôù ôõ·þí  ∈ÌÊÄ( ) ÊáôÜ ôï (iv),  ∈ÌÊÄ( ) ¸óôù ôõ·þí

0 ∈ÌÊÄ( ) Ôüôå  ∼
óõí.

0 ïðüôå

ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ(
0 )

(iii)⇒ÌÊÄ(
0 ) =ÌÊÄ( 

00)
∀00 ∈ÌÊÄ( )

⎫⎬⎭⇒
½

ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ( 
00)

∀00 ∈ÌÊÄ( )

¾

ÊáôÜ ôï (ii),  ∈ ÌÊÄ( ) ÅðéëÝãïíôáò ëïéðüí ùò 00 ôï  ëáìâÜíïõìå

ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ( ) ¤

ÁíÜëïãåò éäéüôçôåò ðïõ áöïñïýí óôá óýíïëá ôùí åëá·ßóôùí êïéíþí ðïëëáðëá-

óßùí ðåñéëáìâÜíïíôáé óôçí áêüëïõèç ðñüôáóç:

5.2.36 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. ÅÜí    ∈  ôüôå éó·ýïõí ôá
áêüëïõèá :
5ÅÜí 00 ∼

óõí.
000 ôüôå áðü ôçí ðñüôáóç 5.2.12 óõíÜãïõìå üôé 000 ∈ÌÊÄ( ) êáé 

00 ∈ÌÊÄ( 
0) ïðüôå

ÌÊÄ( ) =ÌÊÄ( 
0)
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(i)  ∈ ÅÊÐ( )

(ii)  | ⇐⇒  ∈ ÅÊÐ( )

(iii) ÅÊÐ( ) = ÅÊÐ( 
0) ∀ ∈ ÅÊÐ( ) êáé ∀0 ∈ ÅÊÐ( )

(iv) ÅÊÐ( ) = {|  ∈ ÅÊÐ( )} 
(v) ÅÊÐ( ) = ÅÊÐ( ) ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ ÅÊÐ( )

ÅðéðñïóèÝôùò, ç ðñüôáóç 5.2.19 åîáêïëïõèåß íá éó·ýåé êáé ãéá ðåñéï·Ýò ìå ì.ê.ä.

5.2.37 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. ÅÜí    ∈  ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) ÅÜí  |  êáé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå  | 
(ii) ÅÜí  |   |  êáé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå  | 
(iii) ÅÜí  |  êáé ôá   åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ôüôå êáé ôá  êáé  åßíáé ó·åôéêþò
ðñþôá.

I ÐáñÜäåéãìá áêåñáßáò ðåñéï·Þò ðïõ äåí åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. Ãéá ôçí åý-

ñåóç ðáñáäåéãìÜôùí áêåñáßùí ðåñéï·þí ðïõ äåí åßíáé ðåñéï·Ýò ìå ì.ê.ä. èá åñ-

ãáóèïýìå åíôüò ôÞò êëÜóåùò ôùí ôåôñáãùíéêþí áñéèìçôéêþí ðåñéï·þíZ[
√
] ãéá

êáôÜëëçëïõò áêåñáßïõò  óôåñïýìåíïõò ôåôñáãþíùí (âë. Üóêçóç 1-44). Óõãêå-

êñéìÝíá, óôçí ðñüôáóç 5.2.43 èá áðïäåßîïõìå üôé ç Z[
√−5] äåí åßíáé ðåñéï·Þ ìå

ì.ê.ä. Åí óõíå·åßá (óôçí ðñüôáóç 5.3.8) èá êáôáëÞîïõìå óôï ßäéï óõìðÝñáóìá ãéá

ôåôñáãùíéêÝò áñéèìçôéêÝò ðåñéï·Ýò Z[
√
] áíôéóôïé·éæüìåíåò óå áðåßñïõ ðëÞèïõò

áêåñáßïõòÐñïôÜóóïõìå ôïí ïñéóìü ôÞò áñéèìçôéêÞò óôÜèìçò ôïýQ(
√
) êá-

èþò êáé ôéò âáóéêÝò éäéüôçôåò áõôÞò (ïé ïðïßåò, üðùò èá äéáðéóôþóïõìå ôüóï óôçí

ðáñïýóá üóïí êáé óôéò åðüìåíåò åíüôçôåò, õðåéóÝñ·ïíôáé êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêü

óå ðëçèþñá ëßáí ·ñÞóéìùí åöáñìïãþí).

5.2.38 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé

Ýóôù Q(
√
) $ C ôï ôåôñáãùíéêü áñéèìçôéêü óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óå áõ-

ôüí. ÅÜí  =  + 
√
 ∈ Q(√) (  ∈ Q), ôüôå ëÝìå ï  :=  − 

√
 åßíáé

ï óõæõãÞò6 ôïý  Ùò áñéèìçôéêÞ óôÜèìç ôïý Q(
√
) ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

6¼ôáí ≤ −1 ôüôå ï  åßíáé ï óõæõãÞò ôïý  ∈ C õðü ôç óõíÞèç Ýííïéá :

 =: Re() 
√
 = 

q
|| =: Im() êáé  := Re()− Im()

¼ôáí ≥ 2 ôüôå  ∈ R êáé ‘‘êáô' áíáëïãßáí'' ï  =: Rat() ∈ Q ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ôï ñçôü ìÝñïò ôïý  êáé

ï 
√
 =: Irr() ∈ RrQ ùò ôï Üññçôï ìÝñïò ôïý  ìå ôïí  := Rat()− Irr() ùò óõæõãÞ ôïõ. ÓçìåéùôÝïí üôé

 +  =

½
2Rat() üôáí ≥ 2
2Re() üôáí ≤ −1 êáé  −  =

½
2 Irr() üôáí ≥ 2
2 Im() üôáí ≤ −1
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N : Q(
√
) −→ Q ìÝóù ôïý ôýðïõ

N () :=  = (+ 
√
) (− 

√
) = 2 −2

ãéá êÜèå  = + 
√
 ∈ Q(√) (  ∈ Q).

5.2.39 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí
 ∈ Q(√) ôüôå ç áñéèìçôéêÞ óôÜèìçN ôïý ôåôñáãùíéêïý áñéèìçôéêïý óþìá-
ôïò Q(

√
) Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò :

(i)N () = 0⇐⇒  = 0

(ii)N () = N ()N () êáé |N ()| = |N ()| |N ()| 
(iii) ÅÜí  |  ôüôåN () | N () êáé |N ()| | |N ()| 
(iv)  ∈ Z[√]⇒N () ∈ Z
(v)  ∈ Z[√]   0⇒ N () ∈ N0
(vi)  ∈ Z[√]× ⇐⇒ N () ∈ {±1} 
(vii) ÅÜí  ∈ Z[√] êáé  ∼

óõí.
 ôüôå |N ()| = |N ()| 

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  =  + 
√
 ∈ Q(√) (  ∈ Q) ìå N () = 0 ôüôå  = 0

äéüôé õðïèÝôïíôáò üôé  6= 0 êáôáëÞãïõìå óå áíôßöáóç:

2 −2 = 0 =⇒  =

µ




¶2
=⇒√ ∈ Q

ÅðïìÝíùò,  = 0 ⇒ N () = 2 = 0 ⇒  = 0 ⇒  = 0 Ôï áíôßóôñïöï åßíáé

ðñïöáíÝò.

(ii) ÅÜí

 =  + 
√
 ∈ Q(√)  = + 

√
 ∈ Q(√) (    ∈ Q)

ôüôå  = (+) + ( + )
√
 ïðüôå

N () = (+)2 −( + )2

= 22 +222 −22 −22

=
¡
2 −2

¢ ¡
2 −2

¢
=N ()N () 

Ç éóüôçôá |N ()| = |N ()| |N ()| åßíáé ðñïöáíÞò.
(iii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (ii).

(iv) ÅÜí  = + 
√
 ∈ Z[√] (  ∈ Z), ôüôå
  ∈ Z =⇒N () = 2 −2 ∈ Z

(v) ÅÜí  = + 
√
 ∈ Z[√] (  ∈ Z) êáé  0 ôüôå

2 ≥ 0 2 ≥ 0 −  0 =⇒N () = 2 −2 ∈ N0
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(vi) ÅÜí  ∈ Z[√]× ôüôå áðü ôï (ii) Ýðåôáé üôé

1 =N (1) = N
¡
−1

¢
=N ()N

¡
−1

¢
(iii) =⇒N () ∈ Z N ¡−1¢ ∈ Z

¾
=⇒N () ∈ {±1} 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  = + 
√
 ∈ Z[√] (  ∈ Z) ìå

N () = 2 −2 ∈ {±1} 

ôüôå

(N () ) = (+ 
√
)(N ()

¡
− 

√

¢
) = N ()2 = 1

ïðüôå ôï  Ý·åé ôïN ()  ùò áíôßóôñïöü ôïõ.

(vii) ÅÜí   ∈ Z[√] êáé  ∼
óõí.

 ôüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈ Z[√]× (âë.

ðüñéóìá 5.2.5). Áðü ôá (ii) êáé (vi) Ýðåôáé üôé

N () = N () = N ()N () ∈ {±N ()} 

ïðüôå |N ()| = |N ()|  ¤

5.2.40 ÐáñáôÞñçóç. Ùò ãíùóôüí, Q(
√
) = Fr(Z[

√
]) (âë. Üóêçóç 3-47). ÅÜí

ëïéðüí  = 

∈ Q(√) üðïõ () ∈ Z[√] × (Z[√]r{0}) ôüôå ëüãù ôùí

éäéïôÞôùí 5.2.39 (i) êáé (ii) Ý·ïõìå

 =  ⇒N () = N () = N ()N ()⇒ N () = N()
N() 

5.2.41 Óçìåßùóç. (Ðåñß ôÞò ïìÜäáò ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí.)

Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò éäéüôçôáò 5.2.39 (vi) åßíáé äõíáôüò ï áêñéâÞò ðñïóäéïñéóìüò

ôÞò ïìÜäáò Z[
√
]× ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôÞò ôåôñáãùíéêÞò áñéèìçôéêÞò

ðåñéï·Þò Z[
√
] ¸íá óôïé·åßï  =  + 

√
 ∈ Z[√] (  ∈ Z), áíÞêåé óôçí

Z[
√
]× åÜí êáé ìüíïí åÜí ôo äéáôåôáãìÝíï æåýãïò ( ) áíÞêåé óôï óýíïëï ôùí

( ) ∈ Z2 ðïõ éêáíïðïéïýí åßôå ôç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç

2 −2 = 1 (5.17)

åßôå ôç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç

2 −2 = −1 (5.18)

(ÄéïöáíôéêÝò åîéóþóåéò áõôïý ôïý ôýðïõ êáëïýíôáé åîéóþóåéò ôïý Pell.) Äéáêñß-

íïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

(i) ÅÜí ≤ −1 ôüôå ç (5.18) äåí äéáèÝôåé êáìßá áêåñáßá ëýóç (áöïý 2−2 ≥ 0
ãéá êÜèå ( ) ∈ Z2), åíþ ïé ìüíåò áêÝñáéåò ëýóåéò ôÞò (5.17) åßíáé ïé (±1 0) üôáí
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  −1 (áöïý  6= 0⇒ 2 −2  1) êáé ïé (±1 0) (0±1) üôáí = −1 (áöïý
Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  = 0). ÅðïìÝíùò,

Z[
√
]× =

½ {±1}  üôáí  −1
{±1±}  üôáí = −1

(ii) ÅÜí ≥ 2 ôüôå

Z[
√
]× = {+ 

√
 | ( ) ∈ Λ+1() ∪ Λ−1()}  (5.19)

üðïõ ôï óýíïëïΛ+1() :=
©
( ) ∈ Z× Z|2 −2 = 1

ª
ôùí áêåñáßùí ëýóåùí

ôÞò (5.17) åßíáé ðÜíôïôå ìç êåíü (ðåñéÝ·ïí ðñïäÞëùò ôéò «ôåôñéììÝíåò» ëýóåéò

(±1 0)), åíþ ôï óýíïëï

Λ−1() :=
©
( ) ∈ Z× Z|2 −2 = −1ª

ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (5.18) åßíáé Üëëïôå êåíü êáé Üëëïôå ìç êåíü. Óõãêåêñé-
ìÝíá, áíáðôýóóïíôáò ôç ñßæá

√
 ôïý ùò óõíå·Ýò êëÜóìá

√
 = 0 +

1

1 +
1

2 +
1

3 +
1

. . .

−1 + 1
+

1

. . .

(ìå Üðåéñïõò üñïõò  ∈ N  = 0 1 ) êáé ïñßæïíôáò ôéò áíáäñïìéêÝò áêïëïõèßåò

0 := 0 = b
√
c  1 := 01 + 1  := −1 + −2

0 := 1 1 := 1  := −1 + −2  = 2 3 

üðïõ   ∈ N ìå ìêä( ) = 1 ëáìâÜíïõìå
7




= 0 +

1

1 +
1

2+
1

. . .

−1 + 1


ìå lim→∞ 

=
√
Ï -ïóôüò üñïò ôÞò áêïëïõèßáò 0 1   +1  åßíáé ï

 =
j
0+


k
êáé õðïëïãßæåôáé áðü ôïí ðñþôï ôçò üñï 0 ìÝóù ôùí áíáäñïìéêþí

7ËÝìå üôé ï 


åßíáé ï -ïóôüò ñçôüò áñéèìüò ï óõãêëßíùí óôç ñßæá
√
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áêïëïõèéþí

0 := 0 1 := 0  := −1−1 − −1

0 := 1 1 := − 20  :=
1

−1
(−  2)  = 2 3 

ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå  ∈ N éó·ýïõí ïé éóüôçôåò:

−1 − −1 = (−1)+1 2 −2 = (−1)+1+1

Áðü ôç Èåùñßá Áñéèìþí åßíáé ãíùóôü8 üôé ç áêïëïõèßá 0 1   +1  åß-

íáé ðåñéïäéêÞ, êáé ìÜëéóôá ôÝôïéá, þóôå + =  ãéá êÜèå  ≥ 1 (üðïõ  ôï

ìÞêïò ôÞò ðåñéüäïõ ôçò). Ãé' áõôü åßèéóôáé íá ·ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï åíáëëáêôéêüò

(óõíïðôéêüôåñïò) óõìâïëéóìüò

√
 = [0; 1  ]

üðïõ êÜôù áðü ôçí ðáýëá ôïðïèåôåßôáé ç ðåñßïäïò. ÅðéðñïóèÝôùò, ôï äéáôåôáã-

ìÝíï æåýãïò

(1 1) :=

½
(−1 −1) üôáí  ≡ 0(mod 2)
(2−1 2−1) üôáí  ≡ 1(mod 2)

åßíáé ôï óôïé·åßï ôïýΛ+1() ìå ôçí åëÜ·éóôç äõíáôÞ èåôéêÞ ôåôìçìÝíç (Üñá êáé ìå

ôçí åëÜ·éóôç èåôéêÞ ôåôáãìÝíç ) êáé êáëåßôáé èåìåëéþäçò ëýóç 9 ôÞò (5.17). ¼ôáí

 ≡ 0(mod 2) ç (5.18) äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò, åíþ üôáí  ≡ 1(mod 2) ôï

äéáôåôáãìÝíï æåýãïò

(01 01) := (−1 −1)

åßíáé ôï óôïé·åßï ôïý Λ−1() ìå ôçí åëÜ·éóôç äõíáôÞ èåôéêÞ ôåôìçìÝíç (Üñá êáé

ìå ôçí åëÜ·éóôç èåôéêÞ ôåôáãìÝíç ) êáé êáëåßôáé èåìåëéþäçò ëýóç ôÞò (5.18). ÌÝóù

ôùí èåìåëéùäþí ëýóåùí áðïêôþíôáé ïëüêëçñá ôá Λ+1() êáé Λ−1() (êáé, êáô'
åðÝêôáóç, êáé ç ïìÜäá (5.19)), êáèþò éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

Λ+1() =
©
( )

¯̄
 ∈ Z êáé  + 

√
 = ±(1 + 1

√
)

ª
êáé10

Λ−1() =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
½
(1

0
 2

0
)

¯̄̄̄
1 2 ∈ {±1}  ∈ Z êáé

0 + 0
√
 = (01 + 01

√
)2−1

¾
 üôáí  ≡ 1(mod 2)

∅ üôáí  ≡ 0(mod 2)
8Âë., ð.·., Ä. ÐïõëÜêç: Èåùñßá Áñéèìþí, åêäüóåéò ÆÞôç, Èåóóáëïíßêç, 1997, êåö. 8 êáé 9

9Ðñïöáíþò, (1 + 1
√
)− = (1 − 1

√
) ∀ ∈ Z

10Âë. T. Nagell: Introduction to Number Theory, Wiley, 1951 óåë. 201-202
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ÊÜðïéåò êáôÜ ôé ðñáêôéêüôåñåò åêöñÜóåéò åßíáé ïé

Λ+1() =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
{(±1 0)} ∪

½
(1−1 2−1)

¯̄̄̄
 ∈ N êáé

1 2 ∈ {±1}
¾
 üôáí  ≡ 0(mod 2)

{(±1 0)} ∪
½
(12−1 22−1)

¯̄̄̄
 ∈ N êáé

1 2 ∈ {±1}
¾
 üôáí  ≡ 1(mod 2)

êáé

Λ−1() =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
½
(1(2−1)−1 2(2−1)−1)

¯̄̄̄
 ∈ N êáé

1 2 ∈ {±1}
¾
 üôáí  ≡ 1(mod 2)

∅ üôáí  ≡ 0(mod 2)

ÉäéáéôÝñùò, üôáí  ≡ 0(mod 2)

Z[
√
]× = {±(1 + 1

√
) |  ∈ Z} 

åíþ üôáí  ≡ 1(mod 2) ëáìâÜíïõìå

1 + 1
√
 = (01 + 01

√
)2

Þôïé 1 = (
0
1)
2 +(01)2 êáé 1 = 20101 êáé

Z[
√
]× = {±(01 + 01

√
) |  ∈ Z} 

5.2.42 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¼ôáí = 2 Ý·ïõìå 0 = 1  = 1
√
2 = [1; 2]

(01 
0
1) = (0 0) = (0 1) = (1 1)

ïðüôå

Z[
√
2]× =

©±(1 +√2) |  ∈ Zª 
(ii) ¼ôáí = 3 Ý·ïõìå 0 = 1  = 2

√
3 = [1; 1 2] Λ−1(3) = ∅

(1 1) = (1 1) = (01 + 1 1) = (2 1)

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

Z[
√
3]× =

©±(2 +√3) |  ∈ Zª 
(iii) Ïé õðïëïãéóìïß ôùí ïìÜäùíZ[

√
]× ãéá ôïõò 16 áñ·éêïýò èåôéêïýò áêåñáßïõò

 ðïõ óôåñïýíôáé ôåôñáãþíùí äéåõêïëýíïíôáé åÜí êáíåßò ·ñçóéìïðïéÞóåé ôïí êÜ-
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ôùèé êáôÜëïãï:

 0  1 1

2 1 1 3 2

3 1 2 2 1

5 2 1 9 4

6 2 2 5 2

7 2 4 8 3

10 3 1 19 6

11 3 2 10 3

13 3 4 649 180

 0  1 1

14 3 4 15 4

15 3 2 4 1

17 4 1 33 8

19 4 6 170 39

21 4 6 55 12

22 4 6 197 42

23 4 4 24 5

26 5 1 51 10

5.2.43 Ðñüôáóç. Ãéá ôçí ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√−5] éó·ýïõí ôá

åîÞò :

(i) ÌÊÄZ[
√−5](6 2

¡
1 +
√−5¢) = ∅

(ii) ÅÊÐZ[
√−5](2 1 +

√−5) = ∅
(iii) Ç Z[

√−5] äåí åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä.
Áðïäåéîç. (i) Áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá ôá óôïé·åßá 6 =

¡
1 +
√−5¢ ¡1−√−5¢ êáé

2
¡
1 +
√−5¢ äéáèÝôïõí êÜðïéïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç, áò ôïí ðïýìå  ÂÜóåé ôÞò

ðñïôÜóåùò 5.1.3 êáé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.39,

 | 6⇒ N() | N(6) = 36
 | 2 ¡1 +√−5¢⇒N() | N(2 ¡1 +√−5¢) = 24

ìêä (24 36) = 12 (åíôüò ôïý Z)

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒N() | 12 (5.20)

ÅðåéäÞ  6= 0 =⇒N() ≥ 1 (âë. 5.2.39 (i) êáé (v)), Ý·ïõìå
2 | 6 (åíôüò ôÞò Z[√−5])

2 | 2(1 +√−5) (åíôüò ôÞò Z[√−5])

)
=⇒ 2 |  =⇒ 4 = N(2) | N()

êáé

1 +
√−5 | 6 (åíôüò ôÞò Z[√−5])

1 +
√−5 | 2(1 +√−5) (åíôüò ôÞò Z[√−5])

)
=⇒ 6 =N(1 +

√−5) | N()

Ý·ïõìå

4 | N()
6 | N()

åêð (4 6) = 12 (åíôüò ôïý Z)

⎫⎬⎭ =⇒ 12 | N() (5.21)

(âë. ðñüôáóç 5.1.5), ïðüôå ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò (5.20) êáé (5.21) ìáò ðëçñï-

öïñïýí üôéN() = 12 ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ

1 +
√−5 |  =⇒ ∃  ∈ Z :  = (1 +√−5)(+ 

√−5)
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Ý·ïõìå

12 = N() = 6 ·N ¡+ 
√−5¢

N
¡
+ 

√−5¢ = 2 + 52 ≥ 0

)
=⇒ 2 + 52 = 2

Ç ðåñßðôùóç íá éó·ýåé  6= 0 áðïêëåßåôáé, äéüôé ôüôå èá åß·áìå 2 + 52 ≥ 5 ¢ñá

êáô' áíÜãêçí  = 0¼ìùò êáé ç åîßóùóç 2 = 2 äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò. Ùò

åê ôïýôïõ, ÌÊÄZ[
√−5](6 2

¡
1 +
√−5¢) = ∅

(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá óôïé·åßá 2 êáé 1+
√−5 äéáèÝôïõí êÜðïéï åëÜ·éóôï êïéíü

ðïëëáðëÜóéï  ÂÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.1.5 êáé ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.39,

2 | ⇒N(2) = 4 | N()
1 +
√−5 | ⇒N(1 +

√−5) = 6 | N()
åêð (4 6) = 12 (åíôüò ôïý Z)

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ 12 | N() (5.22)

ÅðåéäÞ  6= 0 =⇒ N() ≥ 1 (âë. 5.2.39 (i) êáé (v)) êáé

 | 2(1 +√−5) (åíôüò ôÞò Z[√−5]) =⇒N() | 24 (5.23)

ïé ó·Ýóåéò äéáéñåôüôçôáò (5.22) êáé (5.23) ìáò ðëçñïöïñïýí üôé N() ∈ {12 24}
ÅÜí  = + 

√−5   ∈ Z ôüôå

åßôå 2 + 52 = 12 åßôå 2 + 52 = 24

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ðñÝðåé íá éó·ýåé: || ≤ 1 (äéüôé ãéá || ≥ 2 Ý·ïõìå ðñïöá-
íþò 2 + 52 ≥ 20), ïðüôå  ∈ {0±1} Ãéá  = 0 ç åîßóùóç 2 = 12 äåí äéáèÝôåé
áêÝñáéåò ëýóåéò. ÁëëÜ êáé ãéá  = ±1 ç åîßóùóç 2 = 7 äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò

ëýóåéò. ¢ñá ç ðñþôç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ðñÝðåé íá

éó·ýåé: || ≤ 2 (äéüôé ãéá || ≥ 3 Ý·ïõìå 2+52 ≥ 45) êáé || ≤ 4 (äéüôé ãéá || ≥ 5
Ý·ïõìå 2 + 52 ≥ 25). Áðü ôïí ðßíáêá üëùí ôùí äõíáôþí ôéìþí ( ) 6= (0 0) :

|| || 2 + 52

0 1 5

0 2 20

1 0 1

1 1 6

1 2 21

2 0 4

2 1 9

|| || 2 + 52

2 2 24

3 0 9

3 1 14

3 2 29

4 0 16

4 1 21

4 2 36

äéáðéóôþíïõìå üôé ïé ìüíåò áêÝñáéåò ëýóåéò ôÞò 2 + 52 = 24 åßíáé ïé  = ±2 êáé
 = ±2 ÅðïìÝíùò,

 ∈ {±2(1 +√−5)±2(1−√−5)}
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ÅðåéäÞ ôþñá ôï óôïé·åßï 6 = 2 ·3 = (1+√−5)(1−√−5) åßíáé êïéíü ðïëëáðëÜóéï
ôùí 2 êáé 1 +

√−5 (åíôüò ôÞò Z[√−5]) ðñÝðåé  | 6 Þôïé íá õðÜñ·ïõí   ∈ Z ìå

6 ∈ ©±2(1 +√−5)(+ 
√−5)±2(1−√−5)(+ 

√−5)ª 
Þ, éóïäõíÜìùò,

±3 ∈ ©(− 5) + (+ )
√−5 (+ 5) + (− )

√−5ª
ðñÜãìá áäýíáôï, êáèüôé ïé ±3 = ∓6 äåí åðéäÝ·ïíôáé áêÝñáéåò ëýóåéò. ¢ñá êáé
ç äåýôåñç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé. Ùò åê ôïýôïõ, ÅÊÐZ[

√−5](2 1 +
√−5) = ∅

(iii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (i) Þ -åíáëëáêôéêþò- áðü ôï (ii). ¤

5.3 ÐÑÙÔÁ ÊÁÉ ÁÍÁÃÙÃÁ ÓÔÏÉμÅÉÁ

5.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ¸íá

óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý  üôáí  ∈ r (× ∪ {0}) êáé,
åðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

[ |  =⇒ åßôå  |  åßôå  | ]

5.3.2 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ¸íá

óôïé·åßï  ∈  êáëåßôáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý  üôáí  ∈ r (× ∪ {0}) êáé,
åðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

[ =  =⇒ åßôå  ∈ × åßôå  ∈ ×]

5.3.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Óôïí äáêôýëéï Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí Ýíá óôïé·åßï åß-

íáé ðñþôï åÜí êáé ìüíï åÜí åßíáé áíÜãùãï, Þôïé ôÞò ìïñöÞò ± üðïõ  êÜðïéïò

ðñþôïò áñéèìüò.

(ii) Óôïí äáêôýëéï Z6 (ðïõ åßíáé Ä.Ê.É. áëëÜ ü·é Ð.Ê.É.) ôï óôïé·åßï [2]6 åßíáé

ðñþôï. ÐñÜãìáôé° ôá ìüíá ãéíüìåíá óôïé·åßùí ôïý Z6 ôá ïðïßá äéáéñåß ôï [2]6
åßíáé ôá

[1]6 [2]6  [1]6 [4]6  [2]6 [3]6  [2]6 [4]6  [2]6 [5]6  [3]6 [4]6  [4]6 [5]6 

Áñêåß ëïéðüí íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ôï [2]6 äéáéñåß ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åê ôùí ðá-

ñáãüíôùí áõôþí ôùí ãéíïìÝíùí. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï [2]6 äåí åßíáé áíÜãùãï
óôïé·åßï ôïý Z6 áöïý

[2]6 = [4]6 [2]6  [4]6 ∈ Z×6  [2]6 ∈ Z×6 (= {[1]6  [5]6})
(iii) Óôçí õðïðåñéï·Þ  =

©

2 ∈ Q

¯̄
 ∈ Z  ∈ N0

ª
ôïý óþìáôïò ôùí ñçôþí

áñéèìþí (âë. Üóêçóç 1-31) ôï óôïé·åßï 6 = 6
20 åßíáé áíÜãùãï. ÐñÜãìáôé° åÜí

ôï 6 ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï 6 = 
2


2  üðïõ   ∈ Z  ∈ N0 ôüôå

 = 2++1 · 3 ìå ++ 1 ≥ 1
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 3 |  =⇒ åßôå 3 |  åßôå 3 |  (åíôüò ôïý Z!). ÅÜí 3 |  ôüôå
 = 3 ãéá êÜðïéïí  ∈ Z ïðüôå

 = 2++1 =⇒  = 2 ãéá êÜðïéïí  ∈ N0  ≤ ++ 1

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, 
2 = 2− ∈ × = {±2 |  ∈ Z}  ÅÜí 3 |  ôüôå -êáô'

áíáëïãßáí- 
2 ∈ ×

(iv) Óôïí äáêôýëéï Z [] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (ðïõ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ) Ýíá

óôïé·åßï åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíï åÜí åßíáé áíÜãùãï (ðñâë. 5.3.4 (iv)). ÌÜëéóôá,

ôï èåþñçìá 5.7.4 ðåñéãñÜöåé ëåðôïìåñþò ôç ìïñöÞ üëùí ôùí áíáãþãùíóôïé·åßùí

ôïý Z [] Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, óôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√−3] õðÜñ·ïõí áíÜãùãá

óôïé·åßá (üðùò, ð.·., ôï 2) ðïõ äåí åßíáé ðñþôá (âë. ôá (i) êáé (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò

5.3.8).

5.3.4 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ¸íá  ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï
éäåþäåò hi åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï ðñþôï éäåþäåò ôÞò 
(ii) ¸íá  ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï
êýñéï éäåþäåò hi åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ãíçóßùí ìç
ôåôñéììÝíùí êõñßùí éäåùäþí ôÞò  (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåé-
óìü).

(iii) ÊÜèå ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  åßíáé áíÜãùãï 11.

(iv) ÅÜí ç  åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå Ýíá  ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò 
åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò 

(v) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  êáé  ∼
óõí.

0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ôüôå

êáé ôï 0 åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò 

(vi) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  êáé  ∼
óõí.

0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ôüôå

êáé ôï 0 åßíáé Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò 

(vii) Oé ìüíïé äéáéñÝôåò åíüò áíáãþãïõ óôïé·åßïõ  ôÞò  åßíáé ôá óõíôñïöéêÜ ôïõ
óôïé·åßá êáé ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôÞò  Þôïé ïé «ìç ãíÞóéïé» äéáéñÝôåò ôïý 
(âë. 5.2.8).

(viii) ¸íá  ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  åÜí êáé ìüíïí åÜí äåí
äéáèÝôåé «ãíÞóéïõò» äéáéñÝôåò.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù  ∈ r (× ∪ {0}) Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  ÅðåéäÞ ôï

 åßíáé ìç ìçäåíéêü êáé ìç áíôéóôñÝøéìï, Ý·ïõìå {0} $ hi $  ÕðïèÝôïíôáò

üôé   ∈  ìå  ∈ hi  Ý·ïõìå  |  ïðüôå åßôå  |  åßôå  |  äçëáäÞ åßôå

 ∈ hi åßôå  ∈ hi  ¢ñá ôï hi åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï ðñþôï éäåþäåò ôÞò Êáé

áíôéóôñüöùò° õðïèÝôïíôáò üôé ôï ôï hi åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï ðñþôï éäåþäåò ôÞò

11¼ðùò åßäáìå óôïðáñÜäåéãìá 5.3.3 (ii), ôïýôï äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò ãéá ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï ïé ïðïßïé äåí åßíáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò!
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 ôï óôïé·åßï  ðïõ ôï ðáñÜãåé åßíáé ìç ìçäåíéêü êáé ìç áíôéóôñÝøéìï (âë. 2.1.6),

êáé åÜí   ∈  ìå  |  ôüôå

 ∈ hi =⇒ åßôå  ∈ hi åßôå  ∈ hi =⇒ åßôå  |  åßôå  | 

ïðüôå ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò 

(ii) ¸óôù  Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  Ðñïöáíþò, {0} $ hi $  ¸óôù

hi ôõ·üí ìç ôåôñéììÝíï ãíÞóéï êýñéï éäåþäåò ôÞò  ìå hi ⊆ hi  Ôüôå  = 

ãéá êÜðïéï  ∈  ÅðïìÝíùò, åßôå  ∈ × åßôå  ∈ × Ç ðñþôç ðåñßðôùóç

áðïêëåßåôáé (êáèüôé õðåôÝèç ðùò ôï hi åßíáé ãíÞóéï éäåþäåò ôÞò). ¢ñá  ∈ ×
ïðüôå

 ∼
óõí.

⇐⇒ hi = hi =⇒
⎧⎨⎩

Tï hi åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï

ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ìç ôåôñéììÝíùí

ãíçóßùí êõñßùí éäåùäþí ôÞò .

⎫⎬⎭ 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï êýñéï éäåþäåò hi åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü

óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ìç ôåôñéììÝíùí ãíçóßùí êõñßùí éäåùäþí ôÞò 

(ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü), ôüôå {0} $ hi $  ïðüôå

ôï  äåí åßíáé ïýôå= 0 ïýôå áíôéóôñÝøéìï. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí   ∈  ìå  = 

Ý·ïõìå

hi ⊆ hi =⇒ åßôå hi = hi åßôå hi = 

ÅÜí éó·ýåé ç éóüôçôá hi = hi  ôüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈  ïðüôå

 =  =  =⇒
(âë. 1.2.5)

 = 1 =⇒  ∈ ×

ÅÜí, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, éó·ýåé ç éóüôçôá hi =  ôüôå  ∈ ×ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
ôï  åßíáé Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò 

(iii) ¸óôù  Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  ÅÜí   ∈  ìå  =  Ý·ïõìå

åßôå  |  åßôå  |  =⇒ åßôå

½
 = 

ãéá êÜðïéï  ∈ 

¾
åßôå

½
 = 

ãéá êÜðïéï  ∈ 

¾


ÅðïìÝíùò, åßôå  = 1 åßôå  = 1 äçëáäÞ åßôå  ∈ × åßôå  ∈ ×¢ñá ôï  åßíáé

Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò 

(iv) Ëüãù ôïý (iii), áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áíÜãùãï óôïé·åßï ìéáò Ð.Ê.É. 

åßíáé ðñþôï. ÅÜí ëïéðüí ôï  åßíáé áíÜãùãï, ôüôå {0} $ hi $  êáé (êáôÜ ôï (ii))

ôï hi åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ìç ôåôñéììÝíùí ãíçóßùí

êõñßùí éäåùäþí ôÞò (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü). ÅðåéäÞ

ç áêåñáßá ðåñéï·Þ åßíáé Ð.Ê.É., ôï hi åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåãéóôéêü éäåþäåò ôÞò

¼ìùò êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò ôÞò  åßíáé ðñþôï éäåþäåò (âë. èåþñçìá 2.5.22).

¢ñá ôï hi åßíáé ðñþôï éäåþäåò êáé (âÜóåé ôïý (i)) ôï  åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò
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(v) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  êáé  ∼
óõí.

0 ôüôå 0 =  ãéá êÜðïéï

 ∈ × ÕðïèÝôïíôáò üôé   ∈  ìå 0 |  Ý·ïõìå
 | 0
0 | 

¾
=⇒  |  =⇒ åßôå  |  åßôå  | 

Ùò åê ôïýôïõ, åßôå  =  = −10 ãéá êÜðïéï  ∈  åßôå  =  = −10 ãéá

êÜðïéï  ∈  áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé åßôå 0 |  åßôå 0 |  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

êáé ôï 0åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò 

(vi) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò êáé  ∼
óõí.

0 ôüôå  = 0 ãéá êÜðïéï

 ∈ × ÕðïèÝôïíôáò üôé   ∈  ìå 0 =  Ý·ïõìå

 =  =⇒ åßôå  ∈ × åßôå  ∈ × =⇒ åßôå  ∈ × åßôå  ∈ ×

ïðüôå êáé ôï 0 åßíáé Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò 

(vii) ¸óôù ôõ·üí  ∈  ðïõ åßíáé äéáéñÝôçò ôïý  Ôüôå hi ⊆ hi  ÅðåéäÞ (êáôÜ

ôï (ii)) ôï êýñéï éäåþäåò hi åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ìç

ôåôñéììÝíùí ãíçóßùí êõñßùí éäåùäþí ôÞò  (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñç-

ôéêü åãêëåéóìü), óõìðåñáßíïõìå üôé hi = hi. Ôïýôï óçìáßíåé üôé åßôå ôá  êáé 

åßíáé óõíôñïöéêÜ (âë. 5.2.4 (ii)) åßôå hi = hi =  ïðüôå ôï  åßíáé áíôéóôñÝøéìï.

(viii) ÅÜí ôï  ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò

 ôüôå áõôü äåí äéáèÝôåé ãíÞóéïõò äéáéñÝôåò âÜóåé ôïý (vii). ÅÜí, áíôéóôñüöùò,

Ýíá óôïé·åßï  ∈ r (× ∪ {0}) äåí äéáèÝôåé ãíÞóéïõò äéáéñÝôåò êáé õðÜñ·ïõí

  ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá  = , ôüôå, åðåéäÞ  |  êáé  |  Ý·ïõìå³
åßôå  ∈ × åßôå  ∼

óõí.

´

êáé
³
åßôå  ∈ × åßôå  ∼

óõí.

´


ÕðïèÝôïíôáò üôé  ∼
óõí.

 êáé  ∼
óõí.

 óõìðåñáßíïõìå üôé

2 ∼
óõí.

 =  =⇒ ∃ ∈ × : 2 = 

(âë. 5.2.5 êáé 5.2.7). ÅðåéäÞ o èåùñïýìåíïò äáêôýëéïò  åßíáé åî õðïèÝóåùò áêå-

ñáßá ðåñéï·Þ (âë. 1.2.5), ç ùò Üíù éóüôçôá éóïäõíáìåß ìå ôçí  =  ∈ × êÜôé
ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. ¢ñá åßôå  ∈ × åßôå  ∈ × êáé, ùò åê ôïýôïõ, ôï  åßíáé

áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  ¤

5.3.5 Ðüñéóìá. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) To  åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò hi åßíáé Ýíá
ìç ôåôñéììÝíï ðñþôï éäåþäåò ôÞò 

(ii) Ôï  åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò hi åßíáé
Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôÞò 

(iii) ¸íá óôïé·åßï ôÞò  åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï.

(iv)¸íá ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ìåãéóôéêü.
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Áðïäåéîç. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá (i), (ii) êáé (iv) Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôçí ðñïçãç-

èåßóá ðñüôáóç 5.3.4. (Ôï (iv) åß·å áðïäåé·èåß êáé áíåîáñôÞôùò áõôÞò óôçí ðñü-

ôáóç 4.2.15). ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ êÜèå éäåþäåò ôÞò  åßíáé êýñéï, ôï (iii) Ýðåôáé áðü

ôï üôé êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò ôÞò åßíáé ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ ôùí ãíç-

óßùí éäåùäþí ôçò êáé ôï (ii) ôÞò 5.3.4. ¤

5.3.6 Ðñüôáóç. ¸íá óôïé·åßï ìéáò ðåñéï·Þò  ìå ì.ê.ä. åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí
åÜí åßíáé áíÜãùãï.

Áðïäåéîç. Ëüãù ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.4 áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé êÜèå

áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  åßíáé ðñþôï. ¸óôù  ∈ r (× ∪ {0}) ôõ·üí áíÜãùãï

óôïé·åßï ôÞò  Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí   ∈  ôÝôïéá þóôå  |  ÅÜí
 -  êáé  ∈ÌÊÄ( ) ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.35,  6∼

óõí.


Ùóôüóï,  |  ïðüôå õðÜñ·åé 0 ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá  = 0
ÅðåéäÞ ôï  åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï, Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí åßôå  ∈ × åßôå 0 ∈ ×
¼ìùò  6∼

óõí.
 =⇒ 0 ∈ × ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  ∈ × =⇒  ∼

óõí.
1 ïðüôå ôá  êáé

 åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá. Áðü ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.37 óõìðåñáßíïõìå üôé  | 
(Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé, ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé  üôé åÜí

 -  ôüôå  | ) ¢ñá ôï  åßíáé üíôùò ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  ¤

5.3.7 ÐáñÜäåéãìá. ¼ðùò Ý·ïõìå äåßîåé óôá åäÜöéá 4.2.13 êáé 5.2.43, ç áêåñáßá

ðåñéï·Þ Z[
√−5] äåí åßíáé ïýôå Ð.Ê.É. ïýôå êáí ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. Åíáëëáêôéêþò,

áõôü ôï óõìðÝñáóìá ìðïñåß (ëüãù ôÞò 5.3.6) íá åîá·èåß êáé áðåõèåßáò ðáñáôç-

ñþíôáò ïôé ôï 2 åßíáé áíÜãùãï, ·ùñßò üìùò íá åßíáé êáé ðñþôï óôïé·åßï ôçò¼ðùò

ìáò äåß·íåé ç åðüìåíç ðñüôáóç, ç éäéüôçôá áõôÞ éó·ýåé ãåíéêüôåñá êáé ãéá ôåôñá-

ãùíéêÝò áñéèìçôéêÝò ðåñéï·Ýò áíôéóôïé·éæüìåíåò óå áðåßñïõ ðëÞèïõò áêåñáßïõò

.

5.3.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) To 2 äåí åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò Z[
√
] (ðáñüôé åßíáé ðñþôï óôïé·åßï åíôüò ôïý

Z!)
(ii) ÅÜí ãéá ôïí  éó·ýåé åßôå  ≡ 1(mod4) åßôå  ≤ −3 ôüôå ôï 2 åßíáé áíÜãùãï
óôïé·åßï ôÞò Z[

√
].

(iii) ÅÜí ãéá ôïí  éó·ýåé åßôå  ≡ 1(mod 4) åßôå  ≤ −3 ôüôå ç Z[√] äåí åßíáé
ïýôå Ð.Ê.É. ïýôå ðåñéï·Þ ìå ìêä.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞN(2) = 4 ∈ {0±1} Ý·ïõìå 2 ∈ Z[√]r (Z[√]× ∪ {0}) (åðß
ôç âÜóåé ôùí (i) êáé (vi) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.39), üðïõN ç áñéèìçôéêÞ óôÜèìç ôïý

Q(
√
) (âë. 5.2.38).

(i) ÅðåéäÞ ôï ãéíüìåíï(− 1) ∈ Z åßíáé ðÜíôïôå Ýíáò Üñôéïò áêÝñáéïò, Ý·ïõìå

2 | (− 1) = ¡+
√

¢ ¡
−√¢ 
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ÅÜí ôï 2 Þôáí ðñþôï óôïé·åßï ôÞò Z[
√
] èá Ýðñåðå

åßôå 2 | +
√
 åßôå 2 | −√

áð' üðïõ èá êáôáëÞãáìå óå êÜôé ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï, áöïý åîéóþóåéò ôÞò ìïñöÞò

±√ = 2
¡
+ 

√

¢
   ∈ Z

äåí åðéäÝ·ïíôáé áêÝñáéåò ëýóåéò (2 =  2 = ±1). ¢ñá ôï 2 äåí åßíáé ðñþôï

óôïé·åßï ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Z[
√
]

(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï  + 
√
   ∈ Z åßíáé Ýíáò ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý 2

åíôüò ôÞò Z[
√
]Áðü ôá (iii), (vi) êáé (vii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.39 Ýðåôáé üôé

|N (+ 
√
)| | |N(2)| = 4

N (+ 
√
) 6= ±1

|N (+ 
√
)| 6= |N(2)| = 4

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ ¯̄
N
¡
+ 

√

¢¯̄
= 2

ïðüôå

± ¡2 −2
¢
= 2 (5.24)

Ðñþôç ðåñßðôùóç. ÅÜí  ≡ 1(mod 4) ôüôå  = 4 + 1 ãéá êÜðïéïí  ∈ Z Ç
éóüôçôá (5.24) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

2 − 2 = 2
¡
22 ± 1¢  (5.25)

ÅðåéäÞ ôï äåîéü ìÝëïò ôÞò (5.25) åßíáé Ýíáò Üñôéïò áêÝñáéïò áñéèìüò, ôá  êáé 

ïöåßëïõí íá åßíáé áìöüôåñá åßôå Üñôéïé åßôå ðåñéôôïß áêÝñáéïé. ÅÜí  = 2 êáé

 = 2 ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z ôüôå
2 − 2 = 4(2 − 2) =⇒ 4 | 2 − 2

ðñÜãìá áäýíáôï (äéüôé 2 − 2 ≡ 2(mod 4) âÜóåé ôÞò (5.25)). ÅÜí, áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ,  = 2+ 1 êáé  = 2 + 1 ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z ôüôå êáé ðÜëé
2 − 2 = 4(2 + − 2 − ) =⇒ 4 | 2 − 2

ðñÜãìá ðïõ, üðùò ðñïåßðáìå, åßíáé áäýíáôï. Ùò åê ôïýôïõ, ôï 2 åßíáé áíÜãùãï

óôïé·åßï ôÞò Z[
√
], áöïý äåí äéáèÝôåé ãíÞóéïõò äéáéñÝôåò (âë. ôï (viii) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 5.3.4).

Äåýôåñç ðåñßðôùóç. ÅÜí ≤ −3 ôüôå ç éóüôçôá (5.24) ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

2 =
¯̄
2 −2

¯̄
= 2 + || 2 (5.26)

ÅÜí  = 0 ôüôå ç (5.26) åßíáé áäýíáôç, áöïý ç 2 = 2 äåí åðéäÝ·åôáé áêÝñáéåò

ëýóåéò. ¼ìùò ç (5.26) åßíáé áíáëçèÞò áêüìç êáé üôáí  6= 0 åðåéäÞ
 ≤ −3 =⇒ || ≥ 3 =⇒ 2 + || 2 ≥ 3
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¢ñá ôï 2 åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞòZ[
√
], áöïý äåí äéáèÝôåé ãíÞóéïõò äéáéñÝôåò

(âë. ôï (viii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.4).

(iii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôá (i), (ii), ôï (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.4 êáé ôçí ðñü-

ôáóç 5.3.6. ¤

5.3.9 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé
Ýóôù  ∈ Z[√] ÅÜí N () ∈ {±} üðïõ N ç áñéèìçôéêÞ óôÜèìç ôïý Q(√)
(âë. 5.2.38) êáé  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå ôï  åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò
ôåôñáãùíéêÞò áñéèìçôéêÞò ðåñéï·Þò Z[

√
]

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ N () ∈ {0±1} Ý·ïõìå  ∈ Z[√]r (Z[√]× ∪ {0}) (âë.
éäéüôçôåò 5.2.39 (i) êáé (vi)). ÅÜí ôá  åßíáé óôïé·åßá ôÞò Z[

√
] ôÝôïéá þóôå íá

éó·ýåé ç éóüôçôá  =  ôüôå

N () = N () = N ()N () ∈ {±}

ïðüôå åßôå N () ∈ {±1} êáéN () ∈ {±} åßôå N () ∈ {±1} êáéN () ∈ {±}
Áõôü óçìáßíåé üôé åßôå  ∈ Z[√]× åßôå  ∈ Z[√]× (âë. 5.2.39 (ii) êáé (vi)). ¢ñá

ôï  åßíáé üíôùò áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò Z[
√
] ¤

5.3.10 Óçìåßùóç. Ç éêáíÞ óõíèÞêç ç ïðïßá äßäåôáé óôçí ðñüôáóç 5.3.9 ðñïêåé-

ìÝíïõ Ýíá  ∈ Z[√] íá åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï, äåí åßíáé êáé áíáãêáßá. Åðß

ðáñáäåßãìáôé, âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.8 ôï 2 åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò Z[
√−3]

áëëÜN(2) = 4

5.4 ÅÕÊËÅÉÄÅÉÅÓ ÐÅÑÉÏμÅÓ

5.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.Ç ïíïìÜæåôáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ

üôáí õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç δ : r{0} −→ N0 ðïõ éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò

óõíèÞêåò:

(i) ÅÜí   ∈ r{0} ôüôå δ () ≥ δ ()  êáé

(ii) ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈ r{0} õðÜñ·ïõí ( ) ∈  ×  (ü·é êáô'

áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá), ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

 = +  üðïõ åßôå  = 0 åßôå ( 6= 0 êáé δ ()  δ ())  (5.27)

(Ç áðåéíüíéóç δ êáëåßôáé åõêëåßäåéá óôÜèìç Þ åõêëåßäåéá åêôßìçóç ôÞò )

5.4.2 Óçìåßùóç. (i) Ç óõíèÞêç (i) ôïý ïñéóìïý 5.4.1 ìðïñåß íá áíáäéáôõðùèåß ùò

åîÞò: ÅÜí   ∈ r{0} êáé  |  ôüôå δ () ≥ δ () 
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(ii) Ïé ( ) ∈  ×  óôçí (5.27) êáëïýíôáé ðçëßêï êáé, áíôéóôïß·ùò, õðüëïéðï

ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý  äéÜ ôïý  ùò ðñïò ôçí δ ·ùñßò, ùóôüóï, íá ·áßñïõí êáô'

áíÜãêçí áìöïôÝñùí ôùí éäéïôÞôùí ôùí áíôéóôïß·ùí åííïéþí ðïõ óõíáíôÞóáìå

åñãáæüìåíïé óôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí. (Âë. åäÜöéï 5.4.17, êáèþò êáé

ôçí ðñüôáóç 5.4.18, ç ïðïßá ìáò ðáñÝ·åé ìéá éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôç

äéáóöÜëéóç ôÞò ìïíáäéêüôçôÜò ôïõò, õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ôïý 5.4.1 (ii), ü·é üìùò
êáé õðü ôçí Ýííïéá ôïý èåùñÞìáôïò 5.1.1!)

(iii) Ìéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ  åöïäéÜæåôáé ìå áðåßñïõ ðëÞèïõò äéáöïñåôéêÝò åõ-
êëåßäåéåò óôÜèìåò δ (âë. Üóêçóç ??). Ùò åê ôïýôïõ, üôáí åñãáæüìáóôå ìå óõãêå-

êñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá, ç áíáöïñÜ ìáò óå êÜðïéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ðñÝðåé íá

óõíïäåýåôáé áðü ôïí ôýðï ïñéóìïý ôÞò åðéëåãüìåíçò δ.

5.4.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå óþìá êáèßóôáôáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åöïäéáæü-

ìåíï ìå ôçí åõêëåßäåéá óôÜèìç

δ : r{0} −→ N0 δ () := 1 ∀ ∈ r{0}

äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈ r{0} éó·ýåé ç (5.27) ãéá ôá  = −1 êáé
 = 0 

(ii) O äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ üôáí åöïäéÜ-

æåôáé ìå ïéáäÞðïôå åê ôùí óôáèìþí

δ : Zr{0} −→ N0 δ () := ||  ∀ ∈ Z ∀ ∈ N

(âë. Üóêçóç ??). Åéäéêüôåñá, ç δ1 êáëåßôáé óõíÞèçò åõêëåßäåéá óôÜèìç ôïý Z.
(iii) ÅÜí åðß ôïý õðïóõíüëïõ ôùí ìç ìçäåíéêþí óôïé·åßùí ôïý äáêôõëßïõ

Zhi =
n 


∈ Q

¯̄̄
( ) ∈ Z× (Zr{0})  ìå ìêä ( ) = 1 êáé  - 

o
ôùí -áäéêþí êëáóìÜôùí (üðïõ  ðñþôïò, âë. Üóêçóç 1-16, óåë. 35) ïñßóïõìå ôçí

áðåéêüíéóç

δ : Zhir{0} −→ N0 δ
¡



¢
:= max

©
 ∈ N0 :  | 

ª


(ôç ëåãïìÝíç, éäéáéôÝñùò, -áäéêÞ ðñïóèåôéêÞ åêôßìçóç ôïý Zhi), ôüôå, ãéá ïéá-

äÞðïôå óôïé·åßá 1
1
 2
2
∈ Zhir{0} Ý·ïõìå ðñïöáíþò

δ
³
1
1

2
2

´
= δ

³
1
1

´
+ δ

³
2
2

´
δ
³
2
2

´
≥ 0

⎫⎬⎭ =⇒ δ
³
1
1

2
2

´
≥ δ

³
1
1

´


Áò õðïèÝóïõìå üôé 1
1
∈ Zhi 2

2
∈ Zhir{0} êáé üôé

1 := max
©
 ∈ N0 :  | 1

ª
 2 := max

©
 ∈ N0 :  | 2

ª
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ÅÜí äéáéñÝóïõìå ôï 1 äéÜ ôïý 2 (åíôüò ôïý Z), ëáìâÜíïõìå 1 = 2 +  üðïõ

ôï æåýãïò ( ) ∈ Z åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï êáé éó·ýåé 0 ≤  ≤ |2|  ÃñÜ-
öïíôáò ôá 1 êáé 2 ùò 1 = 101 2 = 202 ãéá êáôÜëëçëá (ìïíïóçìÜíôùò

ïñéóìÝíá) 01 
0
2 ∈ Z ìå ìêä(01 ) = ìêä(02 ) = 1 ïñßæïõìå óôïé·åßá  êáé  ôïý

Zhi ùò áêïëïýèùò:

 :=

(
12
21

 üôáí 1 ≥ 2
2
1

 üôáí 1  2
 :=

½
0 üôáí 1 ≥ 2

1
 üôáí 1  2

Ðñïöáíþò, êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò, éó·ýåé ç éóüôçôá

1

1
=

2

2
 + 

¼ôáí  6= 0 ôüôå óôç äåýôåñç åî áõôþí (Þôïé üôáí 1  2) Ý·ïõìå

 = 1  2 = δ
³
2
2

´


üðïõ

 := max
©
 ∈ N0 :  | 

ª
= δ

³

1

´
= δ () 

ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ

 = 101 − 202 =⇒ 1 | 
óõìðåñáßíïõìå üôé  ≥ 1 ÕðïèÝôïíôáò üôé   1 êáôáëÞãïõìå óå êÜôé ôï
Üôïðï, êáèüóïí áðü ôç ó·Ýóç äéáéñåôüôçôáò  |  Ýðåôáé üôé

101 ≡ 202(mod 
) =⇒ 01 ≡ 2−102(mod 

−1)
⇓

∃ ∈ Z : 01 = (2−1−102 + −1−1)

åíþ  - 01 ¢ñá üíôùò  = 1  2 êáé, âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå, ï Zhi
êáèßóôáôáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí -áäéêÞ ðñïóèåôéêÞ åêôßìçóç ùò åõêëåßäåéá

óôÜèìç ôïõ.

(iv) Åêôüò ôùí (i)-(iii), óôçí êëÜóç ôùí åõêëåéäåßùí ðåñéï·þí óõìðåñéëáìâÜíï-

íôáé: ï äáêôýëéïò[X] êáé ï äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí [[X]] (üðïõ

 óþìá, âë. ðñïôÜóåéò 5.4.8 êáé 5.4.11), ïñéóìÝíåò ôåôñáãùíéêÝò áñéèìçôéêÝò ðå-

ñéï·Ýò (âë. ðñüôáóç 5.4.16), êáèþò êáé ïñéóìÝíïé åê ôùí äáêôõëßùí ôùí áêåñáßùí

ôùí ôåôñáãùíéêþí áñéèìçôéêþí óùìÜôùí. (Âë. 5.5.7 êáé 5.5.8).

I Äéáßñåóç ðïëõùíýìùí êáé åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí. Ï ôñüðïò åêôåëÝóåùò ôÞò

«äéáéñÝóåùò» åíüò ðïëõùíýìïõ ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ (X) ∈ [X] äéÜ åíüò ðï-

ëõùíýìïõ (X) ∈ [X]r{0[X]} (üðïõ  óþìá) åßíáé ãíùóôüò áðü ôï ó·ïëåßï

êáé áðü ôéò ðáñáäüóåéò ôÞò ÅéóáãùãéêÞò ¢ëãåâñáò. ¢ìåóåò ãåíéêåýóåéò ôÞò åí

ëüãù äéáéñÝóåùò äßäïíôáé óôï èåþñçìá 5.4.4 êáé óôï ðüñéóìá 5.4.5.
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5.4.4 Èåþñçìá. (ÃåíéêåõìÝíïò Áëãüñéèìïò ÄéáéñÝóåùò) ÄïèÝíôùí äõïðïëõùíý-
ìùí

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X] (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]r{0[X]}

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò åéëçììÝíïõò áðü Ýíáí ìåôáèåôéêü äáêôýëéï  ìå ìï-
íáäéáßï óôïé·åßï, üðïõ lc((X)) =  õðÜñ·åé æåýãïò ðïëõùíýìùí (X) êáé
(X) ∈ [X], êáèþò êáé Ýíáò  ∈ N0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

(lc()) · (X) = (X) ·  (X) + (X) deg ((X))  deg ( (X)) (5.28)

Áðïäåéîç. ÅÜí deg((X))  deg((X)), ôüôå èÝôïíôáò  := 0, (X) := 0[X] êáé

(X) := (X) ç (5.28) åðáëçèåýåôáé. Áðü åäþ ëïéðüí êáé óôï åîÞò ìðïñïýìå íá

õðïèÝóïõìå üôé

 = deg((X)) ≥ deg((X)) =   ≥ 0
Èá·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞùòðñïò ôïí. ÅÜí = 0, ôüôå = 0

êáé

(X) = 0 (X) = 0

ïðüôå áñêåß íá èÝóïõìå (X) = 0, (X) = 0[X] êáé  = 1 ãéá íá ëÜâïõìå ôçí

(5.28). Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé   0 êáé üôé ãéá êÜèå ðïëõþíõìï (X) ∈ [X]

ìå deg((X))   õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ðïëõùíýìùí0(X) êáé 0(X) ∈ [X], êáèþò

êáé Ýíáò 0 ∈ N0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

(lc((X)))
0
(X) = 0(X) (X) + 0(X) deg (0(X))  deg ( (X))  (5.29)

Ïñßæïõìå ùò (X) ôï12

(X) := (lc((X))) (X)− X
−(X) ∈ [X]

ÅÜí (X) = 0[X], ôüôå ëáìâÜíïõìå åê íÝïõ ôçí (5.28) èÝôïíôáò

 := 1 (X) := X
− (X) := 0[X]

ÅéäÜëëùò, åêìåôáëëåõüìåíïé ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç (5.29) èÝôïõìå

(X) := 0(X) (X) := 0(X) + (lc((X)))
0 ¡
X

−¢   := 0 + 1

êáôáëÞãïíôáò óôçí éóüôçôá

(lc((X))) (X) = (lc((X)))
0
(X) + (lc((X)))

0 ¡
X

− (X)
¢

= (X) (X) + (X)

üðïõ deg ((X)) = deg (0(X))  deg ( (X))  ¤
12Ï óõíôåëåóôÞò ôïý ðñïêåéìÝíïõ (X) åßíáé ï  −  = 0 ïðüôå deg((X))  
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5.4.5 Ðüñéóìá. (Áëãüñéèìïò ÄéáéñÝóåùò) ÄïèÝíôùí äõï ðïëõùíýìùí

(X) =
X
=0

X
 ∈ [X] (X) =

X
=0

X
 ∈ [X]r{0[X]}

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò åéëçììÝíïõò áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ , üðïõ
lc((X)) =  ∈ ×, õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí ðïëõùíýìùí
(X) êáé (X) ∈ [X] ôÝôïéùí þóôå íá éó·ýåé

(X) = (X) ·  (X) + (X) deg ((X))  deg ( (X))  (5.30)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 5.4.4 õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò ðïëõùíýìùí ∗(X) êáé
∗(X) ∈ [X], êáèþò êáé Ýíáò  ∈ N0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

(lc((X))) · (X) = ∗(X) ·  (X) + ∗(X) deg (∗(X))  deg ( (X)) 

ÅðåéäÞ lc() ∈ × (ïðüôå êáé (lc()) ∈ ×), ç (5.30) åðáëçèåýåôáé èÝôïíôáò

(X) := ∗(X)
¡
lc((X))

¢−1
 (X) := ∗(X)

¡
lc((X))

¢−1


Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß êáé ôï ìïíïóÞìáíôï ìéáò ôÝôïéáò åêöñÜóåùò. ÅÜí

ðÝñáí ôùí (X), (X) õðÜñ·ïõí êáé Üëëá äýï ðïëõþíõìá 0(X) êáé 0(X), ôá
ïðïßá ðëÞñïõí ôéò13

(X) = (X) (X) + (X) = 0(X) (X) + 0(X)

deg ((X)) ≤ deg (0(X))  deg ( (X)) 
ôüôå

((X)−0(X)) (X) = 0(X)− (X) (5.31)

ÕðïèÝôïíôáò üôé 0(X) 6= (X), ç (5.31) ìáò ðëçñïöïñåß üôé (X) 6= 0(X), ïðüôå
ìå ôç âïÞèåéá ôïý (i) ôïý ëÞììáôïò 1.3.7 êáé ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9 óõìðå-

ñáßíïõìå üôé

deg (0(X)) ≥ deg (0(X)− (X)) = deg ((X)−0(X)) + deg ( (X)) ≥ deg ( (X)) 

ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé ðñïò ôçí áíßóùóç deg (0(X))  deg ( (X)). Óõíåðþò,

0(X) = (X) =⇒
(5.31)

((X)−0(X)) (X) = 0[X] ⇒ (X) = 0(X)

üðïõ ç ôåëåõôáßá óõíåðáãùãÞ Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé  (X) 6= 0[X] êáé áðü ôï

üôé ï äáêôýëéïò  [X] åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. 1.3.9 (ii)). ¤
13ÅÜí deg

¡
0(X)

¢ ≤ deg ((X))  ôüôå åðáíáëáìâÜíïõìå ôá ßäéá áðïäåéêôéêÜ åðé·åéñÞìáôá åíáëëÜóóïíôáò ôïõò

ñüëïõò ôùí (X) êáé 0(X)
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5.4.6 Ïñéóìüò. Ôï ðïëõþíõìï (X) óôïí ôýðï (5.30) ïíïìÜæåôáé ðçëßêï êáé ôï

(X) õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý (X) äéÜ ôïý (X) åíôüò ôïý äáêôõëßïõ  [X] 

5.4.7 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí

(X) = X7 − 2X6 + X4 − X3 + 2X2 − 1 (X) = X6 − 2X5 + 2X2 − 1 ∈ Z[X]

ôüôå

(X) = X · (X) + ¡X4 − 3X3 + 2X2 + X− 1¢ 
5.4.8 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá óþìá. Ôüôå ï äáêôýëéïò ôùí ðïëõùíýìùí ìéáò
áðñïóäéïñßóôïõ[X] ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï êáèßóôáôáé åõêëåßäåéá
ðåñéï·Þ ìå ôçí

δ : [X]r{0[X]} −→ N0 (X) 7→ δ ((X)) := deg((X)) (5.32)

ùò åõêëåßäåéá óôÜèìç ôçò.

Áðïäåéîç. ÅÜí (X) (X) ∈ [X]r{0[X]} ôüôå óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 1.3.9 (Þ ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 1.3.10) Ý·ïõìå

δ ((X)(X)) = deg ((X)(X))

= deg ((X)) + deg((X)) ≥ deg ((X)) = δ ((X)) 

ïðüôå ç δ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (i). ÅðéðñïóèÝôùò, ôï ðüñéóìá 5.4.5 ìáò

ðëçñïöïñåß üôé ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá (X) ∈ [X] êáé (X) ∈ [X]r{0[X]}
õðÜñ·ïõí(X) êáé (X) ∈ [X] ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

(X) = (X) ·  (X) + (X) deg ((X))  deg ( (X)) 

ÅÜí (X) 6= 0[X] ôüôå deg ((X)) = δ ((X))  δ ((X)) = deg ( (X))  ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, ç δ éêáíïðïéåß êáé ôç óõíèÞêç 5.4.1 (ii). ¤

5.4.9 Óçìåßùóç. (i) Åõëüãùò ôßèåôáé ôï åñþôçìá: Ãéáôß ç ðñüôáóç 5.4.8 äåí åîá-

êïëïõèåß íá éó·ýåé åÜí êáíåßò áíôéêáôáóôÞóåé ôïí äáêôýëéï [X] ìå ôïí  [X] 

üðïõ  ïéáäÞðïôå áêåñáßá ðåñéï·Þ (áöïý, ìÜëéóôá, êáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ äéá-

äéêáóßá ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9 êáé ôï ðüñéóìá 5.4.5 ðïõ

éó·ýïõí ãéá ðïëõþíõìá áíÞêïíôá óôïí [X], üðïõ ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ );
Ãéá ôçí áðÜíôçóç áõôïý ôïý åñùôÞìáôïò ïöåßëïõìå íá áíáôñÝîïõìå óå ìéá óçìá-

íôéêÞ ëåðôïìÝñåéá ðïõ ðåñéëáìâÜíåôáé óôç äéáôýðùóç ôïý ðïñßóìáôïò 5.4.5. ÅÜí

ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò ìáò  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ðïõ äåí åßíáé óþìá, ôüôå
ïñßæåôáé êáëþò ç (áíôßóôïé·ç) áðåéêüíéóç

δ :  [X]r{0[X]} −→ N0 (X) 7→ δ ((X)) := deg((X))
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ç ïðïßá íáé ìåí éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (i) áëëÜ äåí éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç

5.4.1 (ii) ãéá üëá ôá (X) ∈ [X]r{0[X]} ðáñÜ ìüíïí ãéá üóá åî áõôþí Ý·ïõí

åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞ lc((X)) ∈ × $ r{0} (Ãéá êÜèå óþìá  Ý·ïõìå

× = r{0}!) Ùò åê ôïýôïõ, åíôüò ôïý [X] ìáò åðéôñÝðåôáé íá äéáéñïýìå ôá

ðïëõþíõìá (X) ∈ [X] ìüíïí ìå åêåßíá ôá (X) ∈ [X]r{0[X]} ðïõ äéáèÝôïõí

áíôéóôñÝøéìï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞ!

(ii) Ãåíéêüôåñá éó·ýåé ôï åîÞò: ¸óôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ï ðïëõùíõìéêüò

äáêôýëéïò [X] åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí ç  åßíáé óþìá. (Âë.

ðñüôáóç 5.4.24.)

(iii) Ç ðñüôáóç 5.4.11 (ç ïðïßá ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ôï áíÜëïãï ôÞò ðñïôÜóåùò

5.4.8 ãéá åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò) ìáò ðëçñïöïñåß üôé áêüìç êáé ï äáêôýëéïò ôùí

åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ [[X]] ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò

áðü êÜðïéï óþìá êáèßóôáôáé êáôÜ ôñüðï öõóéêü åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

5.4.10 Ðñüôáóç. (Áëãüñéèìïò ÄéáéñÝóåùò) Äïèåéóþí äõï åðßôõðùí äõíáìïóåé-
ñþí

(X) =
∞X
=0

X
 ∈ [[X]] (X) =

∞X
=0

X
 ∈ [[X]]r{0[[X]]}

ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõò åéëçììÝíïõò áðü Ýíá óþìá õðÜñ·åé Ýíá æåýãïò åðßôõ-
ðùí äõíáìïóåéñþí (X) êáé (X) ∈ [[X]] ôÝôïéùí þóôå íá éó·ýåé 14

(X) = (X) ·  (X) + (X) (5.33)

üðïõ åßôå (X) = 0[[X]] åßôå ((X) 6= 0[[X]] êáé ord((X))  ord( (X)))

Áðïäåéîç. ÅÜí éó·ýåé (X) = 0[[X]] Þ ord((X))  ord((X)), ôüôå èÝôïíôáò

(X) := 0[[X]] êáé (X) := (X) ç (5.33) åðáëçèåýåôáé. Áðü åäþ ëïéðüí êáé óôï

åîÞò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé (X) 6= 0[[X]] êáé
 = ord((X)) ≥ ord((X)) = 

Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 1.3.10 õðÜñ·ïõí (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíåò)

åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò1(X) 2(X) ∈ [[X]]× ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(X) = X1(X) (X) = X2(X)

ÈÝôïíôáò(X) := 1(X) (2(X))
−1 X− êáé (X) := 0[[X]] ëáìâÜíïõìå

(X) (X) + (X) = (X) (X)

=
³
1(X) (2(X))

−1 X−
´
X2(X)

= X1(X) = (X)

14ÓçìåéùôÝïí üôé, åí ðñïêåéìÝíù, üðùò èá äéáöáíåß óôçí áðüäåéîç, åßôå(X) = 0[[X]] åßôå (X) = 0[[X]] ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, ãéá ïéåóäÞðïôå åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò(X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} Ý·ïõìå ðÜíôïôå åßôå(X) | (X)
åßôå (X) | (X)!
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ïðüôå ç (5.33) åðáëçèåýåôáé êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç. ¤

5.4.11 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá óþìá. Ôüôå ï äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåé-
ñþí ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ[[X]] ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï êáèßóôáôáé
åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí

δ : [[X]]r{0[[X]]} −→ N0 (X) 7→ δ ((X)) := ord((X)) (5.34)

ùò åõêëåßäåéá óôÜèìç ôçò.

Áðïäåéîç. ÅÜí (X) (X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} ôüôå óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïý ðïñß-

óìáôïò 1.3.10 Ý·ïõìå

δ ((X)(X)) = ord ((X)(X))

= ord ((X)) + ord((X)) ≥ ord ((X)) = δ ((X)) 

ïðüôå ç δ éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (i). ÅðéðñïóèÝôùò, ç ðñüôáóç 5.4.11 ìáò

ðëçñïöïñåß üôé ãéá ïéåóäÞðïôå(X) ∈ [[X]] êáé(X) ∈ [[X]]r{0[[X]]} õðÜñ·ïõí
(X) êáé (X) ∈ [[X]] ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýåé

(X) = (X) (X) + (X)

üðïõ åßôå (X) = 0[[X]] åßôå ((X) 6= 0[[X]] êáé ord((X))  ord( (X))) ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, ç δ éêáíïðïéåß êáé ôç óõíèÞêç 5.4.1 (ii). ¤
I ÊÜðïéåò åê ôùí ðåñéï·þí Z[√] åßíáé åõêëåßäåéåò. Öõóéêü ðñüâëçìá: Ãéá

ðïéïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò  óôåñïõìÝíïõò ôåôñáãþíùí åßíáé ç ôåôñáãùíéêÞ

áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√
] (ç ïñéóèåßóá óôçí Üóêçóç 1-44) åõêëåßäåéá; Ôï ðñü-

âëçìááõôü åßíáé äýóêïëï, ïñéóìÝíåò äå ðôõ·Ýò ôïõðáñáìÝíïõíáêüìçêáé óÞìåñá

éäéáßôåñá «óêïôåéíÝò» (âë. 5.5.9 (ii)). Óôçí ðñüôáóç 5.4.16 áðïäåéêíýïõìå üôé ç

Z[
√
] åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ üôáí  ∈ {−2−1 2 3 6 7}  Ãåíéêåýóåéò áõôÞò

ðáñáôßèåíôáé óôçí åíüôçôá 5.5 (âë. èåùñÞìáôá 5.5.7 êáé 5.5.8).

5.4.12 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Ôüôå ìéá õðï-

ðåñéï·Þ ôïý ôåôñáãùíéêïý áñéèìçôéêïý óþìáôïòQ(
√
) êáëåßôáéN-åõêëåßäåéá

ðåñéï·Þ üôáí áõôÞ êáèßóôáôáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå óôÜèìç ôçò ôçí

δN : r{0} −→ N0 δN () := |N()| = ||  ∀ ∈ r{0} (5.35)

üðïõN ç áñéèìçôéêÞ óôÜèìç ôïý Q(
√
) (âë. 5.2.38).

5.4.13 ÐáñáôÞñçóç. Ëüãù ôùí éäéïôÞôùí 5.2.39 (i) êáé (ii) ôÞòN ç óõíèÞêç 5.4.1

(i) éêáíïðïéåßôáé áðü ôçí δN ãéá êÜèå õðïðåñéï·Þ  ôïý Q(
√
) ÐñÜãìáôé° ãéá

ïéáäÞðïôå   ∈ r{0} Ý·ïõìå
|N()| = |N()| |N()|

 6= 0⇒ |N()| ≥ 1
¾
=⇒ δN () ≥ δN () 
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Ùò åê ôïýôïõ, ãéá íá åßíáé ìéá ôÝôïéá õðïðåñéï·ÞN-åõêëåßäåéá áñêåß íá ðñïóäéï-

ñéóèïýí ìüíïí ðñïûðïèÝóåéò õðü ôéò ïðïßåò éêáíïðïéåßôáé ç óõíèÞêç 5.4.1 (ii).

(Ãéá ôçí  = Z[
√
] âë. ëÞììá 5.4.14.)

5.4.14 ËÞììá. ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí ãéá
ïéáäÞðïôå  ∈ Z[√] êáé ∈ Z[√]r{0} ôï êëÜóìá 


 ãñáöüìåíï õðü ôç ìïñöÞ




= + 

√
 ∈ Q(√) = Fr(Z[√])   ∈ Q (5.36)

åßíáé ôÝôïéï, þóôå íá õðÜñ·ïõí   ∈ Z éêáíïðïéïýíôåò ôç óõíèÞêç¯̄
N((− ) + (− )

√
)
¯̄
=
¯̄̄
(− )

2 −(− )2
¯̄̄
 1 (5.37)

ôüôå ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√
] åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ÂÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï åäÜöéï 5.4.13 áñêåß íá áðïäåé·èåß

üôé ç δN ðëçñïß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (ii). Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá

 ∈ Z[√] êáé ∈ Z[√]r{0} êáé åêöñÜæïõìå ôï êëÜóìá 

õðü ôç ìïñöÞ (5.36).

Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·ïõí   ∈ Z éêáíïðïéïýíôåò ôç óõíèÞêç (5.37). ÈÝôïíôáò

 := + 
√
 ∈ Z[√]  :=  −  ∈ Z[√]

ðáñáôçñïýìå üôé  =  +  Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ  6= 0 ç (5.37) äßäåé¯̄̄
N(




)
¯̄̄
=
¯̄̄
N(




− )

¯̄̄
=
¯̄
N((− ) + (− )

√
)
¯̄
 1

ïðüôå (ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï åäÜöéï 5.2.40)¯̄̄
N(




)
¯̄̄
=

¯̄̄̄
N()

N()

¯̄̄̄
=
|N()|
|N()| =

δN ()

δN ()
 1⇒ δN ()  δN () 

ÅðïìÝíùò, ç δN ðëçñïß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (ii) êáé ç Z[
√
] åßíáéN-åõêëåßäåéá ðå-

ñéï·Þ. ¤

5.4.15 ËÞììá. ÅÜí  ∈ R 0 ≤   2 êáé  6= 5
4  ôüôå ãéá êÜèå  ∈ R õðÜñ·åé

êÜðïéïò  ∈ Z ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé¯̄̄
(− )

2 − 
¯̄̄
 1 (5.38)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôïí {}åãã (Þôïé ôïí áêÝñáéï ôï åããýôåñï ôïý  âë. 4.2.10),

êáèþò êáé ôïí ̌ :=
¯̄
− {}åãã

¯̄
ìå 0 ≤ ̌ ≤ 1

2  êáé èÝôïõìå

0 :=

⎧⎨⎩
0 üôáí 0 ≤   1

1 üôáí 1 ≤   5
4 

−1 üôáí 5
4    2
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êáé

 :=

½
0 − {}åãã üôáí  ≥ {}åãã
−0 + {}åãã üôáí   {}åãã

Ðñïöáíþò, |− | = |̌− 0|  ïðüôå¯̄̄
(− )

2 − 
¯̄̄
=
¯̄̄
(̌− 0)2 − 

¯̄̄
 (5.39)

ÅÜí 0 ≤   1 ôüôå 0 = 0 êáé

0 ≤ ̌2 ≤ 1
4

−1  − ≤ 0
¾
⇒ −1  ̌2 −  ≤ 1

4
⇒ ¯̄

̌2 − 
¯̄
 1 (5.40)

ÅÜí 1 ≤   5
4  ôüôå 

0 = 1 êáé

1
4 ≤ (̌− 1)2 ≤ 1
−54  − ≤ −1

¾
⇒ −1  (̌− 1)2 −  ≤ 0⇒ ¯̄

(̌− 1)2 − 
¯̄
 1 (5.41)

ÅÜí 5
4    2 ôüôå 0 = −1 êáé
1 ≤ (̌+ 1)2 ≤ 9

4

−2  −  −54

¾
⇒ −1  (̌+ 1)2 −   1⇒ ¯̄

(̌+ 1)2 − 
¯̄
 1 (5.42)

Áðü ôéò (5.39), (5.40), (5.41) êáé (5.42) Ýðåôáé üôé ç (5.38) åßíáé áëçèÞò ãéá ôïí ùò

Üíù åðéëå·èÝíôá áêÝñáéï  ¤

5.4.16 Ðñüôáóç. ÅÜí  ∈ {−2−1 2 3 6 7}  ôüôå ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðå-
ñéï·Þ Z[

√
] åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈ Z[
√
] êáé  ∈ Z[

√
]r{0} êáé

ãñÜöïõìå ôï êëÜóìá 

õðü ôç ìïñöÞ




= + 

√
 ∈ Q(√) = Fr(Z[√])   ∈ Q (5.43)

Åí óõíå·åßá, èÝôïõìå  := {}åãã êáé äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò.

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí ∈ {−2−1}  ôüôå èÝôïõìå  := {}åãã êáé ðáñáôçñïýìå
üôé

|− | ≤ 1
2

|− | ≤ 1
2

)
⇒
¯̄̄
(− )

2 −(− )2
¯̄̄
≤ 1
4
+
2

4
=
3

4
 1

ÅðïìÝíùò, ç óõíèÞêç (5.37) éêáíïðïéåßôáé êáé ç Z[
√
] åßíáé N-åõêëåßäåéá ðå-

ñéï·Þ åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 5.4.14.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí ∈ {2 3 6 7}  ôüôå Ý·ïõìå

0 ≤ (− )2 ≤ 7
4
 2 êáé

q
5
4 ∈ Q⇒ (− )2 6= 5

4
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Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá 5.4.15 ãéá ôï  := (−)2 (êáé ãéá ôï  ôï åìöáíéæüìåíï

óôçí (5.59)) äéáóöáëßæïõìå ôçí ýðáñîç åíüò  ∈ Z ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé¯̄̄
(− )

2 −(− )2
¯̄̄
 1

ÅðïìÝíùò, ç óõíèÞêç (5.37) éêáíïðïéåßôáé êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, êáé ç

Z[
√
] åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 5.4.14. ¤

5.4.17 ÐáñáôÞñçóç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 5.4.16 ï äáêôýëéïò ôùí ãêáïõóéá-

íþí áêåñáßùí Z[] åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ. Äéáéñþíôáò ôüí 3+2 äéÜ ôïý 1+ 

åíôüò ôïý Z[] ùò ðñïò ôçí (5.35) Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá åðéëÝîïõìå ùò ðçëßêï

 êáé õðüëïéðï  äéáöïñåôéêïýò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò áíÞêïíôåò óôïí Z[] Åðß
ðáñáäåßãìáôé,

3 + 2 = (1 + ) (2− ) + 

3 + 2 = (1 + ) (3− )− 1
3 + 2 = 2 (1 + ) + 1

3 + 2 = 3 (1 + )− 

üðïõ êáé óôéò ôÝóóåñåéò ðåñéðôþóåéò δN () = 1  2 = δN (1 + ) 

IÃåíéêÝò éäéüôçôåò åõêëåéäåßùí ðåñéï·þí. Óôá õðïëåéðüìåíá åäÜöéá ôÞò ðáñïý-

óáò åíüôçôáò ðáñáôßèåíôáé ïñéóìÝíåò ãåíéêÝò éäéüôçôåò ôùí åõêëåéäåßùí ðåñéï·þí.

Åî áöïñìÞò ôÞò ðáñáôçñÞóåùò 5.4.17 åêêéíïýìå áðü ôçí áðïóáöÞíéóç ôïý ðüôå

ôá ðçëßêá êáé ôá õðüëïéðá ôÞò äéáéñÝóåùò óôïé·åßùí ìéáò åõêëåßäåéáò ðåñéï·Þò

 äéÜ ìç ìçäåíéêþí óôïé·åßùí ôÞò  (ùò ðñïò êÜðïéá åõêëåßäåéá óôÜèìç δ) åßíáé

ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá.

5.4.18 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí δ : r{0} −→ N0 ùò
åõêëåßäåéá óôÜèìç ôçò. Ôüôå ç ýðáñîç ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí ( ) ∈  × 

ôá ïðïßá éêáíïðïéïýí ôçí (5.27) ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈ r{0} éóïäõíáìåß
ìå ôç óõíèÞêç

δ (− ) ≤ max {δ ()  δ ()}  ∀ ( ) ∈ (r{0})× (r{0}) :  6= − (5.44)

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí ìç ìçäåíéêÜ, äéáêåêñéìÝíá óôïé·åßá  

ôïý  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé δ (− )  max {δ ()  δ ()}  Ôüôå
 = 0 · (− ) +  δ ()  δ (− ) 

êáé  = 1 · (− ) +  δ ()  δ (− )  ïðüôå ôï ðçëßêï êáé ôï õðüëïéðï ôÞò

äéáéñÝóåùò ôïý  :=  äéÜ ôïý  := −  äåí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï.

Êáé áíôéóôñüöùò° ðñïûðïèÝôïíôáò ôçí éó·ý ôÞò óõíèÞêçò (5.44) êáé õðïèÝôïíôáò

üôé

 = 1+ 1 üðïõ åßôå 1 = 0 åßôå (1 6= 0 êáé δ (1)  δ ())
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êáé

 = 2+ 2 üðïõ åßôå 2 = 0 åßôå (2 6= 0 êáé δ (2)  δ ())

ãéá êÜðïéá  ∈  êáé  ∈ r{0} ìå 1 6= 2 (êáé, êáô' åðÝêôáóç, 1 6= 2),

óõìðåñáßíïõìå (ìÝóù ôÞò éäéüôçôáò (ii) ôïý ïñéóìïý 5.4.1 ãéá ôá 1 − 2 êáé  êáé

ôÞò åöáñìïãÞò ôÞò óõíèÞêçò (5.44) ãéá ôá  := 1 êáé  := 2) üôé

δ () ≤ δ ((1 − 2) ) = δ (1 − 2) ≤ max {δ (1)  δ (2)}  δ () 

Þôïé êÜôé ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. Óõíåðþò 1 = 2 êáé (1 − 2)  = 0 =⇒ 1 = 2
(äéüôé  ∈ r{0}, âë. ðñüôáóç 1.2.5). ¤

5.4.19 ÐáñáôÞñçóç. (i) Åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[] ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß  ∈ {±1}
êáé  ∈ {±} äåí ðëçñïýí ôçóõíèÞêç (5.44)ùò ðñïò ôçí åõêëåßäåéá óôÜèìç (5.35),

áöïý

δN (− ) = 2  max {δN ()  δN ()} = 1

(ii) Ðáñüôé ç óõíÞèçò åõêëåßäåéá óôÜèìç δ(= δ1) : Zr{0} −→ N0 δ () := || 
ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí (âë. 5.4.3 (ii)) äåí ðëçñïß ôç óõíèÞêç

(5.44) ãéá üëá ôá æåýãç ìç ìçäåíéêþí ìç áíôéèÝôùí áêåñáßùí15 ( )  ç ìïíáäé-
êüôçôá ôïý ðçëßêïõ  êáé ôïý õðïëïßðïõ  ôÞò äéáéñÝóåùò åíüò  ∈ Z äéÜ åíüò

 ∈ Zr{0} åßíáé äéáóöáëéóìÝíç (óôï ðëáßóéï ôÞò Óôïé·åéþäïõò Èåùñßáò Áñéè-

ìþí) õðü ôéò åðéðñüóèåôåò ðñïûðïèÝóåéò ôïý èåùñÞìáôïò 5.1.1, äéüôé óå áõôü

áîéþóáìå áðü ôï ßäéï ôï åìöáíéæüìåíï õðüëïéðï  (êáé ü·é ìüíïí áðü ôçí áðü-

ëõôç ôéìÞ ôïõ!) íá åßíáé ≥ 0
(iii) ¸óôù  Ýíá óþìá. Ôüôå ç åõêëåßäåéá óôÜèìç (5.32) ôïý ðïëõùíõìéêïý äá-

êôõëßïõ[X] ðëçñïß ôç óõíèÞêç (5.44), ïðüôå ç éäéüôçôá ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôùí
ðçëßêùí êáé ôùí õðïëïßðùí ç ðåñéëçöèåßóá óôï ðüñéóìá 5.4.5 Ýðåôáé (åíáëëá-

êôéêþò) êáé áðü ôçí ðñüôáóç 5.4.18.

5.4.20 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí δ : r{0} −→ N0 ùò
åõêëåßäåéá óôÜèìç ôçò. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) δ () ≥ δ (1)  ∀ ∈ r{0}
(ii) ÅÜí   ∈ r{0} êáé  ∼

óõí.
 ôüôå δ () = δ () 

(iii) δ () = δ (−) ∀ ∈ r{0}
(iv)  ∈ × ⇐⇒  ∈ r{0} êáé δ () = δ (1) 

15Ð.·., ãéá  = −7 êáé  = 2 Ý·ïõìå |− | = 9  max{||  ||} = 7 êáé ãéá  :=  = −7 êáé  := − = −9
ëáìâÜíïõìå

−7 = 0 · (−9) + (−7) = 1 · (−9) + 2 ìå |−7|  |−9|  |2|  |−9| 
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Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ  =  · 1 áðü ôçí éäéüôçôá (i) ôïý ïñéóìïý 5.4.1 ëáìâÜ-

íïõìå δ () ≥ δ (1) 

(ii) ÅÜí   ∈ r{0} êáé éó·ýåé  ∼
óõí.

 ôüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈ × (Âë. ðü-

ñéóìá 5.2.5). Ðñïöáíþò,  = −1 ïðüôå êÜíïíôáò êáé ðÜëé ·ñÞóç ôÞò éäéüôçôáò

(i) ôïý ïñéóìïý 5.4.1 ëáìâÜíïõìå

δ () = δ () ≥ δ ()

δ () = δ
¡
−1

¢ ≥ δ ()

¾
=⇒ δ () = δ () 

(iii) ÅðåéäÞ − = (−1)  êáé  = (−1) (−)  Ý·ïõìå  ∼
óõí.
− ïðüôå áñêåß íá

åöáñìüóïõìå ôï (ii).

(iv) ÅÜí  ∈ × ôüôå  ∈ r{0} êáé ∃!−1 ∈ × : −1 = 1 ïðüôå áðü

ôï áíùôÝñù (i) ðïõ Ý·ïõìå Þäç áðïäåßîåé êáé ôçí éäéüôçôá (i) ôïý ïñéóìïý 5.4.1

ëáìâÜíïõìå

δ () ≥ δ (1)

δ (1) = δ
¡
−1

¢ ≥ δ ()

¾
=⇒ δ () = δ (1) 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ r{0} êáé δ () = δ (1)  ôüôå âÜóåé ôÞò éäéüôçôáò

(ii) ôïý ïñéóìïý 5.4.1 õðÜñ·ïõí ( ) ∈ × ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

1 = +  üðïõ åßôå  = 0 åßôå ( 6= 0 êáé δ ()  δ ()) 

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  6= 0 êáé δ ()  δ ()  ôüôå áðü ôçí õðüèåóÞ ìáò êáé áðü

ôï áíùôÝñù (i) ðïõ Ý·ïõìå Þäç áðïäåßîåé ëáìâÜíïõìå

δ (1) ≤ δ ()  δ () = δ (1) 

Þôïé êÜôé ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. Ùò åê ôïýôïõ,  = 0 êáé 1 =  ïðüôå ôï  åßíáé

áíôéóôñÝøéìï. ¤

5.4.21 Èåþñçìá. ÊÜèå åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åßíáé Ð.Ê.É. (êáé, êáô' åðÝêôáóç, ðå-
ñéï·Þ ìå ì.ê.ä., âë. 5.2.34).

Áðïäåéîç. ¸óôù  ìéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí δ : r{0} −→ N0 ùò åõ-

êëåßäåéá óôÜèìç ôçò. Ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò  åßíáé ðñïöáíþò êýñéï. Áñ-

êåß ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå üôé êáé êÜèå ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò  åßíáé êýñéï.

ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï  åßíáé ôõ·üí ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò  åðéëÝãïõìå Ýíá

 ∈ r{0} ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

δ () = min {δ () |  ∈ r{0}} 
(Ôï óýíïëï {δ () |  ∈ r{0}}  üíôáò õðïóýíïëï ôïý N0 äéáèÝôåé åëÜ·éóôï
óôïé·åßï.) Èá áðïäåßîïõìå üôé  = hi  Ðñïöáíþò, hi ⊆  ÅîÜëëïõ, ãéá ïéï-

äÞðïôå  ∈  õðÜñ·ïõí ( ) ∈ × ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

 = +  üðïõ åßôå  = 0 åßôå ( 6= 0 êáé δ ()  δ ()) 
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ÅÜí ëïéðüí õðïèÝóïõìå üôé  6= 0 êáé δ ()  δ ()  ôüôå èá Ý·ïõìå

 = −  ∈  =⇒ δ () ∈ {δ () |  ∈ r{0}} =⇒ δ () ≥ δ () 

Þôïé êÜôé ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. Ùò åê ôïýôïõ,  = 0 êáé  =  ∈ hi =⇒  ⊆ hi 
ïðüôå ôåëéêþò  = hi  ¤

5.4.22 Ðáñáäåßãìáôá. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5.4.21, ôï (iii) ôïý åäáößïõ 5.4.3

êáé ôéò ðñïôÜóåéò 5.4.8, 5.4.11 êáé 5.4.16 ïé äáêôýëéïé

Zhi ( ðñþôïò) [X] [[X]] ( óþìá) Z[
√
]  ∈ {−2−1 2 3 6 7} 

åßíáé ðåñéï·Ýò êõñßùí éäåùäþí.

5.4.23 Óçìåßùóç. Ãéá ïñéóìÝíåò åéäéêÝò áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò éó·ýåé êáé ôï áíôß-

óôñïöï ôïý èåùñÞìáôïò 5.4.21 (âë., ð.·., ðñïôÜóåéò 5.4.24 êáé 5.4.26). Ùóôüóï,

áîßæåé íá åðéóçìáíèåß üôé ç êëÜóç ôùí åõêëåéäåßùí ðåñéï·þí áðïôåëåß ìéá ðïëý

«éó·íÞ» õðïêëÜóç ôÞò êëÜóåùò ôùí ðåñéï·þí êõñßùí éäåùäþí! Ðáñáäåßãìáôá

Ð.Ê.É. ðïõ äåí åßíáé åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò äßäïíôáé óôçí åíüôçôá 5.5.

5.4.24 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäý-
íáìá :

(i) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ [X] åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

(ii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ [X] åßíáé Ð.Ê.É.

(iii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ  åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 5.4.21.

(ii)⇒(iii) Ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

[X] 3
X
=0

X
 7−→ 0 ∈ 

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò hXi  ïðüôå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3 ìáò

ðëçñïöïñåß üôé [X] hXi ∼=  ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò  åßíáé åî õðïèÝ-

óåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôï hXi åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ [X] (âë. ôo (i)

ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11 êáé ôï èåþñçìá 2.6.4). ÅðåéäÞ ï [X] åßíáé åî õðïèÝóåùò

Ð.Ê.É., ôï hXi åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïõ (âë. ôçí ðñüôáóç 4.2.15 Þ ôï (iv) ôïý

ðïñßóìáôïò 5.3.5), ïðüôå ç åßíáé óþìá (âë. ôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11 êáé ôï

ðüñéóìá 2.6.5).

(iii)⇒(i) Âë. ðñüôáóç 5.4.8. ¤

5.4.25 Ðüñéóìá. ¸óôù Ýíá óþìá êáé Ýóôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ðïõ äåí åßíáé
óþìá. Ôüôå ïé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò Z[X] [X] êáé

Z [X1    X]   [X1    X]   [X1    X] ( ≥ 2)
äåí åßíáé ïýôå åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò ïýôå ðåñéï·Ýò êõñßùí éäåùäþí.
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5.4.26 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäý-
íáìá :

(i) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ [[X]] åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

(ii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ [[X]] åßíáé Ð.Ê.É.

(iii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ  åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 5.4.21.

(ii)⇒(iii) Ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

[[X]] 3
∞X
=0

X
 7−→ 0 ∈ 

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò hXi  ïðüôå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.3 ìáò

ðëçñïöïñåß üôé [[X]] hXi ∼=  ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò  åßíáé åî õðïèÝ-

óåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôï hXi åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ [[X]] (âë. ôo (i)

ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11 êáé ôï èåþñçìá 2.6.4). ÅðåéäÞ ï [[X]] åßíáé åî õðïèÝóåùò

Ð.Ê.É., ôï hXi åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïõ (âë. ôçí ðñüôáóç 4.2.15 Þ ôï 5.3.5 (iv)),

ïðüôå ç áêåñáßá ðåñéï·Þ  åßíáé óþìá (âë. ôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.11 êáé ôï

ðüñéóìá 2.6.5).

(iii)⇒(i) Âë. ðñüôáóç 5.4.11. ¤

5.4.27 Ðüñéóìá. ¸óôù Ýíá óþìá êáé Ýóôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ðïõ äåí åßíáé
óþìá. Ôüôå ïé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò Z[[X]] [[X]] êáé

Z[[X1    X]] [[X1    X]] [[X1    X]] ( ≥ 2)

äåí åßíáé ïýôå åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò ïýôå ðåñéï·Ýò êõñßùí éäåùäþí.

I Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò ðñïóäéïñéóìïý åíüò ì.ê.ä. Ï õðïëïãéóìüò åíüò ìåãß-
óôïõ êïéíïý äéáéñÝôç ôõ·üíôùí ìç ìçäåíéêþí óôïé·åßùí 0 =  1 =  ìéáò åõêëåß-
äåéáò ðåñéï·Þò  (ùò ðñïò ìéá äåäïìÝíç åõêëåßäåéá óôÜèìç δ : r{0} −→ N0)
ìðïñåß íá åêôåëåóèåß ìå ôç âïÞèåéá åíüò áëãïñßèìïõ, ï ïðïßïò åßíáé áíÜëïãïò ôïý
óõíÞèïõò åõêëåéäåßïõ áëãïñßèìïõ. ÐñÜãìáôé° áò õðïèÝóïõìå üôé δ () ≥ δ () 
ÂÜóåé ôÞò éäéüôçôáò (ii) ôïý ïñéóìïý 5.4.1 õðÜñ·ïõí (ü·é êáô' áíÜãêçí ìïíïóçìÜ-
íôùò ïñéóìÝíá) æåýãç óôïé·åßùí (  ) 1 ≤  ≤ +1  ∈ N0 ôÞò ïýôùò þóôå
íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0 = 11 + 2 üðïõ åßôå 2 = 0 åßôå (2 6= 0 êáé δ (2)  δ (1)) 

1 = 22 + 3 üðïõ åßôå 3 = 0 åßôå (3 6= 0 êáé δ (3)  δ (2)) 

2 = 33 + 4 üðïõ åßôå 4 = 0 åßôå (4 6= 0 êáé δ (4)  δ (3)) 

· · · · · · · · · · · ·
−2 = −1−1 +  üðïõ åßôå  = 0 åßôå ( 6= 0 êáé δ ()  δ (−1)) 
−1 =  + +1 üðïõ åßôå +1 = 0 åßôå (+1 6= 0 êáé δ (+1)  δ ()) 
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(Óýìâáóç : ÅÜí ∃   ≥ 2 ìå  = 0 ôüôå óôáìáôïýìå). Åî áõôþí óõíÜãåôáé

-éäéáéôÝñùò- üôé

0 ≤ δ (+1)  δ ()  δ (−1)  · · ·  δ (3)  δ (2)  δ (1) ≤ δ (0) 

ÅÜí õðïèÝôáìå üôé ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ôï +1 åßíáé 6= 0 èá êáôáëÞãáìå

óôï óõìðÝñáóìá üôé ìåôáîý ôïý 0 êáé ôïý δ (0) õðÜñ·ïõí Üðåéñïé (óáöþò äéáêå-
êñéìÝíïé) öõóéêïß áñéèìïß, êÜôé ðïõ èá Þôáí Üôïðï. Ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·åé (êáô'

áíÜãêçí) êÜðïéïò öõóéêüò áñéèìüò, áò ôïí ðïýìå ∗ ãéá ôïí ïðïßï ∗ 6= 0 êáé

∗+1 = 0

5.4.28 Ðñüôáóç. (Åõêëåßäåéïò áëãüñéèìïò) Ï ∗ åßíáé Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáé-
ñÝôçò ôùí  êáé .

Áðïäåéîç. Åíôüò ôïý Mat2×2 () éó·ýïõí ïé éóüôçôåò³
 1
1 0

´³

+1

´
=
³

−1


´
 ∀ ∈ {1     ∗}

ÈÝôïíôáò

A :=

∗Y
=1

³
 1
1 0

´


Ý·ïõìå

A
³

∗
0

´
=
³

∗
0

´³
0
1

´
=
³





´


Áðü áõôÞí ôçí éóüôçôá Ýðåôáé üôé   ∈ h∗i =⇒ h i ⊆ h∗i. ÅðéðñïóèÝôùò,
åðåéäÞ det (A) = (−1)∗ ∈ × ï ðßíáêáò A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò (âë. 1.2.14),

ïðüôå ³
∗
0

´
= A−1

³




´
=⇒ ∗ ∈ + = h i =⇒ h∗i ⊆ h i 

¢ñá h∗i = h i, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ∗ ∈ÌÊÄ( ) âÜóåé ôïý èåùñÞ-

ìáôïò 5.2.14. ¤

5.4.29 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Åöáñìüæïíôáò ôïí åõêëåßäåéï áëãüñéèìï 5.4.28 ãéá ôá
óôïé·åßá  = 0 = 25 − 10 êáé  = 1 = 5 +  ôïý äáêôõëßïõ Z[] ôùí áêåñáßùí
ôïý Gauss (ùò ðñïò ôçí åõêëåßäåéá óôÜèìç (5.35)) ëáìâÜíïõìå⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

25− 10 = (4− 2) (5 + ) + (3− 4)  δN (3− 4) = 25  26 = δN (5 + ) 

5 +  = (1 + ) (3− 4) + (−2 + 2)  δN (−2 + 2) = 8  25 = δN (3− 4) 
3− 4 = (−1) (−2 + 2) + (1− 2)  δN (1− 2) = 5  8 = δN (−2 + 2) 
−2 + 2 = (−1) (1− 2)− 1 δN (−1) = 1  5 = δN (1− 2) 
1− 2 = (−1 + 2) (−1) + 0
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áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß 25− 10 êáé 5+  åßíáé ó·åôéêþò

ðñþôïé åíôüò ôïý Z[]
(ii) Åöáñìüæïíôáò ôïí åõêëåßäåéï áëãüñéèìï 5.4.28 ãéá ôá ðïëõþíõìá

(X) = 2X4 + 5X3 − 5X− 2 ∈ Q[X] (X) = 2X3 − 3X2 − 2X ∈ Q[X]
(ùò ðñïò ôçí åõêëåßäåéá óôÜèìç (5.32)) ëáìâÜíïõìå⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(X) = (X+ 4)(X) +
¡
14X2 + 3X− 2¢  deg(4X2 + 3X− 2) = 2  3

(X) =
¡
1
7
X− 12

49

¢ ¡
14X2 + 3X− 2¢

+
¡− 48

49
X− 24

49

¢


deg(− 48
49
X− 24

49
) = 1  2

14X2 + 3X− 2 = ¡− 343
24
X+ 49

12

¢ ¡− 48
49
X− 24

49

¢


áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

− 1
49
(48X+ 24) ∈ÌÊÄQ[X]((X) (X))

ÅðåéäÞ ï åõñåèåßò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò Ý·åé ðåñßðëïêïõò óõíôåëåóôÝò, åßíáé

ðñïôéìüôåñï íá èåùñÞóïõìå áíô' áõôïý ôïìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìïíéêüðïëõþ-
íõìï16 ¡−4948¢ ¡−4849X− 24

49

¢
= X+ 1

2 ∈ÌÊÄQ[X]((X) (X))

5.5 ÐÅÑÉÏμÅÓ ÊÕÑÉÙÍ ÉÄÅÙÄÙÍ ÏÉ ÏÐÏÉÅÓ

ÄÅÍ ÅÉÍÁÉ ÅÕÊËÅÉÄÅÉÅÓ ÐÅÑÉÏμÅÓ

Ãéá íá åíôïðßóïõìå ðáñáäåßãìáôá ðåñéï·þí êõñßùí éäåùäþí ïé ïðïßåò äåí åßíáé

åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò èá åñãáóèïýìå åíôüò ôÞò ïéêïãåíåßáò ôùí äáêôõëßùí O ôùí
áêåñáßùí ôùí ôåôñáãùíéêþí áñéèìçôéêþí óùìÜôùí Q(

√
) Ãéá   0 ï äáêôý-

ëéïòO åßíáé Ð.Ê.É. áëëÜ ü·é êáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí

 ∈ {−163−67−43−19} 
(Âë. ðüñéóìá 5.5.16.)

5.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Ï äá-

êôýëéïòO ôùí (áëãåâñéêþí) áêåñáßùí ôïý Q(
√
) åßíáé ï

O :=
©
 ∈ Q(√) ¯̄ 2 + +  = 0 ãéá êÜðïéá   ∈ Zª 

(Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 5.5.2 üôé ï O åßíáé áêåñáßá ðå-

ñéï·Þ, õðïðåñéï·Þ ôïý óþìáôïò C üôáí   0 êáé õðïðåñéï·Þ ôïý óþìáôïò R
üôáí  1)

16Ðïëëïß óõããñáöåßò ïñßæïõí «ôïí» ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç äýï ðïëõùíýìùí (X) (X) ∈ [X] ( óþìá) ùò

åêåßíï ôï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï óôïé·åßï ôïý óõíüëïõÌÊÄ[X]((X) (X)) ðïõ åßíáé ìïíéêü ðïëõþíõìï. (Ðñü-

êåéôáé ãéá ôï ìïíéêüðïëõþíõìïðïõ åßíáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí(X)êáé(X)êáé äéáèÝôåé ôïíìÝãéóôï äõíáôü âáèìü.)
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5.5.2 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéï áñéèìü  óôåñïýìåíï ôåôñáãþíùí
Ý·ïõìå 17

O =

⎧⎪⎨⎪⎩
Z[
√
] üôáí ≡ 2(mod 4) Þ  ≡ 3(mod 4)

Z[1+
√


2 ] üôáí ≡ 1(mod 4)

üðïõ 18

Z[1+
√


2 ] =
n
+ 1+

√


2 
¯̄̄
  ∈ Z

o
=
n

+
√


2

¯̄̄
  ∈ Z êáé  ≡ (mod2)

o


Áðïäåéîç. ‘‘⊆'': ¸óôù  ∈ Q(√) ãéá ôï ïðïßï 2 +  +  = 0 ãéá êÜðïéá
  ∈ Z ÅðåéäÞ ôï  åßíáé ôÞò ìïñöÞò  =  + 

√
 üðïõ   ∈ Q Ý·ïõìå¡

 + 
√

¢2
+ 

¡
 + 

√

¢
+  = 0⇒ ¡

2 + 2+  + 
¢
+ (2+ )

√
 = 0

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

2 + 2+  +  = 0 (5.45)

êáé

(2 + )  = 0 (5.46)

(i) ÅÜí  = 0 ôüôå  ∈ Z ÐñÜãìáôé° ãñÜöïíôáò ôï  ùò áíÜãùãï êëÜóìá  = 



( ) ∈ Z× (Zr{0})  ìå ìêä( ) = 1 ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôÞò (5.45):

 + 2 = − =⇒ + 2 = −2
ìêä ( ) = 1

¾
=⇒  | 

ïðüôå +  = 02 ãéá êÜðïéïí 0 ∈ ZÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 = 02 −  =⇒  |  =⇒  =  ∈ Z

(ii) ÕðïèÝôïõìå üôé  6= 0 Ôüôå ç (5.46) äßäåé

2 +  = 0 =⇒  =


2
 üðïõ  := − ∈ Z (5.47)

17¼ôáí  ≡ 1(mod 4) Ý·ïõìå
³
1+
√


2

´2
=
³
1+
√


2

´
− 1−

4  üðïõ 1−
4 ∈ Z ïðüôå êÜèå óôïé·åßï ôïý

õðïäáêôõëßïõ Z[ 1+
√


2 ] ôïý Q(
√
) ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðñïóÜñôçóç ôïý 1+

√


2 óôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ Z
åêöñÜæåôáé (âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.1.16) ùò áêÝñáéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôùí 1 êáé 1+

√


2  ÅðéðñïóèÝôùò, ç

áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√
] ðåñéÝ·åôáé ãíçóßùò åíôüò ôÞò Z[ 1+

√


2 ] (ÊÜèå óôïé·åßï  + 
√
 ôÞò Z[

√
] éóïýôáé ìå

(− ) + 2
³
1+
√


2

´
)

18ÅÜí  =  + 1+
√


2  ìå   ∈ Z ôüôå  = +
√


2  üðïõ  := 2 +  êáé  :=  ìå  ≡ (mod 2) Êáé

áíôéóôñüöùò° åÜí = +
√


2 ìå   ∈ Z êáé −  = 2 ãéá êÜðïéïí  ∈ Z ôüôå = + 1+
√


2  üðïõ  := 

êáé  := 
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êáé ç (5.45) ãñÜöåôáé ùò

2− 2 +  = 0 =⇒ 2− 2 = − ∈ Z (5.48)

ÃñÜöïíôáò, åí óõíå·åßá, ôï  ùò áíÜãùãï êëÜóìá  = 

 ( ) ∈ Z× (Zr{0}) ìå

ìêä( ) = 1 ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôùí (5.47) (5.48):

42− 2 = −42 =⇒ 42 =
¡
2 − 4¢ 2

ïðüôå

2 | 42
ìêä ( ) = 1 =⇒ ìêä

¡
2 2

¢
= 1

)
=⇒ 2 | 4

ÅðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- ôï  óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí, ôï  éóïýôáé ìå ±1 Þ ±2 Ùò

åê ôïýôïõ, êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ôï  ìðïñåß íá åêöñáóèåß õðü ôç ìïñöÞ

 = 
2  ãéá êÜðïéïí  ∈ Zr{0} (5.49)

Áðü ôéò (5.47), (5.48) êáé (5.49) Ýðåôáé üôé

2

4
− 2

4
∈ Z⇐⇒ 2− 2 ≡ 0(mod 4)⇐⇒ 2 ≡ 2(mod 4) (5.50)

ÓçìåéùôÝïí üôé  6≡ 0(mod4) êáèüôé ôï  óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí. Ïé õðüëïéðåò
ðåñéðôþóåéò èá åîåôáóèïýí ·ùñéóôÜ.

Ðñþôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 1(mod 4) ôüôå 2 ≡ 2(mod 4) ïðüôå ç (5.50) êá-
ôáëÞãåé óôçí éóïôéìßá

2 ≡ 2(mod 4)⇐⇒ (− ) ( + ) ≡ 0(mod 4)⇐⇒  ≡ (mod 2)

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈ Z[1+
√


2 ]

Äåýôåñç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 2(mod 4) ôüôå 2 ≡ 22(mod 4) ïðüôå ç (5.50)
êáôáëÞãåé óôçí éóïôéìßá

2 ≡ 22(mod 4)⇔ 2 − 22 ≡ 0(mod4)⇔ ( ≡ 0(mod 2) êáé  ≡ 0(mod 2)) 
áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈ Z[√].
Ôñßôç ðåñßðôùóç : ÅÜí  ≡ 3(mod 4) ôüôå 2 ≡ 32(mod 4) ïðüôå ç (5.50) êá-
ôáëÞãåé óôçí éóïôéìßá

2 ≡ 32(mod 4)⇔ 2 − 32 ≡ 0(mod4)⇔ ( ≡ 0(mod 2) êáé  ≡ 0(mod 2)) 

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå êáé ðÜëé üôé  ∈ Z[√]
‘‘⊇'': ÅÜí  ≡ 1(mod 4) êáé  = +

√


2 ∈ Z[1+
√


2 ] üðïõ  ≡ (mod 2) ôüôå

ðñïöáíþò

2 − + 2−2
4 = 0



236 èåùñéá äéáéñåôïôçôáò óå áêåñáéåò ðåñéï·åò

üðïõ  
2−2
4 ∈ Z ïðüôå  ∈ O

ÅÜí, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,  ≡ 2 Þ 3(mod 4) êáé  =  + 
√
 ∈ Z[√] üðïõ

  ∈ Z ôüôå

2 − + 2 − 2 = 0

üðïõ  2 − 2 ∈ Z ïðüôå êáé ðÜëé  ∈ O ¤

5.5.3 Óçìåßùóç. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí ìå

 ≡ 1(mod 4) Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) Ç ôéìÞ ôÞò áñéèìçôéêÞò óôÜèìçò ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ

 = + 1+
√


2  =
¡
+ 

2

¢
+ 

2

√
 ∈ O = Z[1+

√


2 ] (  ∈ Z)

(âë. 5.2.38) éóïýôáé ìå

N() =
¡
+ 

2

¢2 − 2

4 = 2 + − (−1)2
4 ∈ Z

Ðñïöáíþò,N() = 0⇔  = 0 êáé

  0 =⇒N() =
¡
+ 

2

¢2
+ (−

4 )
2 ≥ 0 (5.51)

(ii) ÅÜí  ∈ O ôüôå  ∈ O× ⇐⇒N () ∈ {±1} ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ O× ôüôå

1 =N (1) = N
¡
−1

¢
= N ()N

¡
−1

¢
N () ∈ Z N ¡−1¢ ∈ Z

¾
⇒N () ∈ {±1} 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  = + 1+
√


2  ∈ O (  ∈ Z) ìåN () ∈ {±1}  ôüôå

(N () ) =
¡¡
+ 

2

¢
+ 

2

√

¢
(N ()

¡¡
+ 

2

¢− 
2

√

¢
) = N ()2 = 1

ïðüôå ôï  Ý·åé ôï N ()  ùò áíôßóôñïöü ôïõ. ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí N () ∈ {±}
ãéá êÜðïéï  ∈ O ôüôå ôï  åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò O (Ç áðüäåéîç åßíáé

ðáñüìïéá åêåßíçò ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.9.)

(iii) ÌÝóù ôïý (ii) åßíáé äõíáôÞ ç ðåñéãñáöÞ ôÞò ïìÜäáò O× ôùí áíôéóôñåøßìùí

óôïé·åßùí ôÞòO¸íá óôïé·åßï

 = + 1+
√


2  =
¡
+ 

2

¢
+ 

2

√
 ∈ O = Z[1+

√


2 ] (  ∈ Z)

áíÞêåé óôçí O× åÜí êáé ìüíïí åÜí ôo äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (2+  ) áíÞêåé óôï

óýíïëï ôùí ( ) ∈ Z2 ðïõ éêáíïðïéïýí åßôå ôç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç

2 −2 = 4 (5.52)
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åßôå ôç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç19

2 −2 = −4 (5.53)

ÉäéáéôÝñùò, üôáí  ≤ −3 ç (5.53) äåí äéáèÝôåé êáìßá áêåñáßá ëýóç (áöïý éó·ýåé

2 −2 ≥ 0 ãéá êÜèå ( ) ∈ Z2), åíþ ïé ìüíåò áêÝñáéåò ëýóåéò ôÞò (5.52) åßíáé

ïé (±2 0) ãéá ≤ −7 (áöïý  6= 0⇒ 2 −2  6) êáé ïé

(−2 0) (2 0) (1 1) (−1 1) (1−1) (−1−1)
ãéá = −3 ÅðïìÝíùò,

 ≡ 1(mod 4)⇒ O× =

( {±1} üôáí ≤ −7n
6 | ∈ {0 1 2 3 4 5}

o
 üôáí = −3

üðïõ 6 := exp(
2
6 ) =

1
2 +

1
2

√−3

5.5.4 ËÞììá. ¸óôù  ìéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ. Ôüôå ∃ ∈ r(× ∪ {0}) ìå ôçí
åîÞò éäéüôçôá : Ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé Ýíá óôïé·åßï  ∈ × ∪ {0} ìå  |  − 

Áðïäåéîç. ¸óôù  ìéá åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ ìå ôçí δ : r{0} −→ N0 ùò åõêëåß-
äåéá óôÜèìç ôçò. ÅðéëÝãïõìå êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ r(×∪{0}) ôÝôïéï þóôå íá

éó·ýåé

δ () = min
©
δ() |  ∈ r(× ∪ {0})

ª


Ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·ïõí ( ) ∈  ×  ìå  =  +  üðïõ åßôå  = 0 åßôå
 6= 0 êáé δ()  δ() Ëüãù ôïý ôñüðïõ åðéëïãÞò ôïý  Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí

 ∈ × ∪ {0} ÅðéðñïóèÝôùò, åßíáé ðñüäçëï üôé  |  −  ¤

5.5.5 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí  ≤ −13
ôüôå ç áêåñáßá ðåñéï·ÞO äåí åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéïò áêÝñáéïò  ≤ −13 óôåñïýìåíïò
ôåôñáãþíùí, ôÝôïéïòþóôå çO íá åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ. ÓçìåéùôÝïí üôé éó·ýåé

O× = {±1} (âë. 5.2.41 (i) üôáí  6≡ 1(mod 4) êáé 5.5.3 (iii) üôáí  ≡ 1(mod 4)).
Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.5.4 õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ Or{0±1} ìå ôçí åîÞò
éäéüôçôá: Ãéá êÜèå  ∈ O ∃ ∈ {0±1} ìå  |  −  Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå
 ∈ O Ý·ïõìå

 |  Þ  |  − 1 Þ  |  + 1 (5.54)

19Ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí ëýóåùí ôùí (5.52) êáé (5.53) ìÝóù åéäéêþí áëãïñßèìùí üôáí  1 âë.

K.R. Matthews, The diophantine equation 2 −2 =    1 in integers, Exp. Math., 18 (2000), 323-331

R.A. Mollin: Simple continued fraction solutions of diophantine equations, Exp. Mathematicae 19 (2001), 55-73 êáé

J.P. Robertson: Solving the generalized Pell equation 2 −2 = manuscript, 2004
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Åöáñìüæïíôáò ôéò óõíèÞêåò äéáéñåôüôçôáò (5.54) ãéá ôçí åéäéêÞ ôéìÞ  = 2 ëáì-

âÜíïõìå20  | 2 Þ  | 3 ïðüôå

∃ ∈ O :  ∈ {2 3} (5.55)

ÅðåéäÞN(2) = 4 êáéN(3) = 9 áðü ôï (5.55) Ýðåôáé üôé

N() ∈ {4 9} (5.56)

¸óôù üôé

 =

(
+ 

√
 üôáí 6≡ 1(mod 4)

+ 1+
√


2  üôáí ≡ 1(mod 4)

êáé

 =

(
0 + 0

√
 üôáí 6≡ 1(mod 4)

0 + 1+
√


2 0 üôáí ≡ 1(mod 4)

ãéá êáôÜëëçëïõò   0 0 ∈ Z ÅÜí ßó·õå  ∈ OrZ (Þôïé  6= 0) ôüôå èá åß·áìå

(ëüãù ôïý (5.55))  ∈ OrZ (Þôïé 0 6= 0) ìå

N() =

(
2 − üôáí 6≡ 1(mod 4)¡
+ 

2

¢2 − 2

4  üôáí ≡ 1(mod 4)

ïðüôå

N() ≥ 13 üôáí 6≡ 1(mod 4) êáé N() ≥ 13
4

 3 üôáí ≡ 1(mod 4)

êáé (êáô' áíáëïãßáí)

N() ≥ 13 üôáí 6≡ 1(mod 4) êáé N()  3 üôáí ≡ 1(mod4)

¢ñá óå êÜèå ðåñßðôùóç èá ßó·õå

N()  3

N()  3

¾
=⇒ N() = N()N()  9

êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï ðñïò ôï (5.56). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  ∈ Z (Þôïé  = 0) êáé

(ëüãù ôïý (5.55))  ∈ Z (Þôïé 0 = 0). ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò)  ∈ {0±1} Ý·ïõìå

 ∈ Zr{0±1}  ∈ Z
 = 0 ∈ {2 3}

¾
⇒  ∈ {±2±3}  ∈ {±1} (5.57)

20Ôï åíäå·üìåíï  | 1 áðïêëåßåôáé, äéüôé åî õðïèÝóåùò  ∈ O×




§ 5.5 ð.ê.é. ïé ïðïéåò äåí åéíáé åõêëåéäåéåò ðåñéï·åò 239

Åí óõíå·åßá, åöáñìüæïíôáò ôéò óõíèÞêåò äéáéñåôüôçôáò (5.54) ãéá ôçí åéäéêÞ ôéìÞ

 =

(
1 +
√
 üôáí 6≡ 1(mod 4)

1+
√


2  üôáí ≡ 1(mod 4)
ëáìâÜíïõìå (ìÝóù ôïý (5.57))

±2 |  Þ ± 2 |  − 1 Þ ± 2 |  + 1 Þ ± 3 |  Þ ± 3 |  − 1 Þ ± 3 |  + 1 (5.58)

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ±2 |  ôüôå èá ðñÝðåé íá õðÜñ·ïõí   ∈ Z ìå

 =

(
±2(+ 

√
) üôáí 6≡ 1(mod 4)

±2(+ 1+
√


2 ) üôáí ≡ 1(mod 4)
ðñÜãìá áäýíáôïí, êáèüóïí @ ∈ Z : ±2 = 1 Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé äåí

éêáíïðïéåßôáé êáìßá åê ôùí õðïëïßðùí óõíèçêþí (5.58). ÅðïìÝíùò êáôáëÞãïõìå

óå Üôïðï! Ùò åê ôïýôïõ, çO äåí åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ. ¤

5.5.6 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí ìå  ≡ 1(mod 4)
ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ O êáé  ∈ Or{0} ôï êëÜóìá 


= −1 ãñáöüìåíï

õðü ôç ìïñöÞ



= +

³
1+
√


2

´
 =

¡
+ 

2

¢
+ 

2

√
 ∈ Q(√)   ∈ Q (5.59)

åßíáé ôÝôïéï, þóôå íá õðÜñ·ïõí   ∈ Z éêáíïðïéïýíôåò ôç óõíèÞêç¯̄̄
N((− ) + (− ) 1+

√


2
)
¯̄̄
=
¯̄̄
(− )2 + (− ) (− )− (−1)(−)2

4

¯̄̄
=
¯̄̄¡
(− ) + 1

2 (− )
¢2 − (−)2

4

¯̄̄
 1

(5.60)

ôüôå çO åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ÂÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï åäÜöéï 5.4.13 áñêåß íá áðïäåé·èåß

üôé ç áðåéêüíéóç δN ðëçñïß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (ii). Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üíôá

óôïé·åßá  ∈ O êáé  ∈ Or{0} êáé åêöñÜæïõìå ôï êëÜóìá 

= −1 õðü

ôç ìïñöÞ (5.59). Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·ïõí   ∈ Z éêáíïðïéïýíôåò ôç óõíèÞêç

(5.37). ÈÝôïíôáò

 := + 
1+
√


2 ∈ O  :=  −  ∈ O

ðáñáôçñïýìå üôé  =  +  Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ  6= 0 ç (5.37) äßäåé¯̄̄
N(




)
¯̄̄
=
¯̄̄
N(




− )

¯̄̄
=
¯̄̄
N((− ) + (− )1+

√


2 )
¯̄̄
 1

ïðüôå (ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï åäÜöéï 5.2.40)¯̄̄
N(




)
¯̄̄
=

¯̄̄̄
N()

N()

¯̄̄̄
=
|N()|
|N()| =

δN ()

δN ()
 1⇒ δN ()  δN () 

ÅðïìÝíùò, ç áðåéêüíéóç δN ðëçñïß ôç óõíèÞêç 5.4.1 (ii) êáé ç O åßíáé N-

åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ. ¤
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5.5.7 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí
  0 ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ç áêåñáßá ðåñéï·ÞO åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

(ii) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ O åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

(iii) ∈ {−11−7−3−2−1} 
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÐñïöáíÝò.

(ii)⇒(iii) ÊáôÜ ôï ëÞììá 5.5.5,  −13 äçëáäÞ

 ∈ {−11−10−7−6−5−3−2−1} 

¼ôáí  ∈ {−10−6−5}  ôüôå ðñïöáíþò  ≤ −3  6≡ 1(mod 4) êáé ç áêåñáßá

ðåñéï·Þ O = Z[
√
] äåí åßíáé Ð.Ê.É. (âë. ðñüôáóç 5.5.2 êáé ôï (iii) ôÞò ðñï-

ôÜóåùò 5.3.8). Ùò åê ôïýôïõ, üôáí  ∈ {−10−6−5} ç O = Z[
√
] äåí åßíáé

åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ (âë. èåþñçìá 5.4.21). ¢ñá ∈ {−11−7−3−2−1} 
(iii)⇒(i) ÅðåéäÞ

−2 ≡ 2(mod4) −1 ≡ 3(mod4)

Ý·ïõìåO = Z[
√
] üôáí ∈ {−2−1} ÅðïìÝíùò, ãéá ∈ {−2−1} ç áêåñáßá

ðåñéï·ÞO åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.4.16. ¸óôù

ôþñá üôé  ∈ {−11−7−3}  Ðñïöáíþò,  ≡ 1(mod 4) êáé O = Z[1+
√


2 ]

Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈ O êáé  ∈ Or{0} êáé åêöñÜæïõìå ôï êëÜóìá


= −1 õðü ôç ìïñöÞ




= +

³
1+
√


2

´
 =

¡
+ 

2

¢
+ 

2

√
 ∈ Q(√)   ∈ Q

ÈÝôïíôáò  := {}åãã êáé  := {− 1
2(− )}åãã ðáñáôçñïýìå üôé

¯̄̄
N((− ) + (− )1+

√


2 )
¯̄̄
=

¯̄̄̄
¯
µ
(− ) +

1

2
(− )

¶2
− (−)2

4

¯̄̄̄
¯ ≤ 1

4 +
11
16  1

ÅðïìÝíùò, ç óõíèÞêç (5.60) éêáíïðïéåßôáé êáé ç O åßíáé N-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ

åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 5.5.6. ¤

ÌÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 5.5.7 åðéôõã·Üíåôáé ðëÞñçò ðñïóäéïñéóìüò üóùí åê ôùí

O åßíáé åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò üôáí   0 ÁíôéèÝôùò, üôáí   1 åßíáé ãíùóôü

ìüíïí ôï áêüëïõèï:

5.5.8 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí
  1 ôüôå çO åßíáéN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí

 ∈ {2 3 5 6 7 11 13 17 19 21 29 33 37 41 57 73} 
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5.5.9 Óçìåßùóç. (i) Ï ðñïóäéïñéóìüò ôùíN-åõêëåéäåßùí ðåñéï·þí O ôùí áêå-

ñáßùí ôïý Q(
√
) ãéá   1 äéÞíõóå ìéá ìáêñÜ éóôïñéêÞ äéáäñïìÞ êáé áðáó·ü-

ëçóå ðëçèþñá ìáèçìáôéêþí. Ï Dickson21 áðÝäåéîå üôé ç O åßíáé N-åõêëåßäåéá

ãéá  = 2 3 5 13 (Ý·ïíôáò ëáíèáóìÝíùò åéêÜóåé ôç ìç ýðáñîç Üëëùí). Ï

Perron22 ðñïóÝèåóå óôïí êáôÜëïãï ôïõò 6 7 11 17 21 êáé 29 Åí óõíå·åßá, ïé

Oppenheimer, Remak êáé Rªdei ðñïóÝèåóáí ôïõò õðïëïßðïõò. (Ï Rªdei åßêáóå

üôé óôïí êáôÜëïãï èá áíÞêåé êáé ôï 97 êÜôé ðïõ êáôåññßöèç áñãüôåñá ìÝóù åñ-

ãáóéþí ôùí Barnes êáé Swinnerton-Dyer.) Âåâáßùò, ôï üôé ï ðñïóäéïñéóôÝïò êá-

ôÜëïãïò åßíáé ðåðåñáóìÝíïò ðñïÝêõðôå Þäç áðü åñãáóßåò ôïý Heilbronn äçìï-

óéåõèåßóåò óôéò áñ·Ýò ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1930. Ùóôüóï, ç óõíèÞêç ôïý «ìüíï åÜí»

ôïý èåùñÞìáôïò 5.5.8 áðåäåß·èç ðëÞñùò áðü ôïõò Chatland êáé Davenport23, êáé

-áíåîáñôÞôùò- áðü ôïí Inkeri24 óôá ìÝóá ôïý 20ïõ áéþíá.

(ii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ   1 (êáé óå áíôßèåóç ìå ü,ôé óõìâáßíåé üôáí   0)

õðÜñ·ïõí åõêëåßäåéåò ðåñéï·Ýò O ðïõ äåí åßíáé N-åõêëåßäåéåò. Åðß ðáñáäåßã-

ìáôé, ôï 1994 ï Clark25 áðÝäåéîå üôé ç O69 (ìå 69 ≡ 1(mod 4)) åßíáé åõêëåßäåéá

ðåñéï·Þ ìå ôçí

δ : O69r{0} −→ N0 δ () :=
½ ¯̄

2 + − 172¯̄  üôáí ( ) 6= (10 3)
26 üôáí ( ) = (10 3)

ùò åõêëåßäåéá óôÜèìç ôçò ãéá êÜèå  = + 1+
√
69

2  ∈ O69 (  ∈ Z).

5.5.10 ËÞììá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÕðïèÝôïõìå üôé õößóôáôáé áðåéêü-
íéóç η :  −→ N0 ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôçí åîÞò óõíèÞêç : Ãéá êÜèå  ∈ r{0} êáé
ãéá êÜèå  ∈  ìå  -  õðÜñ·ïõí êÜðïéá óôïé·åßá   ∈  ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí
ïé áíéóüôçôåò

η(0)  η(− )  η() (5.61)

Ôüôå ç  åßíáé Ð.Ê.É.

Áðïäåéîç. Ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò  åßíáé ðñïöáíþò êýñéï. Áñêåß ëïéðüí íá

áðïäåßîïõìå üôé êáé êÜèå ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò  åßíáé êýñéï. ÕðïèÝôïíôáò

üôé ôï  åßíáé ôõ·üí ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôÞò  åðéëÝãïõìå Ýíá  ∈ r{0}
ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

η () = min {η () |  ∈ r{0}} 
21Dickson L.E.: Algebren und ihre Zahlentheorie,Orell Füssli Verlag, Zürich und Leipzig, 1927.
22Perron O.: Quadratische Zahlkörper mit Euklidischem Algorithmus,Math. Annalen 107, (1932), 489-495.

23Chatland H. and Davenport H.: Euclid's algorithm in real quadratic fields, Canad. J. Math. 2, (1950), 289-296.

24Inkeri K.:Über den Euklidischen Algorithmus in quadratischen Zahlkörpern, Ann. Acad. Scient.

Fennicae, Vol. 41 (1947).

25Âë. Clark D.A.: A quadratic field which is euclidean but not norm-euclidean, Manuscripta Math. 83, (1994), 327-330.
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(Ôï óýíïëï {η () |  ∈ r{0}}  üíôáò õðïóýíïëï ôïý N0 äéáèÝôåé åëÜ·éóôï
óôïé·åßï.) Èá áðïäåßîïõìå üôé  = hi êÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò «åéò Üôïðïí áðá-

ãùãÞò». Ðñïöáíþò, hi ⊆  Áò õðïèÝóïõìå üôé hi $  Èåùñïýìå ôõ·üí

 ∈ r hi  ÅðåéäÞ  -  õðÜñ·ïõí (åî õðïèÝóåùò) êÜðïéá óôïé·åßá   ∈ 

ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé áíéóüôçôåò (5.61). ÅðïìÝíùò,

 ∈   ∈  ⇒  ∈ 

 ∈   ∈  ⇒  ∈ 

¾
⇒ −  ∈ 

ÅðåéäÞ η(0)  η(− ) Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí −  6= 0 ïðüôå (ëüãù ôïý

ôñüðïõ åðéëïãÞò ôïý )

−  ∈ r{0}⇒ η(− ) ≥ η()

Ôïýôï ìáò ïäçãåß óå Üôïðï (äéüôé áíôßêåéôáé óôç äåýôåñç åê ôùí áíéóïôÞôùí

(5.61)). Ôåëéêþò ëïéðüí  = hi êáé ç  åßíáé Ð.Ê.É. ¤

5.5.11 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò áñíçôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþ-
íùí. ÅÜí ãéá êÜèå  ∈ Or{0} êáé ãéá êÜèå  ∈ O ìå  -  õðÜñ·ïõí êÜðïéá
óôïé·åßá   ∈ O ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé áíéóüôçôåò

0  N

µ



− 

¶
 1 (5.62)

ôüôå çO åßíáé Ð.Ê.É.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý ëÞììáôïò 5.5.10 ãéá ôçí áêå-

ñáßá ðåñéï·Þ  = O êáé ãéá ôçí áðåéêüíéóç

η : O −→ N0  7−→ η() :=N () 

ëáìâáíïìÝíùí õð' üøéí ôùí éäéïôÞôùí ôÞò áñéèìçôéêÞò óôÜèìçò N ðïõ Ý·ïõí

ðñïáíáöåñèåß óôá åäÜöéá 5.2.39 (i), (v) êáé 5.2.40. Åí ðñïêåéìÝíù, ïé áíéóüôç-

ôåò (5.61) åßíáé éóïäýíáìåò ìå ôéò (5.62). ¤

5.5.12 Ðñüôáóç. (Gauss) ÅÜí  ∈ {−163−67−43−19−11−7−3−2−1} 
ôüôå ç áêåñáßá ðåñéï·ÞO åßíáé Ð.Ê.É.

Áðïäåéîç. ÅÜí

 ∈ {−11−7−3−2−1} 

ôüôå óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5.5.7 ç O åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ êáé, ùò åê ôïý-

ôïõ, Ð.Ê.É. (âë. èåþñçìá 5.4.21). Ãé' áõôüí ôïí ëüãï èá õðïèÝóïõìå åöåîÞò üôé

 ∈ {−163−67−43−19} 
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Ðñïöáíþò,  ≡ 1(mod 4) êáé O = Z[1+
√


2 ] Èåùñþíôáò  ∈ Or{0} êáé

 ∈ O ìå  -  ãñÜöïõìå ôï êëÜóìá 

õðü ôç ìïñöÞ




=

+ 
√



 üðïõ   ∈ Z  ∈ N êáé ìêä(  ) = 1

ÅðåéäÞ

 - ⇒ 


∈ Q(√)rO

Ý·ïõìå  ≥ 2 üðïõ   2 ⇔ åßôå áìöüôåñïé ïé   åßíáé Üñôéïé åßôå áìöüôåñïé ïé

  åßíáé ðåñéôôïß. Áñêåß (ëüãù ôïý ëÞììáôïò 5.5.11) íá áðïäåßîïõìå üôé õðÜñ-

·ïõí   ∈ O ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé áíéóüôçôåò (5.62). Ãéá äéåõêüëõíóÞ ìáò

èÝôïõìå

0 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
15 üôáí = −163
10 üôáí = −67
8 üôáí = −43
5 üôáí = −19

êáé äéá·ùñßæïõìå ðåñéðôþóåéò: Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  ≥ 0 ôüôå èÝôïõìå

P := + −  Q := + +  (5.63)

üðïõ     ∈ Z ôÝôïéïé þóôå Q = 1 êáé  :=
n
+



o
åãã

 (ÁõôÞ ç åðéëïãÞ

ôùí    åßíáé äõíáôÞ, äéüôé ìêä(  ) = 1) Åí óõíå·åßá, ïñßæïõìå ôá   ùò

áêïëïýèùò:

 := + 
√
 ∈ O  := − 

√
 ∈ O (5.64)

Ðñïöáíþò,

− 


=




−  =

P+Q
√



=
P


+
1



√


êáé

(5.51)⇒N (− ) ≥ 0 N ()  0
N(−)
N() =N

³
−



´
=N

³


− 

´
= P2−

2

√
 ∈ Q⇒  6= P2

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭⇒N

µ



− 

¶
 0 (5.65)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ¯̄̄̄
P



¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
+ 


− 

¯̄̄̄
≤ 1
2
 (5.66)
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ïðüôå

N

µ



− 

¶
=
P2 −

2
≤ 1
4
− 

2


¼ôáí −  3
4

2
0 ôüôå

− 
3

4
20 

3

4
2 ⇒N

µ



− 

¶
 1 (5.67)

Ôïýôï åßíáé áëçèÝò ãéá ôéò ðñþôåò ôñåéò ôéìÝò ôïý:

− 163 67 43
3
4

2
0 168 75 75 48

¼ôáí = −19 ôüôå ãéá  ≥ 6 Ý·ïõìå

− = 19  27 =
3

4
62 

3

4
2 ⇒N

µ



− 

¶
 1 (5.68)

Ãéá  = 0 = 5 ç (5.66) äßäåé

|P| ≤ 5
2

|P| ∈ N0

¾
⇒ |P| ≤ 2⇒ P2 ≤ 4⇒ P2 + 19 ≤ 23  25

ïðüôå

N

µ



− 

¶
=
P2 + 19

25
 1 (5.69)

Ëüãù ôùí (5.65), (5.67), (5.68) êáé (5.69) ïé áíéóüôçôåò (5.62) éó·ýïõí ãéá ôá åðé-

ëå·èÝíôá  

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  = 4 êáé áìöüôåñïé   ðåñéôôïß, ôüôå

∃  ∈ Z :  = 2 + 1  = 2+ 1

Ïñßæïõìå ôá   ùò áêïëïýèùò:

 :=
− 

√


2
∈ O  :=

2 −2 − 4
8

∈ O

ÓçìåéùôÝïí üôé  ∈ Z äéüôé 8 | 4 ( + 1)  8 | 4 (+ 1) 
 −163 −67 −43 −19

−− 3 160 64 40 16

êáé

2 −2 − 4 = 4 ( + 1)− 4 (+ 1)−− 3
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ÅðéðñïóèÝôùò,




−  =

µ
+ 

√


4

¶µ
− 

√


2

¶
−  =

1

2


ïðüôå

0  N

µ



− 

¶
=N

µ
1

2

¶
=
1

4
 1

¢ñá ãéá ôá åðéëå·èÝíôá   éó·ýïõí ïé áíéóüôçôåò (5.62).

Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÅÜí   0 êáé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí   Üñôéïò ãéá  = 4,

ôüôå áîéþíïõìå áðü ôá   íá Ý·ïõí ôçí ìïñöÞ (5.64) êáé áðü ôá P êáé Q íá

åßíáé âñá·õãñáößåò üðùò óôç (5.63), áëëÜ ôïýôç ôç öïñÜ ìå ôïõò    ∈ Z
ïñéæüìåíïõò ùò åîÞò:

 :=   := −  := 0

êáé ôïí  ∈ Z åðéëåãìÝíïí êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå

2 −2


≥  

2 −2


− 1

Ðñïöáíþò, Q = 0 P = 2 −2 −  ìå 0 ≤ P   êáé




−  =

P+Q
√



=

2 −2 − 


=

2 −2


− 

ïðüôå

N

µ



− 

¶
=
P2

2
 1

Ãéá íá éó·ýïõí áìöüôåñåò ïé áíéóüôçôåò (5.62) ãéá ôá åðéëå·èÝíôá   áñêåß, ùò åê

ôïýôïõ, íá áðïäåé·èåß üôé P 6= 0 Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôçí

2 −2 6≡ 0(mod ) (5.70)

Ç (5.70) åßíáé áëçèÞò üôáí  = 2 Þ  = 4 (üðïõ óôç äåýôåñç ôéìÞ ëáìâÜíïõìå

õð' üøéí ôçí åðéðñüóèåôç ðñïûðüèåóÞ ìáò), äéüôé åßôå ï  åßíáé Üñôéïò êáé ï 

ðåñéôôüò åßôå ï  åßíáé ðåñéôôüò êáé ï  Üñôéïò (áöïý ìêä(  ) = 1). Ç (5.70)

åßíáé áëçèÞò áêüìç êáé üôáí  = 8 = 23, äéüôé ôïõëÜ·éóôïí ï Ýíáò åê ôùí  

åßíáé ðåñéôôüò, ïðüôå

2 −2 ≡ 2 + 32 ≡
⎧⎨⎩
4(mod 8) üôáí  ≡  ≡ 1(mod 2)
1(mod 2)

üôáí  ≡ 1(mod 2)  ≡ 0(mod 2)
Þ  ≡ 0(mod 2)  ≡ 1(mod 2)
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Ãéá ôéò åíáðïìåßíáóåò ðåñéðôþóåéò, üðïõ ôï  Ý·åé ùò äéáéñÝôç ôïõ êÜðïéïí ðñþôï

áñéèìü  2   ≤   0 ç åðáëÞèåõóç ôÞò (5.70) áíÜãåôáé óôçí åðáëÞèåõóç

ôùí áêïëïýèùí:

2 −2 6≡ 0(mod ) ∀ ∈ Ξ
üðïõ Ξ := {|  ðñþôïò ≥ 3  | }  ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò)   0 ôï Ξ åßíáé

(êáôÜ ðåñßðôùóç) ôï åîÞò:

 −163 −67 −43 −19
0 15 10 8 5

Ξ {3 5 7 11 13} {3 5 7} {3 5 7} {3}
Èá åñãáóèïýìå ìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéïò

 ∈ Ξ ôÝôïéïò þóôå
2 −2 ≡ 0(mod )

ÅÜí ôï  Þôáí äéáéñÝôçò ôïý  ôüôå èá Þôáí äéáéñÝôçò êáé ôïý  ðñÜãìá áäýíáôïí

áöïý ìêä(  ) = 1¢ñá ìêä( ) = 1 ïðüôå (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.1)

∃0 ∈ Z : 0 ≡ 1(mod )

¸óôù  := 0 Ôüôå

2 −2 ≡ 0(mod )⇒ ¡
2 −2

¢
(0)2 ≡ 0(mod )⇒ 2 ≡ (mod ) (5.71)

Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç éóïôéìßá (5.71) åßíáé áíáëçèÞò ãéá üëïõò ôïõò äõíá-

ôïýò ðñþôïõò áñéèìïýò  ≥ 3
(i) ÅÜí  = 3 ôüôå  ∈ {−163−67−43−19} ìå  ≡ 2(mod 3) åíþ 2 ≡ 0 Þ
1(mod 3)

(ii) ÅÜí  = 5 ôüôå Ý·ïõìå  ∈ {−163−67−43} ìå −163 −43 ≡ 2(mod 5) êáé
−67 ≡ 3(mod 5) åíþ 2 ≡ 0 1 Þ 4(mod 5)
(iii) ÅÜí  = 7 ôüôå  ∈ {−163−67−43} ìå −163 ≡ 5(mod 7) −67 ≡ 3(mod 7)
êáé −43 ≡ 6(mod7) åíþ 2 ≡ 0 1 4 Þ 2(mod 7)
(iv) ÅÜí  = 11 ôüôå = −163 ≡ 2(mod 11) åíþ 2 ≡ 0 1 4 9 5 Þ 3(mod 11)
(v) ÅÜí  = 13 ôüôå = −163 ≡ 6(mod 13) åíþ 2 ≡ 0 1 4 9 3 12 Þ 10(mod 13)
Åäþ ðåñáôïýôáé ç áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò. ¤

5.5.13 Ðüñéóìá. ÅÜí ∈ {−163−67−43−19}  ôüôå çO åßíáé Ð.Ê.É. áëëÜ äåí
åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 5.5.7 êáé ôçí ðñüôáóç 5.5.12. ¤
Ç ðñüôáóç 5.5.12 éó·õñïðïéåßôáé êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêü ùò áêïëïýèùò:
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5.5.14 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí
  0 ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ç áêåñáßá ðåñéï·ÞO åßíáé Ð.Ê.É.

(ii) ∈ {−163−67−43−19−11−7−3−2−1} 

5.5.15 Óçìåßùóç. (i) ÁñéèìçôéêÝò ìáñôõñßåò êáé õðïëïãéóìïß ãéá ôï üôé ïé áíù-

ôÝñù åííÝá áñéèìïß åßíáé ïé ìüíïé «õðïøÞöéïé», ïýôùò þóôå ïé áíôßóôïé·åò áêÝ-
ñáéåò ðåñéï·Ýò O íá åßíáé Ð.Ê.É., åíôïðßæïíôáé Þäç óôá Ýñãá ôïý C.-F. Gauss

êáé Üëëùí ìáèçìáôéêþí ôÞò åðï·Þò ôïõ. Ôï Ýôïò 1934 ïé Heilbronn êáé Linfoot26

äéåðßóôùóáí üôé, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ èá õðÞñ·å áñíçôéêüò áêÝñáéïò  óôåñïý-

ìåíïò ôåôñáãþíùí (äéáöïñåôéêüò ôùí áíùôÝñù åííÝá) ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, ï

|| èá üöåéëå íá åßíáé ðïëý ìåãÜëïò. Ôï 1952 Heegner27 Ýäùóå ìßá áðüäåéîç ôïý

áäõíÜôïõ ôÞò õðÜñîåùò ôÝôïéïõ áñéèìïý, ç ïðïßá üìùò ðåñéåß·å ïñéóìÝíá ëÜèç.

Ïé ðñþôåò ïñèÝò áðïäåßîåéò ïöåßëïíôáé óôïõò Baker28 êáé Stark29 (óôá ìÝóá ôÞò

äåêáåôßáò ôïý 1960). ÔÝëïò, ôï 1968 ïé Birch30, Deuring31 êáé Siegel32 êáôüñèùóáí

íá äéïñèþóïõí áêüìç êáé ôá ëÜèç ôÞò áñ·éêÞò áðïäåßîåùò ôïý Heegner.

(ii) ¸íá èåþñçìá áíÜëïãï ôïý 5.5.14 äåí Ý·åé -ìÝ·ñé óôéãìÞò- áðïäåé·èåß ãéá èå-
ôéêïýò  Ùóôüóï, õðÜñ·ïõí áñêåôÜ ·ñÞóéìá áðïôåëÝóìáôá õðïëïãéóôéêÞò öý-

óåùò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ïé (óôåñïýìåíïé ôåôñáãþíùí) áñéèìïß

2 3 5 6 7 11 13 14 17 19 21 22 23 29

31 33 37 38 41 43 46 47 53 57 59 61

62  67 69 71 73 77 83 86 89 93 94 êáé 97

åßíáé ïé ìüíïé  1   ≤ 100 ãéá ôïõò ïðïßïõò ç O åßíáé Ð.Ê.É. Áêüìç êáé

ôï öõóéêü åñþôçìá ôïý êáôÜ ðüóïí õðÜñ·ïõí Üðåéñïé èåôéêïß  ìå áõôÞí ôçí

éäéüôçôá äåí Ý·åé åéóÝôé áðáíôçèåß.

5.5.16 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí   0

ôüôå çO åßíáé Ð.Ê.É. êáé ìç åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí

 ∈ {−163−67−43−19} 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá èåùñÞìáôá 5.5.7 êáé 5.5.14. ¤
26Heilbronn H. and Linfoot E.H.: On the imaginary quadratic corpora of class-number one, Quart. J. Math. (Oxford),

Vol. 5, (1934), 293-301.

27Heegner K.: Diophantische Analysis und Modulfunktionen, Math. Z. 56, (1952), 227-253.

28Baker A.: Linear forms in the logarithms of algebraic numbers, Mathematika 13, (1966), 204-216.

29Stark H.M.: A complete determination of the complex quadratic fields of class-number one, Michigan Math. J. 14,

(1967), 1-27.

30Birch B.J.: Diophantine analysis and modular functions, Proc. Conf. in Algebraic Geometry, Tata Institute, Bombay,

(1968), 35-42.

31Deuring M: Imaginäre quadratische Zahlkörper mit Klassenzahl Eins, Invent. Math. 5, (1968), 169-179.
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5.6 ÐÅÑÉÏμÅÓ ÌÏÍÏÓÇÌÁÍÔÇÓ

ÐÁÑÁÃÏÍÔÏÐÏÉÇÓÅÙÓ

5.6.1 Ïñéóìüò. Ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ  êáëåßôáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç

üôáí êÜèå  ∈ r (× ∪ {0}) äéáèÝôåé óýíôñïöïðáñéóôþìåíïùò ãéíüìåíïðåðå-
ñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíáãþãùí óôïé·åßùí ôÞò Þôïé üôáí ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = 12 · · · 

üðïõ  ∈ ×  ∈ N êáé ôá 1 2      åßíáé áíÜãùãá óôïé·åßá ôÞò 

5.6.2 Ïñéóìüò. Ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáëåßôáé ðåñéï·Þ ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãï-

íôïðïéÞóåùò (=: Ð.Ì.Ð.) üôáí ðëçñïß ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) Ç  åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 5.6.1) êáé

(ii) ãéá ïéåóäÞðïôå ðáñáóôÜóåéò

 ∼
óõí.

12 · · ·  ∼
óõí.

01
0
2 · · · 0

óõíôñüöùí åíüò  ∈ r (× ∪ {0}) ùò ãéíïìÝíùí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíá-

ãþãùí óôïé·åßùí ôÞò  Ý·ïõìå  =  êáé õðÜñ·åé ìéá ìåôÜôáîç  ∈ S ôïý óõíü-

ëïõ {1     } ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé () ∼
óõí.

0 ∀ ∈ {1     }

5.6.3 Èåþñçìá. ¸óôù ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) H  åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç  åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç êáé êÜèå óôïé·åßï  ∈ r (× ∪ {0})
åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï

(iii) ÊÜèå  ∈ r (× ∪ {0}) äéáèÝôåé êÜðïéïí óýíôñïöï ðáñéóôþìåíï ùò ãéíü-
ìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþôùí óôïé·åßùí ôÞò 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii): Ëüãù ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.4 áñêåß íá áðïäåßîïõìå

üôé êÜèå áíÜãùãï óôïé·åßï  ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  Áò

õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí   ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  |  Ôüôå õðÜñ·åé

 ∈  ìå  =  ÃñÜöïíôáò ôá    ùò

 = 12 · · ·   = 001
0
2 · · · 0  = 00001 

00
2 · · · 00

Þôïé ùò óõíôñüöïõò ãéíïìÝíùí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíáãþãùí óôïé·åßùí ôïý

 (üðïõ  0 00 ∈ ×), ëáìâÜíïõìå

0 (
Q

=1

) (
Q

=1
0) =  = 00  001 

00
2 · · · 00
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ÅðåéäÞ ç  åßíáé Ð.Ì.Ð., åßôå õðÜñ·åé  ∈ {1     } ìå  ∼
óõí.

 åßôå õðÜñ·åé

 ∈ {1     } ìå  ∼
óõí.

0 ÊáôÜ óõíÝðåéáí, åßôå  |  åßôå  | 
(ii)⇒(iii): Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò.

(iii)⇒(i): ¸óôù ôõ·üí  ∈ r (× ∪ {0})  Åî õðïèÝóåùò õðÜñ·ïõí  ∈ × êáé

ðñþôá óôïé·åßá 1      ôÝôïéá þóôå  = 12 · · ·  ÅðåéäÞ êÜèå ðñþôï óôïé-

·åßï ôÞò  åßíáé áíÜãùãï (âë. 5.3.4 (iii)), ç  ðëçñïß ôç óõíèÞêç (i) ôïý ïñéóìïý

5.6.2. ÅÜí ôï  äéáèÝôåé ìéá äåýôåñç ðáñÜóôáóç

 = 12 · · · 

üðïõ  ∈ × êáé ôá 1      áíÜãùãá óôïé·åßá ôÞò  ôüôå

1 | 12 · · ·  = −112 · · · 
1 ðñþôï, 1 - −1 1 - 

¾
=⇒ ∃1 ∈ {1     } : 1 | 1 

ÅðåéäÞ ôï 1 åßíáé áíÜãùãï êáé ôï 1 äåí åßíáé áíôéóôñÝøéìï, Ý·ïõìå 1 ∼
óõí.

1 

Þôïé 1 = 1 ãéá êÜðïéï  ∈ ×¾óôåñá áðü áðëïðïßçóç ôïý 1 óôçí áíùôÝñù
éóüôçôá ëáìâÜíïõìå

2 | 2 · · ·  = −1−1(
Q

∈{1}r{1}
)

2 ðñþôï óôïé·åßï, 2 - −1 2 - −1 2 - 

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒ ∃2 ∈ {1  }r{1} : 2 | 2 

ïðüôå êáé ðÜëé 2 ∼
óõí.

2  Åöáñìüæïíôáò ôçí ßäéá óõëëïãéóôéêÞ óõìðåñáßíïõìå

üôé  ≤  (Ýðåéôá áðü  åí óõíüëù âÞìáôá) êáé üôé

∃ {1 2     } ⊆ {1     } :  ∼
óõí.

  ∀ ∈ {1     }

ÅÜí ßó·õå ç áíéóüôçôá    ôüôå èá åß·áìå

1 =  (
Q

∈{1}r{1}
) ãéá êÜðïéï  ∈ ×| {z }
⇓

∃ ∈ {1  }r {1  } :  | 1 =⇒  ∈ ×

ðñÜãìáÜôïðï. Óõíåðþò,  =  êáé ïñßæïíôáò ôç ìåôÜôáîç ∈ S ìÝóù ôïý ôýðïõ

 () =  ãéá êÜèå  ∈ {1     } ëáìâÜíïõìå  ∼
óõí.

(). ¢ñá ç  ðëçñïß êáé

ôç óõíèÞêç (ii) ôïý ïñéóìïý 5.6.2, ïðüôå ç  åßíáé üíôùò ìéá Ð.Ì.Ð. ¤

5.6.4 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí

ãíçóßùí äéáéñåôþí üôáí êÜèå áíéïýóá áëõóßäá êõñßùí éäåùäþí

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · ·
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ôÞò  åßíáé óôÜóéìç, Þôïé üôáí ∃ ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  =  ãéá êÜèå

öõóéêü áñéèìü  ≥ Ç óõíèÞêç áõôÞ éóïäõíáìåß ìå ôçí áêüëïõèç: Äåí õðÜñ·åé

êáìßá (Üðåéñç) áêïëïõèßá ()∈N óôïé·åßùí ôÞò  ôÝôïéá þóôå o +1 íá åßíáé

ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý  ãéá êÜèå  ∈ N (ÓçìåéùôÝïí üôé, ëüãù ôùí (i), (ii) êáé

(iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.2.4 êáé ôïý ïñéóìïý ôùí ãíçóßùí äéáéñåôþí (âë. 5.2.8), o

 ∈  åßíáé Ýíáò ãíÞóéïò äéáéñÝôçò åíüò  ∈  åÜí êáé ìüíïí åÜí hi $ hi $  )

5.6.5 Èåþñçìá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ç  ðëçñïß ôç
óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí äéáéñåôþí, ôüôå ç  åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôï-
ðïßçóç.

Áðïäåéîç. ¸óôù

Λ :=

⎧⎪⎨⎪⎩ ∈ r
¡
× ∪ {0}

¢ ¯̄̄̄¯̄̄ @ ∼
óõí.

 ðáñéóôþìåíïò

ùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò

áíáãþãùí óôïé·åßùí ôÞò 

⎫⎪⎬⎪⎭ 

Áò õðïèÝóïõìå üôé ç  ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí äéáéñåôþí, üôé

Λ 6= ∅ êé áò èÝóïõìå ãéá êÜèå  ∈ Λ
Γ := { ∈ Λ |  åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý } 

Ôüôå Γ 6= ∅ ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ Λ. (ÐñÜãìáôé° åÜí õðÞñ·å  ∈ Λ ãéá ôï ïðïßï èá

åß·áìå Γ = ∅ ôüôå ôï ßäéï ôï  èá üöåéëå íá åßíáé áíÜãùãï, êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï

ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò) Óýìöùíá ìå ôï áîßùìá ôÞò åðéëïãÞò,

(Γ 6= ∅ ∀ ∈ Λ) =⇒
Y
∈Λ
Γ 6= ∅

ïðüôå õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç

 : Λ −→
[
∈Λ
Γ ìå  () ∈ Γ ∀ ∈ Λ

Þôïé ôÝôïéá, þóôå ç åéêüíá  () ôïý  ìÝóù ôÞò  íá åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý

∀ ∈ Λ ÅðéëÝãïíôáò Ýíá ôõ·üí óôïé·åßï ôïý Λ êáé ïíïìÜæïíôÜò ôï 1 Ý·ïõìå ôç

äõíáôüôçôá íá ïñßóïõìå ìéá áíáäñïìéêÞ áðåéêüíéóçK : N −→ Λ ìÝóù ôùí ôýðùí

K (1) := 1 K (+ 1) := (K ()) =: +1 ∀ ∈ N
Ç êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ó·çìáôéæïìÝíç áêïëïõèßá ()∈N óôïé·åßùí ôÞò  åßíáé

ôÝôïéá, þóôå ï +1 íá åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý  ãéá êÜèå  ∈ N Ùò åê

ôïýôïõ, ç  äåí ìðïñåß íá ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí äéáéñåôþí,

êÜôé ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò! ¢ñá ôåëéêþò Λ = ∅ êáé ç  åßíáé

ðñÜãìáôé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç. ¤

5.6.6 Ðüñéóìá. ÊÜèå íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç.
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Áðïäåéîç. ÊÜèå íáéôåñéáíÞ ðåñéï·Þ ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí

äéáéñåôþí (äéüôé ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùíáíéïõóþíáëõóßäùí åðß ôïý óõíüëïõ üëùí
ôùí éäåùäþí ôçò) êáé åßíáé, ùò åê ôïýôïõ, ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç (ëüãù ôïý

èåùñÞìáôïò 5.6.5). ¤

5.6.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþ-

íùí. Ôüôå ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√
] ïýóá íáéôåñéáíÞ (âë. ðñü-

ôáóç 4.1.13), åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç. Ùóôüóï, üôáí  ≡ 1(mod 4) Þ
 ≤ −3 ç Z[√] äåí åßíáé Ð.Ì.Ð.! (Âë. 5.3.8 (i) êáé (ii), êáé 5.6.3 (i)⇒(ii).)

(ii) Õðïäáêôýëéïé ðåñéï·þí ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò äåí åßíáé áðáñáé-

ôÞôùò Ð.Ì.Ð. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ Z[
√−3] äåí

åßíáé Ð.Ì.Ð., áëëÜ áðïôåëåß õðïðåñéï·Þ ôÞò O−3 (ðïõ åßíáé Ð.Ì.Ð.).

5.6.8 Ðüñéóìá. ÊÜèå Ð.Ê.É. åßíáé Ð.Ì.Ð.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·ïýóá Ð.Ê.É. ÅðåéäÞ ç  åßíáé íáéôåñéáíÞ, êÜèå óôïé·åßï

 ∈ r (× ∪ {0}) äéáèÝôåé óýíôñïöï ðáñéóôþìåíï ùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ

ðëÞèïõò áíáãþãùí óôïé·åßùí ôÞò (âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.6). μñçóéìïðïéþ-

íôáò ôü ãåãïíüò ôïý üôé êÜèå áíÜãùãï óôïé·åßï ìéáò Ð.Ê.É. åßíáé ðñþôï, êáèþò

êáé ôçí éóïäõíáìßá ôùí (i) êáé (iii) ôïý èåùñÞìáôïò 5.6.3, óõìðåñáßíïõìå üôé ç 

ïöåßëåé íá åßíáé ðåñéï·Þ ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò. ¤

5.6.9 Óçìåßùóç. Ôï áíôßóôñïöï ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.8 äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò Z[X] åßíáé Ð.Ì.Ð. áëëÜ äåí åßíáé

Ð.Ê.É. (Âë. åä. 5.10.15 (i).) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åßíáé áîéïóçìåßùôï üôé ôï áíôß-

óôñïöï éó·ýåé ãéá üëåò ôéò áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò O

5.6.10 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Ôüôå
ç áêåñáßá ðåñéï·ÞO åßíáé Ð.Ì.Ð. åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé Ð.Ê.É.

Áðïäåéîç. Âë. H. Lüneburg: Vorlesungen über Zahlentheorie, Birkhäuser Verlag,
1978 Satz 130 óåë. 90-91 ¤

5.6.11 Ïñéóìüò. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. êáé Ýóôù  ∈ r{0} Ôüôå ôï  åßôå åßíáé

áíôéóôñÝøéìï åßôå ãñÜöåôáé ùò

 = 12 · · · 
üðïõ  ∈ ×  ∈ N êáé ôá 1 2      ðñþôá (= áíÜãùãá) óôïé·åßá ôÞò 
ÅÜí 1 ∼

óõí.
2 ∼

óõí.
· · · ∼

óõí.
 =:  ôüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈ × ÅéäÜëëùò,

ãéá íá óõìðôýîïõìå óå áõôü ôï ãéíüìåíï üóá åê ôùí 1 2      åßíáé áíÜ äýï
óõíôñïöéêÜ (ìå ôçí åéóáãùãÞ «äõíÜìåùí») ìðïñïýìå (ðéèáíþò ýóôåñá áðü ìéá
áíáäéÜôáîç äåéêôþí) íá õðïèÝóïõìå üôé

1 ∼
óõí.

· · · ∼
óõí.

1  1+1 ∼
óõí.

· · · ∼
óõí.

2  2+1 ∼
óõí.

· · · ∼
óõí.

3 · · · · · ·  −1+1 ∼
óõí.

· · · ∼
óõí.

 = 
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ãéá êáôÜëëçëá {1 2     } ⊆ {1     } 2 ≤  ≤  ìå

1 = 1  2  · · ·  −1   = 

êáé  6∼
óõí.

0 ãéá ïéïõóäÞðïôå  0 ∈ {1     }  6= 0ÈÝôïíôáò

1 := 1 2 := 2 − 1      :=  − −1  :=   ∀ ∈ {1     }

êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé  =  ãéá êÜðïéï  ∈ × êáé ãéá ïéïõóäÞ-

ðïôå äåßêôåò  ∈ {1  }  ∈ {1     } ôï  ãñÜöåôáé ùò

 = 11 22 · · ·   (5.72)

üðïõ  := (
Q

=1
(
Q

=1
)) ∈ ×Ç Ýêöñáóç (5.72) êáëåßôáé ðáñÜóôáóç ôïý

 ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí óôïé·åßùí Þ áðïóýíèåóç ôïý  óå ãéíüìåíï ðñþôùí óôïé-

·åßùí. Ôï  ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ìßá áêüìç ðéï âïëéêÞ ìïñöÞ óôçí ïðïßá óõìðå-
ñéëáìâÜíåôáé êáé ç ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  ∈ × ùò áêïëïýèùò: Ôï óýíïëï

ôùí ðñþôùí (= áíáãþãùí) óôïé·åßùí ôÞò  áðïóõíôßèåôáé óå êëÜóåéò éóïäõíá-

ìßáò ùò ðñïò ôç ó·Ýóç “ ∼
óõí.

”, Þôïé óå óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò óõíôñïöéêþí

ðñþôùí óôïé·åßùí. ¸óôù P Ýíá ðëÞñåò óýóôçìá åêðñïóþðùí áõôþí ôùí êëÜ-

óåùí éóïäõíáìßáò (Þôïé Ýíá õðïóýíïëï ôïý óõíüëïõ ôùí ðñþôùí óôïé·åßùí ôÞò

 ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé áêñéâþò Ýíá óôïé·åßï áðü êáèåìéÜ åî áõôþí). Ôüôå

 = 
Y
∈P

ν()  ∈ × (5.73)

üðïõ

ν() :=

½
max

©
 ∈ N :  | ª  üôáí  | 

0 üôáí  - 

5.6.12 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÅÜí   ∈ r{0} ôüôå éó·ýïõí ôá áêü-
ëïõèá :

(i) ν() = ν() + ν() ∀ ∈ P
(ii)  | ⇐⇒ ν() ≤ ν() ∀ ∈ P.
(iii)  ∼

óõí.
⇐⇒ ν() = ν() ∀ ∈ P

(iv)  ∈ × ⇐⇒ ν() = 0 ∀ ∈ P
(v) ÅÜí  +  6= 0 ôüôå ν( + ) ≥ min{ν()ν()} ∀ ∈ P
(vi) ÅÜí ν()  ν() ãéá êÜðïéï  ∈ P ôüôå ν( + ) = ν()
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Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ïé

 = 
Q

∈P
ν()  = 

Q
∈P

ν() (5.74)

åßíáé ïé ðáñáóôÜóåéò ôùí  êáé  ùò ãéíïìÝíùí ðñþôùí óôïé·åßùí, ôüôå, ëüãù ôïý

ìïíïóçìÜíôïõ ôÞò ðáñáóôÜóåùò ôïý  Ý·ïõìå

 = 
Q

∈P
ν()+ν() =⇒ ν() = ν() + ν() ∀ ∈ P

(ii) ÅÜí  |  ôüôå ∃0 ∈  :  = 0 ïðüôå

(i)⇒ ν() = ν(
0) = ν() + ν(

0) ∀ ∈ P
ν(

0) ≥ 0 ∀ ∈ P

¾
⇒ ν() ≥ ν() ∀ ∈ P

(iii) Áõôü Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (ii).

(iv) ÅÜí  ∈ × ôüôå  ∼
óõí.

1 ïðüôå åöáñìüæïíôáò ôï (iii) ëáìâÜíïõìå

ν() = ν(1) = 0 ∀ ∈ P
Ôï áíôßóôñïöï åßíáé ðñïöáíÝò.

(v) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé +  6= 0  := min{ν()ν()} êáé üôé ïé (5.74) åßíáé
ïé ïé ðáñáóôÜóåéò ôùí  êáé  ùò ãéíïìÝíùí ðñþôùí óôïé·åßùí, ôüôå

 +  =
Q

∈P


Ã


Q
∈P

ν()− + 
Q

∈P
ν()−

!


ïðüôå ν( + ) ≥  ∀ ∈ P.
(vi) Áò äéáôçñÞóïõìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôïõò åéóá·èÝíôåò óôï (v). ÅÜí éó·ýåé

ç áíéóüôçôá ν()  ν() ãéá êÜðïéï  ∈ P ôüôå  = ν() ðñÜãìá ðïõ

óçìáßíåé üôé

 - 
Q

∈P
ν()−   |  Q

∈P
ν()− 

¢ñá ν( + ) = ν() ¤

5.6.13 Èåþñçìá. ÅÜí ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ  åßíáé Ð.Ì.Ð., ôüôå ç  åßíáé ðåñéï·Þ
ìå ì.ê.ä. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé 1 2      ∈ r{0}ôüôåY

∈P
min{ν(1)ν(2) ν()} ∈ÌÊÄ(1     ) (5.75)

êáé Y
∈P

max{ν(1)ν(2) ν()} ∈ ÅÊÐ(1     ) (5.76)
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Áðïäåéîç. ÅÜí ïé

 = 
Y
∈P

ν()  ∈ ×  ∈ {1     }

åßíáé ïé ðáñáóôÜóåéò (5.73) ôùí 1      ùò ãéíïìÝíùí ðñþôùí óôïé·åßùí, ôüôå

 ∼
óõí.

Q
∈P

ν(). ¸óôù  Ýíá óôïé·åßï ôÞò  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  |  ãéá

êÜèå  ∈ {1     }ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.6.12, ãéá êÜèå

 ∈ {1     } Ý·ïõìå

ν() ≤ ν() =⇒ ν() ≤ min {ν(1)    ν()}  ∀ ∈ P

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï

 :=
Q

∈P
min{ν(1)ν(2) ν()}

åßíáé äéáéñÝôçò ôïý  ãéá êÜèå  ∈ {1     } êáé  |  Ùò åê ôïýôïõ, ôï  åßíáé

Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 1      êáé ôï (5.75) åßíáé áëçèÝò. Åí óõ-

íå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé ôï  åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôÞò  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé  |  ãéá
êÜèå  ∈ {1     } ËáìâÜíïíôáò åê íÝïõ õð' üøéí ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.6.12,

ãéá êÜèå  ∈ {1     } Ý·ïõìå

ν() ≥ ν() =⇒ ν() ≥ max {ν(1)    ν()}  ∀ ∈ P

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôá  åßíáé äéáéñÝôåò ôïý

 :=
Q

∈P
max{ν(1)ν(2) ν()}

ãéá êÜèå  ∈ {1     } êáé  |  Ùò åê ôïýôïõ, ôï  åßíáé Ýíá åëÜ·éóôï êïéíü

ðïëëáðëÜóéï ôùí 1      êáé ôï (5.76) åßíáé áëçèÝò. ¤

5.6.14 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ì.Ð. êáé   ∈  ôüôå

 ∼
óõí.

 ∀ ∈ÌÊÄ( ) êáé ∀ ∈ ÅÊÐ( ) (5.77)

Áðïäåéîç. ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí   åßíáé = 0 ôüôå ôï (5.77) åßíáé ðñï-

öáíÝò. ÅÜí   ∈ r{0}  ∈ ÌÊÄ( ) êáé  ∈ ÅÊÐ( ) ôüôå áðü ôéò

ðñïôÜóåéò 5.2.12, 5.2.23 êáé áðü ôï èåþñçìá 5.6.13 Ýðåôáé üôé

 ∼
óõí.

Y
∈P

min{ν()ν()}  ∼
óõí.

Y
∈P

max{ν()ν()}

μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí éóüôçôá

min {ν()ν()}+max {ν()ν()} = ν() + ν() ∀ ∈ P



§ 5.6 ðåñéï·åò ìïíïóçìáíôçò ðáñáãïíôïðïéçóåùò 255

ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.6.12 êáé üóá ðñïíáöÝñáìå óôçí 5.2.7, ëáìâÜíïõìå

 ∼
óõí.

Ã Q
∈P

ν ()
!Ã Q

∈P
ν ()

!
=

Q
∈P

ν ()+ν () =
Q

∈P
ν () ∼

óõí.


ïðüôå ôï (5.77) åßíáé áëçèÝò. ¤

5.6.15 Ðüñéóìá. ¸óôù  ìéá Ð.Ì.Ð. ÅÜí   ∈ r (× ∪ {0}) åßíáé ó·åôéêþò
ðñþôá óôïé·åßá (âë. 5.2.16) êáé  =  ãéá êÜðïéï  ∈ r{0} êáé êÜðïéïí
 ∈ N ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) ÕðÜñ·ïõí   ∈ r (× ∪ {0}) êáé 1 2 ∈ × ìå

 = 1
 êáé  = 2



(ii) ÅÜí êÜèå áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôÞò  éóïýôáé ìå ôçí -ïóôÞ äýíáìç êÜðïéïõ
(êáô' áíÜãêçí áíôéóôñåøßìïõ) óôïé·åßïõ ôÞò  ôüôå ∃  ∈ r (× ∪ {0}) ìå

 =  êáé  = 

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ  =  ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.6.12 äßäåé

ν() + ν() = ν() = ν(
) = ν() ∀ ∈ P (5.78)

ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï èåþñçìá 5.6.13 êáé êáôÜ ôçí õðüèåóÞ ìáò)Q
∈P

min{ν()ν()} ∈ÌÊÄ( )

1 ∈ÌÊÄ( )

)
=⇒
5.2.12

Q
∈P

min{ν()ν()} ∼
óõí.

1

⇒ min {ν()ν()} =
5.6.12 (iii)

ν(1) =
5.6.12 (iv)

0 ⇒ [åßôå ν() = 0 åßôå ν() = 0]

áðü ôçí (5.78) Ýðåôáé üôé

[ | ν() êáé  | ν()] ∀ ∈ P

ÈÝôïíôáò

 :=
Y
∈P


ν ()

 =
Y

{∈P:ν()=0}

ν ()



êáé

 :=
Y
∈P


ν ()

 =
Y

{∈P:ν()=0}

ν ()

 

ðáñáôçñïýìå üôéh
ν(

) = ν() = 
ν()


= ν() ∀ ∈ P
i
=⇒

5.6.12 (iii)
 ∼

óõí.
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êáé êáô' áíáëïãßáí  ∼
óõí.

¢ñá õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ × ìå  = 1
 êáé  = 2



(Âë. ðüñéóìá 5.2.5.)

(ii) Åî õðïèÝóåùò, 1 = 1 êáé 2 = 2 ãéá êÜðïéá 1 2 ∈ × Áñêåß ëïéðüí íá

èÝóïõìå  := 1 êáé  := 2 ¤

5.6.16 Èåþñçìá. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäý-
íáìá :

(i) H  åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç  åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. êáé ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí äéáé-
ñåôþí.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ç åßíáé Ð.Ì.Ð, ôüôå ç åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. äõíÜìåé

ôïý èåùñÞìáôïò 5.6.13. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç äåí ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóß-

äùí ãíçóßùí äéáéñåôþí. Ôüôå õðÜñ·åé ìéá (Üðåéñç) áêïëïõèßá ()∈N óôïé·åßùí

ôÞò ôÝôïéá þóôå o +1 íá åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý  ãéá êÜèå  ∈ N ïðüôå
ç áíéïýóá áëõóßäá êõñßùí éäåùäþí

h1i $ h2i $ · · · $ hi $ h+1i $ · · ·

åßíáé ìç óôÜóéìç. ÉäéáéôÝñùò, ôï  åßíáé ãíÞóéïò äéáéñÝôçò ôïý 1 ãéá êÜèå  ∈ N
ïðüôå õðÜñ·ïõí Üðåéñïé ãíÞóéïé äéáéñÝôåò ôïý 1Ôïýôï üìùò åßíáé êÜôé ôï Üôïðï,
äéüôé ôï 1 ∈ r (× ∪ {0}) äéáèÝôåé ùò óýíôñïöï êÜðïéïí

 ∼
óõí.

11 22 · · ·  

üðïõ 1      åßíáé áíÜ äýï ìç óõíôñïöéêÜ ðñþôá óôïé·åßá êáé 1   ∈ N0 ï
ïðïßïò Ý·åé ðáñÜãïíôåò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïõò (ìå ìüíç åîáßñåóç ôçí áíôéêá-

ôÜóôáóÞ ôïõò áðü éóáñßèìïõò óõíôñüöïõò ôïõò). Ùò åê ôïýôïõ, ïé ìüíïé ãíÞóéïé

äéáéñÝôåò ôïý 1 åßíáé ôá óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ(

1
1 

2
2 · · · 

¯̄̄̄
¯ (1     ) ∈

Ã
Q

=1
{0 1  }

!
r{(0  0) (1  )}

)

ðïõ Ý·åé ðåðåñáóìÝíï ðëçèéêü áñéèìü (ßóïí ìå (
Q

=1
( +1))− 2). ¢ñá ôåëéêþò ç

 ïöåßëåé íá ðëçñïß êáé ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí äéáéñåôþí.

(ii)⇒(i) ÅðåéäÞ ç  åßíáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä., êÜèå áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò  åßíáé

ðñþôï (âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 5.3.6). ÅðåéäÞ ç  ðëçñïß êáé ôç óõíèÞêç ôùí áëõ-

óßäùí ãíçóßùí äéáéñåôþí, åßíáé, åðéðñïóèÝôùò, êáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç

(êáôÜ ôï èåþñçìá 5.6.5). Ùò åê ôïýôïõ, ç  åßíáé Ð.Ì.Ð. âÜóåé ôÞò éóïäõíáìßáò

(ii)⇔(i) ôïý èåùñÞìáôïò 5.6.3. ¤



§ 5.7 áñéèìïèåùñçôéêåò åöáñìïãåò i: áèñïéóìáôá ôåôñáãùíùí 257

5.7 ÁÑÉÈÌÏÈÅÙÑÇÔÉÊÅÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ É:

ÁÈÑÏÉÓÌÁÔÁ ÔÅÔÑÁÃÙÍÙÍ

• Åñþôçìá: Ðïéïò åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò  ≥ 2 ïýôùò þóôå êÜèå
 ∈ N íá ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá

 = 21 + 22 + · · ·+ 2

ôåôñáãþíùí  áêåñáßùí áñéèìþí 1 2  ; Åßíáé ðñïöáíÝò üôé  6= 2 êáé

 6= 3 äéüôé, ð.·., ôï 3 äåí ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá äýï ôåôñáãþíùí êáé ôï 7 äåí

ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ôñéþí ôåôñáãþíùí áêåñáßùí áñéèìþí. Ç áðÜíôçóç åß-

íáé  = 4: ÊÜèå öõóéêüò áñéèìüò ìðïñåß ðÜíôïôå íá ðáñáóôáèåß ùò Üèñïéóìá
ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí. (Âë. èåþñçìá 5.7.53.) Ôïýôï äéáôõðþèçêå ùò åéêáóßá

ôï 1621 áðü ôïí C.G. Bachet (1581-1638) áí êáé õðÜñ·ïõí âÜóéìåò åíäåßîåéò üôé

èåùñåßôï ùò «ãíùóôü» Þ ùò êÜôé ôï «öõóéïëïãéêü» Þäç áðü ôïí ßäéïí ôïí Äéüöá-

íôï33. Ç ðñþôç ôïõ áðüäåéîç (ðåñß ôï Ýôïò 1770) ïöåßëåôáé óôïí J.-L. Lagrange

(1736-1813). Åäþ èá äïèåß ìéá äáêôõëéïèåùñçôéêÞ áðüäåéîç ç ïðoßá óôçñßæåôáé

óå ðïëý áðëÝò éäéüôçôåò ôïý äáêôõëßïõ Mat2×2(Z[]) ôùí 2× 2-ðéíÜêùí ìå ôéò åã-

ãñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïí äáêôýëéï ôùí ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí. Ðñïôïý

üìùò ðñï·ùñÞóïõìå óå áõôÞí, èá áðáíôÞóïõìå, ìåôáîý Üëëùí, êáé óôï öõóéêþò

åãåéñüìåíï, óõíáöÝò:

• Åñþôçìá: Õðü ðïßåò (éêáíÝò êáé áíáãêáßåò) óõíèÞêåò ãñÜöåôáé Ýíáò  ∈ N ùò

Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí äýï Þ ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí;

H áðÜíôçóç ãéá ôçí ðáñÜóôáóç åíüò  ∈ N ùò áèñïßóìáôïò äýï ôåôñáãþíùí

äßäåôáé ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.8. Ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôïõ ìðïñåß êáíåßò íá åêìå-

ôáëëåõèåß ôï ãåãïíüò üôé ï Z[] åßíáé Ð.Ì.Ð. ÌÜëéóôá, ç ìåôÜâáóç êáé óå Üëëåò

ãíùóôÝò åðåêôÜóåéò ôïý Z ðïõ åßíáé Ð.Ì.Ð. ìáò åðéôñÝðåé ôïí ðñïóäéïñéóìü ôùí

ðñþôùí áñéèìþí ðïõ åßíáé ðáñáóôÜóéìïé ìÝóù áñêåôþí åíäéáöåñïõóþí äõáäé-

êþí áêåñáßùí ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí. (Âë. èåþñçìá 5.7.31.) ÔÝëïò, ç áðÜíôçóç

ãéá ôï ðüôå Ýíáò  ∈ N åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôñéþí ôåôñáãþíùí äßäå-
ôáé ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.49 ôïý Á.Ì. Legendre.

I Áèñïßóìáôá äýï ôåôñáãþíùí. Áñ·éêþò áðïäåéêíýïõìå ôï ëåãüìåíï èåþñçìá
ôïý Wilson.

5.7.1 Èåþñçìá. (Wilson) ¸íáò áêÝñáéïò   1 åßíáé ðñþôïò åÜí êáé ìüíïí åÜí

(− 1)! ≡ −1(mod ) (5.79)

33Âë. Å. ÓôáìÜôç: ÄéïöÜíôïõ ÁñéèìçôéêÜ (áñ·áßï êåßìåíï, ìåôÜöñáóç êáé åðåîçãÞóåéò), O.E.Ä.B., 1963 êåö. V.
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Áðïäåéîç34. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÅÜí  = 2 Þ  = 3 ôüôå ç (5.79) åßíáé

ðñïöáíþò áëçèÞò. ÅÜí ï  åßíáé ðñþôïò ≥ 5 èåùñïýìå Ýíá  ∈ {1 2     − 1}
êáé ôç ãñáììéêÞ éóïôéìßá  ≡ 1 (mod )  ÅðåéäÞ ìêä( ) = 1 ç åí ëüãù éóï-

ôéìßá Ý·åé ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï  ïðüôå õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò

áêÝñáéïò 0 ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé 0 ≤ 0 ≤  − 1 êáé 0 ≡ 1 (mod )  ÅðåéäÞ ï 

åßíáé ðñþôïò, Ý·ïõìå

 = 0 ⇐⇒ (åßôå  = 1 åßôå  = − 1)  (5.80)

ÐñÜãìáôé° áðü ôçí éóïôéìßá 2 ≡ 1(mod ) óõíÜãåôáé üôé

 | (− 1) (+ 1) =⇒ (åßôå  | − 1 åßôå  | + 1) 

áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇒ ” ôÞò (5.80), áöïý Ý·ïõìå 1 ≤  ≤  − 1
êáé 1 ≤ 0 ≤ − 1 Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  = 1 ôüôå

0 ≡ 1(mod )⇒  | 0 − 1
1 ≤ 0 ≤ − 1

)
⇒ 0 − 1 = 0⇒ 0 = 1

êáé åÜí  = − 1 ôüôå (− 1) 0 ≡ 1(mod ) =⇒ 0 ≡ 0 + 1(mod ) ïðüôå

0 ≡ 0 + 1(mod )

0 ≡ (mod )

¾
⇒  ≡ 0 + 1(mod )

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

 ≡ 0 + 1(mod )⇒  | − (0 + 1)
0 ≤ − (0 + 1) ≤ − 2

)
⇒ 0 = − 1

êáé ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇐ ” ôÞò (5.80) åßíáé üíôùò áëçèÞò. Ïìáäïðïéïýìå, åí óõíå-

·åßá, ôïõò åíáðïìÝíïíôåò öõóéêïýò áñéèìïýò

{1 2     − 1}r{1 − 1} = {2 3     − 2}

êáôÜ æåýãç ( 0)  ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé  6= 0 êáé 0 ≡ 1(mod ). ÐïëëáðëáóéÜ-

æïíôáò êáôÜ ìÝëç ôéò êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ó·çìáôéæüìåíåò −3
2 éóïôéìßåò ëáìâÜ-

íïõìå

2 · 3 · · · · (− 2) ≡ 1(mod ) =⇒ (− 1)! ≡ − 1(mod )

34Ï John Wilson (1741-1793) õðÞñîå ìáèçôÞò ôïý Edward Waring (1734-1798), áëëÜ åãêáôÝëåéøå áñêåôÜ óýíôïìá

ôá ÌáèçìáôéêÜ. ÕðçñÝôçóå ùò äéêáóôéêüò êáé êáôüðéí (ðåñß ôï 1786) Ýëáâå êáé ôïí ôßôëï ôïý éððüôç. Óôï óýã-

ãñáììÜ ôïõ ìå ôïí ôßôëïMeditationes algebraicae (ðïõ äçìïóéåýèçêå ôï 1770) ï Waring äéáôåßíåôáé üôé ï Wilson åß·å

åéêÜóåé ôçí éó·ý ôÞò éóïôéìßáò (5.79). Ùóôüóï, ï Wilson äåí ìðüñåóå íá ôçí áðïäåßîåé êáé ðéèáíþò íá áñêÝóèçêå

óå êÜðïéá áðëÜ ðáñáäåßãìáôá. Ï Leibnitz (1646-1716) åß·å åðßóçò åéêÜóåé ôçí éó·ý áõôÞò ôÞò éóïôéìßáò (êáé ìÜëé-

óôá ðñéí ôï 1683), ·ùñßò üìùò íá Ý·åé êáôáöÝñåé íá ôçí áðïäåßîåé. Ï Lagrange (1736-1813), ïñìþìåíïò áðü üóá

áíÝöåñå ï Waring óôïMeditationes algebraicae, åñãÜóèçêå óêëçñÜ åðß ôïý ðñïâëÞìáôïò êáé ôåëéêþò Ýäùóå ìéá ïñèÞ

áðüäåéîç ôï 1771.
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ÅðåéäÞ −1 ≡ −1(mod ) ç (5.79) ðñïêýðôåé áðü ôç ìåôáâáôéêüôçôá ôÞò ó·Ýóåùò

éóïôéìßáò êáôÜ ìüäéï .

Áíôéóôñüöùò ôþñá: ÕðïèÝôïíôáò üôé (− 1)! ≡ −1(mod ) ãéá êÜðïéïí óýí-
èåôï öõóéêü áñéèìü  ≥ 2 èá õðÜñ·åé êÜðïéïò äéáéñÝôçò 0 ôïý  ìå 1  0  

ïðüôå 0 | (− 1)! ÅðåéäÞ

0 | 
 | (− 1)! + 1

¾
⇒ 0 | (− 1)! + 1

ï 0 èá äéáéñåß êáé ôç äéáöïñÜ (− 1)! + 1 − ( − 1)! = 1 ïðüôå 0 = 1 ðñÜãìá
Üôïðï. Óõíåðþò ï  ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôïò ðñïêåéìÝíïõ íá ðëçñïß ôçí ùò Üíù

éóïôéìßá. ¤

5.7.2 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò. Ôüôå

¡
−1
2 !
¢2 ≡

⎧⎨⎩
−1(mod ) üôáí  ≡ 1(mod 4)

1(mod ) üôáí  ≡ 3(mod 4)

Áðïäåéîç. ÕðïèÝôïíôáò üôé  ≡ 1(mod 4) èá õðÜñ·åé Ýíáò áêÝñáéïò  ïýôùò

þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá:  = 4 + 1 ÅðïìÝíùò,

−1
2 = 2 ⇒ −1

2 ! = 1 · 2 · · · · −12 = (−1) (−2) · · · · ¡−−1
2

¢
(5.81)

(ðñïöáíþò ìå Üñôéï ðëÞèïò åìöáíéæïìÝíùí óçìåßùí ôïý «ìåßïí» óôï äåîéü ìÝëïò)

êáé

−1 ≡ (− 1)(mod )
−2 ≡ (− 2)(mod )

...

−−1
2 ≡ +1

2 (mod )

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭⇒
−1
2 ! ≡ (− 1) (− 2) · · · +12 (mod ) (5.82)

ÓõíäõÜæïíôáò ôéò (5.81) êáé (5.82) ëáìâÜíïõìå¡
−1
2 !
¢2 ≡ 1 · 2 · · · · −12 +1

2 · · · (− 2) (− 1)
≡ (− 1)! (mod )

Áðü ôï èåþñçìá 5.7.1 ôïý Wilson, (− 1)! ≡ −1(mod ) ïðüôå¡
−1
2 !
¢2 ≡ −1 (mod ) 

ëüãù ôÞò ìåôáâáôéêüôçôáò ôÞò ó·Ýóåùò éóïôéìßáò êáôÜ ìüäéï 
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Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé  ≡ 3(mod 4). Ôüôå èá õðÜñ·åé Ýíáò áêÝñáéïò

 ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá:  = 4 + 3 ÅðïìÝíùò,

−1
2 = 2 + 1 =⇒ −−1

2 ! = −1 · 2 · · · · −12 = (−1) (−2) · · · · ¡−−1
2

¢
≡ (− 1) · · · +12 (mod )

ïðüôå − ¡−12 !¢2 ≡ 1 · 2 · · · · −12 +1
2 · · · (− 1) ≡ (− 1)! ≡ −1(mod ) åê íÝïõ

êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Wilson. ¤

5.7.3 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé
éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõ Z[] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss
(ii)  ≡ 3(mod 4)
(iii) Ï  äåí ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 2 + 2 üðïõ   ∈ Z
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii): Áò õðïèÝóïõìå üôé  6≡ 3(mod 4) ÅÜí  = 2 ôüôå Ý·ïõìå

2 = (1 + ) (1− ) ìå 1±  ∈ Z[]× ïðüôå ï  äåí åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï. ÅÜí, áðü
ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï  6= 2 ôüôå  ≡ 1(mod 4) êáé, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 5.7.2, ï

áñéèìüò  := −1
2 ! ðëçñïß ôçí éóïôéìßá

2 ≡ −1(mod )⇒  | 2 + 1⇒  | (+ ) (− )

(ìå ôçí ôåëåõôáßá ó·Ýóç äéáéñåôüôçôáò éó·ýïõóá åíôüò ôïý Z[]). ÅÜí õðïèÝôáìå

üôé  | +  ãéá êÜðïéï  ∈ {±}  èá õðÞñ·áí   ∈ Z ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç

éóüôçôá

+  =  (+ )⇒  =   ∈ {±1} 
áð' üðïõ èá êáôáëÞãáìå óå êÜôé ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï. ¢ñá  - + ãéá ïéïäÞðïôå

 ∈ {±}  ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ï  äåí åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý Z[] êáé, êáô'
åðÝêôáóç, ïýôå áíÜãùãï (äéüôé ï Z[] åßíáé Ð.Ê.É., âë. 4.2.11 êáé 5.3.4 (iv)).

(ii)⇒(iii): ¸óôù üôé ï  ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 2+ 2 üðïõ   ∈ Z ÅðåéäÞ
ôï ôåôñÜãùíï êÜèå áêåñáßïõ åßíáé éóüôéìï åßôå ìå 0 åßôå ìå 1 êáôÜ ìüäéï 4 êáé åðåéäÞ

4 -  Ý·ïõìå åßôå  ≡ 1(mod 4) åßôå35  ≡ 2(mod 4)
(iii)⇒(i): ¸óôù üôé ôï  äåí åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõZ[]Ôüôå õðÜñ-
·ïõí áêÝñáéïé áñéèìïß    ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

 = (+ ) (+ ) 

ìå êáíÝíáí åê ôùí +  êáé +  áíôéóôñÝøéìï (ïðüôå || ≥ 1 êáé, áíôéóôïß·ùò,
|| ≥ 1). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 = (+ ) (+ )

 = (− ) (− )

¾
⇒ 2 =

¡
2 + 2

¢ ¡
2 + 2

¢


35Ðñïöáíþò, ãéá  ðñþôï, Ý·ïõìå  ≡ 2(mod 4)⇐⇒  = 2
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ÅðåéäÞ 2 + 2 ≥ 2 êáé 2 + 2 ≥ 2 êáé ï  åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, Ý·ïõìå

 = 2 + 2
¡
= 2 + 2

¢


äçëáäÞ ï  ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí äýï áêåñáßùí áñéèìþí. ¤

5.7.4 Èåþñçìá. Ôá áíÜãùãá óôïé·åßá ôïý äáêôõëßïõ Z[] ôùí ãêáïõóéáíþí áêå-
ñáßùí åßíáé ôÞò ìïñöÞò :

(i) ±± üðïõ  ðñþôïò áñéèìüò ìå  ≡ 3(mod 4) êáé
(ii) óôïé·åßá  = +  ∈ Z[] ìåN () = 2 + 2 Ýíáí ðñþôï áñéèìü.

Áðïäåéîç. Ôï üôé ôá óôïé·åßá ôïý Z[] ðïõ åßíáé ôÞò ìïñöÞò (i) åßíáé áíÜãùãá

Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 5.7.3 êáé ôï üôéZ[]× = {±1±} Ôï üôé ôá óôïé·åßá

ôïý Z[] ðïõ åßíáé ôÞò ìïñöÞò (ii) åßíáé áíÜãùãá Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 5.3.9.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï  =  +  åßíáé ôõ·üí áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý Z[] üðïõ
  ∈ Z ôüôå, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  = 0 Ý·ïõìå  ∈ Z ïðüôå õðÜñ·åé
ðñþôïò áñéèìüò  ìå

 = ± =⇒  áíÜãùãï óôïé·åßï =⇒
5.7.3

 ≡ 3(mod 4)

êáé, êáô' áíáëïãßáí, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  = 0 Ý·ïõìå  = ± ìå

 ≡ 3(mod 4) ÅîÜëëïõ, üôáí Ý·ïõìå  6= 0 êáé  6= 0 ç áñéèìçôéêÞ óôÜèìç

N() ôïý  ïöåßëåé íá åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÐñÜãìáôé° åîáéôßáò ôïý üôé ç

áðåéêüíéóç Z[] 3  7−→  ∈ Z[] åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, êáé ôï  = −  åßíáé

áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý Z[] ÅÜí ëïéðüí õðïèÝôáìå üôé ï áñéèìüò N () = 2 + 2

åßíáé óýíèåôïò, èá õðÞñ·áí áêÝñáéïé    1 ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

2 + 2 = (+ ) (− ) = 

Áõôü èá óÞìáéíå åßôå üôé áìöüôåñá ôá   åßíáé áíÜãùãá (êÜôé ôï ïðïßï, óõíäõá-

æüìåíï ìå ôï ãåãïíüò üôé ï Z[] åßíáé Ð.Ì.Ð., èá ìáò ïäçãïýóå óå Üôïðï, áöïý èá

Ýðñåðå íá éó·ýåé  ∼
óõí.

 Þ  ∼
óõí.

) åßôå üôé Ýíá åî áõôþí äåí åßíáé áíÜãùãï. ÁëëÜ

êáé áõôü ôï åíäå·üìåíï áðïêëåßåôáé, êáèüóïí óôï áñéóôåñü ìÝëïò ôÞò áíùôÝñù

éóüôçôáò èá åìöáíéæüôáí Ýíá ãéíüìåíï äýï áíáãþãùí óôïé·åßùí êáé óôï äåîéü ôçò

ìÝëïò Ýíá ãéíüìåíï ôïõëÜ·éóôïí ôñéþí áíáãþãùí óôïé·åßùí. ¤

5.7.5 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ìå  ≡ 1(mod 4) êáé Ýóôù  Ýíá ðñþôï
óôïé·åßï ôïý Z[] ôï ïðïßï äéáéñåß ôïí  (åíôüò ôïý Z[]). Ôüôå ï óõæõãÞò  ôïý 
åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôïý Z[] ôï ïðïßï äåí åßíáé óõíôñïöéêü ôïý  êáé  = 

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôï ðüñéóìá 5.7.2 ãéá ôïí  := −1
2 ! Ý·ïõìå

2 ≡ −1(mod )⇒  | 2 + 1 = (+ ) (− )

 | 
¾
⇒  | (+ ) (− ) 



262 èåùñéá äéáéñåôïôçôáò óå áêåñáéåò ðåñéï·åò

ïðüôå åßôå  | +  åßôå  | −  ÅðåéäÞ  - +  êáé  - −  ôá  êáé  äåí åßíáé

óõíôñïöéêÜ. Ðñïöáíþò,

N () 6= N () = 2 N () 6= 1
N () | N ()

¾
⇒  =N () = 

Êáé åðåéäÞN () = N() =  êáé ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôïý Z[]Õðïëåß-

ðåôáé ôá äåßîïõìå üôé ôá  êáé  äåí åßíáé óõíôñïöéêÜ. Áò õðïèÝóïõìå üôé  ∼
óõí.

.

ÃñÜöïíôáò ôï ùò  = + üðïõ   ∈ Z åîåôÜæïõìå ôéò ôÝóóåñåéò ðåñéðôþóåéò:
Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  =  ôüôå  =  êáé  = 2

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  = − ôüôå  =  êáé  = 2

Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÅÜí  =  ôüôå  = − êáé  = 22
Ðåñßðôùóç ôÝôáñôç. ÅÜí  = − ôüôå  =  êáé  = 22

Êáé óôéò ôÝóóåñåéò ðåñéðôþóåéò êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï, áöïý ï  åßíáé ðñþôïò

áñéèìüò ìå  ≡ 1(mod 4) Ùò åê ôïýôïõ, ôá  êáé  äåí åßíáé óõíôñïöéêÜ. ¤

5.7.6 Ðüñéóìá. ÅÜí  = + ∈ Z[]ìå ôïN () = 2+2 ßóï ìå Ýíáí ðñþôïáñéèìü
  2 ôüôå  =  ãéá êÜðïéá óõæõãÞ, ðñþôá (êáé, êáô' åðÝêôáóç, áíÜãùãá)
óôïé·åßá  êáé  ôïý Z[] ôá ïðïßá äåí óõíôñïöéêÜ. ÅðéðñïóèÝôùò,

åßôå
³
 ∼

óõí.
 êáé  ∼

óõí.


´
åßôå

³
 ∼

óõí.
 êáé  ∼

óõí.


´


Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ   2 êáé  = 2 + 2 ôï èåþñçìá 5.7.3 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

 ≡ 1(mod 4). ÅðåéäÞ ï ßäéïò ï  äåí åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïýZ[] (âë. 5.7.3) ôï
ëÞììá 5.7.5 ìáò õðïäåéêíýåé ôï ðþò ìðïñïýìå íá ôïí ðáñáãïíôïðïéÞóïõìå õðü ôç

ìïñöÞ  =  ìÝóù êÜðïéùí óõæõãþí, ðñþôùí (êáé, êáô' åðÝêôáóç, áíáãþãùí)

óôïé·åßùí  êáé  ôïý Z[] ôá ïðïßá äåí óõíôñïöéêÜ. (Âåâáßùò, ôá  êáé 
åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá, ìå ìüíç åîáßñåóç ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïõëÜ·éóôïí

åíüò åî áõôþí ìå êÜðïéïí êáôÜëëçëï óýíôñïöü ôïõ.) ÅðéðñïóèÝôùò, ëüãù ôÞò

ðáñáóôÜóåùò ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ áíáãþãùí óôïé·åßùí êáôÜ äýï ôñüðïõò:

 = (+ ) (− ) = 

êáé ï ôåëåõôáßïò éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò (êáèüôé ï Z[] åßíáé Ð.Ì.Ð.). ¤

5.7.7 ËÞììá. Ôï ãéíüìåíï äýï áêåñáßùí, êáèÝíáò ôùí ïðïßùí éóïýôáé ìå ôï Üèñïé-
óìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï áêåñáßùí, åßíáé áö' åáõôïý Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí äýï
áêåñáßùí áñéèìþí.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ãéá ïéïõóäÞðïôå     ∈ Z éó·ýåé ç éóüôçôá¡
2 + 2

¢ ¡
2 + 2

¢
= (− )2 + (+ )2 

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤
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5.7.8 Èåþñçìá. (Ðüôå åßíáé Ýíáò  ∈ N Üèñïéóìá äýï ôåôñáãþíùí;) Ãéá Ýíáí
 ∈ N ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) Ï  éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï áêåñáßùí áñéèìþí.

(ii) Óôçí ðáñÜóôáóç ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí, êÜèå ðñþôïò ðá-
ñÜãïíôÜò ôïõ ðïõ åßíáé ≡ 3(mod 4) åìöáíßæåôáé õøùìÝíïò óå êÜðïéá Üñôéá
äýíáìç.

Áðïäåéîç36. Ç ðáñÜóôáóç ïéïõäÞðïôå  ∈ N ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí

ìðïñåß íá ãñáöåß ùò áêïëïýèùò:

 = 2

Ã Q
 ðñþôïò ≡1(mod 4)



!Ã Q
 ðñþôïò ≡3(mod 4)



!
 (5.83)

üðïõ37   = ν()  = ν() ∈ N0Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé

[∃  ∈ Z :  = 2 + 2]⇔ £
 ≡ 0(mod 2)∀ ðñþôïí  ìå  ≡ 3(mod 4)

¤


(i)⇒(ii): ¸óôù üôé ∃  ∈ Z :  = 2 + 2 = (+ ) (− )  Ëüãù ôïý èåù-

ñÞìáôïò 5.7.4, ôïý ðïñßóìáôïò 5.7.6 êáé ôïý ãåãïíüôïò üôé ï Z[] åßíáé Ð.Ì.Ð., ç

ðáñÜóôáóç ôïý +  ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí óôïé·åßùí ãñÜöåôáé ùò áêïëïýèùò:

+  =  (1 + )

⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡1(mod 4)



 

0

⎞⎠⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡3(mod 4)



⎞⎠ 

üðïõ  ∈ {±1±} êáé  0  ∈ N0 Ó·çìáôßæïíôáò ôïí óõæõãÞ ôïõ

−  =  (1− )


⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡1(mod 4)




0


⎞⎠⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡3(mod 4)



⎞⎠
êáé ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôéò äýï áõôÝò éóüôçôåò êáôÜ ìÝëç ëáìâÜíïõìå

 = 2 2

⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡1(mod 4)

+
0


⎞⎠⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡3(mod 4)

2

⎞⎠  2 ∈ {±1} 

36Ôï èåþñçìá 5.7.8 äéáôõðþèçêå ùò åéêáóßá ôï 1641 áðü ôïí Fermat (1601-1665). Ç ðñþôç ôïõ áðüäåéîç áíáêá-

ëýöèçêå áðü ôïí L. Euler (1707-1783) êáé âáóßæåôáé óôç ìÝèïäï ôÞò åð' Üðåéñïí êáôáâÜóåùò. (Áõôüò ôçí ðñïá-

íÞããåéëå óå äýï åðéóôïëÝò ôïõ áðåõèõíèåßóåò óôïí Ch. Goldbach, ôçí 6ç ÌáÀïõ 1747 êáé ôçí 12ç Áðñéëßïõ 1749
áíôéóôïß·ùò, êáé ôç äçìïóßåõóå ìå êÜèå ëåðôïìÝñåéá áñãüôåñá, óå äýï Üñèñá ôïõ ìåôáîý ôùí åôþí 1752 êáé 1755)
Ï J.-L. Lagrange (1736-1813) Ýäùóå ôï 1775 ìéá Üëëç áðüäåéîç ðñïêýðôïõóá áðü ôç ìåëÝôç ôïõ ðåñß ôùí ôåôñáãù-

íéêþí ìïñöþí. ÁõôÞ ç áðüäåéîç áðëïðïéÞèçêå áðü ôïí C.F. Gauss (1777-1855) óôï åäÜöéï 182 ôùí Disquisitiones
Arithmeticae (1801) ÔÝëïò, ï R. Dedekind (1831-1916) ðñïóÝèåóå äýï áêüìç áðïäåßîåéò (1877 êáé 1894) ·ñçóé-
ìïðïéþíôáò ðåñéôÝ·íùò ôéò éäéüôçôåò ôùí ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí. Ç áðüäåéîç ðïõ ðáñáôßèåôáé åäþ áðïôåëåß åëáöñÜ

ðáñáëëáãÞ ôÞò äåýôåñçò åî áõôþí.

37¼ôáí  = 1 ôüôå  =  =  = 0
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï 2 éóïýôáé êáô' áíÜãêçí ìå ôï 1 êáé üôé  = 2 ≡ 0(mod 2)
ãéá êÜèå ðñþôï  ìå  ≡ 3(mod 4)
(ii)⇒(i): ¸óôù üôé ï åêèÝôçò  åßíáé Üñôéïò ãéá êÜèå ðñþôï áñéèìü  ôÞò ðáñá-

óôÜóåùò (5.83) ôïý  üôáí  ≡ 3(mod 4) Ôüôå åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.3

Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ãñÜøïõìå êÜèå ðñþôï áñéèìü  ôÞò ðáñáóôÜóåùò (5.83)

ôïý  üðïõ  ≡ 1(mod 4) õðü ôç ìïñöÞ  = 2+2 ãéá êáôáëëÞëïõò   ∈ Z
Ìéá óýíôïìç áðüäåéîç ãéá ôï üôé ï  éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï

áêåñáßùí áñéèìþí ìÜò áðïêáëýðôåôáé ðáñáôçñþíôáò üôé  =N() =  üðïõ

 := (1 + )

⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡1(mod 4)

( + )


⎞⎠⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡3(mod 4)



2

⎞⎠ 

ÅêöñÜæïíôáò ôïí  õðü ôç ìïñöÞ  =  +  ãéá êáôáëëÞëïõò   ∈ Z ëáìâÜ-
íïõìå áõôïìÜôùò:  = 2 + 2. Ìéá Üëëç áðüäåéîç Ý·åé ùò åîÞò: ÃñÜöïõìå ôïí 

ùò

 = 2

⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡1(mod 4)

¡
2 + 2

¢⎞⎠⎛⎝ Y
 ðñþôïò ≡3(mod 4)

³


2

´2⎞⎠ 

ðáñáôçñïýìå üôé 2 =
¡
12 + 12

¢
êáé (


2 )2 = 02 + (


2 )2 êáé êáôüðéí åöáñìü-

æïõìå ôï ëÞììá 5.7.7. ¤

5.7.9 ÐáñáôÞñçóç. ¸íáò öõóéêüò áñéèìüò åíäÝ·åôáé íá ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá

äýï ôåôñáãþíùí êáôÜ äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Åðß ðáñáäåßãìáôé,

325 = 52 · 13 = 12 + 182 = 62 + 172 = 102 + 152

I Ðñþôïé ôÞò ìïñöÞò  = 2 + 2 (  ∈ Z  ∈ Zr{0}). Áõôïß ïé ðñþôïé

áñéèìïß (ðïõ ðáñéóôþíôáé ùò åéäéêïß áêÝñáéïé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß äýï ôåôñá-

ãþíùí) Þ, ãåíéêüôåñá, ïé ðñþôïé áñéèìïß ðïõ åßíáé ðáñáóôÜóéìïé ìÝóù ìéáò äõá-

äéêÞò áêåñáßáò ôåôñáãùíéêÞò ìïñöÞò38, Ý·ïõí ìáêñáßùíç éóôïñßá, Ý·ïõí áðáó·ï-

ëÞóåé óùñåßá åðéöáíþí ìáèçìáôéêþí êáé êáôáëáìâÜíïõí áñêåôÜ êåöÜëáéá åíôüò

ôïý ðëáéóßïõ ôÞò ÁëãåâñéêÞò Èåùñßáò Áñéèìþí39. Åäþ èá ìåëåôÞóïõìå ìüíïí

ïñéóìÝíïõò åî áõôþí óå åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò : ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôå-

ñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé Ýóôù  Ýíáòðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò ðïõ äåí äéáéñåß ôïí
¼ôáí 6≡ 1(mod 4) ôüôå óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.7.10 éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ40

£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 −2
¯̄¤⇒ ¡




¢
= 1 (5.84)

38Áõôü óçìáßíåé üôé  = 2 +  + 2 üðïõ   ∈ Z êáé ïé    åßíáé ðáãéùìÝíïé áêÝñáéïé.
39Âë. D.A. Cox: Primes of the Form 2 + 2 2nd ed., John Wiley & Sons, Inc., 2013

40Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ o åßíáé áñíçôéêüò, ïé áðüëõôåò ôéìÝò óôéò (5.84) êáé (5.85) ìðïñïýí íá áöáéñåèïýí.
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åíþ üôáí ≡ 1(mod 4)h
∃  ∈ Z :  =

¯̄̄
2 +  + 2

4 (1−)
¯̄̄i
⇒ ¡




¢
= 1 (5.85)

üðïõ
¡



¢
åßíáé ôï óýìâïëï ôïý Legendre. (Âë. ïñéóìü 5.7.14.) ÌÜëéóôá, óôçí

ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï äáêôýëéïò O åßíáé Ð.Ì.Ð., áðü ôçí éóïäõíáìßá

(i)⇔(iv) óôï èåþñçìá 5.7.11 (ðïõ ãåíéêåýåé ôï èåþñçìá 5.7.3) Ýðåôáé üôé ïé (5.84)

êáé (5.85) éó·ýïõí ùò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 −2
¯̄¤⇔ ¡




¢
= 1 (5.86)

üôáí 6≡ 1(mod 4) êáéh
∃  ∈ Z :  =

¯̄̄
2 +  + 2

4 (1−)
¯̄̄i
⇔ ¡




¢
= 1 (5.87)

üôáí ≡ 1(mod 4) Ç éóüôçôá
¡



¢
= 1 éó·ýåé ãéá áðåéñïðëçèåßò ðåñéôôïýò ðñþ-

ôïõò áñéèìïýò  Äåéãìáôïëçðôéêþò, óôï èåþñçìá 5.7.31 êáôáãñÜöïõìå, ìåôáîý

Üëëùí, ôï ðïéïé áêñéâþò åßíáé áõôïß ïé ðñþôïé áñéèìïß óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí

ïðïßá || ≤ 7

5.7.10 ËÞììá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí
õðÜñ·åé óôïé·åßï  ∈ O ìå |N()| =  üðïõ  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò,
ôüôå 2 ≡ (mod ) ãéá êÜðïéïí  ∈ Z
Áðïäåéîç. ÅÜí õðÜñ·åé  ∈ O ìå |N()| =  üðïõ

 =

⎧⎨⎩
+ 

√
 üôáí  6≡ 1(mod 4)

+ 
1+
√


2  üôáí  ≡ 1(mod 4)

ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z ôüôå  - ÐñÜãìáôé° åÜí ßó·õå  |  ôüôå èá åß·áìå

 | ± =N() =  =

⎧⎨⎩
2 −2 üôáí  6≡ 1(mod 4)

2 +  + 2

4 (1−) üôáí  ≡ 1(mod 4)

áð' üðïõ èá Ýðåôï üôé  | 2 =⇒
 ðñþôïò

 |  êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé

 | ⇒ 2 | 2

 |  ⇒ 2 | 2

2 | 

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒ 2 | N()
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êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï óôçí õðüèåóç üôé N() = ± Ôï üôé  -  óõíåðÜãåôáé

ôçí ýðáñîç åíüò (êáé ìüíïí)  ∈ Z ìå  ≡ 1(mod ). (Âë. ðüñéóìá 3.4.2.) ¢ñá

 − 1 =  ãéá êÜðïéïí  ∈ Z
Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  6≡ 1(mod 4) ôüôå èÝôïíôáò  :=  ëáìâÜíïõìå

±2 = (2 −2)2 = 2 − ( + 1)
2

⇒ 2 = + (2 + 2 ± 2)⇒ 2 ≡ (mod )

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ≡ 1(mod 4) ôüôå èÝôïíôáò  := (2+ )  ëáìâÜíïõìå

±4 = 42 + 4 + 2(1−) = (2+ )2 −2

⇒ ±42 = 2 − ()2 = 2 − ( + 1)2

⇒ 2 = + (2 + 2 ± 42)⇒ 2 ≡ (mod )

ïðüôå êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

5.7.11 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. ÅÜí
ï äáêôýëéïò O ôùí áêåñáßùí ôïý Q(

√
) åßíáé Ð.Ì.Ð., ôüôå ãéá êÜèå ðåñéôôü

ðñþôïí áñéèìü  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) ∃ ∈ Z : 2 ≡ (mod )

(ii) O  äåí åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò O

(iii) O  éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï äýï ðñþôùí óôïé·åßùí ôÞòO êáèÝíá ôùí ïðïßùí
Ý·åé áñéèìçôéêÞ óôÜèìç ±
(iv) ∃ ∈ O : |N()| = 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·åé  ∈ Z ìå

 | 2 − =
¡
 +
√

¢ ¡
 −√¢ 

Eíôüò ôÞòO  - ±√ äéüôé 

± 



√
 ∈ Q(√)rO ÅðïìÝíùò ï  äåí åßíáé

ðñþôï óôïé·åßï ôÞò O

(ii)⇒(iii) ÅðåéäÞ N() = 2 6= ±1 ⇒  ∈ O× êáé ç O åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñá-

ãïíôïðïßçóç, èá õðÜñ·åé êÜðïéï áíÜãùãï óôïé·åßï  ∈ Or (O× ∪ {0})  ôÝôïéï
þóôå íá éó·ýåé  |  (åíôüò ôÞò O), ïðüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈ O Ôï  äåí

åßíáé áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï, äéüôé åî õðïèÝóåùò ôï  äåí åßíáé ðñþôï (êáé, ùò åê

ôïýôïõ, äåí åßíáé áíÜãùãï, áöïý çO åßíáé Ð.Ì.Ð., âë. 5.6.3). Ðñïöáíþò,

2 = N() = N()N()

 ∈ O× ⇒ N() 6= ±1
 ∈ O× ⇒N() 6= ±1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒N() ∈ {±} êáé N() ∈ {±}
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ïðüôå áìöüôåñá ôá  åßíáé áíÜãùãá êáé, ùò åê ôïýôïõ, ðñþôá óôïé·åßá ôÞò

Ð.Ì.Ð.O (Âë. 5.3.9, 5.5.3 (ii) êáé 5.6.3.)

(iii)⇒(iv) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò.

(iv)⇒(i) Âë. ëÞììá 5.7.10. ¤

5.7.12 Ïñéóìüò. ¸óôù  ∈ N êáé Ýóôù  ∈ Z ìå ìêä( ) = 1 ÅÜí ç éóïôéìßá

2 ≡ (mod ) (5.88)

äéáèÝôåé êÜðïéá (áêåñáßá) ëýóç, ôüôå ëÝìå üôé ï  åßíáé Ýíá41 ôåôñáãùíéêü éóïû-

ðüëïéðï êáôÜ ìüäéï  ÅÜí ç (5.88) äåí äéáèÝôåé êáìßá ëýóç, ôüôå ëÝìå üôé ï  åßíáé

Ýíá ôåôñáãùíéêü áíéóïûðüëïéðï êáôÜ ìüäéï 

5.7.13 Óçìåßùóç. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  =  üðïõ  Ýíáò ðå-

ñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, åÜí õðïôåèåß üôé 0 åßíáé ìéá ëýóç ôÞò

2 ≡ (mod ) (5.89)

ôüôå (åðåéäÞ  - ) êáé ï −0 áðïôåëåß ëýóç áõôÞò (êáé ìÜëéóôá, äéáöïñåôéêÞ ôÞò

0 (mod)), êáé ïé ±0 åßíáé ïé ìüíåò ëýóåéò ôÞò (5.89) êáôÜ ìüäéï 

5.7.14 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù  ∈ Z ìå  - 
Ôï óýìâïëï

¡



¢
ôïý Legendre ïñßæåôáé ùò åîÞò42:

¡



¢
:=

⎧⎨⎩
1 üôáí ï  åßíáé ôåôñáãùíéêü éóïûðüëïéðï (mod )

−1 üôáí ï  åßíáé ôåôñáãùíéêü áíéóïûðüëïéðï (mod )

5.7.15 Èåþñçìá. (ÊñéôÞñéï ôïý Euler, 1736) ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò
áñéèìüò êáé  ∈ Z ìå  -  ôüôå éó·ýåé ç áêüëïõèç éóïôéìßá :¡




¢ ≡ 
1
2 (−1) (mod )  (5.90)

Áðïäåéîç43. Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí
¡



¢
= 1 ôüôå åî ïñéóìïý õðÜñ·åé êÜðïéá

ëýóç 0 ôÞò (5.89). Áðü ôï èåþñçìá ôïý Euler ðåñß éóïôéìéþí (âë. åä. 3.4.3) ëáì-

âÜíïõìå

20 ≡ (mod )


()
0 = 

−1
0 = (20)

−1
2 ≡ 1(mod )

)
⇒ 

1
2 (−1) ≡ 1(mod )

41ÅÜí  ≡ (mod ) ãéá êÜðïéïí  ∈ Z ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï  åßíáé ôåôñáãùíéêü éóïûðüëïéðï êáôÜ ìüäéï 

åÜí êáé ìüíïí åÜí óõìâáßíåé ôï ßäéï êáé ãéá ôïí 

42ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò åðåêôåßíïõí áõôüí ôïí ïñéóìü áêüìç êáé üôáí  |  èÝôïíôáò, åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,¡


¢
:= 0

43ÁõôÞ ç áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïí Peter Gustav Dirichlet (1805-1859).
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ïðüôå ç (5.90) åßíáé áëçèÞò.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÕðïèÝôïõìå üôé
¡



¢
= −1 Åî ïñéóìïý, äåí õðÜñ·åé êá-

ìßá ëýóç ôÞò (5.89). ¸óôù  ∈ {1   − 1} Ùò ãíùóôüí, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá

 ≡ (mod ) äéáèÝôåé ìßá êáé ìüíïí ëýóç 0 êáôÜ ìüäéï  (Âë. ðüñéóìá 3.4.2.)

Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò (Þôïé ìÝ·ñéò áíáãùãÞò mod ) ìðïñïýìå íá õðïèÝ-

óïõìå üôé 0 ∈ {1   − 1} Ðñïöáíþò,  6= 0 (äéüôé áëëéþò ï öõóéêüò áñéèìüò

 èá áðïôåëïýóå ìéá ëýóç ôÞò (5.89)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôá óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ

{1  −1} ìðïñïýí íá äéáéñåèïýí óå äéáöïñåôéêÜ44 æåýãç  0 ìå 0 ≡ (mod )

Áò óõìâïëßóïõìå áõôÜ ôá æåýãç ùò (1 
0
1) (2 

0
2)     ( −1

2
 0−1

2

)Ðñïöáíþò,

1
0
1 ≡ (mod )

2
0
2 ≡ (mod )

...

 −1
2
0−1

2

≡ (mod )

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭⇒
−1
2Q

=1


0
 =

−1Q
=1

 = (− 1)! ≡ 
1
2 (−1)(mod )

Áðü ôï èåþñçìá 5.7.1 ôïý Wilson, ( − 1)! ≡ −1(mod ) ïðüôå ç (5.90) åßíáé

áëçèÞò êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç. ¤

5.7.16 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ Z ìå  -  ôüôå¡



¢
= 1⇔ 

1
2 (−1) ≡ 1(mod )
êáé¡




¢
= −1⇔ 

1
2 (−1) ≡ −1(mod )

Áðïäåéîç. Ïé óõíåðáãùãÝò ‘‘⇒'' Ý·ïõí áðïäåé·èåß. ÅÜí ßó·õå 
1
2 (−1) ≡ 1(mod )

êáé
¡



¢
= −1 ôüôå èá åß·áìå


1
2 (−1) ≡ 1(mod )


1
2 (−1) ≡ −1(mod )

)
⇒ 1 ≡ −1(mod )⇒  | 2⇒  = 2

¢ôïðï! Ðáñïìïßùò, åÜí ßó·õå 
1
2 (−1) ≡ −1(mod ) êáé ¡



¢
= 1 ôüôå èá êáôáëÞ-

ãáìå (ìå ôçí ßäéá óõëëïãéóôéêÞ) åê íÝïõ óå Üôïðï. ¤

5.7.17 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò. Ãéá   ∈ Z ìå  -  êáé
 -  éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i)  ≡ (mod )⇒ ¡




¢
=
¡



¢


(ii)
¡
2



¢
= 1

(iii)
¡



¢
=
¡



¢¡



¢


44ÅÜí  åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôïý {1  − 1} äéÜöïñï ôùí  0 ôüôå ôï óôïé·åßï ðïõ èá áíôéóôïé·åß óå áõôü èá åßíáé

êÜðïéï 0 ∈ { 0} ÐñÜãìáôé° åÜí ßó·õå 0 =  ôüôå èá åß·áìå 0 ≡  ≡ 0(mod ) êáé åÜí ßó·õå 0 = 0
ôüôå èá åß·áìå 0 ≡  ≡ 0(mod ) êáôáëÞãïíôáò (óå áìöüôåñåò ôéò ðåñéðôþóåéò) óå Üôïðï (äéüôé  ∈ { 0}).
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(iv)
¡
1


¢
= 1 êáé

¡−1


¢
= (−1) 12 (−1) =

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1(mod 4)

−1 üôáí  ≡ 3(mod 4)
(5.91)

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  ≡ (mod ) ôüôå åßíáé ðñüäçëï üôé ç 2 ≡ (mod ) äéáèÝôåé

êÜðïéá ëýóç åÜí êáé ìüíï åÜí óõìâáßíåé ôï ßäéï êáé ãéá ôçí 2 ≡ (mod )

(ii) Ôïýôï ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôï (iii), êáèüôé
¡



¢ ∈ {±1}
(iii) ÅðåéäÞ [ -  êáé  - ]⇒  -  ôï

¡



¢
ïñßæåôáé êáëþò êáé ôï êñéôÞñéï 5.7.15

ôïý Euler ìÜò ðëçñïöïñåß üôé¡



¢ ≡ () 12 (−1) (mod )
()

−1
2 = 

−1
2 

−1
2 ≡ ¡



¢¡



¢
(mod )

⎫⎬⎭⇒ ¡



¢ ≡ ¡


¢¡



¢
(mod ) 

KáèÝíá åê ôùí
¡



¢
êáé

¡



¢¡



¢
éóïýôáé åßôå ìå 1 åßôå ìå −1 ïðüôå

 | ¡


¢− ¡


¢¡



¢ ∈ {0±2}
 6= 2⇒  - ±2

)
⇒ ¡




¢
=
¡



¢¡



¢


(iv) Ç ðñþôç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò (ëüãù ôïý (ii) óôçí ðåñßðôùóç üðïõ  = 1).

Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò (5.91) ·ñçóéìïðïéïýìå åê íÝïõ ôï êñéôÞñéï 5.7.15 ôïý Euler:¡−1


¢ ≡ (−1) 12 (−1) (mod )  KáèÝíá åê ôùí
¡−1


¢
êáé (−1) 12 (−1) éóïýôáé åßôå ìå 1

åßôå ìå −1 ïðüôå
 | ¡−1



¢− (−1) 12 (−1) ∈ {0±2}
 6= 2⇒  - ±2

)
⇒ ¡−1



¢
= (−1) 12 (−1)

ÓçìåéùôÝïí üôé

1
2(− 1) =

⎧⎨⎩
2 üôáí ∃ ∈ Z :  = 4 + 1

2 + 1 üôáí ∃ ∈ Z :  = 4 + 3
ïðüôå êáé ç äåýôåñç åê ôùí éóïôÞôùí (5.91) åßíáé áëçèÞò. ¤

5.7.18 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðñþôïí áñéèìü  ≥ 3 Ý·ïõìå

¡
2


¢
= (−1) 18 (2−1) =

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ ±1(mod 8)

−1 üôáí  ≡ ±5(mod 8)
(5.92)

êáé

¡−2


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1(mod8) Þ  ≡ −5(mod 8)

−1 üôáí  ≡ 5(mod8) Þ  ≡ −1(mod 8)
(5.93)
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Áðïäåéîç. Åäþ ðáñáôßèåôáé ìéá óýíôïìç äáêôõëéïèåùñçôéêÞ áðüäåéîç. Áíôß íá

åñãáóèïýìå åíôüò ôïý Z èá åñãáóèïýìå ìå ôïí äáêôýëéï Z[] ôùí ãêáïõóéáíþí

áêåñáßùí, åíôüò ôïý ïðïßïõ o áêÝñáéïò áñéèìüò 2 ðáñáãïíôïðïéåßôáé ùò áêïëïý-

èùò: 2 = (−)(1 + )2 Ðñïöáíþò,

2
1
2 (−1) = (−) 12 (−1)(1 + )−1 ⇒ 2

1
2 (−1)(1 + ) = (−)12 (−1)(1 + ) (5.94)

ÅÜí èåùñÞóïõìå ôçí (5.94) ‘‘mod ” (ôï ðñáãìáôéêü êáé ôï öáíôáóôéêü ìÝñïò ·ù-
ñéóôÜ ) êáé ëÜâïõìå õð' üøéí üôé

(1 + ) =
P

=0

¡



¢


 | ¡


¢
 ∀ ∈ {1  − 1}

)
⇒ (1 + ) ≡ 1 +  (mod ) 

ôüôå

2
1
2 (−1)(1 + ) ≡ (−) 12 (−1)(1 + ) (mod )  (5.95)

Ï êÜôùèé êáôÜëïãïò ðåñéëáìâÜíåé ôéò ôéìÝò ôïý äåîéïý ìÝëïõò ôÞò (5.95) óõíáñôÞ-

óåé üëùí ôùí õðïëïßðùí ðïõ ìðïñåß íá áöÞíåé ôï  äéáéñïýìåíï äéÜ ôïý 8

 1
2
(− 1) (−) 12 (−1)(1 + )

≡ 1(mod 8) ≡ 0(mod 4) 1 + 

≡ −5(mod 8) ≡ 1(mod 4) −1− 

≡ 5(mod 8) ≡ 2(mod 4) −1− 

≡ −1(mod 8) ≡ 3(mod 4) 1 + 

Ôï 2
1
2 (−1) åßíáé ≡ 1(mod ) üôáí éó·ýåé  ≡ ±1(mod 8) êáé ≡ −1(mod ) üôáí

éó·ýåé  ≡ ±5(mod 8) êáé áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï ðüñéóìá 5.7.16 ãéá íá óõìðå-

ñÜíïõìå üôé ôï
¡
2


¢
åßíáé áõôü ðïõ äßäåôáé áðü ôïí äéðëü ôýðï óôçí (5.92). Ãéá ôçí

áðüäåéîç ôÞò äåýôåñçò åê ôùí éóïôÞôùí (5.92) ðáñáôçñïýìå áñ·éêþò üôé áíôéêá-

èéóôþíôáò ôüí  ìå ôïí + 8 ( ∈ Z) óôïí åêèÝôç ëáìâÜíïõìå

(−1) (+8)
2−1

8 = (−1) 
2−1
8 ((−1)2)+42 = (−1) 

2−1
8 

ïðüôå ôï ðñüóçìï åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôï õðüëïéðï ðïõ áöÞíåé ôï  äéáéñïýìåíï

äéÜ ôïý 8 Åí óõíå·åßá, èÝôïíôáò ±1 êáé ±5 óôïí åí ëüãù åêèÝôç åêôåëïýìå êáé

ôïõò ôåëåõôáßïõò áðáñáßôçôïõò õðïëïãéóìïýò:

(−1) (±1)
2−1
8 = (−1)0 = 1 êáé (−1) (±5)

2−1
8 = (−1)3 = −1

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, óýìöùíá ìå ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17, ôçí (5.91) êáé ôçí

(5.92),
¡−2


¢
=
¡−1


¢¡
2


¢
= (−1) −12 (−1) 

2−1
8 = (−1) (−1)(+5)8  ïðüôå ç (5.93) åßíáé

ùóáýôùò áëçèÞò45. ¤
45Êáé ç ôéìÞ ôïý åêèÝôç

(−1)(+5)
8 åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôï åêÜóôïôå õðüëïéðï ðïõ áöÞíåé ôï  äéáéñïýìåíï äéÜ

ôïý 8
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Ãéá ôçí ðåñáéôÝñù ìåëÝôç êáé ôïí õðïëïãéóìü ôùí óõìâüëùí ôïý Legendre äåí åß-

íáé äõíáôüí íá áíôéðáñÝëèïõìå ôïí ëåãüìåíï íüìï ôÞò ôåôñáãùíéêÞò áìïéâáéüôç-
ôáò Þ ôÞò áíôéóôñïöÞò, êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý èåìåëéþäïõò ëÞììáôïò 5.7.23. Ï Carl

Friedrich Gauss (1777-1855) äçìïóßåõóå ôçí ðñþôç ïëïêëçñùìÝíç áðüäåéîç ôïý

èåùñÞìáôïò 5.7.25 (ðïõ åß·å äéáôõðùèåß ùò åéêáóßá ìåñéêþò áðü ôïí P. Fermat

êáé ðëÞñùò áðü ôïõò L. Euler46 êáé A.-M. Legendre47) ôï Ýôïò 1801 óôï Ýñãï

ôïõ Disquisitiones Arithmeticae (Ý·ïíôÜò ôçí áíáêáëýøåé Þäç áðü ôçí Üíïéîç ôïý

1796). Áðü ôï 1801 Ýùò ôï 1818 ðñïóÝèåóå Üëëåò 5 äéáöïñåôéêÝò áðïäåßîåéò. Ç

óõíçèÝóôåñç (ãåùìåôñéêÞ-óõíäõáóôéêÞ) áðüäåéîç ðïõ óõíáíôÜ êáíåßò óôá óýã-

·ñïíá óõããñÜììáôá Óôïé·åéþäïõò Èåùñßáò Áñéèìþí åßíáé áõôÞ óôçí ïðïßá õðåé-

óÝñ·åôáé o ôýðïò
¡


¢¡


¢
= (−1)1+2 (ï ðñïêýðôùí áðü ôï ëÞììá 5.7.23), üðïõ

1 =

1
2 (−1)X
=1

¥



¦
êáé 2 =

1
2 (−1)X
=1

¥



¦


áêïëïõèïýìåíïò áðü êáôÜëëçëç Ýêöñáóç ôùí1 2 óõíáñôÞóåé ôïý ðëÞèïõò ôùí

êéãêëéäùìáôéêþí óçìåßùí ôïý ïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ

Π :=
©
( ) ∈ R2 ¯̄1 ≤  ≤ 1

2(− 1) êáé 1 ≤  ≤ 1
2( − 1)

ª
(ôïý Ý·ïíôïò ôá (0 0) (−12  0) (0 −12 ) êáé (

−1
2  −12 ) ùò êïñõöÝò ôïõ), áðü ôçí

ïðïßá óõíÜãåôáé üôé

card(Π ∩ Z2) = 1 + 2 =
(−1)(−1)

4 

Åäþ èá ðáñáôåèåß ìéá êáôÜ ôé óõíôïìüôåñç (ôñüðïí ôéíÜ áíáëõôéêÞ ) áðüäåéîç
(ôïý 1845 ìå åëáöñÜ ðáñáëëáãÞ ôÞò ðñùôüôõðçò), ïöåéëüìåíç óôïí Gotthold

Eisenstein48 (1823-1852) ç ïðïßá âáóßæåôáé óôçí êïìøÞ ôñéãùíïìåôñéêÞ ôáõôü-

ôçôá (5.99) êáé óå áðëïýóôáôåò éäéüôçôåò ôÞò óõíáñôÞóåùò ôïý çìéôüíïõ.

5.7.19 Óçìåßùóç. ¸óôù  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò. ¸íá ðëÞñåò óýóôçìá
åêðñïóþðùí ôïý Z ùò ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò

 ∼ ⇐⇒
ïñó

 ≡ (mod ) (⇐⇒ [] = [])

(ôçí ïñéæüìåíç åðß ôïýZ) Þ, áðëïýóôåñá, ÝíáðëÞñåò óýóôçìá õðïëïßðùí 49mod 
46L. Euler: Theoremata circa divisores numerorum in hac forma 2 ± 2 contentorum, Comm. Acad. Sc. St.

Petersburg 14 (1744-46) 151-181
47Óôï Ýñãï ôïõ Recherches d' Arithmetique (1775) ï A.-M. Legendre äéáôõðþíåé Ýíá èåþñçìá éóïäýíáìï ôïý 5.7.25,

·ùñßò íá åßíáé óå èÝóç íá äþóåé ëåðôïìåñÞ áðüäåéîç.

48G. Eisenstein: Application de l’Algèbre à l’Arithmétique transcendante, J. ReineAngew. Math. 29 (1845)
177-184
49Ðñïóï·Þ! Åäþ ôï ðëÞñåò óýóôçìá õðïëïßðùí óôçí ïñïëïãßá ·ñçóéìïðïéåßôáé õðü ìßá äéåõñõìÝíç Ýííïéá. ÂÜóåé

ôïý èåùñÞìáôïò 5.1.1, êÜèå áêÝñáéïò äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý  áöÞíåé õðüëïéðï áíÞêïí óôï {0 1     − 1}¸íá

ðëÞñåò óýóôçìá õðïëïßðùí ó·çìáôßæåôáé åðéëÝãïíôáò  åêðñïóþðïõò, Ýíáí áðü åêÜóôç ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

[0] [1]  [− 1]Ìéá Üëëç (äáêôõëéïèåùñçôéêÞ, áõôÞí ôç öïñÜ) äéåýñõíóç ôÞò êëáóéêÞò åííïßáò ôïý õðïëïß-
ðïõ Ý·ïõìå Þäç óõíáíôÞóåé óôá åäÜöéá 5.4.2 (ii) êáé 5.4.19 (ii).
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åßíáé Ýíá óýíïëï  óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò {0 1  −1} üðïõ
 ∈ Z êáé  ≡ (mod ) ∀ ∈ {0 1     − 1}

Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôá

{0 1     − 1} {1     } êáé {0±1    ±−1
2 } (5.96)

áðïôåëïýí ôñßáðáñáäåßãìáôáðëÞñùíóõóôçìÜôùí õðïëïßðùímod ÏéïäÞðïôå

ìç êåíü õðïóýíïëï åíüò ðëÞñïõò óõóôÞìáôïò õðïëïßðùí mod  êáëåßôáé ìåñéêü
óýóôçìá õðïëïßðùí mod  Åäþ èá ìáò áó·ïëÞóåé Ýíá åéäéêü óýóôçìá áõôïý ôïý

åßäïõò. ÓõãêåêñéìÝíá, ôï

{±1    ±−1
2 } (5.97)

ôï ïðïßï ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü áöáßñåóç ôïý 0 áðü ôï ôñßôï åê ôùí ðëÞñùí óõ-

óôçìÜôùí (5.96).

5.7.20 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé  ∈ Z ìå  -  ôüôå
ï  äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý  áöÞíåé õðüëïéðï (õðü ôçí êëáóéêÞ Ýííïéá) ðïõ åßíáé
éóüôéìï åíüò (êáé ìüíïí) óôïé·åßïõ  ôïý (5.97)mod ÌÜëéóôá, ôï || éóïýôáé ìå ôçí
åëÜ·éóôç ôùí áðïëýôùí ôéìþí üëùí ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ðïõ ôõã·Üíåé íá åßíáé
≡ (mod )

Áðïäåéîç. O áêÝñáéïò  äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý  áöÞíåé õðüëïéðï áíÞêïí óôï

óýíïëï {1 2     − 1} Ðñïöáíþò,

1
2(− 1) +  ≡ −12(− 1) +  − 1(mod ) ∀ ∈ {1 2     −12 }

ïðüôå êÜèå óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ {1 2      − 1} åßíáé éóüôéìï åíüò (êáé ìüíïí)

óôïé·åßïõ ôïý (5.97) mod  ÅîÜëëïõ, åÜí  ≡ (mod ) ìå ôïí  áíÞêïíôá óôï

(5.97), ôüôå 0  || = min{|0| :  ≡ 0(mod )} ≤ 1
2( − 1)   ëüãù ôùí ðñïáíá-

öåñèÝíôùí. ¤

5.7.21 Ïñéóìüò. Ôï (5.97) ãñÜöåôáé ùò áðïóõíäåôÞ Ýíùóç


`
(−) ôùí  := {1     −12 } êáé −  := {−|  ∈ }

êáé ·áñáêôçñßæåôáé (ëüãù ôÞò éäéüôçôáò ôÞò ðåñéãñáöåßóáò óôï ëÞììá 5.7.20) ùò

ôï êáô' áðüëõôç ôéìÞ åëÜ·éóôï óýóôçìá õðïëïßðùímod  ôï äå  ùò ôï óýíçèåò

çìßóåéï óýóôçìá õðïëïßðùí mod  ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá êÜèå ðáãéùìÝíïí  ∈ Z
ìå  -  êáé ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå  -  ïðüôå (óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.7.20)

õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïé áêÝñáéïé () ∈ {1−1} êáé  ∈  ôÝôïéïé

þóôå íá éó·ýåé

 ≡ ()(mod )
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5.7.22 ËÞììá. Ç áðåéêüíéóç  3  7−→  ∈  åßíáé áìöéññéðôéêÞ.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ôï  åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ç åí

ëüãù áðåéêüíéóç åßíáé åíñéðôéêÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé  0 ∈  åßíáé ôÝôïéá, þóôå

íá éó·ýåé  = 0 Áðü ôéò éóïôéìßåò

 ≡ ()(mod ) êáé 0 ≡ 0()
0(mod )

Ýðåôáé üôé

 = 0 ⇒  | (()− 0()
0)

 - 

)
⇒  | ()− 0()

0

ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ  0 ∈  êáé

|()− 0()
0| ≤ |()|+ |0()0| = + 0 ≤ − 1  

Ý·ïõìå ()− 0()
0 = 0⇒ (() 0()) ∈ {(1 1) (−1−1)} êáé  = 0 ¤

5.7.23 ËÞììá. («ËÞììá ôïý Gauss») ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò
êáé  ∈ Z ìå  -  ôüôå ¡




¢
=
Q
∈

() = (−1) (5.98)

üðïõ  åßíáé ôï ðëÞèïò üóùí åê ôùí  2  −12  åßíáé éóüôéìïé mod  åíüò óôïé-
·åßïõ ôïý −
Áðïäåéîç. Áðü ôï ëÞììá 5.7.22 Ýðåôáé üôéQ

∈
 ≡ Q

∈
() = (

1
2 (− 1))!

Q
∈

()(mod )

ÅðåéäÞ
Q
∈

 = ( 12 (− 1))! 
−1
2  Ý·ïõìå

 | (12 (− 1))!
µ

−1
2 − Q

∈
()

¶
 - ( 12 (− 1))!

⎫⎪⎬⎪⎭⇒ 
−1
2 ≡ Q

∈
()(mod )

¼ìùò áðü ôï ëÞììá 5.7.15 ôïý Euler,
¡



¢ ≡ 
−1
2 (mod )  ïðüôå

 | ¡


¢− Q
∈

() ∈ {0±2}

 6= 2⇒  - ±2

⎫⎬⎭⇒ ¡



¢
=
Q
∈

()

Ç äåýôåñç åê ôùí éóïôÞôùí (5.98) åßíáé ðñïöáíÞò. ¤
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5.7.24 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò öõóéêüò áñéèìüò êáé  = 1
2( − 1) ôüôå

ãéá êÜèå  ∈ R éó·ýåé ç áêüëïõèç ôñéãùíïìåôñéêÞ ôáõôüôçôá :

sin =  sin

Y
=1

µ
1− sin2 

sin2 

¶
 (5.99)

Áðïäåéîç. Áðü ôïí ôýðï ôïý De Moivre (cos +  sin ) = cos +  sin   ∈ R
ëáìâÜíïõìå (ýóôåñá áðü äéá·ùñéóìü ôïý öáíôáóôéêïý ìÝñïõò áðü ôï ðñáãìá-

ôéêü)

sin  = sin 

Ã
P

=0
(−1) ¡ 

2+1

¢
sin2  cos−2−1 

!

= sin 

Ã
P

=0
(−1) ¡ 

2+1

¢
sin2  (1− sin2 )−

!


ïðüôå ôï sin  ìðïñåß íá éäùèåßùò «áðïôßìçóç»50 ôÞò ðñáãìáôéêÞòðïëõùíõìéêÞò

óõíáñôÞóåùò

() := 

Ã
P

=0
(−1) ¡ 

2+1

¢
2 (1− 2)−

!
(âáèìïý ) óôï sin  ÅðåéäÞ sin  = (sin ) = 0 ãéá ôéò  óáöþò äéáêåêñéìÝíåò
ôéìÝò  = 


  = 0±1 ± õðÜñ·åé óôáèåñÜ  ∈ R ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

sin  = 

Y
=−

µ
sin − sin 



¶
=  sin 

Q
∈{±1±}

µ
sin − sin 



¶
 (5.100)

Ðñïöáíþò,

 = lim
−→0

1

(sin ) = 

³
lim
−→0

sin 


´
lim
−→0

Q
∈{±1±}

¡
sin − sin 



¢
= 

Q
∈{±1±}

¡− sin 


¢
= 

Q
∈{±1±}

sin 

⇒  = Q

∈{±1±}
sin 





äéüôé lim−→0 sin  = 1 ÈÝôïíôáò  óôç èÝóç ôïý  ç (5.100) ãñÜöåôáé õðü ôç

ìïñöÞ

sin =  sin
Q

∈{±1±}

³
1− sin

sin 

´
=  sin

Q
=1

³
1− sin

sin 

´³
1 + sin

sin 

´
(äéüôé sin(−) = − sin()∀ ∈ R)

=  sin
Q

=1

³
1− sin2 

sin2 

´


50Ôá åéóáãùãéêÜ äçëïýí ôï áõôïíüçôï: Óå ü,ôé áêïëïõèåß åñãáæüìáóôå ìå ôç óýíèåóç◦sin êáé ìå ôï ùò ìåôáâëçôÞ
ìáò.



§ 5.7 áñéèìïèåùñçôéêåò åöáñìïãåò i: áèñïéóìáôá ôåôñáãùíùí 275

äßäïíôÜò ìáò ôçí (5.99). ¤

5.7.25 Èåþñçìá. (Íüìïò ôÞò «ôåôñáãùíéêÞò áìïéâáéüôçôáò» Þ «áíôéóôñïöÞò»)

Ãéá ïéïõóäÞðïôå ðåñéôôïýò ðñþôïõò áñéèìïýò  êáé  ìå  6=  ôá óýìâïëá
¡


¢
êáé¡



¢
ôïý Legendre óõó·åôßæïíôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ :

¡


¢
= (−1) (−1)(−1)4

¡


¢
=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
−¡



¢
 üôáí  ≡  ≡ 3(mod 4)

¡


¢


üôáí  ≡ 1(mod 4)
Þ  ≡ 1(mod 4)

(5.101)

Áðïäåéîç. Åí ðñþôïéò èåùñïýìå ôá óõíÞèç çìßóåéá óõóôÞìáôá õðïëïßðùí

(mod  êáé mod )

 := {1 2  −12 } êáé  := {1 2  −12 }
Ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá () ∈ {1−1} êáé  ∈  ìå

 ≡ ()(mod ) (Âë. 5.7.22 êáé 5.7.21.) ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç ôïý çìéôüíïõ

åßíáé ðåñéôôÞ êáé ðåñéïäéêÞ, Ý·ïõóá ðåñßïäï 2 éó·ýåé

sin 2

 = sin 2


() = () sin

2

 ⇒ () =

sin 2



sin 2


 (5.102)

ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò ôéò éóüôçôåò (5.102) êáôÜ ìÝëç ãéá üëá ôá  ∈  ëáìâÜíïõìå

(ìÝóù ôÞò ðñþôçò åê ôùí éóïôÞôùí (5.98) ôïý ëÞììáôïò 5.7.23 ôïý Gauss êáé ôÞò

áìöéññéðôéêüôçôáò ôÞò  3  7−→  ∈  ôÞò áðïäåé·èåßóáò óôï ëÞììá 5.7.22)µ




¶
=
Y
∈

() =
Y
∈

sin 2



sin 2


=
Y
∈

sin 2



sin 2


 (5.103)

Åí óõíå·åßá, èåùñïýìå ôõ·üí  ∈  êáèþò êáé ôá ìïíáäéêÜ (2) ∈ {1−1} êáé
2 ∈  ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé 2 ≡ (2)2(mod ) ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç ôïý ôåôñá-

ãþíïõ ôïý çìéôüíïõ åßíáé Üñôéá êáé ðåñéïäéêÞ, Ý·ïõóá ðåñßïäï  éó·ýåé

sin2 

2 = sin2 


(2)2 = sin

2 

2 (5.104)

μñçóéìïðïéþíôáò ôçí ôñéãùíïìåôñéêÞ ôáõôüôçôá (5.99) ãéá  :=   := 1
2( − 1)

ëáìâÜíïõìå (ìÝóù ôÞò (5.104) êáé ôïý ëÞììáôïò 5.7.22 ìå ôï  óôç èÝóç ôïý )

sin

sin
= 

Y
=1

µ
1− sin2 

sin2 

¶
= 

Y
∈

µ
1− sin2 

sin2 

¶

= 
Y
∈

µ
1− sin2 

sin2 2

¶
= 

Y
∈

µ
1− sin2 

sin2 2

¶
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Êáôüðéí åöáñìïãÞò áõôþí ôùí éóïôÞôùí ãéá  = 2

 ç (5.103) ãñÜöåôáé ùòµ





¶
=
Y
∈

sin 2



sin 2


=
Y
∈

Ã

Y
∈

µ
1− sin

2 2

sin2 2

¶!

Þ, éóïäõíÜìùò, ùò µ




¶
= 

1
2 (−1)

Y
∈

Y
∈

µ
1− sin

2 2

sin2 2

¶
 (5.105)

Ìå åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé  êáé åðáíÜëçøç ôÞò ßäéáò äéáäéêáóßáò êáôá-

ëÞãïõìå óôçí µ




¶
= 

1
2 (−1)

Y
∈

Y
∈

µ
1− sin

2 2

sin2 2

¶
 (5.106)

Ôá óýìâïëá ôïý Legendre
¡


¢
êáé

¡


¢
åßíáé ßóá åßôå ìå 1 åßôå ìå −1 ïðüôå ôá äå-

îéÜ ìÝëç ôùí (5.105) êáé (5.106) åßíáé åßôå ßóá åßôå áíôßèåôá, êáé ïé áðüëõôåò ôéìÝò

ôïõò ßóåò ìå 1 ÅðåéäÞ ëïéðüí äéáöÝñïõí ôï ðïëý ùò ðñïò ôï ðñüóçìü ôïõò êáé


1
2 (−1)  0 

1
2 (−1)  0 áñêåß íá åîåôáóèïýí ôá ðñüóçìá ôùí äéðëþí ãéíüìå-

íùí. Ðñïöáíþò,

1− sin
2 2

sin2 2
 0⇐⇒ 1− sin

2 2

sin2 2
 0

Ôïýôï, óå óõíäõáóìü ìå ôï üôé ôï ðëÞèïò ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí ( ) ∈ ×

éóïýôáé ìå card(× ) = 1
2(− 1) · 12(− 1) Ý·åé ùò åðáêüëïõèï üôé ôo äåîéü (êáé,

êáô' åðÝêôáóç, êáé ôï áñéóôåñü) ìÝëïò ôÞò ìßáò åê ôùí (5.105), (5.106) áðïêôÜôáé

áðü ôï äåîéü (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé áðü ôï áñéóôåñü) ìÝëïò ôÞò Üëëçò ýóôåñá

áðü ðïëëáðëáóéáóìü ôïõ ìå ôï (−1) (−1)(−1)4 Ç äåýôåñç åê ôùí éóïôÞôùí (5.101)

åßíáé ðñïöáíÞò. ¤

5.7.26 Óçìåßùóç. (i)ÌÝ·ñé óôéãìÞò åßíáé ãíùóôÝò ðåñßðïõ 250 äéáöïñåôéêÝò áðï-
äåßîåéò ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.25, ðñïåñ·üìåíåò áðü ðïéêßëïõò õðïêëÜäïõò ôÞò Áë-

ãåâñéêÞò Èåùñßáò Áñéèìþí, ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí, ôÞò Èåùñßáò ÓùìÜôùí, ôÞò

ÌéãáäéêÞò Áíáëýóåùò ê.Ü.51

(ii) Ï íüìïò ôÞò ôåôñáãùíéêÞò áìïéâáéüôçôáò åðéäÝ·åôáé óùñåßá ãåíéêåýóåùí. O

Erich Hecke (1887-1947) áíáöÝñåé52 ó·åôéêþò: «Ïé áðáñ·Ýò ôÞò óýã·ñïíçò Áë-

ãåâñéêÞò Èåùñßáò Áñéèìþí áíÜãïíôáé ·ñïíéêþò óôçí áíáêÜëõøç ôïý íüìïõ ôÞò

51Ðñâë. F. Lemmermeyer: Reciprocity Laws. From Euler to Eisenstein, Springer-Verlag, 2000 êáèþò êáé ôçí éóôïóå-

ëßäá: http://www.rzuser.uni-heidelberg.de/~hb3/rchrono.html

52Âë. E. Hecke: Vorlesung úber die Theorie der algebraischen Zahlen, Akademische Verlagsgesellschaft,

Leipzig 1923 óåë. 59-60
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ôåôñáãùíéêÞò áìïéâáéüôçôáò. Ðáñüôé áõôüò åê ôÞò öýóåþò ôïõ áíÞêåé óôç èåùñßá

ôùí ñçôþí áñéèìþí, êáèþò ìðïñåß íá äéáôõðùèåß êáè' ïëïêëçñßáí ùò áðëüò óõ-

ó·åôéóìüò ìåôáîý êÜðïéùí ñçôþí áñéèìþí, ôï ðåñéå·üìåíü ôïõ ìáò ïäçãåß ðïëý

ðÝñáí ôÞò ðåñéï·Þò ôùí ñçôþí áñéèìþí. [...] Ç åîÝëéîç ôÞò ÁëãåâñéêÞò Èåùñßáò

Áñéèìþí Ý·åé ðëÝïí üíôùò êáôáäåßîåé üôé ôï ðåñéå·üìåíï ôïý íüìïõ ôÞò ôåôñáãù-

íéêÞò áìïéâáéüôçôáò ìðïñåß íá êáôáíïçèåß ðëÞñùò ìüíïí üôáí êáíåßò ìåôáâáßíåé

óôïõò ãåíéêïýòáëãåâñéêïýò áñéèìïýò êáé üôé ìéá áðüäåéîç, ç ïðïßáðñïóÞêåé óôçí

ïõóßá ôïý ðñïâëÞìáôïò, ïöåßëåé íá ·ñçóéìïðïéåß áõôÜ ôá ðñïêå·ùñçìÝíá ôå·íéêÜ

âïçèçôéêÜ ìÝóá° áíôéèÝôùò, ïé óôïé·åéþäåéò áðïäåßîåéò ðñïóëáìâÜíïõí ôïí ·áñá-

êôÞñá ìéáò åê ôùí õóôÝñùí åðáëçèåýóåùò.» Áðü ôçí Üëëç, üìùò, ðëåõñÜ, ôï 1978

ç Emma Lehmer (1906-2007) ðñïóèÝôåé ôá åîÞò53: «Åßíáé ðáóßãíùóôï üôé ï íü-

ìïò ôÞò ôåôñáãùíéêÞò áìïéâáéüôçôáò ôïý Legendre, ãéá ôïí ïðïßï õößóôáôáé ðëç-

èþñá54 äçìïóéåõìÝíùí áðïäåßîåùí, Ý·åé ãåíéêåõèåß ìå ôçí ðÜñïäï ôùí åôþí êáé

óå áñéèìçôéêÜ óþìáôá áðü ðïëëïýò åðéöáíåßò ìáèçìáôéêïýò, áðü ôïí Gauss Ýùò

ôïí Artin, Ý·ïíôáò ðëÝïí êáôáóôåß ó·åäüí áãíþñéóôïò.»

(iii) ¸óôù  6= −1 Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí55. ÅÜí

1   åßíáé ïé ðñþôïé äéáéñÝôåò ôïõ êáé  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò ìå

 ∈ {1  } ôüôå Ýíáò ðñáêôéêüò ôñüðïò õðïëïãéóìïý56 ôïý óõìâüëïõ ôïý

Legendre
¡



¢
åßíáé ï áêüëïõèïò:

ÂÞìá ðñþôï. Êáô' áñ·Üò, ·ñçóéìïðïéþíôáò ôü (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17 ôï åê-

öñÜæïõìå õðü ôç ìïñöÞ

¡



¢
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

¡±1


¢ Q
=1

¡


¢
 üôáí = ±

Q
=1

 

¡±2


¢ Q
=1

¡


¢
 üôáí = ±2

Q
=1

 

Ôá
¡±1


¢
êáé

¡±2


¢
åßíáé õðïëïãßóéìá ìÝóù ôùí (5.91), (5.92) êáé (5.93). Õðïëåßðå-

ôáé ï õðïëïãéóìüò ôïý
¡


¢
ãéá êÜèå  ∈ {1  }

ÂÞìá äåýôåñï. ÅÜí    ôüôå ãñÜöïõìå ôïí  ùò  =  +  ãéá êÜðïéïí

 ∈ Z êáé  ∈ {±1 ±−1
2 } Ðñïöáíþò,

¡


¢
=
¡


¢
 Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíé-

êüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ï  óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí. Åí óõíå·åßá,

åðáíáëáìâÜíïõìå ôï ðñþôï âÞìá ìå ôï  óôç èÝóç ôïý  (ÃñÜöïõìå ôï  ùò

53Âë. åéóáãùãÞ ôïý Üñèñïõ ôÞò E. Lehmer: Rational reciprocity laws, American Mathematical Monthly 85 (1978)
467-472

54Óôï ðñùôüôõðï ðáñáôßèåôáé ï ìÝ·ñé ôüôå (êáôÜ ðñïóÝããéóç) ãíùóôüò áñéèìüò ôùí äçìïóéåõìÝíùí áðïäåßîåùí.

55Ôïýôï äåí áðïôåëåß ïõóéáóôéêü ðåñéïñéóìü, äéüôé åÜí = 20 üðïõ o0 óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí, ôüôå Ý·ïõìå¡


¢
=
¡0


¢
(ëüãù ôùí (ii) êáé (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17).

56Ãéá Ýíáí åêëåðôõóìÝíï áëãüñéèìï (ãñÞãïñïõ!) õðïëïãéóìïý ôïý óõìâüëïõ ôïý Legendre âë. R.P. Brent & P.

Zimmermann: An O(M(n) log n) algorithm for the Jacobi symbol, Proc. ANTS-IX, Lecture Notes in Computer Science

6197 (2010) 83-95
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ãéíüìåíï êÜðïéùí ðñþôùí êáé ôïý −1 áí ôý·åé íá åßíáé áñíçôéêüò, ê.ï.ê.) ¢ñá

ìÝóù áõôïý ôïý âÞìáôïò ìðïñïýìå ðÜíôïôå íá áíá·èïýìå óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ

ôçí ïðïßá   

ÂÞìá ôñßôï. ¸óôù üôé    ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5.7.25)¡


¢
= (−1) (−1)(−1)4

¡ 


¢


åðáíáëáìâÜíïõìå ôï äåýôåñï âÞìá åíáëëÜóïíôáò ôïõò ñüëïõò ôùí  êáé  ê.ï.ê.

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ôï
¡



¢
åêöñÜæåôáé ùò ãéíüìåíï ôïý−1 õøùèÝíôïò óå êÜðïéá

Þäç õðïëïãéóèåßóá äýíáìç êáé ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óõìâüëùí ôïý Legendre

âáèìéáßùò ìåéïýìåíùí ðñþôùí áñéèìþí. Áðëü ðáñÜäåéãìá:¡
53909
19

¢
=
¡
31
19

¢¡
37
19

¢¡
41
19

¢


üðïõ ¡
31
19

¢
=
¡
12
19

¢
=
¡
22

19

¢¡
3
19

¢
=
¡
3
19

¢
= −¡1

3

¢
= −1¡

37
19

¢
=
¡
18
19

¢
=
¡
2
19

¢¡
9
19

¢
= −¡ 919¢ = −¡3219¢ = −1¡

41
19

¢
=
¡
5
19

¢
=
¡
19
5

¢
=
¡
4
5

¢
=
¡
22

5

¢
= 1

ïðüôå
¡
53909
19

¢
= 1 Åíáëëáêôéêþò, ·ùñßò ôçí áñ·éêÞ ðáñáãïíôïðïßçóç,¡

53909
19

¢
=
¡
6
19

¢
=
¡
2
19

¢¡
3
19

¢
= −¡ 3

19

¢
=
¡
19
3

¢
=
¡
1
3

¢
= 1

êáèüóïí 53909 = 2837·19+6Óôéò åðüìåíåò ðñïôÜóåéò õðïëïãßæïíôáé ôá óýìâïëá

Legendre
³



´
ãéá = ±3±5±6±7 ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôï èåþñçìá 5.7.31.

5.7.27 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðñþôïí áñéèìü  ≥ 5 Ý·ïõìå

¡
3


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ ±1(mod 12)

−1 üôáí  ≡ ±5(mod 12)
(5.107)

êáé

¡−3


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1(mod 6)

−1 üôáí  ≡ 5(mod 6)
(5.108)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ (ëüãù ôÞò (5.101), ôùí (i) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17 êáé ôÞò
(5.92))

¡
3


¢
=

⎧⎨⎩
−¡

3

¢
 üôáí  ≡ 3(mod 4)¡

3

¢
 üôáí  ≡ 1(mod 4)

êáé
¡
3

¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1(mod 3)

−1 üôáí  ≡ 2(mod 3)
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Ý·ïõìå

¡
3


¢
= 1⇔

⎧⎨⎩
(i)  ≡ 3(mod 4) êáé  ≡ 2(mod 3)

Þ

(ii)  ≡ 1(mod 4) êáé  ≡ 1(mod 3)
êáé, áíôéóôïß·ùò,

¡
3


¢
= −1⇔

⎧⎨⎩
(iii)  ≡ 3(mod 4) êáé  ≡ 1(mod 3)

Þ

(iv)  ≡ 1(mod 4) êáé  ≡ 2(mod 3)

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá57 3.4.10, êáèÝíá åê ôùí óõóôçìÜôùí (i)-(iv) ôùí áíùôÝñù
äýï éóïôéìéþí Ý·åé ùò (ìïíáäéêÞ êáôÜ ìüäéï 4 · 3 = 12) ëýóç ôçí áêüëïõèç:

Óýóôçìá  Áéôéïëüãçóç

(i) ≡ 59 ≡ −1(mod 12) 3 · 3(4) + 2 · 4(3) = 59
(ii) ≡ 24 ≡ 1(mod 12) 3(4) + 4(3) = 24

(iii) ≡ 43 ≡ −5(mod 12) 3 · 3(4) + 4(3) = 43
(iv) ≡ 41 ≡ 5(mod 12) 3(4) + 2 · 4(3) = 41

¢ñá ç (5.107) åßíáé áëçèÞò58. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï (iii) êáé ôï (iv) ôÞò ðñïôÜ-

óåùò 5.7.17 êáé ç (5.101) äßäïõí¡−3


¢
=
¡−1


¢¡
3


¢
= (−1) −12 (−1) −12 ¡

3

¢
= (−1)−1 ¡3¢ = ¡3¢

ïðüôå ç (5.108) åßíáé ùóáýôùò áëçèÞò (áöïý  ≡ 1(mod2)). ¤

5.7.28 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðåñéôôü ðñþôïí áñéèìü  6= 5 Ý·ïõìå

¡
5


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ ±1 Þ ± 9(mod 20)

−1 üôáí  ≡ ±3 Þ ± 7(mod 20)
(5.109)

êáé

¡−5


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1 3 7 Þ 9(mod20)

−1 üôáí  ≡ −1−3−7 Þ − 9(mod20)
(5.110)

57ÅÜí ìêä(12) = 1 ôüôå ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.10 êáé ôÞò (3.18) ëáìâÜíïõìå

[ ≡ 1(mod1) êáé  ≡ 2(mod2)]⇔  ≡ 1
(1)
2 + 2

(2)
1 (mod12)

58ÓçìåéùôÝïí üôé êÜèå áñéèìüò ôÞò ìïñöÞò 12±1 Þ 12±5 ( ∈ Z) åßíáé ðåñéôôüò, ïðüôå ç éóïôéìßá  ≡ 1(mod 2)
ðëçñïýôáé áõôïìÜôùò üôáí ðëçñïýôáé ìßá åê ôùí (5.107).
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ (ëüãù ôÞò (5.101), ôïý üôé  ≡ ±1 Þ±2(mod 5) ôùí (i) êáé (iv)
ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17 êáé ôùí (5.92) êáé (5.93))

¡
5


¢
=
¡
5

¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ ±1(mod 5)

−1 üôáí  ≡ ±2(mod 5)

êáé (åî õðïèÝóåùò)  ≡ ±1(mod 4) Ý·ïõìå

¡
5


¢
= 1⇔

⎧⎨⎩
(i)  ≡ ±1(mod 4) êáé  ≡ ±1(mod 5)

Þ

(ii)  ≡ ±1(mod 4) êáé  ≡ ∓1(mod 5)

êáé, áíôéóôïß·ùò,

¡
5


¢
= −1⇔

⎧⎨⎩
(iii)  ≡ ±1(mod 4) êáé  ≡ ±2(mod 5)

Þ

(iv)  ≡ ±1(mod 4) êáé  ≡ ∓2(mod 5)

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.4.10, êáèÝíá åê ôùí óõóôçìÜôùí (i)-(iv) ôùí áíùôÝñù
æåõãþí éóïôéìéþí Ý·åé ùò (ìïíáäéêÞ êáôÜ ìüäéï 4 · 5 = 20) ëýóç ôçí áêüëïõèç:

Óýóôçìá  Áéôéïëüãçóç

(i) ≡ ±281 ≡ ±1(mod20) ±(5(4) + 4(5)) = ±281
(ii) ≡ ∓231 ≡ ±9(mod20) ±(5(4) − 4(5)) = ∓231
(iii) ≡ ±537 ≡ ∓3(mod20) ±(5(4) + 2 · 4(5)) = ±537
(iv) ≡ ∓487 ≡ ∓7(mod20) ±(5(4) − 2 · 4(5)) = ∓487

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôá (iii) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17 äßäïõí¡−5


¢
=
¡−1


¢¡
5


¢
= (−1) −12 ¡

5


¢


ïðüôå ç (5.110) åßíáé ùóáýôùò áëçèÞò (ëüãù ôÞò (5.109)). ¤

5.7.29 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðñþôïí áñéèìü  ≥ 5 Ý·ïõìå

¡
6


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ ±1 Þ ± 5(mod 24)

−1 üôáí  ≡ ±7 Þ ± 11(mod 24)
(5.111)

êáé

¡−6


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1 5 7 Þ 11(mod 24)

−1 üôáí  ≡ −1−5−7 Þ − 11(mod 24)
(5.112)
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ
¡
6


¢
=
¡
2


¢¡
3


¢
(âë. 5.7.17 (iii)), Ý·ïõìå

¡
6


¢
=

⎧⎪⎨⎪⎩
1 üôáí

¡
2


¢
=
¡
3


¢
= 1 Þ

¡
2


¢
=
¡
3


¢
= −1

−1 üôáí
h¡
2


¢
= 1 êáé

¡
3


¢
= −1

i
Þ
h¡
2


¢
= 1 êáé

¡
3


¢
= −1

i


Ùò åê ôïýôïõ, ïé (5.92) êáé (5.107) äßäïõí

¡
6


¢
= 1⇔

⎧⎨⎩
(i)  ≡ ±1(mod 8) êáé  ≡ ±1(mod 12)

Þ

(ii)  ≡ ±5(mod 8) êáé  ≡ ±5(mod 12)
ÅðåéäÞ ìêä(8 12) = 4 ôï óýóôçìá (i) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï óýóôçìá (ii)) ôùí

áíùôÝñù äýï éóïôéìéþí åßíáé åðéëýóéìï ìüíïí ãéá ôïõò óõíäõáóìïýò ðñïóÞìùí

++ êáé−− Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.4.15, ãéá êáèÝíáí åî áõôþí ôùí óõíäõá-

óìþí ôï (i) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï (ii)) äéáèÝôåé ìßá (êáé ìüíïí) ëýóç êáôÜ ìüäéï

åêð(8 12) = 24 Áðëïß õðïëïãéóìïß ìÜò ïäçãïýí59 óôéò 4 ëýóåéò:

Óýóôçìá Ðñüóçìá 

(i) ++ ≡ 1(mod 24)
(i) −− ≡ −1(mod24)
(ii) ++ ≡ 5(mod 24)
(ii) −− ≡ −5(mod24)

Êáô' áíáëïãßáí,

¡
6


¢
= −1⇔

⎧⎨⎩
(i)  ≡ ±1(mod 8) êáé  ≡ ±5(mod 12)

Þ

(ii)  ≡ ±5(mod 8) êáé  ≡ ±1(mod 12)
Tï óýóôçìá (i) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï óýóôçìá (ii)) ôùí áíùôÝñù äýï éóïôéìéþí åß-
íáé åðéëýóéìï ìüíïí ãéá ôïõò óõíäõáóìïýò ðñïóÞìùí++ êáé−− Óýìöùíá ìå
ôï èåþñçìá 3.4.15, ãéá êáèÝíáí åî áõôþí ôùí óõíäõáóìþí ôï (i) (êáé áíôéóôïß·ùò,
ôï (ii)) äéáèÝôåé ìßá (êáé ìüíïí) ëýóç êáôÜ ìüäéï 24 ÃñÜöïíôáò 4 = −4 ·8+3 ·12
áðëïß õðïëïãéóìïß ìÜò ïäçãïýí óôéò 4 ëýóåéò:

Óýóôçìá Ðñüóçìá 

(i) ++ ≡ −31 ≡ −7(mod 24)
(i) −− ≡ 31 ≡ 7(mod 24)
(ii) ++ ≡ 37 ≡ −11(mod 24)
(ii) −− ≡ −37 ≡ 11(mod 24)

59ÅÜí  := ìêä(12) | 1 − 2 êáé åÜí ãñÜøïõìå  = 11 + 22 ãéá êáôÜëëçëïõò 1 2 ∈ Z ôüôå ìÝóù
ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.15 êáé ôùí áíáöåñèÝíôùí óôçí áðüäåéîç ôïý ëÞììáôïò 3.4.13 ëáìâÜíïõìå

[ ≡ 1(mod1) êáé  ≡ 2(mod2)]⇔  ≡ 1 +
11(2−1)

 (mod åêð(12))
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Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ (ëüãù ôùí (iii) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17)¡−6


¢
=
¡−1


¢¡
6


¢
= (−1) −12 ¡

6


¢


ç (5.112) ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôçí (5.111). ¤

5.7.30 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðåñéôôü ðñþôïí áñéèìü  6= 7 Ý·ïõìå

¡
7


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ ±1±3 Þ ± 9(mod 28)

−1 üôáí  ≡ ±5±11 Þ ± 13(mod 28)
(5.113)

êáé

¡−7


¢
=

⎧⎨⎩
1 üôáí  ≡ 1−3−5 9 11 Þ − 13(mod 28)

−1 üôáí  ≡ −1 3 5−9−11 Þ 13(mod 28)
(5.114)

Áðïäåéîç. H (5.101) äßäåé

¡
7


¢
=

⎧⎨⎩
−¡

7

¢
 üôáí  ≡ 3(mod 4)¡

7

¢
 üôáí  ≡ 1(mod 4)

(5.115)

ÅðåéäÞ  ≡ ±1±2 Þ ±3(mod 7) êáé (ëüãù ôùí (5.91), (5.92), (5.93), (5.107) êáé

(5.108)) éó·ýåé
¡
1
7

¢
=
¡
2
7

¢
=
¡−3
7

¢
= 1

¡−1
7

¢
=
¡−2
7

¢
=
¡
3
7

¢
= −1 áðü ôï (i) ôÞò

ðñïôÜóåùò 5.7.17 êáé ôçí (5.115) óõíÜãåôáé üôé
¡
7


¢
= 1 åÜí êáé ìüíïí åÜí ï 

ðëçñïß Ýíá åê ôùí êÜôùèé Ýîé óõóôçìÜôùí æåõãþí ãñáììéêþí éóïôéìéþí:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(i)  ≡ −1(mod 7) êáé  ≡ 3(mod 4)
(ii)  ≡ −2(mod 7) êáé  ≡ 3(mod 4)
(iii)  ≡ 3(mod 7) êáé  ≡ 3(mod 4)
(iv)  ≡ 1(mod 7) êáé  ≡ 1(mod 4)
(v)  ≡ 2(mod 7) êáé  ≡ 1(mod 4)
(vi)  ≡ −3(mod 7) êáé  ≡ 1(mod 4)

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
ÅðåéäÞ (−1) · 7 + 2 · 4 = 1 = ìêä(7 4) ç (ìïíáäéêÞ êáôÜ ìüäéï 7 · 4 = 28) ëýóç
êáèåíüò åî áõôþí åßíáé ç åîÞò60:

Óýóôçìá  ≡? (mod 28) Óýóôçìá  ≡? (mod 28)
(i) −1− 7(3− (−1)) = −29 ≡ −1 (iv) 1− 7(1− 1) = 1

(ii) −2− 7(3− (−2)) = −37 ≡ −9 (v) 2− 7(1− 2) = 9

(iii) 3− 7(3− 3) = 3 (vi) −3− 7(1− (−3)) = −31 ≡ −3

60ÅðåéäÞ ï áñéèìüò (7) = 6 åßíáé áñêåôÜ ìåãÜëïò ùò åêèÝôçò, ãéá ôçí åðßëõóç ôùí áíùôÝñù óõóôçìÜôùí ðñïôéìÞ-

èçêå íá áêïëïõèçèåß ü,ôé Ý·åé ðñïáíáöåñèåß óôçí áðüäåéîç ôïý ëÞììáôïò 3.4.13.
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Ç ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éó·ýåé
¡
7


¢
= −1 ìðïñåß íá åîåôáóèåß ðáñïìïßùò61.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôá (iii) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17 äßäïõí¡−7


¢
=
¡−1


¢¡
7


¢
= (−1) −12 ¡

7


¢


ïðüôå ç (5.114) åßíáé ùóáýôùò áëçèÞò (ëüãù ôÞò (5.113)). ¤

5.7.31 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí ðñþôïí áñéèìü  éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i)
£∃  ∈ Z :  = 2 + 2

¤ ⇔ [åßôå  = 2 åßôå  ≡ 1(mod 4)] 
(ii)

£∃  ∈ Z :  = 2 + 22
¤ ⇔ [åßôå  = 2 åßôå  ≡ 1 Þ 3(mod 8)] 

(iii)
£∃  ∈ Z :  = 2 +  + 2

¤ ⇔ [åßôå  = 3 åßôå  ≡ 1(mod 6)] 
(iv)

£∃  ∈ Z :  = 2 + 32
¤ ⇔ [åßôå  = 3 åßôå  ≡ 1(mod 6)] 

(v)
£∃  ∈ Z :  = 2 + 52

¤ ⇒
∙

åßôå  = 5 åßôå

 ≡ 1 3 7 Þ 9(mod 20)
¸


(vi)
£∃  ∈ Z :  = 2 + 62

¤ ⇒ [ ≡ 1 5 7 Þ 11(mod 24)] 

(vii)
£∃  ∈ Z :  = 2 +  + 22

¤ ⇔
∙

åßôå  ∈ {2 7} åßôå
 ≡ 1 9 11 15 23 Þ 25(mod 28)

¸


(viii)
£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 − 22 ¯̄ ¤ ⇔ [åßôå  = 2 åßôå  ≡ ±1(mod 8)] 

(ix)
£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 − 32 ¯̄ ¤ ⇔ [åßôå  = 3 åßôå  ≡ ±1(mod 12)] 

(x)
£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 +  − 2

¯̄ ¤ ⇔ ∙
åßôå  = 5 åßôå

 ≡ ±1 Þ ± 9(mod 20)
¸


(xi)
£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 − 62 ¯̄ ¤ ⇔

∙
åßôå  ∈ {2 3} åßôå

 ≡ ±1 Þ ± 5(mod 24)
¸


(xii)
£∃  ∈ Z :  = ¯̄2 − 72 ¯̄ ¤ ⇔

∙
åßôå  ∈ {2 7} åßôå

 ≡ ±1±3 Þ ± 9(mod 28)
¸


Áðïäåéîç. (i) ¼ôáí  = 2 Ý·ïõìå 2 = 12 + 12 ¼ôáí  6= 2 ç áìößðëåõñç

óõíåðáãùãÞ Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá 5.7.3 Þ, åíáëëáêôéêþò, áðü ôçí (5.86) ãéá

 = −1 êáé ôçí (5.91).
(ii) ¼ôáí  = 2 Ý·ïõìå 2 = 02 + 2 · 12 ¼ôáí  6= 2 ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

Ýðåôáé áðü ôçí (5.86) ãéá = −2 êáé ôçí (5.93).
(iii) ¼ôáí  = 3 Ý·ïõìå 3 = 12+1 ·1+12¼ôáí  6= 3 ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

Ýðåôáé áðü ôçí (5.87) ãéá = −3 êáé ôçí (5.108).
(iv) ÅðåéäÞ ç 2+32 = 2 äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò êáé 3 = 02+3·12 ìðïñïýìå
íá õðïèÝóïõìå üôé  ≥ 5
61ÖõóéêÜ, ãéá íá áðïöýãåé êáíåßò äéðëü áñéèìü ðñÜîåùí ìðïñåß íá åðé·åéñçìáôïëïãÞóåé êáé ùò áêïëïýèùò: ÅðåéäÞ

êÜèå ðåñéôôüò ðñþôïò  6= 7 äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý 28 áöÞíåé õðüëïéðï±1±3±5±9±11 Þ±13 êáé ¡7¢ = ±1
êáé ï  ïöåßëåé íá õðüêåéôáé óå áíÜëïãïõò ðåñéïñéóìïýò áêüìç êáé üôáí

¡7


¢
= −1 (ìå áðëÞ åíáëëáãÞ ôùí 3(mod 4)

êáé 1(mod 4)) ôï üôé
¡7


¢
= 1⇔  ≡ ±1±3 Þ±9(mod 28) óçìáßíåé áõôïìÜôùò üôé ¡7¢ = −1⇔  ≡ ±5±11

Þ±13(mod 28).
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‘‘⇒'' ÅÜí  = 2+32 ãéá êÜðïéïõò   ∈ Z ôüôå 2 ≡ −32(mod ) ìêä( ) = 1
êáé ìêä( ) = 1¢ñá õðÜñ·åé 0 ∈ Z ìå 0 ≡ 1(mod ) êáé

(0)2 ≡ −3(mod )
ìêä(0 ) = 1

)
⇒ ¡−3



¢
= 1 =⇒

(5.108)
 ≡ 1(mod 6)

‘‘⇐'' Áò õðïèÝóïõìå üôé  ≡ 1(mod 6). Ôüôå ¡−3


¢
= 1⇒ ∃ ∈ Z : 2 ≡ −3(mod )

ÈÝôïíôáò  :=
¥√


¦
Ý·ïõìå  

√
  + 1Èåùñïýìå ôï óýíïëï

A := {+ | ( ) ∈ B}  üðïõ B := { ( ) ∈ N0 ×N0| ≤   ≤ } 

ÅðåéäÞ card(B) = (+ 1)2   èá õðÜñ·ïõí (1 1) ∈ B (2 2) ∈ B ìå

(1 1) 6= (2 2) ïýôùò þóôå ãéá ôá óôïé·åßá 1 + 1 êáé 2 + 2 ôïý A íá

éó·ýåé

1 + 1 ≡ 2 + 2(mod )⇒ 1 − 2 ≡ −(1 − 2)(mod )

ïðüôå  ≡ −(mod ) üðïõ  := 1 − 1 êáé  := 2 − 2 (ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí

åê ôùí   äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò). ÅðïìÝíùò,(
2 ≡ −3(mod )
 ≡ −(mod )

)
⇒
(

2 ≡ −32(mod )
ìå || ≤  êáé || ≤ 

)


áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé(
0  2 + 32 ≤ 42  4

 | 2 + 32

)
⇒ 2 + 32 ∈ { 2 3}

ÅÜí 2 + 32 =  ôüôå áñêåß íá èÝóïõìå  :=  êáé  :=  Ôï åíäå·üìåíï íá

éó·ýåé 2 + 32 = 2 áðïêëåßåôáé, êáèüôé åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé åßôå áìöüôåñïé

ïé   èá Þôáí Üñôéïé åßôå áìöüôåñïé ïé   èá Þôáí ðåñéôôïß êáé èá êáôáëÞãáìå

óôçí áíáëçèÞ éóïôéìßá 2 ≡ 0(mod 4) ÔÝëïò, åÜí 2 + 32 = 3 ôüôå 3 |  êáé

 = 2 + 3(13)
2 ïðüôå áñêåß íá èÝóïõìå  :=  êáé  := 1

3

(v) ÁõôÞ ç áðëÞ óõíåðáãùãÞ åßíáé åðáêüëïõèï ôÞò (5.84) ãéá = −5 ôÞò (5.110)
êáé ôïý üôé 5 = 02 + 5 · 12.
(vi)Ç åí ëüãùáðëÞ óõíåðáãùãÞ Ýðåôáé áðü ôçí (5.84) ãéá = −6 êáé ôçí (5.112).
(vii) ÄåäïìÝíïõ üôé 2 = 02+0 · 1+2 · 12 êáé 7 = 12− 1 · 2+2 · 22 ôïýôï ðñïêýðôåé

áðü ôçí (5.87) ãéá = −7 êáé ôçí (5.114).

(viii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ç (5.86) ãéá = 2 óå óõíäõáóìü ìå ôçí (5.92), ëáìâá-

íïìÝíïõ õð' üøéí üôé 2 =
¯̄
02 − 2 · 12¯̄ 

(ix) ÅðåéäÞ 3 =
¯̄
02 − 3 · 12¯̄  ôïýôï óõíÜãåôáé áðü ôçí (5.86) ãéá  = 3 êáé ôçí

(5.107).
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(x) ¸ðåôáé Üìåóá åöáñìüæïíôáò ôçí (5.87) ãéá  = 5 êáé ôçí (5.109), äåäïìÝíïõ

üôé 5 =
¯̄
32 + 3(−1)− (−1)2¯̄ 

(xi) ÅðåéäÞ 2 =
¯̄
22 − 6 · 12¯̄  3 = ¯̄

32 − 6 · 12 ¯̄  ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç

âÜóåé ôÞò (5.86) ãéá = 6 êáé ôÞò (5.111).

(xii) ÄåäïìÝíïõ üôé 2 =
¯̄
32 − 7 · 12¯̄ êáé 7 = ¯̄02 − 7 · 12 ¯̄  ôïýôï ðñïêýðôåé áðü ôçí

(5.86) ãéá = 7 êáé ôçí (5.113). ¤

5.7.32 Óçìåßùóç. ÅÜí  ≥ 5 ôüôå áðü ôéò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò (iii) êáé (iv)

ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.31 ðáñáôçñïýìå üôé ç óõíèÞêç  ≡ 1(mod 6) éóïäõíáìåß ìå
ôï üôé ï  éóïýôáé ôüóïí ìå ôçí áñéèìçôéêÞ óôÜèìç åíüò óôïé·åßïõ + 

√−3 (ãéá
êáôÜëëçëïõò   ∈ Z) ôÞò Ð.Ì.Ð. O−3 üóïí êáé ìå ôçí (äéáöïñåôéêÞ!) áñéèìç-

ôéêÞ óôÜèìç åíüò óôïé·åßïõ  + 
√−3 (ãéá êáôÜëëçëïõò   ∈ Z) ôÞò áêåñáßáò

ðåñéï·Þò Z[
√−3] $ O−3 ðïõ äåí åßíáé Ð.Ì.Ð.! Êáô' áíáëïãßáí, ãéá Ýíáí ðñþôï

áñéèìü  áðïäåéêíýåôáé üôé£∃  ∈ Z :  = 2 + 72
¤⇐⇒ ∙

åßôå  ∈ {2 7} åßôå
 ≡ 1 9 11 15 23 Þ 25(mod 28)

¸


¼ìùò ôïýôï äåí èá ðñÝðåé íá ìáò ïäçãÞóåé óå åóöáëìÝíåò ãåíéêåýóåéò. Åðß ðá-

ñáäåßãìáôé, åðåéäÞ ïé O−5 = Z[
√−5] êáé O−6 = Z[

√−6] äåí åßíáé Ð.Ì.Ð. (êáé

−5 6≡ 1(mod 4) −6 6≡ 1(mod 4)), ïé áðëÝò óõíåðáãùãÝò (v) êáé (vi) ôïý èåùñÞìá-

ôïò 5.7.31 äåí ìðïñïýí íá áíôéóôñáöïýí áðáñÜëëáêôåò. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç

áðïäåéêíýåôáé62 ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ£∃  ∈ Z :  = 2 + 52
¤⇐⇒ [åßôå  = 5 åßôå  ≡ 1 Þ 9(mod 20)]

êáé óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ç£∃  ∈ Z :  = 2 + 62
¤⇐⇒ [ ≡ 1 Þ 7(mod 24)] 

I Áèñïßóìáôá ôñéþí ôåôñáãþíùí. Ç éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ðñïêåéìÝíïõ

Ýíáò  ∈ N íá åêöñÜæåôáé ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéè-

ìþí äßäåôáé óôï èåþñçìá 5.7.49. Ç áðüäåéîç ôÞò ìßáò êáôåõèýíóåùò (Þôïé ôÞò

óõíåðáãùãÞò (i)⇒(ii)) åßíáé åýêïëç. Ùóôüóï, ç Üëëç (ç áíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ

(ii)⇒(i)) åßíáé áñêåôÜ ðåñßðëïêç, êÜôé ðïõ ïöåßëåôáé åí ðïëëïßò óôï üôé ç éäéü-

ôçôá ôïý íá ðáñéóôÜôáé Ýíáò  ∈ N ùò Üèñïéóìá ôñéþí ôåôñáãþíùí (åí áíôéèÝóåé
ðñïò ôçí ðåñßðôùóç ôùí äýï ôåôñáãþíùí) äåí åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêÞ63. (Ðñâë.

ëÞììá 5.7.7.) Ïé ðñþôåò áðïäåßîåéò ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.49 äçìïóéåýèçêáí áðü

ôïõò A.-M. Legendre64 (1798) êáé C.-F. Gauss65 (1801) ÕðÜñ·ïõí äéáöïñåôéêÝò

62Ãéá ôéò äýï áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò ðïõ áêïëïõèïýí âë. D.A. Cox: Primes of the Form 2 +2 2nd ed., John

Wiley & Sons, Inc., 2013 pp. 31-33
63Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï áñéèìüò 8 · 1 + 7 = 15 = (12 + 12 + 12)(22 + 12 + 02) äåí ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò

Üèñïéóìá ôñéþí ôåôñáãþíùí!

64A.-M. Legendre: Essai sur la thªorie des nombres, Paris, An. VI (1797-1798) 398-399
65Disquisitiones Arithmeticae, åä. 291-292



286 èåùñéá äéáéñåôïôçôáò óå áêåñáéåò ðåñéï·åò

ìÝèïäïé áíôéìåôùðßóåùò ôïý ðñïâëÞìáôïò, üðùò, ð.·., áðåõèåßáò ìÝóù ôÞò äéïöá-

íôéêÞò åîéóþóåùò ôïý Legendre, ìÝóù ôïý ëÞììáôïò ôùí Davenport êáé Cassels66,

ìÝóù ôoý èåùñÞìáôïò ðåñß êõñôþí óùìÜôùí ôïý Minkowski67, ìÝóù ôùí ôñéáäé-

êþí áêåñáßùí ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí ê.Ü. Åäþ èá ðñïôéìçèåß ç ðñüóâáóç óå áõôü

ìÝóù ôùí ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí ðïõ åßíáé ìÜëëïí ç óôïé·åéùäÝóôåñç, áí êáé ìá-

êñïóêåëÞò, õðü ôçí ðñïûðüèåóç ôÞò ·ñÞóåùò êáé ìüíïí ôïý ðåñéþíõìïõ èåùñÞ-
ìáôïò 5.7.44 ôïý Dirichlet ðåñß ôÞò õðÜñîåùò Üðåéñùí ðñþôùí ìåôáîý ôùí üñùí

êáôÜëëçëùí áñéèìçôéêþí ðñïüäùí, üðùò ðñïôÜèçêå áðü ôïí E. Landau68 ôï 1927

5.7.33 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 êáé Ýóôù A = ()1≤≤ ∈Mat×(Z)
Ýíáò óõììåôñéêüò  × -ðßíáêáò (ÞôïéA = A|) Ý·ùí ùò åããñáöÝò ôïõ áêåñáßïõò

áñéèìïýò. ËÝìå üôé ç áðåéêüíéóç

A : Z −→ Z (1  ) = x 7−→ A(x) := xAx
| =

P
1≤≤



åßíáé ç áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ç åðáãüìåíç ìÝóù ôïýAÌéá áðåéêüíéóç

 : Z → Z ãéá ôçí ïðïßá õößóôáôáé óõììåôñéêüò ðßíáêáòA ∈Mat×(Z) ïýôùò
þóôå íá éó·ýåé  = A êáëåßôáé áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ  ìåôáâëçôþí.

Ïé áêÝñáéåò ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò  ìåôáâëçôþí êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, äõáäéêÝò

áêÝñáéåò ôåôñáãùíéêÝò ìïñöÝò üôáí  = 2 êáé ôñéáäéêÝò áêÝñáéåò ôåôñáãùíéêÝò

ìïñöÝò üôáí  = 3

(ii) ÅÜí  = A ôüôå ç ïñßæïõóá disc( ) := det(A) êáëåßôáé äéáêñßíïõóá ôÞò 

(iii) ÅÜí 1 = A êáé 2 = B (áìöüôåñåò  ìåôáâëçôþí), ôüôå ëÝìå üôé ïé 1 êáé

2 åßíáé éóïäýíáìåò êáé óçìåéþíïõìå

1 ∼
ô.ì.

2 ⇐⇒
ïñó

[∃U ∈ SL(Z) : B = UAU| ] 

üðïõ SL(Z) := {C ∈Mat×(Z)|det(C) = 1}  Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç

‘‘∼
ô.ì.

'' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò, êáèþò êáé ôïý üôé ïé äéáêñßíïõóåò äõï éóïäõ-

íÜìùí áêåñáßùí ôåôñáãùíéêþí ìïñöþí åßíáé ßóåò.

(iv) ËÝìå üôé Ýíáò  ∈ Z åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ìÝóù ìéáò áêåñáßáò ôåôñáãùíéêÞò

ìïñöÞò  : Z −→ Z üôáí õðÜñ·åé x ∈ Z  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  =  (x) ÅÜí

Ýíáò  ∈ Z åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ìÝóù ìéáò 1 = A êáé 1 ∼
ô.ì.

2 = B ôüôå áõôüò

åßíáé ðáñáóôÜóéìïò êáé ìÝóù ôÞò 2 äéüôé ∃U ∈ SL(Z) : A = UBU|  ïðüôå (ãéá
êáôÜëëçëï x ∈ Z êáé y := xU) Ý·ïõìå

 = A(x) = xAx
| = xUBU|x| = yBy| = B(y)

66J.-P. Serre: A Course in Arithmetic, G.T.M. Vol. 7, Springer-Verlag, 1973 pp. 45-47

67N.C. Ankeny: Sums of three squares, Proc. of the American Math. Society 8 (1957) 316-319

68E. Landau: Vorlesungen über Zahlentheorie , Band I, Hirzel, Leibzig, 1927
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(v) Ìéá áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ  : Z −→ Z êáëåßôáé èåôéêþò ïñéóìÝíç

üôáí  (x) ≥ 1 ãéá êÜèå x ∈ Zr{(0  0)} ÓçìåéùôÝïí üôé êÜèå áêåñáßá ôåôñá-

ãùíéêÞ ìïñöÞ, ç ïðïßá åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá èåôéêþò ïñéóìÝíç áêåñáßá ôåôñá-

ãùíéêÞ ìïñöÞ, åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç.

5.7.34 ËÞììá. ÅÜí A = ()1≤≤2 ∈ Mat2×2(Z) åßíáé Ýíáò óõììåôñéêüò ðßíá-
êáò, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) H A åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç.

(ii) 11  0 êáé det(A) = 1122 − 212  0

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé ç

(1 2) 7−→ A(1 2) = 11
2
1 + 21212 + 22

2
2

åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç. Ôüôå åßíáé ðñüäçëï üôé 11 = A(1 0) êáé

11 det(A) = 11(1122 − 212) = 11
2
12 − 211212 + 21122

= A(−12 11) ≥ 1⇒ det(A) = 1122 − 212 ≥ 1

(ii)⇒(i) ÅÜí 11 ≥ 1 êáé 1122 − 212 ≥ 1 ôüôå

11A(1 2) = (111 + 122)
2 + det(A)22 ≥ 0

ìå A(1 2) = 0⇔ (1 2) = (0 0) ¤

5.7.35 ËÞììá. Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò (ùò ðñïò ôçí ‘‘∼
ô.ì.

'') ïéáóäÞðïôå èåôéêþò ïñé-

óìÝíçò äõáäéêÞò áêåñáßáò ôåôñáãùíéêÞò ìïñöÞò  ìå äéáêñßíïõóá  äéáèÝôåé ùò
åêðñüóùðü ôçò (ôïõëÜ·éóôïí ) ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ

A(1 2) = 11
2
1 + 21212 + 22

2
2 üðïõ 2 |12| ≤ 11 ≤ 2√

3

√


Áðïäåéîç.  = B ãéá êÜðïéïí óõììåôñéêü B = ()1≤≤2 ∈ Mat2×2(Z)
ÈÝôïõìå

11 := min
©
 ∈ N|∃(1 2) ∈ Z2 :  = B(1 2)

ª


Ðñïöáíþò, 11 = B(1 2) ãéá êÜðïéï æåýãïò (1 2) ∈ Z2 ÌÜëéóôá,

ìêä(1 2) = 1 äéüôé åÜí ìêä(1 2)  1 ôüôå èá åß·áìå

11 ≤ B(
1

ìêä(12)
 2
ìêä(12)

) = B(12)
ìêä(12)2

= 11
ìêä(12)2

 11

êÜôé ðïõ åßíáé áäýíáôï. ¢ñá õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ Z ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé

1 = 12 − 21 = 1(2 + 2)− 2(1 + 1) ∀ ∈ Z
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Ãéá êÜèå  ∈ Z èåùñïýìå ôïí ðßíáêá

U :=
³

1 2
1 + 1 2 + 2

´
∈ SL2(Z)

ÈÝôïíôáò 12 := 1111 + 12(12 + 21) + 2222 ëáìâÜíïõìå

UBU
|
 =

³
B(1 2) 12 + B(1 2)

12 + B(1 2) B(1 + 1 2 + 2)

´


üðïõ B(1 + 1 2 + 2) ≥ B(1 2) äéüôé (1 + 1 2 + 2) 6= (0 0) Åí

óõíå·åßá, åðéëÝãïíôáò ìéá óõãêåêñéìÝíç áêåñáßá ôéìÞ  = 0 ìå

−12 − 12
11
≤ 0 ≤ 1

2 − 12
11

(5.116)

êáé èÝôïíôáò

A := U0BU
|
0
=
³

11 12
12 22

´
 üðïõ 12 = 12 + 110

êáé 22 = B(1 + 10 2 + 20) ðáñáôçñïýìå üôé  = B ∼
ô.ì.

A ìå |12| ≤ 11
2

(ëüãù ôÞò (5.116)) êáé

 = 1122 − 212

22 ≥ 11

)
⇒ 211 ≤ 1122 = + 212 ≤ +

211
4 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé
3211
4 ≤ ⇒ 11 ≤ 2√

3

√
 ¤

5.7.36 Ðñüôáóç. ÊÜèå èåôéêþò ïñéóìÝíç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ 
ìå äéáêñßíïõóá  = 1 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí (1 2) 7−→ 21 + 22

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.7.35,  ∼
ô.ì.

A üðïõ

A(1 2) = 11
2
1 + 21212 + 22

2
2

ìå 2 |12| ≤ 11 ≤ 2√
3
 2 Tï ëÞììá 5.7.34 ìáò ðëçñïöïñåß üôé 11 ≥ 1 ïðüôå

11 = 1 12 = 0 Åî õðïèÝóåùò, 1 =  = 1122 − 212 = 22 ¢ñá ï éó·õñéóìüò

åßíáé áëçèÞò. ¤

5.7.37 ËÞììá. ÅÜí A = ()1≤≤3 ∈ Mat3×3(Z) åßíáé Ýíáò óõììåôñéêüò ðß-
íáêáò, ôüôå ãéá ôçí ôñéáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ A ìå äéáêñßíïõóá 

éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ãéá êÜèå (1 2 3) ∈ Z3

11A(1 2 3) = (111 + 122 + 133)
2 +bA(2 3) (5.117)
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üðïõ (2 3) 7−→ bA(2 3) åßíáé ç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ç åðá-
ãüìåíç ìÝóù ôïý ðßíáêá

bA :=
³

1122 − 212 1123 − 1213
1123 − 1213 1133 − 213

´
∈Mat2×2(Z)

ìå disc(bA) = det(bA) = 11

(ii) ÅÜí ç A åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç, ôüôå êáé ç bA åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç.
(iii) Ç A åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç åÜí êáé ìüíïí åÜí

11 ≥ 1 1122 − 212 ≥ 1 êáé  ≥ 1

Áðïäåéîç. (i) Ãéá êÜèå x = (1 2 3) ∈ Z3 Ý·ïõìå

11A(1 2 3) = 11 (xAx
|)

= 11
¡
11

2
1 + 22

2
2 + 33

2
3 + 21212 + 22323 + 21313

¢
êáé

bA(2 3) = (2 3)
³

1122 − 212 1123 − 1213
1123 − 1213 1133 − 213

´³
2
3

´
=
¡
1122 − 212

¢
22 + 2 (1123 − 1213)23 +

¡
1133 − 213

¢
23

êáé ç (5.117) ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü Üìåóï õðïëïãéóìü. ÅîÜëëïõ,

 = 112233 − 11
2
23 − 21233 + 2121323 − 21322

⇒ 11 = det
³

1122 − 212 1123 − 1213
1123 − 1213 1133 − 213

´


(ii) ÅÜí ç A åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç, ôüôå 11 = A(1 0 0) ≥ 1 êáé åÜí õðï-

èÝóïõìå üôé bA(2 3) ≤ 0 ãéá êÜðïéïõò 2 3 ∈ Z ôüôå éó·ýåé ðñïöáíþò

bA(112 113) = 11bA(2 3) ≤ 0 ÈÝôïíôáò 1 := −(122 + 133) ëáì-

âÜíïõìå 111 + 12112 + 13113 = 0 Ùò åê ôïýôïõ,

11|{z}
≥1

A(1 112 113)| {z }
èåôéêþò ïñéóìÝíç

=
(5.117)

02 +bA(112 113) ≤ 0

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 2 = 3 = 0 ïðüôå êáé ç bA åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç.

(iii) ‘‘⇒'' ÅÜí ç ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ A åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç, ôüôå (üðùò åßäáìå

óôï (ii)) 11 ≥ 1 Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá 5.7.34 ãéá ôç èåôéêþò ïñéóìÝíç bA
ëáìâÜíïõìå 1122 − 212 ≥ 1 êáé disc(bA) = 11 ≥ 1⇒  ≥ 1
‘‘⇐'' Áðü áõôÝò ôéò áíéóïúóüôçôåò Ýðåôáé üôé ç bA åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç (ìÝóù

ôïý ëÞììáôïò 5.7.34). Åðßóçò, ëüãù ôÞò (5.117), A(1 2 3) ≥ 0 ãéá êÜèå
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(1 2 3) ∈ Z3 ÔÝëïò, åÜí A(1 2 3) = 0 ãéá êÜðïéï (1 2 3) ∈ Z3 ç
(5.117) äßäåé

bA(2 3) = 0⇒ 2 = 3 = 0

111 + 122 + 133 = 0

)
⇒ 111 = 0⇒ 1 = 0

ïðüôå (1 2 3) = (0 0 0) êáé ç A åßíáé üíôùò èåôéêþò ïñéóìÝíç. ¤

5.7.38 Óçìåßùóç. ÂÜóåé ôïý (i) ôïý ëÞììáôïò 5.7.37 óå êÜèå ôñéáäéêÞ áêåñáßá ôå-

ôñáãùíéêÞ ìïñöÞ A áíôéóôïé·åß ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç äõáäéêÞ áêåñáßá

ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞbAÌÜëéóôá, üðùò èá äïýìå óôï áìÝóùò åðüìåíï ëÞììá, óå

êÜèå óôïé·åßï åíüò åéäéêïý óõíüëïõ
©
A

¯̄
  ∈ Zª ôñéáäéêþí áêåñáßùí ôåôñá-

ãùíéêþí ìïñöþí (ðáñáìåôñïýìåíïõ ìÝóù äõï áêåñáßùí  êáé ) ìå A
∼
ô.ì.

B

(Þôïé ìå ôéòA áíÞêïõóåò óôçí ßäéá êëÜóç éóïäõíáìßáò) áíôéóôïé·åß ç ßäéá äõá-

äéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ.

5.7.39 ËÞììá. ¸óôù üôé B = ()1≤≤3 ∈ Mat3×3(Z) åßíáé Ýíáò óõììåôñéêüò
ðßíáêáò, ôÝôïéïò þóôå ç (1 2 3) 7−→ B(1 2 3) íá åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç
êáé (2 3) 7−→ bB(2 3) ç áíôéóôïé·ïýóá èåôéêþò ïñéóìÝíç äõáäéêÞ áêåñáßá
ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ìå

11B(1 2 3) = (111 + 122 + 133)
2 +bB(2 3)

üðùò óôï ëÞììá 5.7.37. ÅÜíeV =
³ e11 e12e21 e22

´
∈ SL2(Z) eA := eV bB eV| 

eA (∼ô.ì. bB) ç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ç åðáãüìåíç ìÝóù ôïý eA êáé
ãéá   ∈ Z

V := ()1≤≤3 :=
µ

1 0 0




]V

¶
∈ SL3(Z)

êáé A := ()1≤≤3 := VBV
|
 (ìå ôá  åîáñôþìåíá áðü ôá  ), ôüôå

11 = 11

11A(1 2 3) = (111 + 122 + 133)
2 +eA(2 3)

êáé eA = [A
(üðïõ ç [A

åßíáé ç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ ðïõ
áíôéóôïé·åß óôçí A üðùò óôï ëÞììá 5.7.37 êáé çeA åßíáé áíåîÜñôçôç ôùí  ).
Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò, 11 = 1 12 = 13 = 0 ÅÜí ãéá x = (1 2 3) ∈ Z3
èÝóïõìå y = (1 2 3) := xV ex := (2 3) ey = (2 3) := ex eV ôüôå

1 = 111 + 212 + 313 = 1 + 2 + 3

2 = 121 + 222 + 323 = e112 + e213
3 = 131 + 232 + 333 = e122 + e223
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êáé

eA(2 3) = eA(ex) = ex eA ex| = ey eB ey| = bB(ey) = bB(2 3)
A(1 2 3) = A(x) = xAx

| = yBy| = B(y) = B(1 2 3)

ÅîÜëëïõ, åðåéäÞµ
11 12 13
21 22 23
31 32 33

¶
=

µ
1 0 0
 e11 e12
 e21 e22

¶µ
11 12 13
12 22 23
13 23 33

¶µ
1  

0 e11 e21
0 e12 e22

¶


Ý·ïõìå 11 = 11 êáé

111 + 122 + 133 = (1 2 3)

µ
11
12
13

¶
= (1 2 3)V

µ
11
12
13

¶
= (1 2 3)

µ
11

11 + e1112 + e1213
11 + e2112 + e2213

¶
= 111 + 122 + 133

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

(111 + 122 + 133)
2 +[A

(2 3) = 11A(1 2 3)

= 11B(1 2 3) = (111 + 122 + 133)
2 +bB(2 3)

= (111 + 122 + 133)
2 +eA(2 3)

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé [A
(2 3) = eA(2 3) ãéá êÜèå æåýãïò (2 3) ∈ Z2 ¤

5.7.40 ËÞììá. ÅÜí 11 21 êáé 31 åßíáé ôñåéò áêÝñáéïé ðïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþ-
ôïé, ôüôå õößóôáíôáé Ýîé áêÝñáéïé áñéèìïß   ∈ {1 2 3}  ∈ {2 3} ôÝôïéïé þóôå
ï ðßíáêáòU := ()1≤≤3 íá Ý·åé ïñßæïõóá ßóç ìå 1

Áðïäåéîç. Ùò ãíùóôüí, ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 11 êáé 21 åßíáé Ýíáò

áêÝñáéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò áõôþí. ¢ñá õðÜñ·ïõí 12 22 ∈ Z ìå

1122 − 2112 = ìêä(11 21)

ÅðåéäÞ äå ìêä(ìêä(11 21) 31) = ìêä(11 21 31) = 1 õðÜñ·ïõí (ãéá ôïí

ßäéïí ëüãï) 33  ∈ Z ìå

ìêä(11 21)33 − 31 = 1

ÈÝôïíôáò 13 :=
11

ìêä(1121)
 23 :=

21
ìêä(1121)

 32 := 0 âëÝðïõìå üôé ï ðßíáêáò

U :=

µ
11 12 13
21 22 23
31 32 33

¶
=

⎛⎜⎝ 11 12
1

ìêä(1121)
11

21 22
1

ìêä(1121)
21

31 0 33

⎞⎟⎠
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Ý·åé ïñßæïõóá

det(U) = 31(


ìêä(1121)
(2112 − 1122)) + 33(1122 − 2112)

= −31 + 33ìêä(11 21) = 1 ¤

5.7.41 ËÞììá. Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò (ùò ðñïò ôçí ‘‘∼
ô.ì.

'') ïéáóäÞðïôå èåôéêþò ïñé-

óìÝíçò ôñéáäéêÞò áêåñáßáò ôåôñáãùíéêÞò ìïñöÞò  ìå äéáêñßíïõóá  äéáèÝôåé ùò
åêðñüóùðü ôçò (ôïõëÜ·éóôïí) ìéá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ

(1 2 3)
A7−→

X
1≤≤3

 üðïõ 2max{|12|  |13|} ≤ 11 ≤ 4
3

3
√


Áðïäåéîç. Åî ïñéóìïý,  = C ãéá êÜðïéïí óõììåôñéêü ðßíáêáC ∈Mat3×3(Z)
ÈÝôïõìå

11 := min
©
 (1 2 3)| (1 2 3) ∈ Z3r{(0 0 0)}

ª


Ðñïöáíþò, 11 =  (11 21 31) ãéá êáôÜëëçëç äéáôåôáãìÝíç ôñéÜäá

(11 21 31) ∈ Z3r{(0 0 0) ÌÜëéóôá, éó·ýåé ìêä(11 21 31) = 1 äéüôé åÜí

ìêä(11 21 31)  1 ôüôå èá åß·áìå

 ( 11
ìêä(112131)

 21
ìêä(112131)

 31
ìêä(112131)

) = 11
ìêä(112131)2

 11

Þôïé êÜôé ôï áäýíáôï. ÊáôÜ ôï ëÞììá 5.7.40 õðÜñ·ïõí  ∈ Z  ∈ {1 2 3}
 ∈ {2 3} ìåU := ()1≤≤3 ∈ SL3(Z) ÈÝôïõìå B := ()1≤≤3 := UCU| 
Ðñïöáíþò,  = C ∼

ô.ì.
B ç B åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç êáé o 11 = 11 åßíáé

ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ðïõ åßíáé ðáñáóôÜóéìïò êáé ìÝóù ôÞò B ÊáôÜ ôï

ëÞììá 5.7.37,

11B(1 2 3) = (111 + 122 + 133)
2 +bB(2 3)

üðïõ ç (2 3) 7−→ bB(2 3) åßíáé ç èåôéêþò ïñéóìÝíç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñá-

ãùíéêÞ ìïñöÞ (ìå äéáêñßíïõóá ßóç ìå 11) ðïõ áíôéóôïé·åß óôçí B Ôï ëÞììá

5.7.35 ìáò ðëçñïöïñåß üôé bB ∼ô.ì. eA üðïõ ç

(2 3) 7−→ eA(2 3) = e1122 + 2e1223 + e2223
åßíáé ìéá èåôéêþò ïñéóìÝíç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ, åðáãüìåíç ìÝóù

êÜðïéïõ óõììåôñéêïý ðßíáêá eA = (e)1≤≤2 ∈ Mat2×2(Z) ìå e11 ≤ 2√
3

√
11

Ðñïöáíþò,

∃ eV =
³ e11 e12e21 e22

´
∈ SL2(Z) : eA = eV bB eV| 

ÅÜí ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ Z èÝóïõìå

V := ()1≤≤3 :=
µ

1 0 0




]V

¶
∈ SL3(Z)
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êáé A := ()1≤≤3 = VBV
|
 (üðùò óôï ëÞììá 5.7.39, ìå ôá  åîáñôþ-

ìåíá áðü ôá  ), ôüôå o A åßíáé óõììåôñéêüò, eA = [A
 1122 − 212 = e11

êáé

12 = 21 =  11|{z}
=11

+e1112 + e1213 13 = 31 =  11|{z}
=11

+e2112 + e2213
ÅðéëÝãïíôáò ìéá óõãêåêñéìÝíç áêåñáßá ôéìÞ  = 0 ìå

−12 − 12
11
e11 − 13

11
e12 ≤ 0 ≤ 1

2 − 12
11
e11 − 13

11
e12 (5.118)

êáèþò êáé ìéá óõãêåêñéìÝíç áêåñáßá ôéìÞ  = 0 ìå

−12 − 12
11
e21 − 13

11
e22 ≤ 0 ≤ 1

2 − 12
11
e21 − 13

11
e22 (5.119)

êáé èÝôïíôáò A := A00  ðáñáôçñïýìå üôé A ∼
ô.ì.

B ∼
ô.ì.

C üôé (ëüãù ôùí

(5.118) êáé (5.119)) éó·ýåé£|12| ≤ 11
2 êáé |13| ≤ 11

2

¤⇒ 2max{|12|  |13|} ≤ 11

êáé, ôÝëïò, üôé 11 ≤ A(0 1 0) = 22 (áðü ôïí ôñüðï ïñéóìïý ôïý 11) êáé

211 ≤ 1122 = e11 + 212 ≤ 2√
3

√
11+

211
4

⇒ 3
4

3
2
11 ≤ 2√

3

1
2 ⇒ 311 ≤ 43

33 

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé 11 ≤ 4
3

3
√
 ¤

5.7.42 Ðñüôáóç. ÊÜèå èåôéêþò ïñéóìÝíç ôñéáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ 
ìå äéáêñßíïõóá  = 1 åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí (1 2 3) 7−→ 21 + 22 + 23

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.7.41,  ∼
ô.ì.

A üðïõ  = det(A) = 1 êáé

A(1 2 3) =
X

1≤≤3
 max{|12|  |13|} ≤ 11

2 ≤ 2
3  1

ÅðïìÝíùò, 12 = 13 = 0 êáé  = 1⇒ 11 6= 0⇒ 11 = 1 áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

A =

µ
1 0 0

0
0

bA
¶
⇒  = det(bA) = 1 üðïõ bA :=

³
22 23
32 33

´


Ç äõáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ (2 3) 7−→ bA(2 3) ç åðáãüìåíç

ìÝóù ôïý ðßíáêá bA åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç êáé ôáõôßæåôáé ìå åêåßíçí ðïõ áíôé-

óôïé·åß óôçí A (Âë. ôï (ii) ôïý ëÞììáôïò 5.7.37.) ÊÜôÜ ôçí ðñüôáóç 5.7.36,

∃ bU :=
³

22 23
32 33

´
∈ SL2(Z) : bU bA bU| =

³
1 0
0 1

´
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ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

UAU| =

µ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

¶
 üðïõU :=

µ
1 0 0

0
0

[U

¶


êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

5.7.43 Ðüñéóìá. ¸óôù ∈ N  ≥ 2 ÅÜí ãéá êÜðïéïí  ∈ N ï − åßíáé ôåôñáãù-
íéêü éóïûðüëïéðï êáôÜ ìüäéï −1 (âë. åä. 5.7.12), ôüôå ï åßíáé ðáñáóôÜóéìïò
ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò, ∃12 11 ∈ Z : 212 +  = 11(− 1) = 1122 üðïõ

22 := − 1 ìå
22 ≥ 2− 1 ≥ 1

1122 = 212 +  ≥  ≥ 1

)
⇒ 11 ≥ 1

1122 − 212 ≥ 1 êáé (1122 − 212) − 22 =  − 22 = 1 Ôï 5.7.37 (iii) ìáò

ðëçñïöïñåß üôé ç ôñéáäéêÞ áêåñáßá ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ A ç åðáãüìåíç áðü ôïí

ðßíáêá

A :=

µ
11 12
12 22

1
0

1 0 

¶
∈ SL3(Z)

åßíáé èåôéêþò ïñéóìÝíç, Ý·åé äéáêñßíïõóá 1 êáé  = A(0 0 1) Óýìöùíá ìå ôçí

ðñüôáóç 5.7.42 áõôÞ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôçí (1 2 3) 7−→ 21+22+23 ïðüôå ï

 åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.¤

5.7.44 Èåþñçìá. (G.L. Dirichlet, 1837) ÅÜí   ∈ N ìå ìêä( ) = 1 ôüôå åíôüò
ôïý óõíüëïõ {+ |  ∈ N} õðÜñ·ïõí Üðåéñïé ðñþôïé áñéèìïß.
Ï G.L. Dirichlet69 (1805-1859) áðÝäåéîå ôï èåþñçìá 5.7.44 ìå áíáëõôéêÜ ìÝóá,

êÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí ëåãïìÝíùí -óåéñþí. ÄéáöïñåôéêÝò áðïäåßîåéò ïöåßëïíôáé

óôïõò H. Zassenhaus70, Á. Selberg71, H.N. Shapiro72 ê.Ü.

69G.L. Dirichlet: Beweis des Satzes, daß jede unbegrenzte arithmetische Progression, deren erstes

Glied und Differenz ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Factor sind, unendlich viele Primzahlen

enthält, Abhandlungen der Königlichen Preußischen Akademie der Wissenschaften zu Berlin (1837),
45-81. Ãéá ðéï óýã·ñïíåò ðáñïõóéÜóåéò âë.

Å. Landau: Elementary Number Theory, translated by J.E. Goodman, Chealsea Pub. Co., 1958 Ch. III, óåë. 104-125

H. Hasse: Vorlesungen über Zahlentheorie, zweite Aufl., Springer-Verlag, 1964 óåë. 176-283

Æ.É. Borevich & I.R. Shafarevich: Number Theory, transl. by N. Greenleaf, Academic Press, 1966 óåë. 339-341

J.-P. Serre: A Course in Arithmetic, GTM, Vol. 7 Springer-Verlag, 1973 Ch. VI, óåë. 61-76 êáé

T. Apostol: ÅéóáãùãÞ óôçí ÁíáëõôéêÞ Èåùñßá ôùí Áñéèìþí, óå ìåô. ôùí Á. êáé Å. Æá·áñßïõ, êáé åðéì. Ã. ËåãÜôïõ,

åêäüóåéò Gutenberg, ÁèÞíá 1986Êåö. 7 óåë. 198-208
70H. Zassenhaus: Über die Existenz von Primzahlen in arithmetischen Progressionen , Commentarii

Mathematici Helvetici 22 (1949) 232-259
71A.Selberg: An elementary proof of Dirichlet's theorem about primes in an arithmetic progression, Annals of

Mathematics 50 (1949) 297-304
72H.N. Shapiro: On primes in arithmetic progressions I, II, Annals of Mathematics 52 (1950) 217-243
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5.7.45 ËÞììá. ¸óôù ∈ N  ≥ 2 ÅÜí ≡ 2(mod 4) ôüôå ï  åßíáé ðáñáóôÜ-
óéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  ≡ 2(mod 4) ⇒ ìêä(4 − 1) = 1 õðÜñ·åé (ëüãù ôïý

èåùñÞìáôïò 5.7.44) êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò  êáé êÜðïéïò  ∈ N ïýôùò þóôå íá
éó·ýåé  = 4 +− 1 = (4 + 1)− 1Ðñïöáíþò,  ≥ 5ÈÝôïíôáò  := 4 + 1

ðáñáôçñïýìå üôé

 = − 1
 ≡ 2(mod 4)⇒  ≡ 2(mod 4)

)
⇒  ≡ 1(mod 4) (5.120)

Áñêåß (ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 5.7.43) íá äåé·èåß üôé
¡−


¢
= 1¸óôù  = 11 · · · 

( ∈ N) ç ðáñÜóôáóç ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ êáôÜëëçëùí äõíÜìåùí 1   ∈ N
óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí 1   (Áõôïß ïé ðñþôïé åßíáé≥ 3 äéüôé
 ≡ 1(mod 2)) Ðñïöáíþò,

 = − 1 ≡ −1(mod ) ∀ ∈ {1  } (5.121)

ÅðéðñïóèÝôùò,

 =

Ã Q
∈{1}: ≡1(mod 4)



!Ã Q
∈{1}: ≡3(mod 4)



!


[ ≡ 2(mod 4) êáé  ≡ 2(mod 4)] ⇒  ≡ (mod 4) ⇒  ≡ 1(mod4) (äéüôé
4 - ) êáé

1 ≡  ≡
Ã Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1)
!
(mod 4)

ïðüôå Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1) ∈ {±1}

4 | Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1) − 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒
Q

∈{1}: ≡3(mod 4)
(−1) = 1

(5.122)

ÅðïìÝíùò, ¡−


¢
=
¡−1


¢¡



¢
=
¡



¢
=

Q
=1

¡


¢
=

Q
=1

¡ 


¢
=

Q
=1

¡−1


¢
=

Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1) = 1

üðïõ ç ðñþôç éóüôçôá ðñïêýðôåé áðü ôï 5.7.17 (iii), ç äåýôåñç áðü ôï üôé
¡−1


¢
= 1

(âë. (5.120) êáé (5.91)), ç ôñßôç áðü ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17, ç ôÝôáñôç áðü

ôçí (5.101), ç ðÝìðôç áðü ôçí (5.121) êáé ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17, ç Ýêôç áðü

ôçí (5.91) êáé ç Ýâäïìç áðü ôçí (5.122). ¤
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5.7.46 ËÞììá. ¸óôù ∈ N ÅÜí ≡ 1 3 Þ 5(mod 8) ôüôå ï åßíáé ðáñáóôÜóé-
ìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 1 = 12+02+02 ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ≥ 2ÈÝôïõìå

 :=

⎧⎨⎩
3 üôáí  ≡ 1(mod 8)
1 üôáí  ≡ 3(mod 8)
3 üôáí  ≡ 5(mod 8)

Ðñïöáíþò,

−1
2 ≡

⎧⎨⎩
1(mod 4) üôáí  ≡ 1(mod 8)
1(mod 4) üôáí  ≡ 3(mod 8)
3(mod 4) üôáí  ≡ 5(mod 8)

Ãéá êÜèå ≡ 1 3 Þ 5(mod8) Ý·ïõìå −1
2 ≡ 1(mod 2) ïðüôå

ìêä(4 −12 ) | 
ìêä(4 −12 ) | − 1

)
⇒ ìêä(4 −12 ) | 1⇒ ìêä(4 −12 ) = 1

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 5.7.44 õðÜñ·åé êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò   2 êáé êÜ-

ðïéïò  ∈ N ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  = 4 + −1
2  ÈÝôïõìå  := 8 +  Ðñï-

öáíþò,  ≡ 1(mod 2) ÅðåéäÞ 2 = (8 + ) − 1 =  − 1 áñêåß (ëüãù ôïý

ðïñßóìáôïò 5.7.43) íá äåé·èåß üôé ï − åßíáé ôåôñáãùíéêü éóïûðüëïéðï êáôÜ ìü-

äéï 2

ÂÞìá 1ï. ÅÜí ï − åßíáé ôåôñáãùíéêü éóïûðüëïéðï êáôÜ ìüäéï  ôüôå ï − åß-

íáé ôåôñáãùíéêü éóïûðüëïéðï êáé êáôÜ ìüäéï 2 ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé

õðÜñ·åé êÜðïéïò 0 ∈ Z ìå 20 ≡ −(mod ) ôüôå
(0 + )2 +  ≡ 20 +  ≡ 0(mod ) (5.123)

ïðüôå èÝôïíôáò

 :=

½
0 üôáí 0 ≡ 1(mod 2)

0 +  üôáí 0 ≡ 0(mod 2)
ëáìâÜíïõìå 2 - ⇒ 2 +  ≡ 0(mod 2) =⇒

(5.123)
2 +  ≡ 0(mod 2) áð' üðïõ Ýðåôáé

üôé 2 ≡ −(mod 2)
ÂÞìá 2ï. ÂÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï 1ï âÞìá áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé¡−


¢
= 1 Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôçí ðáñÜóôáóç  = 11 · · ·  ( ∈ N) ôïý 

ùò ãéíïìÝíïõ êáôÜëëçëùí äõíÜìåùí 1   ∈ N óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí

áñéèìþí 1   (Áõôïß ïé ðñþôïé åßíáé ≥ 3 äéüôé  ≡ 1(mod 2)) ÅðåéäÞ éó·ýåé

ç éóüôçôá 2 = − 1 Ý·ïõìå
2 ≡ −1(mod)⇒ 2 ≡ −1(mod ) êáé  6=  ∀ ∈ {1  } (5.124)
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Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí ≡ 1 Þ 3(mod8) ôüôå  ≡ 1(mod 4) êáé

¡−


¢
=
¡−1


¢¡



¢
=
¡



¢
=

Q
=1

¡


¢
=

Q
=1

¡ 


¢
 (5.125)

üðïõ ç ðñþôç êáé ç ôñßôç éóüôçôá ðñïêýðôïõí áðü ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17,

ç äåýôåñç áðü ôçí (5.91) êáé ç ôÝôáñôç áðü ôçí (5.101).

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ≡ 5(mod 8) ôüôå  ≡ 3(mod 4) êáé  ≡ 3(mod 8)

ÅðåéäÞ

 =

Ã Q
∈{1}: ≡1(mod 4)



!Ã Q
∈{1}: ≡3(mod 4)



!

êáé  ≡ 3(mod 8)⇒  ≡ −1(mod 4) Ý·ïõìå

−1 ≡  ≡
Ã Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1)
!
(mod 4)

ïðüôå Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1) ∈ {±1}

4 | Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

(−1) + 1

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒
Q

∈{1}: ≡3(mod 4)
(−1) = −1 (5.126)

ÅðïìÝíùò,

¡−


¢
=
¡−1


¢¡



¢
= −¡



¢
= −

Q
=1

¡


¢
= −

Ã Q
∈{1}: ≡1(mod 4)

¡


¢!Ã Q
∈{1}: ≡3(mod 4)

¡


¢!

= −
Ã Q
: ≡1(mod 4)

¡ 


¢!Ã Q
: ≡3(mod 4)

¡ 


¢!Ã Q
: ≡3(mod 4)

(−1)
!


üðïõ ç ðñþôç êáé ç ôñßôç éóüôçôá ðñïêýðôïõí áðü ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17, ç

äåýôåñç áðü ôçí (5.91) êáé ç ðÝìðôç áðü ôçí (5.101), ïðüôå ç (5.126) äßäåé ôåëéêþò

¡−


¢
=

Q
=1

¡ 


¢
 (5.127)

ÄéåõêïëõíôéêÞ Ýêöñáóç ôïý
¡−


¢
óå áìöüôåñåò ôéò ðåñéðôþóåéò. Ëüãù ôùí (5.125)
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êáé (5.127) Ý·ïõìå ãéá êÜèå  ≡ 1 3 Þ 5(mod 8)
¡−


¢
=

Q
=1

¡ 


¢ = Q
=1

¡
22



¢¡ 


¢
=

Q
=1

¡
2


¢ Q
=1

¡2


¢
=

Q
=1

¡
2


¢ Q
=1

¡−1


¢
=

Ã Q
∈{1}: ≡3 Þ 5(mod 8)

(−1)
!Ã Q

∈{1}: ≡3 Þ 7(mod 8)

(−1)
!

=
Q

∈{1}: ≡5 Þ 7(mod 8)

(−1) 

üðïõ ç äåýôåñç êáé ç ôñßôç éóüôçôá Ýðïíôáé áðü ôá (ii) êáé (iii) ôÞò 5.7.17, ç ôÝ-

ôáñôç áðü ôçí (5.124) êáé ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 5.7.17, ç ðÝìðôç áðü ôéò (5.92)

êáé73 (5.91), êáé ç Ýêôç áðü ôï üôé ïé ðáñÜãïíôåò ðïõ áíôéóôïé·ïýí óôïõò äåßêôåò

 ìå  ≡ 3 (mod8) ìðïñïýí íá áðáëåéöèïýí (áöïý åìöáíßæïíôáé õøùìÝíïé óôï

ôåôñÜãùíï).

ÂÞìá 3ï. Åêìåôáëëåõüìåíïé ôçí Ýêöñáóç ôïý
¡−


¢
(ôçí ðñïêýøáóá óôï ôÝëïò

ôïý 2ïõ âÞìáôïò) áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå ≡ 1 3 Þ 5(mod 8) éó·ýåé ç
éóïôéìßá P

∈{1}: ≡5 Þ 7(mod 8)

 ≡ 0(mod 2) (5.128)

Åí ðñþôïéò ðáñáôçñïýìå üôé

 =
Q

: ≡1(mod 8)
| {z }

≡1(mod 8)

Q
: ≡3(mod 8)





Q
: ≡5(mod 8)





Q
: ≡7(mod 8)





≡
Ã Q
: ≡3(mod 8)

3
Q

: ≡5(mod 8)
(−3) Q

: ≡7(mod 8)
(−1)

!
(mod 8)

≡
Ã Q
: ≡3 Þ 5(mod 8)

3
Q

: ≡5 Þ 7(mod 8)

(−1)
!
(mod 8)

≡
µ
3

P
: ≡3 Þ 5(mod 8)



¶µ
(−1)

P
: ≡5 Þ 7(mod 8)



¶
(mod 8)

•ÅÜí ≡ 1 Þ 5(mod 8) ôüôå  = 3⇒  = 8+3 ≡ 3 (mod 8)  ïðüôå êáô' áíÜãêçíP
: ≡3 Þ 5(mod 8)

 ≡ 1 (mod 2) êáé
P

: ≡5 Þ 7(mod 8)

 ≡ 0(mod 2)

êáé ç (5.128) åßíáé áëçèÞò.

73ÓçìåéùôÝïí üôé  ≡ 3 (mod 4)⇔  ≡ 3 Þ 7 (mod 8) 
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• ÅÜí ≡ 3(mod 8) ôüôå  = 1⇒  = 8 + 1 ≡ 1 (mod 8)  ïðüôå êáô' áíÜãêçíP
: ≡3 Þ 5(mod 8)

 ≡ 0 (mod 2) êáé
P

: ≡5 Þ 7(mod 8)

 ≡ 0(mod 2)

êáé ç (5.128) åßíáé êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç áëçèÞò. ¤

5.7.47 ËÞììá. Ãéá êÜèå  ∈ Z Ý·ïõìå 2 ≡ 0 1 Þ 4(mod 8)
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  = 8 +  ãéá êÜðïéïí  ∈ Z êáé  ∈ {0 1  7} êáé ôï
ôåôñÜãùíü ôïõ éóïýôáé ìå 2 = 8(82 + 2) + 2 ≡ 2(mod 8) Ôï ôåëåõôáßï,

õðïëïãéæüìåíïmod8 äßäåé

 0 1 2 3 4 5 6 7

2 ≡  (mod 8) 0 1 4 1 0 1 4 1

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

5.7.48 ËÞììá. Ãéá Ýíáí ∈ N ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) Ï éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.

(ii) Ï 4 éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí = 21 + 22 + 23 ãéá êÜðïéïõò 1 2 3 ∈ Z ôüôå
4 = (21)

2 + (22)
2 + (23)

2

(ii)⇒(i) ÅÜí 4 = 21 + 22 + 23 ãéá êÜðïéïõò 1 2 3 ∈ Z ôüôå 2 ≡ 0 1 Þ

4(mod 8) ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3} (Âë. ëÞììá 5.7.47.) ÅðåéäÞ 4 ≡ 0 Þ 4(mod 8)
Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí 2 6≡ 1(mod 8) êáé  ≡ 0(mod 2) ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3}
ÅðïìÝíùò, =

P3
=1(

1
2)

2 ¤

5.7.49 Èåþñçìá. (Ðüôå åßíáé Ýíáò  ∈ N Üèñïéóìá ôñéþí ôåôñáãþíùí;) Ãéá
Ýíáí  ∈ N ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) Ï  éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.

(ii) Ï  äåí ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 4(8 + 7) ãéá êÜðïéïõò   ∈ N0
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé  = 4(8 + 7) ãéá êÜðïéïõò   ∈ N0
êáé üôé ï  ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí. ÅÜí

 ≥ 1 ôüôå åöáñìüæïõìå  öïñÝò ôç óõíåðáãùãÞ (ii)⇒(i) ôïý ëÞììáôïò 5.7.48.

¸ôóé, ãéá êÜèå  ≥ 0 óõìðåñáßíïõìå üôé ï 8+7 ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá 21+22+23
ãéá êÜðïéïõò 1 2 3 ∈ Z ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 5.7.47) 2 ≡ 0 1 Þ

4(mod 8) ãéá êÜèå  ∈ {1 2 3} ëáìâÜíïõìå 21+22+23 ≡ 0 1 2 3 4 5 Þ 6(mod 8)
¼ìùò 8 + 7 ≡ 7(mod 8)¢ôïðï!

(ii)⇒(i) Áò õðïèÝóïõìå üôé ï  äåí ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 4(8 + 7) ãéá

êÜðïéïõò   ∈ N0Ôüôå ï ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 4 ãéá êÜðïéïõò  ∈ N0
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êáé  ∈ N ìå 4 -  êáé  6≡ 7(mod 8) ÅÜí ï  åßíáé Üñôéïò, ôüôå  ≡ 2(mod 4)
êáé âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 5.7.45 åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí

ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí. ÅÜí ï  åßíáé ðåñéôôüò, ôüôå  ≡ 1 3 Þ 5(mod 8) êáé
åßíáé (êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç) ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí

ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí åðß ôç âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 5.7.46. ¢ñá êáé ï ßäéïò o

 åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí áñéèìþí.

(Áñêåß íá åöáñìïóèåß ç óõíåðáãùãÞ (i)⇒(ii) ôïý ëÞììáôïò 5.7.48  öïñÝò üôáí

 ≥ 1.) ¤

5.7.50 ÐáñáôÞñçóç. (i) ¸íáò öõóéêüò áñéèìüò åíäÝ·åôáé íá ãñÜöåôáé ùò Üèñïé-

óìá ôñéþí ôåôñáãþíùí êáôÜ äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Åðß ðáñáäåßãìáôé,

182 = 12 + 92 + 102 = 52 + 62 + 112

(ii)Ïé öõóéêïß áñéèìïß ≤ 100ðïõ äåí ãñÜöïíôáé ùòÜèñïéóìá ôñéþí ôåôñáãþíùí

åßíáé ïé

7 15 23 28 31 39 47 55 60 63 71 79 87 92 95

IÁèñïßóìáôá ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí. Çðáñïýóá åíüôçôáèáêëåßóåé ìå ôçíðáñÜ-

èåóç ìéáò óýíôïìçò áðïäåßîåùò ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.53 ôùí ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí
(ôïý Lagrange) ðïõ ïöåßëåôáé óôïõò M. Newman74 êáé C. Small75, êáé óôçñßæåôáé

óå ðïëý áðëÝò éäéüôçôåò ôïý äáêôõëßïõ Mat2×2(Z[])

5.7.51 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé åßôå Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò  åßôå ôï ãéíüìåíï 1 · · · 
óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí 1   üðïõ  ≥ 2 ôüôå êÜèå óôïé·åßï
ôïý äáêôõëßïõ Z éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï óôïé·åßùí ôïý Z

Áðïäåéîç. ¼ôáí =  üðïõ  ðñþôïò, ôïýôï åßíáé ãíùóôü. (Âë. Üóêçóç 1-12.)

¼ôáí = 1 · · ·  üðïõ  ≥ 2 ç áðåéêüíéóç

 : Z −→ Z1 × · · · × Z  [] 7−→ ([]) := ([]1   []) ∀ ∈ Z

áðïôåëåß éóïìïñöéóìü äáêôõëßùí. (Âë. ðüñéóìá 3.4.9 êáé åäÜöéï 3.3.4 (i).)

ÅðïìÝíùò, ãéá êÜèå  ∈ Z ç êëÜóç éóïôéìßáò [] ∈ Z åßíáé ç åéêüíá

−1(([1]1   [])) ìßáò (êáé ìüíïí) -Üäáò êëÜóåùí ([1]1   []) ìÝóù ôïý

áíôéóôñüöïõ ôïõ −1 ãéá êáôÜëëçëïõò 1   ∈ ZÅðåéäÞ ãéá êÜèå  ∈ {1  }
ç êëÜóç [ ] ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí [ ] = [ ]

2

+ [ ]

2


ãéá êÜ-

74M. Newman: Integral Matrices, Academic Press, 1972. (Âë. Êåö. XI, 14, óåë. 215.)

75C. Small: A simple proof of the four-squares theorem, The American Mathematical Monthly 89 (1982) 59-61



§ 5.7 áñéèìïèåùñçôéêåò åöáñìïãåò i: áèñïéóìáôá ôåôñáãùíùí 301

ðïéïõò   ∈ Z Ý·ïõìå
[] = −1(([1]1   [])) = −1(([1]21 + [1]

2
1
  []

2

+ []

2

))

= −1(([1]21   []
2

) + ([1]

2
1
  []

2

))

= −1(([1]1   [])
2 + ([1]1   [])

2)

= −1(([1]1   [])
2) + −1(([1]1   [])

2)

= (−1(([1]1   [])))
2 + (−1(([1]1   [])))

2

ïðüôå êáé ç êëÜóç [] ∈ Z éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí äýï óôïé-

·åßùí ôïý Z ¤

5.7.52 ËÞììá. ¸óôù üôé   ∈ Z ìå  ≥ 1 êáé

A :=
³

 + 

−  

´
∈Mat2×2(Z[])

ÅÜí det(A) = 1 ôüôå 76 ∃B ∈Mat2×2(Z[]): A = BB∗

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  = 2 + 2 + 1 ≥ 1 êáé  ≥ 1 Ý·ïõìå ≥ 1 Èá ·ñçóéìï-

ðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôï Üèñïéóìá 2 + 2 ÅÜí 2 + 2 = 0

ôüôå  =  = 0 êáé A = I2 ïðüôå áñêåß íá èÝóïõìå B := I2 Áò õðïèÝóïõìå

åöåîÞò üôé 2 + 2 ≥ 1 êáé üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá ðßíáêåò Ý·ïíôåò ôï

áíôßóôïé·ï Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí  2 + 2

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí 1 ≤  ≤  ôüôå

åßôå ||  
2 åßôå ||  

2  (5.129)

ÐñÜãìáôé° ãéá = 1 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò (äéüôé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí   åßíáé

6= 0), åíþ ãéá  ≥ 2 ç ôáõôü·ñïíç éó·ýò ôùí áíéóïúóïôÞôùí || ≤ 
2 êáé || ≤ 

2 èá

ïäçãïýóå óå Üôïðï, êáèüóïí èá åß·áìå

2 ≤  = 2 + 2 + 1 ≤ ¡2 ¢2 + ¡2 ¢2 + 1 = 2

2 + 1  2

ÈÝôïíôáòA0 := CAC∗ üðïõ

C :=
³

1 0
−  1

´
∈Mat2×2(Z[])

ìå ôïõò   (êÜôùèé ðñïóäéïñéóôÝïõò) áêåñáßïõò, ëáìâÜíïõìå

A0 =
³

 0 + 0
0 − 0 2 + 2 + 2+ 2 +

´
∈Mat2×2(Z[])

üðïõ 0 := +  êáé 0 := +ÌÜëéóôá, åðåéäÞ det(C) = det(C∗) = 1 Ý·ïõìå

det(A0) = det(CAC∗) = det(C) det(A) det(C∗) = det(A) = 1
76ÙòB∗óõìâïëßæåôáé ï áíáóôñïöïóõæõãÞò ôïýB
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Ãéá íá åßìáóôå, ëïéðüí, óå èÝóç íá åöáñìüóïõìå ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç, áñ-

êåß íá åðéëÝîïõìå êáôÜëëçëïõò áêåñáßïõò   ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç áíéóüôçôá

0 2 + 0 2  2 + 2 ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôç óõíèÞêç (5.129), ç åðéëïãÞ ôùí  

ãßíåôáé ùò áêïëïýèùò:

(i) ÅÜí   
2  ôüôå ãéá  = −1 êáé  = 0 Ý·ïõìå 0 = −    êáé

0 2 + 0 2 = (− )2 + 2  2 + 2

(ii) ÅÜí   −
2  ôüôå ãéá  = 1 êáé  = 0 Ý·ïõìå 0 = +   

2  − êáé

0 2 + 0 2 = (+ )2 + 2  2 + 2

(iii) ÅÜí   
2  ôüôå ãéá  = 0 êáé  = −1 Ý·ïõìå 0 = −    êáé

0 2 + 0 2 = 2 + (− )2  2 + 2

(iv) ÅÜí   −
2  ôüôå ãéá  = 0 êáé  = 1 Ý·ïõìå 0 = +   

2  − êáé

0 2 + 0 2 = 2 + (+ )2  2 + 2

Ãéá ôá áíùôÝñù (óõãêåêñéìÝíá)  êáé  õðÜñ·åé (óýìöùíá ìå ôçí åðáãùãéêÞ ìáò

õðüèåóç) ðßíáêáò D ∈ Mat2×2(Z[]): A0 = DD∗ ïðüôå èÝôïíôáò B := C−1D
ëáìâÜíïõìå

A = C−1A0 (C∗)−1 = C−1DD∗ (C∗)−1 = (C−1D)(C−1D)∗ = BB∗ (5.130)

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí 1 ≤  ≤  ôüôå éó·ýåé (êáô' áíáëïãßáí)

åßôå ||  
2 åßôå ||  

2  (5.131)

ÐñÜãìáôé° ãéá  = 1 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò (äéüôé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí  

åßíáé 6= 0), åíþ ãéá  ≥ 2 ç ôáõôü·ñïíç éó·ýò ôùí áíéóïúóïôÞôùí || ≤ 
2 êáé

|| ≤ 
2 èá ïäçãïýóå óå Üôïðï, êáèüóïí èá åß·áìå

2 ≤  = 2 + 2 + 1 ≤ ¡2 ¢2 + ¡2 ¢2 + 1 = 2

2 + 1  2

ÈÝôïíôáòA0 := CAC∗ üðïõ

C :=
³

1 + 

0 1

´
∈Mat2×2(Z[])

ìå ôïõò   (êÜôùèé ðñïóäéïñéóôÝïõò) áêåñáßïõò, ëáìâÜíïõìå

A0 =
³

+ 2+ 2 +2 +2 0 + 0
0 − 0 

´
∈Mat2×2(Z[])

üðïõ 0 :=  +  êáé 0 :=  +  ÌÜëéóôá, åðåéäÞ det(C) = det(C∗) = 1

Ý·ïõìå det(A0) = det(CAC∗) = det(C) det(A) det(C∗) = det(A) = 1 Ãéá íá
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åßìáóôå, ëïéðüí, óå èÝóç íá åöáñìüóïõìå ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç, áñêåß íá

åðéëÝîïõìå êáôÜëëçëïõò   ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç áíéóüôçôá 0 2+0 2  2+2

ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôç óõíèÞêç (5.131), ç åðéëïãÞ ôùí   ãßíåôáé ùò áêïëïý-

èùò:

(i) ÅÜí   
2  ôüôå ãéá  = −1 êáé  = 0 Ý·ïõìå 0 = −   êáé

0 2 + 0 2 = (−)2 + 2  2 + 2

(ii) ÅÜí   −
2  ôüôå ãéá  = 1 êáé  = 0 Ý·ïõìå 0 = +  

2  − êáé

0 2 + 0 2 = (+)2 + 2  2 + 2

(iii) ÅÜí   
2  ôüôå ãéá  = 0 êáé  = −1 Ý·ïõìå 0 = −   êáé

0 2 + 0 2 = 2 + (−)2  2 + 2

(iv) ÅÜí   −
2  ôüôå ãéá  = 0 êáé  = 1 Ý·ïõìå 0 = +  

2  − êáé

0 2 + 0 2 = 2 + (+)2  2 + 2

Ãéá ôá áíùôÝñù (óõãêåêñéìÝíá)  êáé  õðÜñ·åé (óýìöùíá ìå ôçí åðáãùãéêÞ ìáò

õðüèåóç) ðßíáêáò D ∈ Mat2×2(Z[]): A0 = DD∗ ïðüôå èÝôïíôáò B := C−1D
ëáìâÜíïõìå åê íÝïõ ôçí éóüôçôá (5.130). ¤

5.7.53 Èåþñçìá. («Èåþñçìá ôùí ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí», Lagrange, 1770)

ÊÜèå  ∈ N ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ùò Üèñïéóìá

 = 2 + 2 + 2 + 2

ôùí ôåôñáãþíùí ôåóóÜñùí áêåñáßùí áñéèìþí    êáé 

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈ N Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå

üôé o  äåí äéáéñåßôáé äéÜ ôïý ôåôñáãþíïõ åíüò áêåñáßïõ  ìå || ≥ 2 äéüôé åÜí

 = 20 êáé 0 = 2 + 2 + 2 + 2 ãéá êÜðïéïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò    êáé

 ôüôå

 = ()2 + ()2 + ()2 + ()2

To ëÞììá 5.7.51 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç áêåñáßùí áñéèìþí   ôÝôïéùí þóôå íá

éó·ýåé ç éóüôçôá [−1] = []2 + []2  ÅðïìÝíùò,

∃ ∈ Z : − ¡2 + 2
¢
= 1

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá

A :=
³

 + 

−  

´
∈Mat2×2(Z[])
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éóïýôáé ìå 1 ÊáôÜ ôï ëÞììá 5.7.52,

∃B =
³

 +   + 

0 + 0 0 + 0

´
∈Mat2×2(Z[]) : A = BB∗

ÈÝôïíôáò  := 0+ 0+ 0+ 0+ (0−0+ 0− 0) áõôü óçìáßíåé üôé³
 + 

−  

´
=
³

 +   + 

0 + 0 0 + 0

´³
 −  0 − 0
 −  0 − 0

´
=
³

2 + 2 + 2 + 2 

 (0)2 + (0)2 + (0)2 + (0)2

´
êáé, éäéáéôÝñùò, üôé  = 2 + 2 + 2 + 2 ¤

5.7.54 Óçìåßùóç. (i) Ç áíùôÝñù áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.53 åßíáé áíåîÜñ-
ôçôç ôÞò (ìáêñïóêåëïýò) áðïäåßîåùò ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.49. Âåâáßùò, ôï èåþ-

ñçìá 5.7.53 ìðïñåß íá éäùèåß êáé ùò Üìåóï ðüñéóìá ôïý èåùñÞìáôïò 5.7.49: ÅÜí

Ýíáò  ∈ N åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí

áñéèìþí, ôüôå åßíáé ðáñáóôÜóéìïò êáé ùò Üèñïéóìá ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí. (Áñ-

êåß êáíåßò íá ðñïóèÝóåé ôï 02 óôï Üèñïéóìá.) Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ï èåùñïýìå-

íïò  ∈ N äåí åßíáé ðáñáóôÜóéìïò ùò Üèñïéóìá ôùí ôåôñáãþíùí ôñéþí áêåñáßùí
áñéèìþí, Ý·ïõìå  = 4(8 + 7) ãéá êÜðïéïõò   ∈ N0 Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,

ôï èåþñçìá 5.7.49 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

∃ (  ) ∈ Z3 : 8 + 6 = 2 + 2 + 2

ïðüôå 8 + 7 = 12 + 2 + 2 + 2 êáé  = (2)2 + (2)2 + (2)2 + (2)2 

(ii) ¸íáò öõóéêüò áñéèìüò åíäÝ·åôáé íá ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ôåóóÜñùí ôåôñá-

ãþíùí êáôÜ äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Åðß ðáñáäåßãìáôé,

36 = 62 + 02 + 02 + 02 = 42 + 42 + 22 + 02

= 32 + 32 + 32 + 32 = 52 + 32 + 12 + 12

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, õðÜñ·åé ìéá (Üðåéñç) áêïëïõèßá öõóéêþí áñéèìþí ðïõ ãñÜ-

öïíôáé ùò Üèñïéóìá ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí êáôÜ Ýíáí êáé ìüíïí ôñüðï (ìÝ·ñéò

áíáäéáôÜîåùò ôùí ôåóóÜñùí ðñïóèåôÝùí):

1 2 3 5 6 7 8 11 14 15 23 24 32 56 96 128 224 384

512 896 1536 2048 3584 6144 8192 14336 24576 32768 

(iii) To 1834 o Carl Gustav Jacob Jacobi (1804-1851) áðÝäåéîå üôé ôï ðëÞèïò üëùí

ôùí äõíáôþí ðáñáóôÜóåùí åíüò  ∈ N ùò áèñïßóìáôïò ôåóóÜñùí ôåôñáãþíùí

éóïýôáé ìå77

8
X

{∈N: | êáé 4-}


77Âë. M.D.Hirschhorn: A simple proof of Jacobis four-square theorem, Proc. Amer. Math. Soc. 101 (1987) 436-438
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5.8 ÁÑÉÈÌÏÈÅÙÑÇÔÉÊÅÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ ÉÉ:

ÅÉÄÉÊÅÓ ÄÉÏÖÁÍÔÉÊÅÓ ÅÎÉÓÙÓÅÉÓ

Ç åñãáóßá ìå ðåñéï·Ýò ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò êáèßóôáôáé åðïéêïäï-

ìçôéêÞ áêüìç êáé êáôÜ ôçí åðßëõóç ïñéóìÝíùí äéïöáíôéêþí åîéóþóåùí. Óôçí ðá-

ñïýóá åíüôçôá äßäïíôáé äýï ðáñáäåßãìáôá: H åîßóùóç ôïý Mordell (ãéá åéäéêÝò
ôéìÝò ôÞò ðáñáìÝôñïõ ôçò) êáé ç åîßóùóç ôùí Ramanujan êáé Nagell.

I Eîßóùóç ôïý Ìordell. Åíôüò ôïýR2 áõôÞ ðåñéãñÜöåé êÜðïéá åéäéêÞ åëëåéðôéêÞ

êáìðýëç. Æçôåßôáé ï åíôïðéóìüò ôùí êéãêëéäùìáôéêþí óçìåßùí (Þôïé ôùí óçìåßùí

ôïý R2 ôùí å·üíôùí áìöüôåñåò ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôïõò áêÝñáéåò) ðïõ êåßíôáé åðß

ôÞò êáìðýëçò.

5.8.1 Ïñéóìüò. Ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç

2 = 3 +  (5.132)

üðïõ  ∈ Zr{0} êáëåßôáé åîßóùóç ôïý Ìordell78, Ý·ïõóá ùò ðáñÜìåôñü ôçò

ôïí  Åßíáé ãíùóôü79 üôé ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (5.132) åßíáé åßôå

ðåðåñáóìÝíï åßôå ôï ∅ (áíáëüãùò ôùí ôéìþí ôÞò ðáñáìÝôñïõ ).

I EîÝôáóç åéäéêþí ðåñéðôþóåùí ìå   0¼ôáí  ∈ {−1−2−3−4} ï ðñïó-
äéïñéóìüò ôïý óõíüëïõ ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (5.132) äéåõêïëýíåôáé áéóèçôÜ
áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò

O−1 = Z[] O−2 = Z[
√−2] êáé O−3 = Z[3] üðïõ 3 := exp( 23 ) = −1+√−3

2


åßíáé Ð.Ì.Ð. (Âë. èåùñÞìáôá 5.5.7 êáé 5.4.21, êáé ðüñéóìá 5.6.8.)

5.8.2 Èåþñçìá. ¼ôáí  = −1 ç ìüíç ëýóç ( ) ∈ Z × Z ôÞò åîéóþóåùò (5.132)

åßíáé ç (1 0)

Áðïäåéîç. ¸óôù ( ) ∈ Z×Z ìéá ëýóç ôÞò (5.132) ãéá  = −1 ÅÜí ï áêÝñáéïò

 Þôáí Üñôéïò, ôüôå èá åß·áìå

2 + 1 = 3 ≡ 0(mod 8)⇒ 2 ≡ −1 ≡ 7(mod 8)
78Óôç âéâëéïãñáößá óõíáíôÜôáé åíßïôå êáé ùò åîßóùóç ôïý Âachet, äéüôé o Claude Gaspard Bachet de Mªziriac (1581-
1638) Þôáí ï ðñþôïò ðïõ (ôï Ýôïò 1621) âñÞêå ôéò áêÝñáéåò ëýóåéò ôçò üôáí  = −2 Ùóôüóï, Þôáí ï Louis Joel

Mordell (1888-1972) åêåßíïò ï ïðïßïò áöéÝñùóå Ýíá ìåãÜëï ìÝñïò ôùí åñåõíçôéêþí ôïõ äñáóôçñéïôÞôùí óôç äéåîï-

äéêÞ ìåëÝôç ôçò (ãéá áðåéñïðëçèåßò ôéìÝò ôÞò ðáñáìÝôñïõ ) êáé êáôá·þñéóå ïñéóìÝíá áðü ôá êýñéá áðïôåëÝóìáôÜ

ôïõ óôï êåöÜëáéï 26 ôïý óõããñÜììáôüò ôïõ õðü ôïí ôßëï Diophantine Equations, Academic Press 1969

79Âë. L.J. Mordell: Indeterminate equations of the third and fourth degree, Quart. J. of Pure and Applied Math. 45
(1914) 170-186 êáé ôïý éäßïõ: A statement of Fermat, Proc. London. Math. Soc. (2) 18 (1919) 5-6

Ðñïóï·Þ! Ôïýôï ðáýåé íá éó·ýåé ãéá ñçôÝò ëýóåéò ôÞò (5.132). Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá  ∈ {1−432} êáé ìå ôïí  ìç

äéáéñïýìåíï äéÜ ôÞò Ýêôçò äõíÜìåùò åíüò öõóéêïý áñéèìïý, åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß üôé ç ýðáñîç ôïõëÜ·éóôïí ìßáò
ëýóåùò ( ) ∈ Q× Q ôÞò (5.132) óõíåðéöÝñåé ôçí ýðáñîç áðåéñïðëçèþí ñçôþí ëýóåùí !
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ðñÜãìá áäýíáôï80. ¢ñá ï  åßíáé ðåñéôôüò êáé ï  Üñôéïò, êáé åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð.

Z[] ôùí ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí éó·ýåé ç éóüôçôá

( + )( − ) = 3 (5.133)

ÅÜí  6= 0 ôüôå +  −  ∈ Z[]r{Z[]× ∪ {0}} (äéüôé Z[]× = {±1±}) êáé åßíáé
ó·åôéêþò ðñþôá. ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ÌÊÄZ[]( +   − ) ôüôå

 |  ± ⇒N() | N( ± ) = 2 + 1 = 3 ≡ 1(mod 2)

 | ( + )− ( − ) = 2⇒N() | N(2) = 4

ïðüôå ï (êáô' áíÜãêçí ðåñéôôüò 81 ìç áñíçôéêüò82 áêÝñáéïò)N() éóïýôáé ìå 1. (Ï

ìüíïò ðåñéôôüò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò äéáéñÝôçò ôïý 4 åßíáé ôï 1) ¢ñá  ∈ Z[]×
êáé, ùò åê ôïýôïõ,  ∼

óõí.
1 (Âë. 5.2.39 (vi) êáé 5.2.4 (iv).) ÓçìåéùôÝïí üôé

1 = 13 −1 = (−1)3  = (−)3 − = 3

Ëüãù ôÞò (5.133) ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç áêåñáßùí  

ìå ( ) ∈ {(0 0) (±1 0) (0±1)} êáé ôÝôïéùí, þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá83

 +  = (+ )3 = 
¡
2 − 32¢+ 

¡
32 − 2

¢


áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé üôé

 = 
¡
2 − 32¢ êáé 

¡
32 − 2

¢
= 1

Ðñïöáíþò,  ∈ {±1} Ç ôéìÞ  = 1 áðïêëåßåôáé (äéüôé ç 32 = 2 äåí äéáèÝôåé

áêåñáßá ëýóç). Áõôü óçìáßíåé üôé ( ) = (0−1) ¼ìùò ( ) 6= (0−1) (åî
õðïèÝóåùò). ÅðïìÝíùò,  = 0⇒ ( ) = (1 0) ¤

5.8.3 Èåþñçìá. ¼ôáí  = −2 oé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z× Z ôÞò (5.132) åßíáé ïé

( ) ∈ {(3 5) (3−5)}

Áðïäåéîç. ¸óôù ( ) ∈ Z×Z ìéá ëýóç ôÞò (5.132) ãéá  = −2 ÅÜí ï áêÝñáéïò

 Þôáí Üñôéïò, ôüôå èá åß·áìå

2 + 2 = 3 ≡ 0(mod 8)⇒ 2 ≡ −2 ≡ 6(mod 8)
80ÅÜí  = 8+  üðïõ  ∈ Z êáé  ∈ {0  7} ôüôå 2 = 642 + 16+ 2 ≡ 2(mod 8) üðïõ 2 ≡ 0 1
Þ 4(mod 8)

81ÅÜí ôï 2 äéáéñïýóå ôïíN() ôüôå èá Ýðñåðå íá äéáéñåß êáé ôïí 3 ðñÜãìá áäýíáôï.

82Âë. 5.2.39 (v).

83Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15, êáé ôï  −  ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ùò êýâïò êÜðïéïõ óôïé·åßïõ ôÞò

Ð.Ì.Ð. Z[] Ùóôüóï, ôïýôï äåí èá ôï ·ñåéáóèïýìå åäþ.
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ðñÜãìá áäýíáôï (äéüôé 2 ≡ 0 1 Þ 4(mod 8)). ¢ñá áìöüôåñïé ïé  êáé  åßíáé

ðåñéôôïß, êáé åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð. O−2 = Z[
√−2] éó·ýåé ç éóüôçôá

( +
√−2)( −√−2) = 3 (5.134)

ÅðåéäÞ Z[
√−2]× = {±1} ôá ±√−2 áíÞêïõí óôï Z[√−2]r{Z[√−2]×∪{0}} êáé

åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, äéüôé åÜí  ∈ÌÊÄZ[
√−2]( +

√−2  −√−2) ôüôå
 |  ±√−2⇒N() | N( ±√−2) = 2 + 2 = 3 ≡ 1(mod 2)

 | ( +√−2)− ( −√−2) = 2√−2⇒N() | N(2√−2) = 8
ïðüôå ï (êáô' áíÜãêçí ðåñéôôüò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò)N() éóïýôáé ìå 1. (Ï ìü-

íïò ðåñéôôüò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò äéáéñÝôçò ôïý 8 åßíáé ôï 1) ¢ñá  ∈ Z[√−2]×
êáé, ùò åê ôïýôïõ,  ∼

óõí.
1 (Âë. 5.2.39 (vi) êáé 5.2.4 (iv).) ÓçìåéùôÝïí üôé

1 = 13−1 = (−1)3 Ëüãù ôÞò (5.134) ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15 åããõÜôáé

ôçí ýðáñîç áêåñáßùí   ìå ( ) ∈ {(0 0) (±1 0)} êáé ôÝôïéùí, þóôå íá éó·ýåé ç

éóüôçôá

 +
√−2 = (+ 

√−2)3 = 
¡
2 − 62¢+ 

¡
32 − 22¢√−2

áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé üôé

 = 
¡
2 − 62¢ êáé 

¡
32 − 22¢ = 1

Ðñïöáíþò,  ∈ {±1} Ç ôéìÞ  = −1 áðïêëåßåôáé (äéüôé 32 − 2 = −1⇒ 32 = 1

üðïõ ç ôåëåõôáßá åîßóùóç äåí äéáèÝôåé áêåñáßá ëýóç). Áõôü óçìáßíåé üôé  = 1

êáé 32 = 3⇒  ∈ {±1} ïðüôå ( ) ∈ {(3 5) (3−5)} ¤

5.8.4 Èåþñçìá. ¼ôáí  = −3 ç åîßóùóç (5.132) äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò.

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé ìéá ëýóç ( ) ∈ Z × Z ôÞò (5.132) ãéá

 = −3 ÅÜí ï áêÝñáéïò  Þôáí Üñôéïò, ôüôå èá åß·áìå

2 + 3 = 3 ≡ 0(mod 8)⇒ 2 ≡ −3 ≡ 5(mod 8)
ðñÜãìááäýíáôï (äéüôé 2 ≡ 0 1Þ 4(mod 8)). ¢ñáï åßíáé ðåñéôôüò êáé ï  Üñôéïò.

ÌÜëéóôá,  ≡ 3(mod4) äéüôé84

2 ≡ 0(mod 4)⇒ 2 + 3 = 3 ≡ 3(mod 4)
Èåùñïýìå ôïí äáêôýëéï

O−3 = Z[6] = Z[−23] =
n
+ 1+

√−3
2 

¯̄̄
  ∈ Z

o
=
5.5.2

n
+
√−3
2

¯̄̄
 ∈ Z êáé  ≡ (mod 2)

o
84ÃñÜöïíôáò  = 4 + üðïõ  ∈ Z êáé ∈ {0 1 2 3} ëáìâÜíïõìå 3 = 4(163 + 122 + 32) +3

ïðüôå3 ≡ 3(mod 4)⇒  = 3
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ôùí áêåñáßùí ôïý Q(
√−3) üðïõ 3 := exp(23 ) = −1+

√−3
2 

6 := exp(
2
3 ) =

1+
√−3
2 = −23 êáé 23 + 3 + 1 = 0

ÓçìåéùôÝïí üôé85 O−3 = Z[3] êáé86

O×−3 =
5.5.3 (iii)

n
6

¯̄̄
 ∈ {0 1 2 3 4 5}

o
=
©±1±3±23ª 

Ï äáêôýëéïò O−3 üíôáò N-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ (êáôÜ ôï èåþñçìá 5.5.7), åßíáé

Ð.Ê.É. êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé Ð.Ì.Ð. (Âë. èåþñçìá 5.4.21 êáé ðüñéóìá 5.6.8.)

Åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð.87 O−3 ï êýâïò 3 ðáñáãïíôïðïéåßôáé ùò áêïëïýèùò:

(( − 1) + 23| {z }
∈O−3

)(( + 1)− 23| {z }
∈O−3

) = ( +
√−3)( −√−3) = 2 + 3 = 3 (5.135)

üðïõ  ±√−3 ∈ O−3r{O×−3 ∪ {0}} EÜí  ∈ÌÊÄO−3( +
√−3  −√−3) ôüôå

 |  ±√−3⇒N() | N( ±√−3) = 2 + 3 = 3 ≡ 1(mod 2)

 | ( +√−3)− ( −√−3) = 2√−3⇒N() | N(2√−3) = 12
ïðüôå ï (êáô' áíÜãêçí ðåñéôôüò ìç áñíçôéêüò88 áêÝñáéïò)N() éóïýôáé åßôå ìå 1

åßôå ìå 3Áò õðïèÝóïõìå üôéN() = 3 ÅðåéäÞ ôï 3 åßíáé ðñþôïò áñéèìüò, Ý·ïõìå

3 | 3 =⇒
5.1.7

3 | ⇒ 32 | 2
2 | 3

)
⇒ 32 | 3 (5.136)

êáé

3 | 3 ⇒ 3 | 3 − 3 = 2 =⇒
5.1.7

3 |  ⇒ 32 | 2 (5.137)

Áðü ôéò (5.136) êáé (5.137) Ýðåôáé üôé 32 | 3 − 2 = 3¢ôïðï! ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

N() = 1 =⇒
5.5.3 (ii)

 ∈ O×−3

 = |{z}
∈O×
−3

·1 =⇒
5.2.5

 ∼
óõí.

1

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =⇒
5.2.12

1 ∈ÌÊÄO−3( +
√−3  −√−3)

äçëáäÞ ôá  +
√−3  −√−3 åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá. Ëüãù ôÞò (5.135) ôï (i) ôïý

ðïñßóìáôïò 5.6.15 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç áêåñáßùí  ìå () ∈ {(0 0) (±2 0)}
85Ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ Z Ý·ïõìå + 3 = (− ) + (−23) ∈ O−3 ïðüôå Z[3] ⊆ O−3Êáé áíôéóôñüöùò°

ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ Z Ý·ïõìå + (−23) = (+ ) + 3 ∈ Z[3] ïðüôåO−3 ⊆ Z[3]
86Ðñïöáíþò, 06 = 1 16 = −23 26 = 3 

3
6 = −1 46 = 23 

5
6 = −3

87Ðñïóï·Þ! Ç ãíÞóéá õðïðåñéï·Þ Z[
√−3] ôÞò Ð.Ì.Ð. O−3 åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç áëëÜ äåí åßíáé

Ð.Ì.Ð. (Âë. åä. 5.6.7 (i).) Ãé' áõôüí ôïí ëüãï åñãáæüìáóôå ìå ôçíO−3
88Âë. (5.51).
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êáé  ≡ (mod 2) Þôïé áìöïôÝñùí áñôßùí Þ áìöïôÝñùí ðåñéôôþí êáé ôÝôïéùí,

þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

 +
√−3 = 

³
+
√−3
2

´3
= 

8

¡
(3 − 92) + 3(2−3)

√−3¢  (5.138)

ãéá êÜðïéï  ∈ O×−3 Äéáêñßíïõìå ðåñéðôþóåéò.
Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  = ±1 ôüôå åîéóþíïíôáò ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç óôçí

(5.138) ëáìâÜíïõìå 8 = ±3(2−3)⇒ 3 | 8 ¢ôïðï!

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ∈ ©−3−23ª  Þôïé  = 1±√−3
2  ôüôå åîéóþíïíôáò åê

íÝïõ ôá öáíôáóôéêÜ ìÝñç óôçí (5.138) ëáìâÜíïõìå

16 = ±(3 − 92) + 3(2−3) = ((±) +)
3 − 12(±)2 − 43

ÅðåéäÞ  ≡ (mod 2) Ý·ïõìå (±) + ≡ 0(mod 2) ⇒ ∃ ∈ Z : (±) + = 2

ïðüôå

16 = (2)3 − 12(2−)2 − 43 ⇒ 2 = 3 − 32+3 (5.139)

ÅÜí åßôå ï Ýíáò åê ôùí áêåñáßùí  åßíáé Üñôéïò êáé ï Üëëïò ðåñéôôüò åßôå áì-
öüôåñïé ïé  åßíáé ðåñéôôïß, ç (5.139) åßíáé áíáëçèÞò, êáèþò ôï äåîéü ôçò ìÝëïò

èá åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò áêÝñáéïò. ¢ñá áìöüôåñïé ïé  åßíáé Üñôéïé. ¼ìùò ôïýôï

óçìáßíåé üôé ôï äåîéü ìÝëïò ôÞò (5.139) èá äéáéñåßôáé äéÜ ôïý 8 ¢ôïðï!

Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÅÜí  ∈ ©3 23ª  Þôïé  = −1±√−3
2  ôüôå åîéóþíïíôáò ôá öá-

íôáóôéêÜ ìÝñç óôçí (5.138) ëáìâÜíïõìå

16 = ±(3 − 92)− 3(2−3) = ((±) +)3 − 12(±)2 − 62+ 23

ÅðåéäÞ  ≡ (mod 2) Ý·ïõìå (±) + ≡ 0(mod 2) ⇒ ∃ ∈ Z : (±) + = 2

ïðüôå

16 = (2)3 − 12(2−)2 − 6(2−)2+ 23

⇒ 2 = 3 − 32 +3

êáé ìÝóù ôùí åðé·åéñçìÜôùí ðïõ ·ñçóéìïðïéÞèçêáí óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç êá-

ôáëÞãïõìå åê íÝïõ óå Üôïðï! ¢ñá ç åîßóùóç (5.132) ôïý Mordell äåí äéáèÝôåé

áêÝñáéåò ëýóåéò üôáí  = −3 ¤

5.8.5 Èåþñçìá. ¼ôáí  = −4 oé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z× Z ôÞò (5.132) åßíáé ïé

( ) ∈ {(2±2) (5±11)}

Áðïäåéîç. ¸óôù ( ) ∈ Z× Z ìéá ëýóç ôÞò (5.132) ãéá  = −4 ÅðåéäÞ

2 + 4 = 3 ⇒ 2 ≡ 3(mod 2)
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åßôå áìöüôåñïé ïé   åßíáé ðåñéôôïß åßôå áìöüôåñïé åßíáé Üñôéïé.

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí áìöüôåñïé ïé   åßíáé ðåñéôôïß, ôüôå åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð.

Z[] ôùí ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí éó·ýåé ç éóüôçôá

( + 2)( − 2) = 3 (5.140)

Ôá óôïé·åßá +2 −2 áíÞêïõí óôï Z[]r{Z[]×∪{0}} (äéüôé Z[]× = {±1±})
êáé åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá. ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ÌÊÄZ[]( +   − ) ôüôå

 |  + 2⇒N() | N( + 2) = 2 + 4 = 3 ≡ 1(mod 2)

 | ( + 2)− ( − 2) = 4⇒N() | N(4) = 16

ïðüôå ï (êáô' áíÜãêçí ðåñéôôüò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò) N() éóïýôáé ìå 1. (Ï

ìüíïò ðåñéôôüò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò äéáéñÝôçò ôïý 16 åßíáé ôï 1) ¢ñá  ∈ Z[]×
êáé, ùò åê ôïýôïõ,  ∼

óõí.
1 (Âë. 5.2.39 (vi) êáé 5.2.4 (iv).) ÓçìåéùôÝïí üôé

1 = 13 −1 = (−1)3  = (−)3 − = 3 (5.141)

Ëüãù ôÞò (5.140) ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç áêåñáßùí  

ìå ( ) ∈ {(0 0) (±1 0) (0±1)} êáé ôÝôïéùí, þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

 + 2 = (+ )3 = 
¡
2 − 32¢+ 

¡
32 − 2

¢


áðü ôçí ïðïßá Ýðåôáé üôé

 = 
¡
2 − 62¢ êáé 

¡
32 − 2

¢
= 2

Áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç óõíÜãåôáé üôé  ∈ {±1±2} Ïé ôéìÝò  = 2  = −1
êáé  = 1 áðïêëåßïíôáé (ïé ðñþôåò äýï äéüôé ïé 32 = 5 êáé 32 = −1 äåí äéáèÝ-

ôïõí áêåñáßá ëýóç êáé ç ôñßôç äéüôé ï  èá üöåéëå íá åßíáé Üñôéïò). Ãéá  = −2
ëáìâÜíïõìå

 = ±1⇒ ( ) ∈ {(5 11) (5−11)}

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí áìöüôåñïé ïé   åßíáé Üñôéïé, ôüôå  = 20 êáé  = 20

ãéá êÜðïéïõò 0 0 ∈ Z ïðüôå

(20)2 + 4 = (20)3 ⇒ 0 2 + 1 = 20 3 (5.142)

êáé åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð. Z[] ôùí ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí éó·ýåé ç éóüôçôá

(0 + )(0 − ) = 20 3

ÅÜí  ∈ÌÊÄZ[](
0 +  0 − ) ôüôå  | (0 + ) − (0 − ) = 2 = (1 + )2 ïðüôå

 = (1 + )2 ãéá êÜðïéïí  ∈ Z[] Ôï 1 +  åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò Ð.Ì.Ð.
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Z[] (äéüôéN(1 + ) = 2 âë. ðñüôáóç 5.3.9). ÅðïìÝíùò, ôï  åßíáé óõíôñïöéêü ìå

Ýíá åê ôùí óôïé·åßùí 1  + 1 Þ (1 + )2 Ôï  + 1 äéáéñåß áìöüôåñá ôá 0 +  êáé

0 −  äéüôé

0 ±  = (1+
0

2|{z}
∈Z

± 1−0
2|{z}
∈Z

)(+ 1)

ïðüôå  ¿
óõí.

1 äéüôé  + 1 ∈ Z[] (Bë. ëÞììá 5.2.27 êáé ðñüôáóç 5.2.12.) Áðü ôçí

Üëëç ìåñéÜ, ôï (1 + )2 äåí åßíáé êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí 0 +  êáé 0 −  äéüôé åÜí

ßó·õå

(1 + )2 | 0 +  = (1+
0

2|{z}
∈Z

+ 1−0
2|{z}
∈Z

)(+ 1)⇒ 1 +  | 1+02 + 1−0
2 

èá õðÞñ·áí   ∈ Z ìå

1+0
2 + 1−0

2  = (1 + )( + ) =  −  + ( + ) 

⇒ [1 + 0 = 2( − ) 1− 0 = 2 ( + )]⇒ 2 = 1

ðñÜãìá áäýíáôï. ¢ñá  ∼
óõí.

 + 1 Tï  + 1 åßíáé Ýíáò ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò

ôùí 0 +  êáé 0 −  êáé

0 +  = (+ 1)(+ ) êáé 0 −  = (+ 1)(+ ) (5.143)

üðïõ ôá +  +  ∈ Z[] åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá. (Âë. ðñüôáóç 5.2.12 êáé ëÞììá

5.2.28.) ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

20 3 = (0 + )(0 − ) = (1 + )2(+ )(+ ) = 2(+ )(+ )

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

(+ )(+ ) = 1

0 3 = (−)0 3 = (0)3 (5.144)

Ðñïöáíþò, ( ) ∈ {(0 0) (−1 0)} (áðü ôçí ðñþôç åê ôùí (5.143)). ÅðéðñïóèÝ-

ôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ( ) = (1 0) Ý·ïõìå  = 0 0 3 = − êáé

0 = 1 ïðüôå

1 = 0 2 = 20 3 − 1⇒ 0 3 = 1 = −⇒ 0 = 1⇒ ( ) = (2 2)

ÅÜí ( ) ∈ {(1 0) (0±1)} ôüôå ëüãù ôùí (5.144) êáé (5.141) ôï (ii) ôïý ðïñßóìá-

ôïò 5.6.15 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç áêåñáßùí  ìå () ∈ {(0 0) (±1 0) (0±1)}
êáé ôÝôïéùí, þóôå íá éó·ýåé

+  = 0+
+1 = ( +)

3

⇒ 0 +  = (3 − 32 − 32+3) + (3 − 32 + 32−3)
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Þ, éóïäõíÜìùò,(
0 = 3 − 32 − 32+3 = ( +)(2 − 4+2)

1 = 3 − 32 + 32−3 = ( −)(2 + 4+2)

)

Áðü ôç äåýôåñç åîßóùóç óõíÜãåôáé üôé åßôå

[ − = −1 êáé 2 + 4+2 = −1] åßôå [ − = 1 êáé 2 + 4+2 = 1]

Ôï ðñþôï åíäå·üìåíï áðïêëåßåôáé (äéüôé åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé  ∈ Z). ¢ñá

 − = 1 êáé

 ∈ {−1 0}⇒ () ∈ {(0−1) (1 0)}
¢ôïðï! ¢ñá ( ) ∈ {(1 0) (0±1)} ÅÜí  = 0 ôüôå (áðü ôçí ðñþôç åê ôùí

(5.143)) ëáìâÜíïõìå

[ = 1 êáé 0 = −1] =⇒
(5.142)

0 = 1⇒ ( ) = (2−2)

ÅÜí  = 1 êáé  = 0 ôüôå (áðü ôçí ðñþôç åê ôùí (5.143)) ëáìâÜíïõìå 0 = 1 êáé
áðü ôçí (5.142) Ýðåôáé åê íÝïõ üôé ( ) = (2−2) ¤

5.8.6 Óçìåßùóç. (i) Ãéá Ýíáí áêÝñáéï  ≤ −1 óôåñïýìåíïí ôåôñáãþíùí ç áêå-

ñáßá ðåñéï·Þ O (óýìöùíá ìå ôá èåùñÞìáôá 5.5.14 êáé 5.6.10) åßíáé Ð.Ì.Ð. ìü-

íïí üôáí

 ∈ {−163−67−43−19−11−7−3−2−1} 
Ãéá áõôÝò ôéò åííÝá ôéìÝò ôïý ç åîßóùóç (5.132) ôïý Mordell Ý·ïõóá ðáñÜìåôñï

 = 2 (ãéá êÜðïéïí  ∈ N) ìáò åðéôñÝðåé ôçí ðáñáãïíôïðïßçóç
3 = 2 −  = 2 − (√)2 = ( − 

√
| {z }

∈O

)( + 
√
| {z }

∈O

)

ôïý êýâïõ 3 åíôüò ôÞò O (Þ êÜðïéåò ðáñüìïéåò, üðùò, ð.·., óôç äåýôåñç ðåñß-
ðôùóç ôÞò áðïäåßîåùò ôïý èåùñÞìáôïò 5.8.5). Ôïýôï, óå óõíäõáóìü ìå ïñéóìÝíá
åíäéÜìåóá óôïé·åéþäç áñéèìïèåùñçôéêÜ åðé·åéñÞìáôá êáé ìå ôï üôé ç O× åßíáé
ãíùóôÞ, ìáò åðéôñÝðåé, üôáí ôá óôïé·åßá − √ êáé + 

√
 åßíáé ðñþôá ìåôáîý

ôïõò åíôüò ôÞòO ôçí åöáñìïãÞ ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15 êáôÜ ôçí áíáæÞôçóç ôõ-
·üí áêåñáßùí ëýóåùí ( ) ∈ Z×Z ôÞò (5.132). Ùóôüóï, åíäÝ·åôáé ïé áðáéôïýìå-
íïé õðïëïãéóìïß íá åßíáé áñêåôÜ ðåñßðëïêïé (üðùò, ð.·., üôáí89  = −18 = −2 ·32
Þ üôáí90  = −28 = −7 · 22) Þ/êáé íá êáôáëÞãïõí óå Üëëåò äéïöáíôéêÝò åîéóþóåéò

89Âë. R. Finkelstein & H. London: On Mordell's equation 2 −  = 3 An interesting case of Sierpinski, Journal of
Number Theory 2 (1970) 310-321

90Âë. W.J. Ellison, F. Ellison, J. Pesek, C.E. Stahl &D. Stall: The diophantine equation 2+ =3 Journal of Number

Theory 4 (1972) 107-117
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(ü·é ðÜíôïôå áíáãüìåíåò óôç ìåëÝôç ðáñáãïíôïðïéÞóåùí åíôüò êÜðïéáò, Ýóôù êáé
äéáöïñåôéêÞò, Ð.Ì.Ð.). ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ï  äåí åßíáé ôÞò ìïñöÞò  = 2 ôï
áíùôÝñù ôÝ·íáóìá äåí åßíáé åöáñìüóéìï. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, åßíáé áðáñáß-
ôçôç ç ·ñÞóç åßôå êáôÜëëçëùí ãåíéêåýóåùí ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15 (ãéá áêÝñáéåò
ðåñéï·Ýò ðïõ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí Ð.Ì.Ð.) åßôå Üëëùí áëãåâñéêþí Þ/êáé ãåù-
ìåôñéêþí ìåèüäùí (ð.·., áðü ôç Èåùñßá ôùí Åëëåéðôéêþí Êáìðõëþí ê.Ü.).

(ii) Óôïí êÜôùèé êáôÜëïãï Ý·ïõí êáôá·ùñéóèåß ïé ôéìÝò ôÞò ðáñáìÝôñïõ  ìå
−50 ≤  ≤ −1 ãéá ôéò ïðïßåò ç åîßóùóç (5.132) ôïý Mordell äéáèÝôåé áêÝñáéåò
ëýóåéò, êáèþò êáé ïé ßäéåò ïé ëýóåéò.

 (±)
−1 (1 0)

−2 (3 5)

−4 (2 2) (5 11)

−7 (2 1) (32 181)

−8 (2 0)

−11 (3 4) (15 58)

−13 (17 70)

−15 (4 7)

−18 (3 3)

−19 (7 18)

−20 (6 14)

−23 (3 2)

 (±)
−25 (5 10)

−26 (3 1) (35 207)

−27 (3 0)

−28 (4 6) (8 22) (37 225)

−35 (11 36)

−39 (4 5) (10 31) (22 103)

−40 (14 52)

−44 (5 9)

−45 (21 96)

−47 (6 13) (12 41) (63 500)

−48 (4 4) (28 148)

−49 (65 524)

I EîÝôáóç åéäéêþí ðåñéðôþóåùí ìå ðáñÜìåôñï   0 Äåéãìáôïëçðôéêþò,

óôï èåþñçìá 5.8.9 ðñïóäéïñßæïíôáé üëåò ïé áêÝñáéåò ëýóåéò ôÞò åîéóþóåùò (5.132)

üôáí  = 1 åíþìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 5.8.10 áðïäåéêíýåôáé ç ìç ýðáñîçáêåñáßùí

ëýóåùí üôáí  = 6

5.8.7 Èåþñçìá. Ç åîßóùóç 3 + 3 = 23 äåí äéáèÝôåé ëýóåéò (  ) ∈ Z×Z×Z
üôáí  6=  êáé  6= 0
Áðïäåéîç. Ìéá áðüäåéîç åíôïðßæåôáé óôï âéâëßï ôùí «Óôïé·åßùí ôÞò ¢ëãåâñáò»

ôïý L. Euler91 (ðïõ åß·å ðñùôïäçìïóéåõèåß ôï 1770). Ãéá Üëëç ìßá (ðáñüìïéá áëëÜ

ëåðôïìåñÝóôåñç) áðüäåéîç ìå óôïé·åéþäç ìÝóá (ïöåéëüìåíç óôïí A. Waculicz92)

âë. W. Sierpinski: Elementary Theory of Numbers, North Holland, 1991 Thm. 9

pp. 77-78 ¤

5.8.8 Ðüñéóìá. Oé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z×Z ôÞò åîéóþóåùò 3 − 23 = 1 åßíáé ïé

( ) ∈ {(1 0) (−1−1)}
91Âë. L. Euler: Elements of Algebra, translated by J. Hewlett, reprinted from the fifth ed. (Longman, Orman and Co.,

1840), with an introduction by C. Truesdell, Springer-Verlag, 1972 èåþñçìá ôïý åä. 247 óåë. 456-468

92A. Waculicz: On the equation 3 + 3 = 23 Colloq. Math. 5 (1957) 11-15
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Áðïäåéîç. ÅÜí 3−23 = 1 ãéá êÜðïéï æåýãïò ( ) ∈ Z×Z ôüôå (óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá 5.8.7, åöáñìïæüìåíï ãéá  = −1) åßôå  = −1 (ïðüôå 3 = −1⇒  = −1)
åßôå  = 0 (ïðüôå 3 = 1⇒  = 1). ¤

5.8.9 Èåþñçìá. ¼ôáí  = 1 oé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z×Z ôÞò åîéóþóåùò (5.132)
åßíáé ïé

( ) ∈ {(−1 0) (0±1) (2±3)}
Áðïäåéîç. ¸óôù ( ) ∈ Z× Z ìéá ëýóç ôÞò (5.132) ãéá  = 1 Ôüôå

2 − 1 = ( + 1)( − 1) = 3 (5.145)

ÅðåéäÞ ( + 1)− ( − 1) = 2 Ý·ïõìå ìêä( + 1  − 1) ∈ {1 2}
Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  = 0 ôüôå ç (5.145) äßäåé  = −1 Åðßóçò (ëüãù ôÞò

(5.145)) ïé ôéìÝò  = ±2 åßíáé áäýíáôåò.
Ðåñßðôùóç äåýôåñç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  ∈ {0±2} êáé üôé ï  åßíáé Üñôéïò. Ôüôå
 + 1 6= ±1  − 1 6= ±1 êáé ìêä( + 1  − 1) = 1 ÅðåéäÞ Z× = {±1} êáé 13 = 1
(−1)3 = −1 ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15 åããõÜôáé (ëüãù ôÞò (5.145) êáé ôïý üôé

ï äáêôýëéïò Z åßíáé Ð.Ì.Ð.) ôçí ýðáñîç áêåñáßùí  6= ±1  6= ±1 ôÝôïéùí þóôå

íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò  + 1 = 3 êáé  − 1 = 3 Åî áõôþí óõíÜãåôáé üôé

2 = 3 − 3 = (− )
¡
2 + + 2

¢⇒ [−  = ±2 êáé 2 + + 2 = ±1]
äéüôé áìöüôåñïé ïé   åßíáé êáô' áíÜãêçí ðåñéôôïß. Ôïýôï åßíáé áäýíáôï ìå ôï

ðñüóçìï − äéüôé åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé

 = − 2⇒ 32 − 6+ 5 = 0⇒  = 1± 1
3

√−6 ∈ Z
Ìå ôï ðñüóçìï + ëáìâÜíïõìå

 = + 2⇒ 32 + 6+ 4 = 1⇒ (+ 1)2 = 0⇒ ( ) = (1−1)
Ôïýôï åßíáé åê íÝïõ áäýíáôï, äéüôé åî õðïèÝóåùò  6= ±1 êáé  6= ±1
Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÅÜí  ∈ {±1±3±5} ôüôå áðü ôçí (5.145) âëÝðïõìå üôé ïé ôéìÝò
 = ±5 åßíáé áäýíáôåò, åíþ ãéá ôéò ëïéðÝò ëáìâÜíïõìå

( ) ∈ {(0±1) (2±3)}
Ðåñßðôùóç ôÝôáñôç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  ∈ {±1±3±5} êáé üôé ï  åßíáé ðåñéô-
ôüò. Ôüôå ï  åßíáé Üñôéïò,  ≡ 1 Þ 3(mod 4) êáé

ìêä( + 1  − 1) = 2⇒ ìêä(+12  −12 ) = 1

(i) ÅÜí  ≡ 1(mod 4) ôüôå éó·ýåé ç éóüôçôá¡
1
2
¢3
= +1

2
−1
4 ìå +1

2 6= ±1 −1
4 6= ±1
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êáé ìêä(+12  2(14 ( − 1))) = 1 ⇒ ìêä(+12  −14 ) = 1 Áðü ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò

5.6.15 Ýðåôáé üôé

∃( ) ∈ (Zr{±1})× (Zr{±1}) : £+12 = 3 êáé −1
4 = 3

¤


êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé

23 − 1 =  = 43 + 1⇒ 3 − 23 = 1
Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 5.8.8, ( ) ∈ {(1 0) (−1−1)} ¢ôïðï!

(ii) ÅÜí  ≡ 3(mod 4) ôüôå − ≡ 1(mod 4) ïðüôå¡
1
2
¢3
= (−)+1

2
(−)−1

4 ìå
(−)+1

2 6= ±1 (−)−1
4 6= ±1

êáé åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá ìå ôï − óôç èÝóç ôïý  êá-

ôáëÞãïõìå åê íÝïõ óå Üôïðï. ¤

5.8.10 Èåþñçìá. ¼ôáí  = 6 ç åîßóùóç (5.132) äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò.

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé ìéá ëýóç ( ) ∈ Z × Z ôÞò (5.132) ãéá

 = 6 ÅÜí ï áêÝñáéïò  Þôáí Üñôéïò, ôüôå èá åß·áìå

2 − 6 = 3 ≡ 0(mod 8)⇒ 2 ≡ 6(mod 8)
ðñÜãìá áäýíáôï (äéüôé 2 ≡ 0 1 Þ 4(mod 8)). ¢ñá áìöüôåñïé ïé  êáé  åßíáé

ðåñéôôïß êáé93

2 ≡ 1(mod 8)⇒ 3 = 2 − 6 ≡ −5 ≡ 3(mod 8)⇒  ≡ 3(mod 8)
ÃñÜöïíôáò ôçí 2 = 3+6ùò 2+2 = 3+8 = (+2)(2−2+4) ðáñáôçñïýìå
üôé 2 + 2 ≡ 3(mod 8) êáé

2 − 2+ 4 ≡ 32 − 2 · 3 + 4 ≡ 7(mod 8) (5.146)

¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåß ôïí ðáñÜãïíôá 2 − 2+ 4 Ôüôå  6= 2
(äéüôé ï  åßíáé ðåñéôôüò) êáé

 | 2 + 2⇒ 2 ≡ −2(mod )⇔ ¡−2


¢
= 1⇐⇒

(5.92)
 ≡ 1 Þ 3(mod 8)

ÅðåéäÞ 2 − 2+ 4 = (− 1)2 + 3 ≥ 3 Ý·ïõìå94

2 − 2+ 4 = 1 · · · 
ãéá êÜðïéïõò ðñþôïõò

áñéèìïýò 1   ( ∈ N)
ìå  ≡ 1 Þ 3(mod 8)∀ ∈ {1  }

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒ 2 − 2+ 4 ≡ 1 Þ 3(mod 8) (5.147)

Áðü ôéò (5.146) êáé (5.147) êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï! ¤
93ÃñÜöïíôáò  = 8 +  üðïõ  ∈ Z êáé  ∈ {0 1  7} ëáìâÜíïõìå 3 = (8 + )3 ≡ 3(mod 8) ÅðåéäÞ
3 ≡ 3(mod 8) óõìðåñáßíïõìå üôé  = 3

94Ðñïöáíþò1 · · ·  ≡ 3(mod 8) ãéá êÜðïéïí ∈ {0 1  }ÅÜí ≥ 2 ôüôå1 · · ·  ≡ 9

2 ≡ 1(mod 8)

üôáí ï  åßíáé Üñôéïò êáé 1 · · ·  ≡ 9
−1
2 · 3 ≡ 3(mod 8) üôáí ï  åßíáé ðåñéôôüò.
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5.8.11 Óçìåßùóç. Óôïí êÜôùèé êáôÜëïãï Ý·ïõí êáôá·ùñéóèåß ïé ôéìÝò ôÞò ðáñá-
ìÝôñïõ  ìå 1 ≤  ≤ 50 ãéá ôéò ïðïßåò ç åîßóùóç (5.132) ôïý Mordell äéáèÝôåé
áêÝñáéåò ëýóåéò, êáèþò êáé ïé ßäéåò ïé ëýóåéò.

 (±)
1 (−1 0) (0 1) (2 3)
2 (−1 1)
3 (1 2)

4 (0 2)

5 (−1 2)
8 (−2 0) (1 3) (2 4) (46 312)
9 (−2 1) (0 3) (3 6) (6 15) (40 253)
10 (−1 3)
12 (−2 2) (13 47)
15 (1 4) (109 1138)

16 (0 4)

17
(−2 3) (−1 4) (2 5) (4 9) (8 23)
(43 282) (52 375) (5234 378661)

18 (7 19)

19 (5 12)

22 (3 7)

24 (−2 4) (1 5) (10 32) (8158 736844)
25 (0 5)

 (±)
26 (−1 5)
27 (−3 0)
28 (−3 1) (2 6)
30 (19 83)

31 (−3 2)
33 (−2 5)
35 (1 6)

36
(−3 3) (0 6)
(4 10) (12 42)

37 (−1 6) (3 8) (243 3788)
38 (11 37)

40 (6 16)

41 (2 7)

43 (−3 4)
44 (−2 6) (5 13)
48 (1 7)

49 (0 7)

50 (−1 7)
I ÈåùñÞìáôá ðïõ áöïñïýí óôç ìç ýðáñîç áêåñáßùí ëýóåùí. Áêüìç êáé ìÝóù

ôùí Þäç ðáñáôåèÝíôùí êáôáëüãùí (óôá åä. 5.8.6 (ii) êáé 5.8.11) ìðïñåß êáíåßò

íá åéêÜóåé üôé õößóôáíôáé ïëüêëçñåò ïéêïãÝíåéåò ôéìþí ôÞò ðáñáìÝôñïõ  ãéá ôéò

ïðïßåò ôï óýíïëï ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò åîéóþóåùò (5.132) åßíáé êåíü. Ôá èåù-

ñÞìáôá 5.8.12, 5.8.14 êáé 5.8.16 ðåñéãñÜöïõí ïñéóìÝíåò åî áõôþí ôùí ïéêïãåíåéþí.

5.8.12 Èåþñçìá. ÅÜí   ∈ Z ôüôå ç åîßóùóç (5.132) ìå ðáñÜìåôñï  äåí äéáèÝôåé
áêÝñáéåò ëýóåéò óôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò :

(i)  = 3 − 42 üðïõ  ≡ 3(mod 4) êáé  6≡ 3(mod 4) ãéá êÜèå ðñþôïí áñéèìü  ìå
 | 
(ii)  = 3−2 üðïõ  ≡ 2(mod4)  ≡ 1(mod 2) êáé  6≡ 3(mod 4) ãéá êÜèå ðñþôïí
áñéèìü  ìå  | 
Áðïäåéîç. (i) Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé ìéá ëýóç ( ) ∈ Z × Z ôÞò (5.132).

ÃñÜöïíôáò ôçí (5.132) ùò

2 + 42 = 3 + 3 (5.148)

êáé åñãáæüìåíïé mod4 ðáñáôçñïýìå üôé ôï áñéóôåñü ìÝëïò ôÞò (5.148) åßíáé ≡ 0
Þ 1(mod 4) åíþ ôï äåîéü ìÝëïò åßíáé95 ≡ 0 2 Þ 3(mod 4) ¢ñá áìöüôåñá ôá ìÝëç

95Ðñïöáíþò, 3 ≡ 3(mod 4) êáé ãñÜöïíôáò  = 4 +  ãéá êÜðïéïõò  ∈ Z êáé  ∈ {0 1 2 3} ëáìâÜíïõìå

3 = 643 + 482+ 122 + 3 ≡ 3(mod 8) üðïõ 3 ≡ 0 1 Þ 3(mod 4)
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åßíáé≡ 0(mod 4) áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ï  åßíáé Üñôéïò êáé  ≡ 1(mod 4)Ðáñáãï-

íôïðïßçóç ôïý äåîéïý ìÝëïõò ôÞò (5.148) äßäåé

2 + 42 = (+ )(2 − + 2) (5.149)

üðïõ

2 − + 2 ≡ 12 − 3 · 1 + 32 ≡ 3(mod 4) (5.150)

Ðñïöáíþò, ëüãù ôÞò (5.150), 2 - 2 − + 2 êáé 2 − + 2 ∈ {±1±2} Ùò åê

ôïýôïõ, ïé ðñþôïé áñéèìïß ðïõ äéáéñïýí ôïí ðáñÜãïíôá 2−+2 åßíáé ðåñéôôïß

êáé ≡ 1 Þ 3(mod 4) ÅðéðñïóèÝôùò, ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åî áõôþí ïöåßëåé íá åßíáé

≡ 3(mod 4)¸óôù, ëïéðüí,  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ìå

 | 2 − + 2 =⇒
(5.149)

 | 2 + 42 (5.151)

êáé  ≡ 3(mod 4) Åî õðïèÝóåùò,  -  ïðüôå  - 42 Áðü ôçí (5.151) Ýðåôáé üôé

2 ≡ −42(mod )⇔ 1 =
¡−42



¢
=
¡(2)2



¢¡−1


¢
=
¡−1


¢⇐⇒
(5.91)

 ≡ 1(mod 4)

êÜôé ðïõ áíôßêåéôáé óôï üôé (åî õðïèÝóåùò)  ≡ 3(mod 4)
(ii) Ôïýôï åßíáé ðáñüìïéï, êáèþò êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, åÜí ( ) ∈ Z× Z
Þôáí ìéá õðïôéèÝìåíç ëýóç ôÞò åîéóþóåùò (5.132), èá åß·áìå  ≡ 1(mod 4) êáé

2 − + 2 ≡ 3(mod 4) áð' üðïõ èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï. ¤

5.8.13 ÐáñáôÞñçóç. Ãéá || ≤ 50 ôï èåþñçìá 5.8.12 áðïêëåßåé ôçí ýðáñîç áêå-

ñáßùí ëýóåùí ôÞò (5.132) üôáí

 ∈ {−41−33−17−9−5 7 11 23 39 47}
ÐáñåìöåñÞ (áí êáé êáôÜ ôé ãåíéêüôåñçò öýóåùò) åßíáé ôá äýï èåùñÞìáôá 5.8.14

êáé 5.8.16 ôïý U. Felger96, óôéò áðïäåßîåéò ôùí ïðïßùí õðåéóÝñ·ïíôáé åéäéêÝò ðá-

ñáãïíôïðïéÞóåéò óôïé·åßùí ôÞò Ð.Ì.Ð. O−3 = Z[3]

5.8.14 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé
 ≡ 2(mod3) êáé  6≡ 8(mod 9) Áò õðïèÝóïõìå üôé

 = 3 − 32
üðïõ ïé   ∈ Z éêáíïðïéïýí ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò :
(i)  6≡ 0(mod )  ≡ 0(mod 3) êáé  ≡ 1(mod 2)
(ii)  ≡ 0(mod ) êáé  6≡ 0(mod 3)
(iii)  6≡ 1(mod 3) ãéá êÜèå ðñþôïí áñéèìü  ìå  | 
Ôüôå ç åîßóùóç (5.132) ìå ðáñÜìåôñï  äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò.
96U. Felger: On Bachet's diophantine equation 3 = 2 + Monatsh. Math. 98 (1984) 185-191
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5.8.15 ÐáñÜäåéãìá. Ç ðáñÜìåôñïò  = −30 óõãêáôáëÝãåôáé óå áõôÝò ðïõ ðåñé-

ãñÜöïíôáé óôï èåþñçìá 5.8.14. (Áñêåß íá ôåèåß  = 9  = 5 êáé  = 35)

5.8.16 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ìå  ≡ 1(mod 3) êáé  6≡ 1(mod 9)
Áò õðïèÝóïõìå üôé

 = 3 − 32

üðïõ ïé   ∈ Z éêáíïðïéïýí ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò :
(i)  6≡ 0(mod )  ≡ 0(mod 3) êáé  ≡ 1(mod 2)
(ii)  ≡ 0(mod ) êáé  6≡ 0(mod 3)
(iii)  6≡ 1(mod 3) ãéá êÜèå ðñþôïí áñéèìü  ìå  | 
(iv) ÊÜèå ðñþôïò áñéèìüò  ìå  |  åßíáé Ýíáò êýâïò (mod )
Ôüôå ç åîßóùóç (5.132) ìå ðáñÜìåôñï  äåí äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò.

5.8.17 ÐáñÜäåéãìá. ÇðáñÜìåôñïò  = 42 óõãêáôáëÝãåôáé óå áõôÝò ðïõ ðåñéãñÜ-

öïíôáé óôï èåþñçìá 5.8.16. (Áñêåß íá ôåèåß  =  = 2 êáé  = 3)

I Õðïëïãéóìïß ëýóåùí ìÝóù Üíù öñáãìÜôùí. ¼ôáí, áõîáíïìÝíçò ôÞò áðü-

ëõôçò ôéìÞò || ôÞò ðáñáìÝôñïõ  ôá üðïéá ôå·íÜóìáôá êáé ïé ëïéðÝò äéáèÝóéìåò

áëãåâñéêÝò Þ ãåùìåôñéêÝò ìÝèïäïé äåí åðáñêïýí ðëÞñùò, ôüôå, ãéá ôïí õðïëïãéóìü
ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò åîéóþóåùò (5.132) ôïý Mordell (áêüìç êáé ãéá áñêåôÜ
ìåãÜëåò ôéìÝò ôÞò ||), ðñïóöåýãïõìå åê ðáñáëëÞëïõ êáé óå ðéï «äñáóôéêÜ» ôå·-

íéêÜ ìÝóá, üðùò åßíáé ç åýñåóç Üíù öñáãìÜôùí ôùí ||  || ìÝóù êáôÜëëçëùí

óõíáñôÞóåùí åîáñôþìåíùí áðü ôçí ðáñÜìåôñï  Åðß ðáñáäåßãìáôé, ìÝóù ôïý

Üíù öñÜãìáôïò

max{||  ||} ≤ exp(1010 ||104)

ôïý A. Baker97 Þ ìÝóù ôÞò ðñïäÞëùò êáëýôåñçò ðñïóåããßóåùò98

max{||  ||} ≤ exp( || (1 + ln(||))6)

üðïõ ôï  óõìâïëßæåé êÜðïéá áðüëõôç (êáé õðïëïãéóôÝá) óôáèåñÜ, åßíáé äõíáôüí

(ìå ôç âïÞèåéá ôùí óýã·ñïíùí çëåêôñïíéêþí õðïëïãéóôþí) íá ðñïóäéïñéóèåß ôï

óýíïëï ôùí áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (5.132) üôáí99 || ≤ 104 (Þ êáé ãéá áêüìç ìåãá-

ëýôåñåò ôéìÝò).

97A. Baker: On the representation of integers of binary forms, Philos. Trans. A 263 (1968) 173-208
98Âë. V.G. Sprindzuk: Classical Diophantine Equations, Lecture Notes in Math. 1559, Springer-Verlag, 1993 Thm.

11 p. 113

99Ðñâë. J. Gebel, A. Peth&H. G. Zimmer: On Mordell's equation, Compositio Math. 110 (1998) 335-367
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I Åîßóùóç ôùí Ramanujan êáé Nagell. ÁõôÞ áðïôåëåß Üëëï Ýíá ·áñáêôçñéóôéêü

ðáñÜäåéãìá ôïý ðüóï ·ñÞóéìï ìðïñåß íá áðïâåß ôï íá Ý·ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò

ôçí éäéüôçôá ôÞò ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò åíôüò äïèåßóáò áêåñáßáò ðå-

ñéï·Þò.

5.8.18 Ïñéóìüò. Ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç

2 + 7 = 2 (5.152)

üðïõ  ∈ N êáëåßôáé åîßóùóç ôùí Ramanujan êáé Nagell.
Ôï üôé ç (5.152) äéáèÝôåé áêÝñáéåò ëýóåéò ìüíïí üôáí  ∈ {3 4 5 7 15} åß·å äéáôõ-
ðùèåß ùò åéêáóßá áðü ôïí Srinivasa Ramanujan100 (1887-1920) êáé (áíåîáñôÞôùò

áõôïý) áðü ôïí Wilhelm Ljunggren101 (1905-1973). Ç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò

5.8.20 ïöåßëåôáé óôïí Trygve Nagell102 (1895-1988). Óå áõôÞí103 (ëáìâáíïìÝíïõ

õð' üøéí üôé éó·ýåé −7 ≡ 1(mod 4)) ·ñçóéìïðïéåßôáé ïõóéùäþò ôï üôé o äáêôýëéïò

O−7 =
5.5.2

Z[1+
√−7
2 ] ôùí áêåñáßùí ôïýQ(

√−7) üíôáòN-åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ (êáôÜ

ôï èåþñçìá 5.5.7), åßíáé Ð.Ì.Ð. (Âë. èåþñçìá 5.4.21 êáé ðüñéóìá 5.6.8.)

5.8.19 ËÞììá. ÅÜí Ýíáò  ∈ N ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ  = 7 üðïõ   ∈ N êáé
7 -  ôüôå åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð.O−7 éó·ýåé ç éóïôéìßá 104

(1 +
√−7) ≡ 1 + 

√−7(mod 7+1) (5.153)

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò èá áðïäåßîïõìå åðáãùãéêþò üôé ãéá êÜèå  ∈ N éó·ýåé ç

(1 +
√−7)7 ≡ 1 + 7√−7(mod 7+1) (5.154)

ÅðåéäÞ ôï 7 äéáéñåß ôïí äéùíõìéêü óõíôåëåóôÞ
¡
7


¢
ãéá êÜèå  ∈ {1  6} êáé

(
√−7) =

(
(−7) 2  üôáí  ∈ {2 4 6}
(−7) −12 (√−7) üôáí  ∈ {3 5 7}

åßíáé ðñïöáíÝò üôé⎧⎪⎨⎪⎩
¡
7


¢ ≡ 0(mod 7) êáé
(
√−7) ≡ 0(mod 7)
∀ ∈ {2 3 4 5 6}

⎫⎪⎬⎪⎭⇒
( ¡

7


¢
(
√−7) ≡ 0(mod 72)

∀ ∈ {2 3 4 5 6}

)

100S. Ramanujan: Question 464, J. Indian Math. Soc. 5 (1913), p. 130
101W. Ljunggren: Oppgave nr 2 Norsk Mat. Tidsskr. 25 (1943), p. 29
102Âë. T. Nagell: Losning till oppgave nr 2 Norsk Mat. Tidsskr. 30 (1948), 62-64 êáé

T. Nagell: The Diophantine equation 2 + 7 = 2 Ark. Mat. 4 (1961), 185-187
103Ç áðüäåéîç ðïõ ðáñáôßèåôáé êáôùôÝñù ·ñçóéìïðïéåß ôçí åñãáóßá ôïý Nagell, ôç ó·åôéêÞ åñãáóßá ôïý

H. Hasse: Über eine diophantische Gleichung von Ramanujan-Nagell und ihre Verallgemeinerung ,

Nagoya Math. J. 27 (1966) 77-102 êáèþò êáé êÜðïéïõò áíáëõôéêüôåñïõò õðïëïãéóìïýò.
104Óôï ëÞììá 5.8.19 êáé óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 5.8.20 ôï óýìâïëï ‘‘≡'' ôÞò éóïôéìßáò íïåßôáé åíôüò ôÞò O−7
(ÃñÜöïíôáò  ≡ (mod ) ãéá êÜðïéá    ∈ O−7 åííïïýìå üôé õðÜñ·åé  ∈ O−7 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

−  =  ÖõóéêÜ, áí ôý·åé êáé ôá óôïé·åßá    åßíáé áêÝñáéïé, ôüôå êáé ôï  åßíáé êáô' áíÜãêçí áêÝñáéïò.)
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êáé (
√−7)7 = (−7)3(√−7)⇒ (

√−7)7 ≡ 0(mod 72) ïðüôå

(1 +
√−7)7 =

7X
=0

¡
7


¢
(
√−7) ≡ 1 + 7√−7(mod 72)

êáé ç (5.154) åßíáé áëçèÞò ãéá  = 1 ÕðïèÝôïíôáò üôé åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí

 ≥ 1 Þôïé üôé

∃  ∈ O−7 : (1 +
√−7)7 − 1− 7√−7 = 7+1

èá áðïäåßîïõìå üôé åßíáé áëçèÞò êáé ãéá ôïí  + 1Ðñïöáíþò,

(1 +
√−7)7+1 = [(1 +√−7)7 ]7 = (1 + 7√−7 + 7+1)7

= (1 + 7
√−7)7 +

7P
=1

Ã
7



!
(7+1)(1 + 7

√−7)7−| {z }
≡0(mod 7+2)

≡ (1 + 7√−7)7 (mod 7+2)

êáé

(1 + 7
√−7)7 =

7P
=0

¡
7


¢
(7
√−7) = 1 + 7+1√−7 +

7P
=2

¡
7


¢
(7
√−7)| {z }

≡0(mod 7+2)



ïðüôå (1+
√−7)7+1 ≡ 1+7+1√−7(mod7+2)Åí óõíå·åßá, õøþíïíôáò ôï Üèñïé-

óìá 1 +
√−7 óôç äýíáìç  = 7 ëáìâÜíïõìå

(1 +
√−7) = [(1 +√−7)7 ] ≡

(5.154)
(1 + 7

√−7) (mod 7+1)

ÅðåéäÞ

(1 + 7
√−7) =

P
=0

¡



¢
(7
√−7)

= 1 + 7
√−7 +

P
=2

µ




¶
(7
√−7)| {z }

≡0(mod 7+1)

≡ 1 + 
√−7(mod 7+1)

ç (5.153) åßíáé ùóáýôùò áëçèÞò. ¤

5.8.20 Èåþñçìá. Ïé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z × N ôÞò åîéóþóåùò (5.152) ôùí
Ramanujan êáé Nagell åßíáé ïé

( ) ∈ {(±1 3) (±3 4) (±5 5) (±11 7) (±181 15)}



§ 5.8 áñéèìïèåùñçôéêåò åöáñìïãåò ii: åéäéêåò äéïöáíôéêåò åîéóùóåéò 321

Áðïäåéîç. Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí ï  åßíáé Üñôéïò, ôüôå

(2

2 )2 − 2 = (2


2 − )(2


2 + ) = 7

ïðüôå ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôÞò ÁñéèìçôéêÞò äßäåé

(2

2 −  2


2 + ) ∈ {(1 7) (7 1) (−1−7) (−7−1)}

⇒ (2

2 − ) + (2


2 + ) = 2

+2
2 ∈ {±8}⇒ 2

+2
2 = 8⇒ ( ) = (±3 4)

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. Ãéá  = 1 ç (5.152) äåí äéáèÝôåé (ðñáãìáôéêÝò, ðüóù äå ìÜë-

ëïí áêÝñáéåò) ëýóåéò, äéüôé 2 ≥ 0 åíþ ãéá  = 3 ï ìüíïé áêÝñáéïé ðïõ ôçí éêáíï-

ðïéïýí åßíáé ïé −1 êáé 1 ïðüôå ( ) = (±1 3)
Ðåñßðôùóç ôñßôç. ÅÜí ï  åßíáé ðåñéôôüò≥ 5 ôüôå ï := − 2 åßíáé ðåñéôôüò≥ 3
êáé ç (5.152) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

2 + 7

4
= 2 (5.155)

ÈÝôïíôáò  := 1
2(1 +

√−7) êáé  :=  = 1
2(1−

√−7) ðáñáôçñïýìå üôé

+  = 1 −  =
√−7 N() = N() =  = 2 (5.156)

Åíôüò ôÞò Ð.Ì.Ð. O−7 ç (5.155) åêöñÜæåôáé ùò áêïëïýèùò:³
+
√−7
2

´³
−√−7

2

´
= 2 = () =  (5.157)

ÓçìåéùôÝïí üôé105 N(+
√−7
2 ) = N(−

√−7
2 ) = 2+7

4 êáé

+
√−7
2 + −√−7

2 =  +
√−7
2 − −√−7

2 =
√−7 (5.158)

Éó·õñéóìüò ðñþôïò. Áìöüôåñïé ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß  êáé  åßíáé áíÜãùãá óôïé-
·åßá ôÞò O−7 ÐñÜãìáôé° åÜí  = 12 ãéá êÜðïéá 1 2 ∈ O−7 ôüôå(

2 = N() = N(1)N(2)

N(1)N(2) ∈ N0 (âë. (5.51))

)
⇒
(

åßôå (N(1)N(2)) = (1 2)

åßôå (N(1)N(2)) = (2 1)

)


ÅðåéäÞ åßôå 1 ∈ O×−7 (= {±1}) åßôå 2 ∈ O×−7 ôïýôï óçìáßíåé üôé ï  åßíáé áíÜ-

ãùãï óôïé·åßï ôÞòO−7 (Âë. 5.5.3 (iii) êáé 5.2.39 (vi).) Ç áðüäåéîç ôïý üôé êáé ï 
åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞòO−7 åßíáé ðáíïìïéüôõðç.

Éó·õñéóìüò äåýôåñïò. Áðü ôçí (5.157) Ýðåôáé üôé

(+
√−7
2  −

√−7
2 ) ∈ {( ) (− ) (−) (−−)} (5.159)

105Ãéá ôçí åýñåóç ôÞò ôéìÞò ôÞò áñéèìçôéêÞò óôÜèìçòN óå Ýíá óôïé·åßï ôÞòO−7 âë. ôï (i) ôïý åäáößïõ 5.5.3.
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¸óôù  ∈ÌÊÄO−7(
+
√−7
2  −

√−7
2 )Ëüãù ôùí (5.158) ç áñéèìçôéêÞ óôÜèìçN()

ôïý  ïöåßëåé íá ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò:(
 | 
 | √−7

)
⇒
(
N() | N() = 2

N() | N(√−7) = 7

)
⇒N() | 2 + 7 = 2+2 (5.160)

êáé

 | √−7⇒
(
N() | N(√−7) = 7
N() ∈ N0 (âë. (5.51))

)
⇒N() ∈ {1 7} (5.161)

Ïé (5.160) êáé (5.161) äßäïõíN() = 1 áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôá óôïé·åßá +
√−7
2 êáé

−√−7
2 åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò åíôüò ôÞò O−7 ÅðåéäÞ 1 = 1 êáé (−1) = −1

õößóôáíôáé (óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 5.6.15)   ∈ O×−7r{0±1} ïýôùò
þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

+
√−7
2 =  êáé −√−7

2 = 

ÅðåéäÞ áìöüôåñïé ïé êáé  äéáéñïýí ôï äåîéü ìÝëïò ôÞò (5.157) êáé åßíáé áíÜãùãá

(êáé, êáô' åðÝêôáóç, ðñþôá) óôïé·åßá ôÞò O−7 êáèÝíáò åî áõôþí èá äéáéñåß åßôå

ôïí +
√−7
2 åßôå ôïí −√−7

2  Ùóôüóï, êáíåßò åî áõôþí äåí èá äéáéñåß áìöüôåñïõò

ôïõò +
√−7
2 êáé −

√−7
2 (åíôüò ôÞòO−7). ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ï  äéáéñåß

áìöüôåñïõò ôïõò +
√−7
2 êáé −

√−7
2  ôüôå èá äéáéñåß êáé ôç äéáöïñÜ ôïõò

√−7 (âë.
(5.158)), êáé èá õðÜñ·åé  ∈ O−7 ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

√−7 =  ⇒ 7 =N(
√−7) = N()N() = 2 N()| {z }

∈N0



Ôïýôï üìùò åßíáé Üôïðï, äéüôé ôï 7 åßíáé ðåñéôôüò. (Ç áðüäåéîç ãéá ôï üôé êáé ï 
Ý·åé áõôÞí ôçí éäéüôçôá åßíáé ðáíïìïéüôõðç.) ÅÜí ï  äéáéñåß ôïí +

√−7
2 = 

ôüôå ï  äéáéñåß ôïí106  (äéüôé  6= ±1) êáé ï  (ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí)

äéáéñåß ôïí −√−7
2 =  êáé, ùò åê ôïýôïõ, ôïí  ÅðïìÝíùò,

∃ ( ) ∈ O−7 ×O−7 : [ =  êáé  = ]

⇒  = () =  ⇒  = 1

Åî áõôïý êáôáëÞãïõìå óôï üôé   ∈ O×−7 (= {±1}) êáé óôï ßäéï óõìðÝñáóìá

åÜí (óôçí áíùôÝñù õðüèåóÞ ìáò) åíáëëÜîïõìå ôïõò ñüëïõò ôùí  êáé  ¢ñá ï

éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ÅðéðñïóèÝôùò, áó·Ýôùò ìå ôï ðïéá åê ôùí ôåóóÜñùí

ôéìþí ëáìâÜíåé ôï äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (+
√−7
2  −

√−7
2 ) óôçí (5.159), éó·ýåé

±√−7 =  −  (5.162)

106O  (ùò ðñþôï óôïé·åßï ôÞòO−7) äéáéñåß ôïí 
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Éó·õñéóìüò ôñßôïò. Ôï ðñüóçìï + äåí åßíáé äõíáôüí íá åìöáíßæåôáé óôçí (5.162).

ÐñÜãìáôé° åÜí ç (5.162) Þôáí áëçèÞò ìå ôï ðñüóçìï + ôüôå èá åß·áìå

 −  =
√−7 =

(5.156)
−  (5.163)

2 =
(5.156)

(1−)2 = 1+2− 2|{z}
=

 = 1+2−2 ≡ 1(mod2) êáé, ùò åê ôïýôïõ,

 ≥ 3⇒
(

 = (2)
−1
2 ≡ (mod2)

 ≡ 0(mod2)

)
⇒  −  ≡ (mod2)

(5.164)

êáé áðü ôéò (5.163) êáé (5.164) èá Ýðåôï üôé

−  ≡ (mod2)⇒  ≡ 0(mod2)⇒ 4 =N(2) | N() = 2

¢ôïðï! ÅðïìÝíùò,

−√−7 =  −  ⇒ −1 = −√−7 =

³
1+
√−7
2

´−³ 1−√−7
2

´
√−7  (5.165)

Ôï äéùíõìéêü áíÜðôõãìá ôïý äåîéïý ìÝëïõò ôÞò (5.165) äßäåéX

=0
( )(

√−7)−
X

=0
( )(−1)(

√−7)

2
√−7

=

X

=0
(1−(−1))( )(

√−7)

2
√−7 =

X+1
2

=1
( 
2−1)7

−1

2−1

êáé ç (5.165) éóïäõíáìåß ìå ôçí

−2−1 =
+1
2X

=1

¡


2−1
¢
7−1 = + 7

⎡⎣+1
2X

=2

¡


2−1
¢
7−2

⎤⎦ 
ïðüôå (åíôüò ôïý Z!) éó·ýåé ç éóïôéìßá

−2−1 ≡ (mod 7) (5.166)

ÅðåéäÞ ï− 1 åßíáé Üñôéïò, äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý 6 áöÞíåé õðüëïéðï 0 2 Þ 4

(i) ÅÜí− 1 ≡ 0(mod 6) ôüôå 26 ≡ 1(mod 7)⇒ 2−1 = (26)
−1
6 ≡ 1(mod 7) êáé

 ≡
(5.166)

−2−1(mod 7) ≡ −(26)−16 (mod 7) ≡ −1(mod 7) ≡ 6(mod 7)



324 èåùñéá äéáéñåôïôçôáò óå áêåñáéåò ðåñéï·åò

Áðü ôï ëÞììá 3.4.13 óõíÜãåôáé üôé107(
 ≡ 1(mod 6)
 ≡ 6(mod 7)

)
=⇒  ≡ 13(mod 42)

(ii) ÅÜí− 1 ≡ 2(mod 6) ôüôå 26 ≡ 1(mod7)⇒ 2−3 = (26)
−3
6 ≡ 1(mod 7) êáé

 ≡ −2−1(mod 7) ≡ −22(26)−36 (mod7) ≡ −4(mod 7) ≡ 3(mod 7)
Áðü ôï ëÞììá 3.4.13 óõíÜãåôáé êáô' áíáëïãßáí üôé(

 ≡ 3(mod 6)
 ≡ 3(mod 7)

)
=⇒  ≡ 3(mod 42)

(iii) ÅÜí  − 1 ≡ 4(mod 6) ôüôå 26 ≡ 1(mod 7) ⇒ 2−5 = (26)
−5
6 ≡ 1(mod 7)

êáé

 ≡ −2−1(mod 7) ≡ −24(26)−56 (mod 7) ≡ −16(mod 7) ≡ 5(mod 7)
Áðü ôï ëÞììá 3.4.13 óõíÜãåôáé êáô' áíáëïãßáí üôé(

 ≡ 5(mod 6)
 ≡ 5(mod 7)

)
=⇒  ≡ 5(mod 42)

Éó·õñéóìüò ôÝôáñôïò. Ïé áñéèìïß 3 5 êáé 13 åßíáé ïé ìüíïé ðåñéôôïß áêÝñáéïé ≥ 3
ðïõ ðñïÝñ·ïíôáé áðü ôçí (5.155) êáé ïé êëÜóåéò ôùí ïðïßùí åíôüò ôïý äáêôõëßïõ
Z42 éêáíïðïéïýí ôçí (5.166). ¸óôù üôé 12 åßíáé ðåñéôôïß áêÝñáéïé ≥ 3 ìå

[1]42 = [2]42 éêáíïðïéïýíôåò ôçí (5.166). Ôüôå Ý·ïõìå⎧⎪⎨⎪⎩
−1 ≡ 21−1(mod7)
−2 ≡ 22−1(mod7) êáé

2 ≡ 1(mod 42)

⎫⎪⎬⎪⎭ 

Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïý éó·õñéóìïý áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé1 = 2Èá ·ñç-

óéìïðïéÞóïõìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». ÕðïèÝôïõìå (äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôç-

ôáò) üôé 2  1 Ðñïöáíþò, 2 −1 = 7
 · 6 ·  ãéá êÜðïéïõò   ∈ N ìå 7 - 

ÅðåéäÞ

2 = 12−1 = 1 1
22−1

(1 +
√−7)2−1 

ôï ëÞììá 5.8.19 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

22−12 = 1(1 +
√−7)2−1 ≡ 1 + (2 −1)

1
√−7(mod 7+1) (5.167)

107ÅðåéäÞ ìêä(6 7) = 1 = 6 · 6 + (−5) · 7 ìÝóù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôçí áðüäåéîç ôïý ëÞììáôïò 3.4.13

ëáìâÜíïõìå (êáôüðéí áíáãùãÞò) ≡ (1 + 30 · 6) ≡ 181 ≡ 13(mod 42)
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Êáô' áíáëïãßáí,

22−12 = 1(1−√−7)2−1 ≡ 1 − (2 −1)
1
√−7(mod 7+1) (5.168)

Êáôüðéí êáôÜ ìÝëç áöáéñÝóåùò ôÞò (5.168) áðü ôçí (5.167) ëáìâÜíïõìå

22−1(2 − 2) ≡ 1 − 1 + (2 −1)(
1 + 1)

√−7(mod 7+1) (5.169)

ÅðåéäÞ

22−1 = (26)
2−1

6 = (1 + 9 · 7)7 = 1 +
7P
=1

¡
7


¢
(9 · 7)

êáé ¡
7


¢
(9 · 7) = 7+

h
9



¡
7−1
−1

¢i
 ≡ 0(mod 7+1) ∀ ∈ {1  7}

Ý·ïõìå

22−1 ≡ 1(mod 7+1) (5.170)

ÅðåéäÞ äå, 2 − 2 = 1 − 1 = −√−7 (âë. (5.165)), áðü ôéò (5.169) êáé

(5.170) óõíÜãåôáé üôé

(2 −1)(
1 + 1)

√−7 ≡ 0(mod 7+1)

¢ñá ∃ ( ) ∈ Z × Z : 7 (6) (1 + 1)
√−7 = 7+1( + ) áð' üðïõ Ýðåôáé

üôé

6(1 + 1) = −√−7
³
+ 1+

√−7
2 

´
= 7

2 − (+ 
2)
√−7 (5.171)

μñçóéìïðïéþíôáò ôüí ôýðï108

1 + 1 =

1−1
2X

=0

(−1) 1

1−
¡
1−


¢| {z }
∈Z

2 =

1−1
2X

=0

(−1) (1−−1)!1

(1−2)!! 2


= 1− 21(1− (1−3)
2 2 + (1−4)(1−5)

6 22 − · · · ) ∈ Z

ç (5.171) äßäåé  = − 
2 ⇒ 6(1 + 1) = −7 êáé (åðåéäÞ 7 - 6 êáé 7 - ) ôï 7

ïöåßëåé (åíôüò ôïý Z!) íá äéáéñåß ôïí ðåñéôôü áêÝñáéï áñéèìü 1 + 1  ïðüôå

108Ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ C êáé ∈ N éó·ýåé ï ôýðïò ôïý Waring :



+ 


=

j

2

kX
=0

(−1) 
−

¡−


¢
( + )

−2
()
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∃ ∈ Z : 1 + 1 = 7 Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï óýíçèåò äéùíõìéêü áíÜðôõãìá

äßäåé

1 + 1 =
³
1+
√−7
2

´1

+
³
1−√−7

2

´1

= 1
21

"
1P
=0

¡
1



¢ ¡√−7¢ + 1P
=0

¡
1



¢
(−1) ¡√−7¢#

= 1
21

"
1P
=0
(1 + (−1))¡1



¢ ¡√−7¢#

= 1
21−1

h¡
1

0

¢
+
¡
1

2

¢
(−7) + ¡1

4

¢
(−7)2 + · · ·+ ¡ 1

1−1
¢
(−7)

1−1
2

i
= 1

21−1 (1− 7)

üðïõ  :=
¡
1

2

¢
+
¡
1

4

¢
(−7) + ¡1

6

¢
(−7)2 + · · ·+ ¡ 1

1−1
¢
(−7)

1−3
2 ∈ Z áð' üðïõ

Ýðåôáé üôé

7 = 1
21−1 (1− 7)⇒ 1 = 7(21−1+ )

¢ôïðï! ¢ñá Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí1 = 2

ÁðïðåñÜôùóç áðïäåßîåùò. ÅðåéäÞ ïé áñéèìïß 3 5 êáé 13 åßíáé ïé ìüíïé ðåñéôôïß

áêÝñáéïé  ìå 3 ≤  :=  − 2  42 ðïõ ðñïÝñ·ïíôáé áðü ôçí (5.155) êáé

éêáíïðïéïýí ôçí (5.166), ïé ìüíåò (õðïëåéðüìåíåò) ëýóåéò ôÞò åîéóþóåùò (5.152)

ôùí Ramanujan êáé Nagell (ðïõ õðÜãïíôáé óôçí ðáñïýóá ôñßôç ðåñßðôùóç) åßíáé

(êáôÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá) áõôÝò ôïý êáôáëüãïõ:

 3 5 13

 5 7 15

 ±5 ±11 ±181

êáèþò Ý·ïõìå  = ±√2 − 7 ¤

5.8.21 Óçìåßùóç. Ç äéïöáíôéêÞ åîßóùóç

2 − =  (5.172)

üðïõ  ∈ N  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé  Ýíáò áñíçôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò, êá-

ëåßôáé ãåíéêåõìÝíç åîßóùóç ôùí Ramanujan êáé Nagell. (Óôï èåþñçìá 5.8.20

ðñáãìáôåõèÞêáìå ìüíïí ôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá  = −7 êáé  = 2) Ãéá
ðåñéôôïýò ðñþôïõò áñéèìïýò  áðïäåéêýïíôáé (ìÝóù ôÞò ëåãïìÝíçò ìåèüäïõ ôùí
Lucas êáé Lehmer ) ôá áêüëïõèá109:

109Âë. R.A.Mollin: AdvancedNumber Theory with Applications, CRCPress, 2010Theorems 82 and 83 pp. 276-280
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(i) ÅÜí  ≥ 3  ≡ 5(mod 8) êáé  := min{ ∈ N| 2 −2 = 4} ãéá êÜðïéïõò

  ∈ N ìå ìêä( 2) = 1 êáé ( ) 6= (−3 7) ôüôå ç (5.172) äéáèÝôåé ëýóåéò

( ) ∈ Z×N åÜí êáé ìüíïí åÜí  = 1 êáé = −32 ± 8 Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,

( ) ∈
n
(−(2+3)

8  3) ((
2+3)
8  3)

o


(ii) ÅÜí  ≥ 3  -  êáé  := min{ ∈ N| 2 −2 = } ãéá êÜðïéïõò   ∈ N
ôüôå ç (5.172) äéáèÝôåé ëýóåéò ( ) ∈ Z× N ìå    åÜí êáé ìüíïí åÜí  = 1 êáé

 =  üðïõ  êÜðïéïò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò. ÉäéáéôÝñùò, åÜí 3 |  ôüôå åí
ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,  = 1  = −32 ± 1

 = 42 ± 1 êáé ( ) ∈ ©(83 ± 3 3) (−(83 ± 3) 3)ª 
5.8.22 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z × N ôÞò 2 + 19 = 7 (ìå

 = −19  = 3  = 1  = 1) åßíáé ïé

( ) ∈ {(18 3) (−18 3)} 

(ii) Ïé ìüíåò ëýóåéò ( ) ∈ Z × N ôÞò 2 + 2 = 3 üôáí 3 |  (ìå  = −2
 =  =  = 1) åßíáé ïé

( ) ∈ {(5 3) (−5 3)} 

(iii) H 2 + 5 = 41 üðïõ 3 |  äåí äéáèÝôåé êáìßá ëýóç ( ) ∈ Z × N äéüôé
62 + 5 = 41 (üðïõ  = 6  = 1  = 1) áëëÜ = −5 6= −3 · 62 ± 1


