
ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí

Ïé áðåéêïíßóåéò ìåôáîý äõï äáêôõëßùí, ïé ïðïßåò ôõã·Üíåé íá åßíáé óõìâáôÝò ðñïò
ôéò åêÜóôïôå èåùñïýìåíåò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, êáëïýíôáé
ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí. Ïé åìöõôåýóåéò äáêôõëßùí åíôüò Üëëùí äéáóöáëßæïíôáé
ìÝóù êáôáóêåõÞò ìïíïìïñöéóìþí, Þôïé åíñéðôéêþí ïìïìïñöéóìþí. Ïé ðõñÞíåò
ôùí ïìïìïñöéóìþí äáêôõëßùí áðïôåëïýí éäåþäç êáé êÜèå éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ
ìðïñåß íá éäùèåß ùò ðõñÞíáò ôïý ëåãïìÝíïõ öõóéêïý åðéìïñöéóìïý. Ôï èåþñçìá
áíôéóôïé·ßóåùò ðåñéãñÜöåé ôïí ôñüðï óõó·åôéóìïý ôùí éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ
ìå ôá éäåþäç ôÞò åéêüíáò áõôïý ìÝóù åíüò åðéìïñöéóìïý. ÔÝëïò, ôá èåùñÞìáôá
éóïìïñöéóìþí ìÜò ðáñÝ·ïõí ·ñÞóéìåò ðëçñïöïñßåò ãéá ôéò ðåñéðôþóåéò «ôáõôß-
óåùò» ïñéóìÝíùí ·áñáêôçñéóôéêþí äáêôõëßùí êáé ðçëéêïäáêôõëßùí, êáô' áíáëï-
ãßáí ðñïò ü,ôé óõìâáßíåé ìå ôá óõíþíõìá èåùñÞìáôá ðåñß ïìÜäùí.

3.1 ÈÅÌÅËÉÙÄÅÉÓ ÏÑÉÓÌÏÉ ÊÁÉ ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ

3.1.1 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé R êáé R0 åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé ç

f : R −→ R0

ìéá áðåéêüíéóç, ôüôå ç f êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò (äáêôõëßùí) üôáí éó·ýïõí ïé éóü-

ôçôåò

f (a+ b) = f (a) + f (b) êáé f (ab) = f (a) f (b) (3.1)

ãéá üëá ôá a, b ∈ R.
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¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0 ïíïìÜæåôáé¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åíñéðôéêÞ,

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åðéññéðôéêÞ,

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé áìöéññéðôéêÞ,

åíäïìïñöéóìüò (ôïý R) ⇐⇒
ïñó

R = R0,

áõôïìïñöéóìü (ôïý R) ⇐⇒
ïñó

ç f åßíáé áìöéññéðôéêüò åíäïìïñöéóìüò.

(ÖõóéêÜ, áõôÝò ïé Ýííïéåò åìðåñéÝ·ïõí ôéò áíôßóôïé·åò Ýííïéåò ãéá ôéò åðß ìÝñïõò
äïìÝò, äçëáäÞ åêåßíåò ôùí åêÜóôïôå ìåôå·ïõóþí áâåëéáíþí ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí
êáé ðïëëáðëáóéáóôéêþí çìéïìÜäùí).

3.1.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

f : Z −→ Zm, n 7−→ [n]m .

Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé ç f åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) Ç áðåéêüíéóç f : Z −→ 2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ f (n) := 2n äåí åß-
íáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ðáñüôé åßíáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí áíôéóôïß·ùí
ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí!

(iii) ¸óôù (2Z,+, B) ï äáêôýëéïò ï áðïôåëïýìåíïò áðü ôïõò áñôßïõò áêåñáßïõò ìå
ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôïí áêüëïõèï «ôñïðïðïéçìÝíï» ðïëëáðëáóéáóìü:

m B n :=
m · n
2

.

Ôüôå ç f : Z −→ 2Z ç ïñéæïìÝíç ìÝóù ôïý ôýðïõ f (n) := 2n (üðùò êáé óôï (ii))
áðïôåëåß éóïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

(iv) ÅÜí ôïK åßíáé Ýíá óþìá ìå ·áñ(K) = p > 0, ôüôå ç áðåéêüíéóç

f : K −→ K, x 7−→ f(x) := xp,

åßíáé Ýíáò åíäïìïñöéóìüò (ðñâë. ðñüôáóç 1.4.8 (i)) êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, áðåé-
êüíéóç ôïý Frobenius.

(v) Ï ïìïìïñöéóìüò

C −→ C, z = a+ ib 7−→ a− ib = z,

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý óþìáôïò ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí.

(vi) ¸óôùm Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé

Q(
√
m) = {a+ b

√
m | a, b ∈ Q} $ C
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ôï áñéèìçôéêü ôåôñáãùíéêü óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïí m (âë. Üóêçóç 1-37).
Ôüôå ç áðåéêüíéóç

f : Q(
√
m) −→ Q(

√
m), f(a+ b

√
m) := a− b

√
m,

áðïôåëåß Ýíáí áõôïìïñöéóìü ôïý Q(
√
m) (âë. Üóêçóç 3-5).

(vii) Ç ìçäåíéêÞ áðåéêüíéóç f : R −→ S ìåôáîý äáêôõëßùíR êáé S, üðïõ f(a) = 0
ãéá êÜèå a ∈ R, åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò ).
ÓçìåéùôÝïí üôé üôáí êáíåßò åê ôùí R,S äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò, ï ìçäåíéêüò ïìï-
ìïñöéóìüò äåí åßíáé ïýôå åíñéðôéêüò ïýôå åðéññéðôéêüò.

3.1.3 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí n ∈ N
êáé åÜí ôá a1, ..., an åßíáé óôïé·åßá ôïý R, ôüôå

f(
nX
j=1

aj) =
nX
j=1

f (aj) êáé f(
nY
j=1

aj) =
nY
j=1

f (aj) .

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé êáôüðéí ·ñÞóåùò ôùí éóïôÞôùí (3.1) êáé ìáèçìáôéêÞò åðáãù-
ãÞò ùò ðñïò ôïí n. ¤

3.1.4 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé f : R −→ R0 êáé g : R0 −→ R00 åßíáé äõï ïìïìïñöé-
óìïß (êáé áíôéóôïß·ùò, ìïíïìïñöéóìïß/åðéìïñöéóìïß/éóïìïñöéóìïß ) äáêôõëßùí,
êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f : R −→ R00 èá åßíáé ïìïìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò,
ìïíïìïñöéóìüò/åðéìïñöéóìüò/éóïìïñöéóìüò ) äáêôõëßùí.

Áðïäåéîç. ÅÜí ïé f êáé g åßíáé ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí, ôüôå ãéá üëá ôá a, b ∈ R

éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(g ◦ f) (a+ b) = g(f (a+ b)) = g(f (a) + f (b))

= g(f (a)) + g(f (b))

= (g ◦ f) (a) + (g ◦ f) (b)

êáé

(g ◦ f) (ab) = g(f (ab)) = g(f (a) f (b))

= g(f (a))g(f (b)) = (g ◦ f) (a) (g ◦ f) (b),

ïðüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ç áðüäåéîç
áðïðåñáôïýôáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôï ãåãïíüò üôé ç óýíèåóç äõï åíñßøåùí
(êáé áíôéóôïß·ùò, åðéññßøåùí/áìöéññßøåùí) åßíáé ìéá Ýíñéøç (êáé áíôéóôïß·ùò,
ìéá åðßññéøç/áìößññéøç). ¤
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3.1.5 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé R êáé R0 åßíáé äõï äáêôýëéïé, ôüôå ãñÜöïõìå1 R ∼= R0 êáé
ëÝìå üôé ï R åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí R0 (Þ üôé ïé R êáé R0 åßíáé éóüìïñöïé) üôáí
õðÜñ·åé éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0. (Êáô' áíáëïãßáí, ôï óýìâïëï
R À R0 äçëïß üôé ï äáêôýëéïò R äåí åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí R0.)

3.1.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√
2] (âë. Üóêçóç 1-37) åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ôïí áêüëïõèï äáêôýëéï 2× 2-ðéíÜêùí:

R :=

½µ
a b

2b a

¶¯̄̄̄
a, b ∈ Z

¾
$Mat2×2(Z),

êáèüóïí õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí:

Z[
√
2] 3 a+ b

√
2 7−→

µ
a b

2b a

¶
∈ R.

(ii) ¸·ïõìå Z[
√
2] À Z[

√
3], äéüôé åÜí õðÞñ·å éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

f : Z[
√
2] −→ Z[

√
3],

èá Ýðñåðå íá éó·ýåé

f(
√
2)2 = f((

√
2)2) = f(2) = f(1 + 1) = 2f(1) = 2⇒ f(

√
2) ∈ {±

√
2},

êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï üôé ±
√
2 /∈ Z[

√
3].

(iii) Ôá óþìáôá C êáé R äåí åßíáé éóüìïñöá, äéüôé åÜí õðÞñ·å Ýíáò éóïìïñöéóìüò
f : C −→ R, ôüôå èá Ýðñåðå íá éó·ýåé

−1 = −f(1) = f(−1) = f(i2) = f(i)2

(üðïõ i ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá), êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï üôé f(i) ∈ R.

3.1.7 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå äáêôõëßïõò R,R0, R00 éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) R ∼= R,

(ii) R ∼= R0 =⇒ R0 ∼= R,

(iii) [R ∼= R0 êáé R0 ∼= R00] =⇒ R ∼= R00.

1Áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò ìÝóù ôïý óõìâüëïõ ‘‘∼='' èá åêöñÜæïõìå ôçí ýðáñîç éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí. Ùóôüóï,
åðåéäÞ (óôç Èåùñßá ÏìÜäùí) ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôï ßäéï óýìâïëï êáé ãéá ôïõò éóïìïñöéóìïýò ïìÜäùí, ïöåßëïõìå
íá åßìáóôå éäéÜôåñá ðñïóåêôéêïß (ðñâë. 3.1.2 ðáñÜäåéãìá (ii)). Óå ðåñßðôùóåéò óôéò ïðïßåò åíäÝ·åôáé íá ðñïêëçèåß
óýã·õóç, èá ìðïñïýóå êáíåßò íá ·ñçóéìïðïéÞóåé ôá (êÜðùò äõóìåôáêßíçôá) óýìâïëá ∼=

äáêô.
êáé ∼=

ïìÜä.
, áíôéóôïß·ùò.
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Áðïäåéîç. (i) Ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç idR : R → R åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò éóï-
ìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) ÅÜí ï f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå, ùò áìöéññéðôéêÞ
áðåéêüíéóç, èá äéáèÝôåé ìéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, áìöéññéðôéêÞ) áíôßóôñïöï
f−1. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç f−1 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí. ÅÜí
x, y ∈ R0, ôüôå õðÜñ·ïõí a, b ∈ R ìå x = f(a) êáé y = f(b). ÅðïìÝíùò,⎧⎨⎩

f−1 (x+ y) = f−1 (f(a) + f(b)) = f−1 (f(a+ b)) = a+ b = f−1 (x) + f−1 (y) ,

f−1 (xy) = f−1 (f(a)f(b)) = f−1 (f(ab)) = ab = f−1 (x) f−1 (y) ,

(áöïý ïé f, f−1 áìöéññéðôéêÝò) êáé ç f−1 åßíáé üíôùò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(iii) ÅÜí ïé f : R −→ R0 êáé g : R0 −→ R00 åßíáé äõï éóïìïñöéóìïß äáêôõëßùí, ôüôå,
óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.1.4, êáé ç óýíèåóÞ ôïõò g ◦ f åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò
äáêôõëßùí. ¤

3.1.8 Óçìåßùóç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.1.7, ç äéìåëÞò ó·Ýóç ‘‘∼='' ïñßæåé ìéá
ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ïéïõäÞðïôå óõíüëïõ áðáñôéæïìÝíïõ áðü äáêôõëßïõò (Þ åðß
ôÞò NÂG-«êëÜóåùò» üëùí ôùí äáêôõëßùí). Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí
‘‘∼='' ïíïìÜæïíôáé êëÜóåéò éóïìïñößáò. Äõï äáêôýëéïé ëïãßæïíôáé ùò (äáêôõëéïèåù-
ñçôéêþò) ôáõôéæüìåíïé üôáí åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöïé, Þôïé üôáí áíÞêïõí óôçí
ßäéá êëÜóç éóïìïñößáò. Ùò åê ôïýôïõ, ï äáêôõëéïèåùñçôéêüò ðñïóäéïñéóìüò ìéáò
ïéêïãåíåßáò äáêôõëßùí, ôá ìÝëç ôÞò ïðïßáò Ý·ïõí ìéá åéäéêÞ éäéüôçôá, éóïäõíáìåß
ìå ôçí ôáîéíüìçóç ôùí ìåëþí ôçò ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý 2.

3.1.9 Ðñüôáóç. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0 Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôç-
ôåò :

(i) f (0R) = 0R0 êáé f(−a) = −f(a), ∀a ∈ R.

(ii) Ãéá êÜèå a ∈ R éó·ýïõí ïé éóüôçôåò :

f(na) = nf(a), ∀n ∈ Z, êáé f(an) = f(a)n, ∀n ∈ N.

(iii) ÅÜí o S åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R, ôüôå ç åéêüíá ôïõ f (S) ìÝóù ôÞò f
åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R0.

(iv) ÅÜí ï S0 åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R0, ôüôå ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá
f−1 (S0) ìÝóù ôÞò f åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R.

(v) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï f(R) åßíáé
äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êáé ìÜëéóôá éó·ýåé ç éóüôçôá f (1R) = 1f(R).

2ÇöñÜóç «ôáîéíüìçóç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» Þ «ìåáêñßâåéá éóïìïñöéóìïý» (up to isomorphism) äçëïß ôç «äéÜêñéóç
(äáêôõëßùí) ìå ìüíï êñéôÞñéï ôáõôßóåùò ôç äéáìåóïëÜâçóç êÜðïéïõ éóïìïñöéóìïý».
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(vi) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ç f ìç ìçäåíéêüò ïìï-
ìïñöéóìüò êáé ï R0 äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò Þ áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå f (1R) = 1R0 .

(vii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï f (R) åßíáé ìåôáèåôé-
êüò.

(viii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé ç f
ìç ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, ôüôå

f(a−1) ∈ f (R)
×
, f(a−1) = [f (a)]−1 , ∀a ∈ R×,

êáé, ãåíéêüôåñá,

f(an) = f (a)
n
, ∀a ∈ R× êáé ∀n ∈ Z.

(ix) ÅÜí ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò,
óôåâëü óþìá/óþìá), ôüôå êáé ï f(R) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò,
óôñåâëü óþìá/óþìá).

Áðïäåéîç. (i) Ðñïöáíþò, f (0R) = f (0R + 0R) = f (0R) + f (0R), ïðüôå éó·ýåé
ç éóüôçôá f (0R) = 0R0 . ÅîÜëëïõ, ãéá êÜèå a ∈ R, Ý·ïõìå

0R0 = f (0R) = f(a+ (−a)) = f(a) + f(−a) =⇒ f(−a) = −f(a).

(ii) Ç áðüäåéîç Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.3 êáé ôç äåýôåñç éóüôçôá ôïý (i).

(iii) ÅÜí b1, b2 ∈ f(S), ôüôå õðÜñ·ïõí a1, a2 ∈ S, ôÝôïéá þóôå f(a1) = b1 êáé
f(a2) = b2. ÅðåéäÞ ï S åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R,

a1 − a2 ∈ S,

a1a2 ∈ S

¾
=⇒

½
b1 − b2 = f(a1)− f(a2) = f(a1 − a2) ∈ f(S),

b1b2 = f(a1)f(a2) = f(a1a2) ∈ f(S),

ïðüôå ç åéêüíá f(S) ôïý S ìÝóù ôÞò f åßíáé üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R0.

(iv) ÅÜí a1, a2 ∈ f−1(S0), ôüôå f(a1) ∈ S0 êáé f(a2) ∈ S0. Êé åðåéäÞ ï S0 åßíáé
õðïäáêôýëéïò ôïý R0,

f(a1 − a2) = f(a1)− f(a2) ∈ S0,

f(a1a2) = f(a1)f(a2) ∈ S0

¾
=⇒

½
a1 − a2 ∈ f−1(S0),

a1a2 ∈ f−1(S0),

Þôïé êáé ç áíôßóôñïöÞ ôïõ åéêüíá f−1 (S0) ìÝóù ôÞò f åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý
äáêôõëßïõ R.

(v) ¸óôù b ôõ·üí óôïé·åßï ôïý f(R). Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá a ∈ R, ôÝôïéï þóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá f(a) = b. ¢ñá

f(1R)f(a) = f(1Ra) = f(a), f(a)f(1R) = f(a1R) = f(a),
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ïðüôå ï f(R) åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé f (1R) = 1f(R).

(vi) ÅðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- ï f äåí åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, èá õðÜñ·åé
Ýíá a ∈ R, ôÝôïéï þóôå f(a) 6= 0R0 . Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

f(a) · 1R0 = f(a) = f(a · 1R) = f(a)f(1R) =⇒ f(a) (f (1R)− 1R0) = 0R0 .

ÅÜí ïR åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå õðÜñ·åé ôï áíôßóôñïöï f(a)−1 ôïý f(a),
ìå ôï ïðïßï ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå áìöüôåñá ôá ìÝëç ôÞò áíùôÝñù éóü-
ôçôáò êáé íá ëÜâïõìå f (1R) = 1R0 . ÅÜí, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï R åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáëÞîïõìå óôï ßäéï óõìðÝñáóìá êÜíïíôáò ·ñÞóç
ôïý íüìïõ ôÞò äéáãñáöÞò 1.2.5.

(vii) Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå a, b ∈ R, Ý·ïõìå

f(a)f(b) = f(ab) = f(ba) = f(b)f(a).

(viii) Ãéá êÜèå a ∈ R× Ý·ïõìå

f(a)f(a−1) = f(aa−1) = f(1R) = f(a−1a) = f(a−1)f(a).

Êé åðåéäÞ (ëüãù ôï (v)) éó·ýåé f (1R) = 1f(R) 6= 0R0 , Ý·ïõìå f(a) 6= 0R0 êáé
f(a−1) = [f (a)]−1 ∈ f (R)×. Ç äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé åýêïëá ìÝóù
ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò.

(ix) ¸óôù üôé ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ðñïöáíþò,
åðåéäÞ 1R 6= 0R, ôï f(1R) = 1f(R) åßíáé äéÜöïñï ôïý f(0R) = 0R0 . ÅÜí õðïèÝ-
óïõìå üôé f(a), f(b) ∈ f(R), ãéá êÜðïéá a, b ∈ R, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

f(a)f(b) = 0f(R) ⇐⇒ f(ab) = 0f(R) = f (0R) ,

ôüôå ab = 0R, ïðüôå a = 0R Þ b = 0R. Óõíåðþò, f(a) = 0f(R) Þ f(b) = 0f(R). ¢ñá
êáé ï f(R) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R óôñåâëü óþìá.
Ðñïöáíþò, åðåéäÞ 1R 6= 0R, ôï f(1R) = 1f(R) åßíáé äéÜöïñï ôïý f(0R) = 0R0 .

Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôé f(R)× = f(R)r{0R0}. Ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñü-
äçëïò. Áò èåùñÞóïõìå ôõ·üí b ∈ f(R)r{0R0}. Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá a ∈ Rr{0R}, ôÝ-
ôïéï þóôå b = f(a).¼ìùò -åî õðïèÝóåùò- Rr{0R} = R×, ïðüôå a ∈ R×, ðñÜãìá
ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ·åé (ðïëëáðëáóéáóôéêü) áíôßóôñïöï a−1 ôïý a, ãéá ôï ïðïßï
éó·ýåé f(a−1) = [f (a)]−1 ∈ f (R)× (âÜóåé ôïý (viii)). ¢ñá b ∈ f(R)×, êáé, ùò
åê ôïýôïõ, ï f(R) åßíáé óôñåâëü óþìá. (Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï f åß-
íáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï R óþìá, áñêåß íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ü,ôé ðñïåßðáìå óå
óõíäõáóìü ìå ôï (vii).) ¤
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3.1.10 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé R êáé R0 åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé R ∼= R0, ôüôå éó·ýïõí
ôá åîÞò :

(i) Ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ ⇔ ï R0 åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.
(ii) Ï R åßíáé óôåâëü óþìá ⇔ ï R0 åßíáé óôåâëü óþìá.
(iii) Ï R åßíáé óþìá ⇔ ï R0 åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. ÅÜí ç f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå áñêåß
íá åöáñìïóèå ôï (ix) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.9 ãéá áìöüôåñåò ôéò f êáé f−1. (Ðñâë. ìå
ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.7.) ¤

3.1.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ï f : K −→ R åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, üðïõ
ï K åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò (= óôñåâëü óþìá ), ôüôå ï f åßíáé Þ ï
ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò Þ Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï R åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò, ôüôå ï f åßíáé êáô' áíÜãêçí ï
ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò. ÅÜí ïR åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò êáé ï f äåí åßíáé
ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò (Þôïé äåí éó·ýåé f(a) = 0R, ãéá êÜèå a ∈ K), êáé åÜí
-åðéðñïóèÝôùò- õðïèÝóïõìå üôé f(x) = f(y) ãéá êÜðïéá x, y ∈ K, ôüôå

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0R. (3.2)

ÅÜí x−y 6= 0K , ôüôå ôï x−y èá äéáèÝôåé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï (x−y)−1.
Áõôü, êáôÜ ôï (viii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.9, óçìáßíåé üôé

f((x− y)−1) ∈ f (K)× , f((x− y)−1) = (f(x− y))−1. (3.3)

Áðü ôéò (3.2) êáé (3.3) óõíÜãïõìå üôé 0R = f(x − y)(f(x − y))−1 = 1R, ðñÜãìá
Üôïðï. ÅðïìÝíùò, x = y, êáé ï f åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïìïñöéóìüò. ¤

3.1.12 Ðüñéóìá. ÊÜèå åðéìïñöéóìüò óôñåâëþí óùìÜôùí f : K −→ L åßíáé éóï-
ìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý L åßíáé ≥ 2 êáé ï f åðéìïñöéóìüò, ï
f áäõíáôåß íá åßíáé ï ôåôñéììÝíïò ïìïìïñöéóìüò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï f ïöåßëåé íá
åßíáé êáé åíñéðôéêüò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.11. ¤

3.1.13 Ïñéóìüò. ÅÜí ï f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ï
õðïäáêôýëéïò Ker(f) := f−1({0R0}) ôïý R ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò ôïý f.

3.1.14 Ðñüôáóç. Ï ðõñÞíáò Ker(f) åíüò ïìïìïñöéóìïý äáêôõëßùí f : R → R0

áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R.
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Áðïäåéîç. ¸óôù üôé r ∈ R êáé üôé a, b ∈ Ker(f). Ôüôå

f(a− b) = f(a)− f(b) = 0R0 − 0R0 = 0R0 ,

f(ar) = f(a)f(r) = 0R0f(r) = 0R0 ,

f(ra) = f(r)f(a) = f(r)0R0 = 0R0

⎫⎬⎭ =⇒ a− b, ar, ra ∈ Ker(f).

¢ñá ï Ker(f) åßíáé åî ïñéóìïý Ýíá éäåþäåò ôïý R. ¤

3.1.15 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ôüôå o

f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒ Ker (f) = {0R} .

Áðïäåéîç. ÅÜí ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé a åßíáé Ýíá ôõ·üí óôïé-
·åßï ôïý ðõñÞíá Ker(f), ôüôå

f(a) = 0R0 = f(0R) =⇒
f Ýíñéøç

a = 0R.

¢ñá Ker(f) = {0R} . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éó·ýåé Ker(f) = {0R} êáé õðïèÝóïõìå
üôé f(x) = f(y), ãéá êÜðïéá x, y ∈ R, ôüôå

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0R0 =⇒ x− y ∈ Ker(f) = {0R} =⇒ x− y = 0R,

äçëáäÞ ï ïìïìïñöéóìüò f åßíáé åíñéðôéêüò. ¤

3.1.16 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé ï äáêôýëéïò R ìðïñåß íá åìöõôåõèåß (Þ üôé åßíáé åì-
öõôåýóéìïò) óå Ýíáí äáêôýëéï R0 üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí
f : R −→ R0.

3.1.17 Ðñüôáóç. ¸íáò äáêôýëéïò R åßíáé åìöõôåýóéìïò óå Ýíáí äáêôýëéï R0 åÜí
êáé ìüíïí åÜí ï R åßíáé éóüìïñöïò ìå Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý R0.

Áðïäåéîç. ÅÜí Ýíáò äáêôýëéïò R åßíáé åìöõôåýóéìïò óå Ýíáí äáêôýëéï R0, ôüôå
õößóôáôáé êÜðïéïò ìïíïìïñöéóìüò f : R −→ R0.ÈÝôïíôáò S := f(R), ãíùñßæïõìå
üôé o S åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý R0 (âë. 3.1.9 (iii)). Ðåñéïñßæïíôáò ôï ðåäßï ôéìþí
ôoý f óôçí åéêüíá ôïõ ëáìâÜíïõìå ôïí éóïìïñöéóìü

R 3 r 7−→ f(r) ∈ S.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ïR åßíáé éóüìïñöïò ìå Ýíáí õðïäáêôýëéïS ôïýR0, ôüôå õöß-
óôáôáé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò f : R −→ S. Èåùñþíôáò (êáôüðéí åðåêôÜóåùò) ùò
ðåäßï ôéìþí ôÞò áðåéêïíßóåùò f ôo R0 ëáìâÜíïõìå ôïí ìïíïìïñöéóìü äáêôõëßùí
R 3 r 7−→ f(r) ∈ R0. ¤
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3.1.18 Ðñüôáóç. ÊÜèå äáêôýëéïò R ìðïñåß íá åìöõôåõèåß (ü·é ìïíïóçìÜíôùò) óå
Ýíáí äáêôýëéï R0 ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÌÜëéóôá, ï R0 ìðïñåß íá åðéëåãåß êáôÜ
ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ·áñ(R0) = 0 Þ ·áñ(R0) = ·áñ(R).

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R0 := Z× R, üðïõ Z ï äáêôýëéïò
ôùí áêåñáßùí áñéèìþí. Åðß ôïý R0 ïñßæïíôáé ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëá-
óéáóìïý ùò áêïëïýèùò:

(i) (m,a) + (n, b) := (m+ n, a+ b),

(ii) (m,a) · (n, b) := (mn,mb+ na+ ab),

ãéá êÜèå (m,a), (n, b) ∈ R0. Ç ôñéÜäá (R0,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ·áñáêôç-
ñéóôéêÞò 0 ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1, 0), êáé ç áðåéêüíéóç

f : R −→ R0, a 7−→ (0, a) ,

åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ÅÜí ·áñ(R) = k > 0, ôüôå ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå
ùò R0 ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R0 := Zk ×R åöïäéáóìÝíï ìå ôéò ðñÜîåéò:

(i) ([m]k , a) + ([n]k , b) := ([m+ n]k , a+ b),

(ii) ([m]k , a) · ([n]k , b) := ([mn]k ,mb+ na+ ab),

ãéá êÜèå ([m]k , a), ([n]k , b) ∈ R0. Ç ôñéÜäá (R0,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ·á-
ñáêôçñéóôéêÞò k ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï ([1]k , 0), êáé ç áðåéêüíéóç

f : R −→ R0, a 7−→ ([0]k , a) ,

åßíáé êáé ðÜëé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. ¤

3.1.19 Óçìåßùóç. ÐïëëÝò öïñÝò óõìâáßíåé «åéäéêïß» äáêôýëéïé íá åßíáé åìöõôåõ-
ìÝíïé óå äáêôõëßïõò «ïëéãüôåñï åéäéêïýò». Åðß ðáñáäåßãìáôé, óþìáôá åíäÝ·åôáé
íá åßíáé åìöõôåõìÝíá åíôüò óôñåâëþí óùìÜôùí, êáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò åíôüò äá-
êôõëßùí ìå ìçäåíïäéáéñÝôåò (âë. 3.1.20 (i) êáé (ii)). Ùóôüóï, üðùò èá äïýìå óôçí
åíüôçôá 3.5 (âë. ðñüôáóç 3.5.7), êÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ ìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ
ôñüðï öõóéêü óå Ýíá óþìá.

3.1.20 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí åßíáé åìöõôåõìÝíï
óôï óôñåâëü óþìá HR ôùí (ðñáãìáôéêþí) ôåôñáíßùí (ïðüôå ôï HR ìðïñåß, õðü
ìßá Üðïøç, íá èåùñåßôáé ùò «öõóéêÞ åðÝêôáóç» ôïý C) ìÝóù ôïý áêüëïõèïõ ìï-
íïìïñöéóìïý:

C /→ HR, a+ bi 7−→ aI+ bJ =

µ
a+ bi 0

0 a− bi

¶
,

üðïõ ïé I êáé J åßíáé ïé ðßíáêåò ïé åéóá·èÝíôåò óôï 1.2.19 (ii).
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(ii) ÅÜí óôçí ðñüôáóç 3.1.18 èÝóïõìåR = Z êáéR0 = Z×Z (ìå ôç äïìÞ äáêôõëßïõ
ôçí ïñéóèåßóá êáôÜ ôçí áðïäåéêôéêÞ äéáäéêáóßá!), ôüôå ïR åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ,
åíþ ï R0 äåí åßíáé, äéüôé ð.·. ãéá êÜèå n ∈ Zr{0} éó·ýåé ç éóüôçôá:

(−2, 2) (, 0, 2n) = (0, 0− 4n+ 4n) = (0, 0).

I Ðçëéêïäáêôýëéïé êáé öõóéêïß åðéìïñöéóìïß. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù
I Ýíá éäåþäåò áõôïý. Èåùñïýìå ôïí ðçëéêïäáêôýëéï R/I (âë. 2.6.1 êáé 2.6.2). Ç
áðåéêüíéóç

' : R −→ R/I, ' (r) := r + I, ∀r ∈ R, (3.4)

åßíáé ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ.

3.1.21 ËÞììá. Ç (3.4) áðïôåëåß Ýíáí åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôéò (2.5) êáé (2.6). ¤

3.1.22 Ïñéóìüò. Ç(3.4) êáëåßôáéöõóéêüò åðéìïñöéóìüò (Þ åðéìïñöéóìüò êëÜóåùí
õðïëïßðùí) ôïý R åðß ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I.

Ç åðüìåíç ðñüôáóç äçëïß -êáô' ïõóßáí- üôé ïé Ýííïéåò «ðõñÞíáò ïìïìïñöéóìïý äá-
êôõëßùí» êáé «éäåþäåò» ìðïñïýí íá ·ñçóéìïðïéïýíôáé ç ìßá áíôß ôÞò Üëëçò ·ùñßò
ðåñáéôÝñù ðåñéïñéóìïýò.

3.1.23 Ðñüôáóç. ¸óôù R ôõ·þí äáêôýëéïò. Ôüôå Ýíá õðïóýíïëï ∅ 6= I ⊆ R

áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï I åßíáé ï ðõñÞíáò åíüò ïìïìïñ-
öéóìïý äáêôõëßùí f : R −→ S (ãéá êÜðïéïí êáôÜëëçëï äáêôýëéï S).

Áðïäåéîç. ÅÜí ∅ 6= I ⊆ R åßíáé Ýíá Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôüôå ï öõóéêüò åðé-
ìïñöéóìüò (3.4) Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôïí Ker(') = {r ∈ R | r + I = I} = I. Ôï
áíôßóôñïöï åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.14. ¤

3.1.24 Ðüñéóìá. Ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò (3.4) åßíáé éóïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí
åÜí I = {0R}.

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.1.15 ï ' : R −→ R/I åßíáé ìïíïìïñöé-
óìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò ôïõ (ðïõ éóïýôáé ìå ôï I) åßíáé ôï ôåôñéììÝíï
éäåþäåò. ¤
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3.1.25 Ðüñéóìá. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï, ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï R åßíáé Ýíá óþìá.

(ii) Ôá ìüíá éäåþäç ôïý R åßíáé ôï {0R} êáé o ßäéïò ï R.
(iii) Ôï {0R} åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R.
(iv) ÊÜèå ìç ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0 åßíáé ìïíïìïñöé-
óìüò.

Áðïäåéîç. Ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ (i)⇔(ii) Ýðåôáé áðü ôï ðüñéóìá 2.1.11, ç
(i)⇔(iii) áðü ôï ðüñéóìá 2.6.5 (áöïý R ∼= R/{0R}, âë. 3.1.10 (iii) êáé 3.1.24) êáé ç
óõíåðáãùãÞ (i)⇒(iv) áðü ôçí ðñüôáóç 3.1.11. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò óõíåðáãùãÞò
(iv)⇒(ii) áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôõ·üí éäåþäåò I $ R êáé ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü
' : R −→ R/I, ï ïðïßïò åßíáé ìç ìçäåíéêüò ìå Ker(') = I. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé
ï ' åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, Ý·ïõìå I = {0R}, ïðüôå ï R äåí äéáèÝôåé Üëëá ãíÞóéá
éäåþäç ðÝñáí ôïý ôåôñéììÝíïõ. Ç áðüäåéîç ëÞãåé áêïëïõèþíôáò ôéò óõíåðáãùãÝò
(iv)⇒(ii)⇒(i). ¤

3.2 ÈÅÙÑÇÌÁ ÁÍÔÉÓÔÏÉμÉÓÅÙÓ ÉÄÅÙÄÙÍ

3.2.1 ËÞììá. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí õðïôåèåß
üôé ôï I åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò ôïý R êáé ôï J Ýíá (áñé-
óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý S, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Ç åéêüíá f(I) ôïý I ìÝóù ôïý f åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï ) éäåþ-
äåò ôïý äáêôõëßïõ f(R).

(ii) Ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1 (J) ôïý J ìÝóù ôïý f åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/ äå-
îéü/áìößðëåõñï ) éäåþäåò ôïý R.

Áðïäåéîç. (i) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá s ∈ f(R) êáé x, y ∈ f(I). ÅðåéäÞ ôï
I åßíáé (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, õðÜñ·ïõí r ∈ R, a, b ∈ I,

ôÝôïéá þóôå s = f(r), x = f(a) êáé y = f(b), êáé éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

x− y = f(a)− f(b) = f(a− b) ∈ f(I),

sx = f(r)f(a) = f(ra) ∈ f(I) | xs = f(ar) ∈ f(I) | sx, xs ∈ f(I)

¾
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç åéêüíá f(I) ôïý I ìÝóù ôïý f åßíáé Ýíá (áñéóôåñü êáé, áíôé-
óôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ f(R).

(ii) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá r ∈ R êáé a, b ∈ f−1 (J) . Ôüôå, åðåéäÞ ôï J åßíáé
(áñéóôåñü êáé, áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý S,

f(a− b) = f(a)− f(b) ∈ J,

f(ra) = f(r)f(a) ∈ J | f(ar) = f(a)f(r) ∈ J | f(ra), f(ar) ∈ J

¾
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áð' üðïõ Ýðåôáé üôé a − b, ra | ar | ra, ar ∈ f−1 (J). ¢ñá ôï f−1 (J) åßíáé åî
ïñéóìïý Ýíá ïìïåéäÝò éäåþäåò ôïý R. ¤

3.2.2 Óçìåßùóç. ÅÜí õðïôåèåß üôé ôï I åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï)
éäåþäåò ôïý R êáé üôé ï f äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò, ç åéêüíá f(I) ôïý I ìÝóù ôïý f
åßíáé Ýíá ïìïåéäÝò éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ f(R) áëëÜ ü·é êáô' áíÜãêçí êáé ôïý S.
Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñþíôáò ôÞ óõíÞèç Ýíèåóç ι : Z /→ Q, ç åéêüíá ôïý éäåþäïõò
I := 2Z ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ìÝóù áõôÞò åßíáé ôï õðïóýíïëï
2Z ôïý Q ðïõ äåí åßíáé éäåþäåò ôïý óþìáôïò ôùí ñçôþí áñéèìþí (êáèüôé ôá ìüíá
éäåþäç ôïý Q åßíáé ôá {0} êáé Q, âë. ðüñéóìá 2.1.11).

3.2.3 Èåþñçìá ôÞò áíôéóôïé·ßóåùò. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõ-
ëßùí êáé Ýóôù W := Ker(f). Ôüôå ç

⎧⎪⎨⎪⎩
áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá

éäåþäç ôïý R
ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôïí W

⎫⎪⎬⎪⎭ F−→
(

áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá
éäåþäç ôïý S

)

I 7−→ f(I)

åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç êáé äéáôçñåß ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, Þôïé

(W ⊆) I1 $ I2 ⇐⇒ f(I1) $ f(I2).

Áðïäåéîç. Ôï üôé ç F åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç Ýðåôáé áðü ôï (i) ôïý
ëÞììáôïò 3.2.1. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ç F åßíáé åðéññéðôéêÞ áñêåß íá áðïäåß-
îïõìå üôé êÜèå (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò J ôïý S åßíáé ôÞò ìïñöÞò
f(I), üðïõ I Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R. Ôïýôï Ýðåôáé áðü
ôï üôé J = f(f−1(J)), üðïõ ôï I = f−1(J) åßíáé ïìïåéäÝò éäåþäåò (âë. 3.2.1 (ii)).
ÓçìåéùôÝïí üôé ï åãêëåéóìüò J ⊇ f(f−1(J)) åßíáé ðñïöáíÞò (áðü ôç Èåùñßá Óõ-
íüëùí). ¸óôù b ∈ J . ÅðåéäÞ ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ, õðÜñ·åé a ∈ R, ôÝôïéï þóôå
b = f(a). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

a ∈ f−1(J) =⇒ b = f(a) ∈ f(f−1(J)),

ïðüôå êáé J ⊆ f(f−1(J)). Åí óõíå·åßá, èá áðïäåßîïõìå üôé ç F åßíáé êáé åíñé-
ðôéêÞ. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá I1, I2 åßíáé äõï (áñéóôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç
ôïý R ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôïí ðõñÞíáW êáé ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôá

F (I1) = F (I2) =⇒ f(I1) = f (I2) .
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Èá áðïäåßîïõìå ôçí éóüôçôá I1 = f−1(f(I1)).Ï åãêëåéóìüò I1 ⊆ f−1(f(I1)) åßíáé
ðñïöáíÞò (áðü ôç Èåùñßá Óõíüëùí). ¸óôù a ∈ f−1(f(I1)). Ôüôå f(a) ∈ f(I1),
ïðüôå õðÜñ·åé Ýíá x ∈ I1, ôÝôïéï þóôå f(a) = f(x). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

x− a ∈W ⊆ I1
x ∈ I1

¾
=⇒ x− (x− a) = a ∈ I1,

äçëáäÞ I1 ⊇ f−1(f(I1)). ¢ñá ðñÜãìáôé I1 = f−1(f(I1)). Áíáëüãùò áðïäåé-
êíýïõìå üôé I2 = f−1(f(I2)). Åî áõôþí Ýðåôáé üôé

f(I1) = f (I2) =⇒ I1 = f−1(f(I1)) = f−1(f(I2)) = I2,

Þôïé ç åíñéðôéêüôçôá ôÞò F . ÔÝëïò, áò õðïèÝóïõìå üôé ôá I1, I2 åßíáé äõï (áñé-
óôåñÜ/äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç ôïýR ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôïí ðõñÞíáW êáé ãéá
ôá ïðïßá éó·ýåé ï åãêëåéóìüò I1 $ I2. Ôüôå f(I1) ⊆ f(I2). ÅÜí ßó·õå ç éóüôçôá
f(I1) = f(I2), èá êáôáëÞãáìå (üðùò åðé·åéñçìáôïëïãÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò) óôçí
(åî õðïèÝóåùò) Üôïðç éóüôçôá I1 = I2. ¢ñá f(I1) $ f(I2). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí
f(I1) $ f(I2), ôüôå

I1 = f−1(f(I1)) $ f−1(f(I2)) = I2 =⇒ I1 $ I2,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé êáé ç áíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ åßíáé áëçèÞò. ¤

3.2.4 Ðüñéóìá. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R. Ôüôå êÜèå éäåþäåò ôïý
ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I åßíáé ôÞò ìïñöÞò J/I, üðïõ J êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñé-
óìÝíï) éäåþäåò ôïý R ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï I.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü' : R −→ R/I (âë. (3.4)). ÂÜóåé
ôïý èåùñÞìáôïò 3.2.3 ôÞò áíôéóôïé·ßóåùò éäåùäþí êÜèå éäåþäåò ôïýR/I åßíáé ôÞò
ìïñöÞò ' (J), üðïõ J êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) éäåþäåò ôïý R ôï ïðïßï
ðåñéÝ·åé ôï I = Ker(') (âë. ðñüôáóç 3.1.23). Ôï I åßíáé êáé áõôü Ýíá éäåþäåò ôïý
J (üôáí ôï J èåùñçèåß áö' åáõôïý ùò äáêôýëéïò áíáöïñÜò), åíþ ç åéêüíá ' (J)

éóïýôáé ìå

' (J) = {' (a) | a ∈ J} = {a+ I | a ∈ J} = J/I,

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

3.2.5 ÐáñÜäåéãìá. Ãéá R = Z êáé I = mZ, m ∈ N, ôï óýíïëï ôùí éäåùäþí ôïý
ðçëéêïäáêôõëßïõ Z/mZ åßíáé ôï

{dZ/mZ| d ∈ N êáé d | m } .
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3.3 ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

ÁõôÜ åßíáé ôñßá ·áñáêôçñéóôéêÜ èåùñÞìáôá (âë. 3.3.2, 3.3.14 êáé 3.3.19) ôá ïðïßá
ðåñéãñÜöïõí ôïí ôñüðï äéáóõíäÝóåùò ôùí ïìïìïñöéóìþí äáêôõëßùí, ôùí éäåù-
äþí äáêôõëßùí êáé ôùí ðçëéêïäáêôõëßùí. Ôá åî áõôþí åîáãüìåíá ðïñßóìáôá åßíáé
ðïëéðïßêéëá êáé ëßáí ·ñÞóéìá.

3.3.1 Èåþñçìá. ¸óôù üôé ï f : R −→ S åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôï
I Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôÝôïéï þóôå I ⊆ Ker(f) , êáé ' : R −→ R/I ï öõóéêüò
åðéìïñöéóìüò (3.4). Ôüôå ç

ψ : R/I −→ S, a+ I 7−→ f (a) , ∀a ∈ R,

åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç êáé áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí ï
ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

R

'

²²

f

ÃÃA
AA
AA
AA
AA
AA
AA
AA
AA

R/I
ψ

// S

ìåôáèåôéêü (Þôïé ψ ◦ ' = f). Ç áðåéêüíéóç ψ åßíáé åðéññéðôéêÞ åÜí êáé ìüíïí
åÜí ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ, åíþ åßíáé åíñéðôéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé ç éóüôçôá
I = Ker(f).

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ç ψ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé åÜí Ý·ïõìå
a+ I = b+ I, ãéá êÜðïéá a, b ∈ R, ôüôå

a− b ∈ I ⊆ Ker (f) =⇒ f(a− b) = f(a)− f(b) = 0R0 =⇒ f(a) = f(b).

Åðßóçò, ψ ◦' = f , êáèüôé éó·ýåé

ψ (' (a)) = ψ (a+ I) = f (a) , ∀a ∈ R.

Ôï üôé ç ψ åßíáé êáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí óõíÜãåôáé áðü ôéò áêüëïõèåò éóüôç-
ôåò: ⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ψ ((a+ I) + (b+ I)) = ψ ((a+ b) + I) = f(a+ b)

= f(a) + f(b) = ψ (a+ I) + ψ (b+ I) ,

ψ ((a+ I) (b+ I)) = ψ (ab+ I) = f(ab)

= f(a)f(b) = ψ (a+ I)ψ (b+ I) , ∀a, b ∈ R.
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ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ç ' åßíáé åðéññéðôéêÞ, ç f = ψ ◦ ' åßíáé åðéññéðôéêÞ åÜí êáé
ìüíïí åÜí ç ψ åßíáé åðéññéðôéêÞ. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß êáé ç áìößðëåõñç
óõíåðáãùãÞ:

(ψ åíñéðôéêÞ)⇐⇒ Ker (f) = I.

(=⇒)¸óôù ôõ·üí a ∈ Ker(f). Ôüôå

ψ (a+ I) = f(a) = 0S = ψ
¡
0R/I

¢
= ψ (I) =⇒

[ψ Ýíñéøç]
a+ I = I =⇒ a ∈ I.

¢ñá Ker(f) ⊆ I. Êé åðåéäÞ -åî õðïèÝóåùò- I ⊆ Ker(f) , Ý·ïõìå Ker(f) = I.

(⇐=) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé Ker(f) = I, áñêåß íá äåßîïõìå (åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 3.1.15) üôé Ker(ψ) = {0R/I}.¸óôù ëïéðüí ôõ·üí a+ I ∈ Ker(ψ). Ôüôå

f(a) = ψ (a+ I) = 0S =⇒ a ∈ Ker (f) = I =⇒ a+ I = I = 0R/I ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ðñÜãìáôé Ker(ψ) = {0R/I}. ¤

3.3.2 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äá-
êôõëßùí. Ôüôå ç

ψ : R/Ker(f) −→ Im (f) = f (R) , a+Ker(f) 7−→ f (a) , ∀a ∈ R,

åßíáé éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, Þôïé

R/Ker(f) ∼= Im (f) = f (R) .

Áðïäåéîç. ¢ìåóç äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò 3.3.1, üôáí èÝóïõìå I := Ker(f) . ¤

3.3.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôùm ∈ N êáé Ýóôù f ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

f : Z −→ Zm, n 7−→ [n]m , ∀n ∈ Z.

Ôüôå

Ker (f) = {r ∈ Z | f(r) = [0]m} = {r ∈ Z | [r]m = [0]m}
= {r ∈ Z | r = km, k ∈ Z} = {km | k ∈ Z} = mZ,

êáé, óýìöùíá ìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2, Z/mZ ∼= Zm. ÅîÜëëïõ,
åðåéäÞmZ = −mZ ãéá êÜèåm ∈ Zr{0}, Ý·ïõìå ãåíéêüôåñá

Z/mZ ∼= Z|m|, ∀m ∈ Zr{0}. (3.5)
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(ii) ¸óôù R ï õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (R) ï ïñéæüìåíïò ùò åîÞò:

R :=

½µ
a b

0 a

¶ ¯̄̄̄
a, b ∈ R

¾
,

êáé Ýóôù f ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

f : R −→ R,
µ

a b

0 a

¶
7−→ a.

Ôüôå -üðùò êáíåßò ìðïñåß åýêïëá íá åëÝãîåé- ç f åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí,
ïðüôå, äõíÜìåé ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.2,

R/I ∼= R,

üðïõ

I = Ker (f) =
½µ

0 b

0 0

¶ ¯̄̄̄
b ∈ R

¾
.

(iii) ¸óôù R ï õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò Q ôùí ñçôþí áñéèìþí ï ïñéæüìåíïò ùò
åîÞò:

R :=
n a

b
∈ Q

¯̄̄
a ∈ Z, b ∈ Zr{0} êáé ìêä (a, b) = 1, b ≡ 1(mod 2)

o
.

Ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

f : R −→ Z2, a
b 7−→ f(ab ) :=

½
[0]2 , üôáí a ≡ 0(mod 2),
[1]2 , üôáí a ≡ 1(mod 2),

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ãéáôß;) êáé (âÜóåé ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöé-
óìþí 3.3.2)

R/
©
a
b ∈ R

¯̄
a ≡ 0(mod 2)

ª ∼= Z2.
(iv) Ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

Z[X] 3
nX
i=0

aiX
i 7−→ a0 ∈ Z

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï êýñéï éäåþäåò(
nX
i=0

aiX
i ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯ a0 = 0

)
= hXi ,
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ïðüôå

Z[X]/ hXi ∼= Z.

Åðß ôç âÜóåé ôùí (i) êáé (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.10, ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4 êáé ôïý
ðïñßóìáôïò 2.6.5 ôï hXi åßíáé ðñþôï, ìç ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z[X].

3.3.4 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï f : R −→ S åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé
ôï I Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôÝôïéï þóôå I ⊆ Ker(f). Ôüôå

R/I ∼= S/f(I).

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï (i) ôïý ëÞììáôïò 3.2.1 ç åéêüíá f(I) ôïý éäåþäïõò I ìÝóù ôïý f
åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý S, ïðüôå ìðïñåß íá ïñéóèåß ï ðçëéêïäáêôýëéïòS/f(I).¸óôù
' : S −→ S/f(I) ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ôïý S åðß ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ S/f(I).
Ç áðåéêüíéóç g = ' ◦ f : R −→ S/f(I) åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ùò
óýíèåóç äýï åðéìïñöéóìþí, âë. 3.1.4) ìå ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò

Ker (g) =
©
a ∈ R | g(a) = 0S/f(I)

ª
= {a ∈ R | '(f(a)) = f(I)}
= {a ∈ R | f(a) + f(I) = f(I)}
= {a ∈ R | f(a) ∈ f(I)}
= f−1(f(I)),

ôï ïðïßï éóïýôáé ìå ôï I (âë. áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 3.2.3). Áñêåß ëïéðüí íá
åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 3.3.2 ãéá ôçí g. ¤

3.3.5 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï f : R −→ S åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé
ôï J Ýíá éäåþäåò ôïý S. Ôüôå

R/f−1(J) ∼= S/J.

Áðïäåéîç. ¸óôù ' : S −→ S/J ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ôïý S åðß ôïý ðçëé-
êïäáêôõëßïõ S/J . Ç áðåéêüíéóç g = ' ◦ f : R −→ S/J åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò
äáêôõëßùí (ùò óýíèåóç äýï åðéìïñöéóìþí, âë. 3.1.4), ìå ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò

Ker (g) =
©
a ∈ R | g(a) = 0S/J

ª
= {a ∈ R | '(f(a)) = J}
= {a ∈ R | f(a) + J = J}
= {a ∈ R | f(a) ∈ J}
= f−1(J).

Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 3.3.2 ãéá
ôçí g. ¤
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3.3.6 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï f : R −→ S åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí
äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý f, ôüôå
ôï f(p) åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý S.

(ii) ÅÜí ôï q åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý S, ôüôå ôï f−1(q) åßíáé Ýíá ðñþôï
éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý f.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ R ðïõ ðåñéÝ-
·åé ôïí ðõñÞíá ôïý f, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé
R/p ∼= S/f(p) (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4 êáé ôïý ðïñßóìáôïò 3.3.4). ¢ñá êáé
ï ðçëéêïäáêôýëéïò S/f(p) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý ðïñßóìá-
ôïò 3.1.10). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï f(p) ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý S (åê
íÝïõ ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4).

(ii) ÅÜí ôï q åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ S, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò
S/q åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé S/q ∼= R/f−1(q) (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 2.6.4, ôïý
ðïñßóìáôïò 3.3.5 êáé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.7). ¢ñá êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò
R/f−1(q) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.10). Áõôü óçìáßíåé
üôé ôï f−1(q) ïöåßëåé íá åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ R (åê íÝïõ ëüãù ôïý
èåùñÞìáôïò 2.6.4). ÅðéðñïóèÝôùò, {0S} ⊆ q, ïðüôå Ker(f) ⊆ f−1(q). ¤

3.3.7 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ãéá ðñþôá éäåþäç.)
¸óôù f : R −→ S Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé-
·åßá. ÈÝôïõìå W := Ker(f) êáé èåùñïýìå ôá ðñþôá öÜóìáôá

Spec(R) := {p| p ðñþôï éäåþäåò ôïý R} , Spec(S) := {q| q ðñþôï éäåþäåò ôïý S}

ôùí R êáé S (âë. Üóêçóç 2-36). ÅÜí Spec(S) 6= ∅, ôüôå ç

V(W ) := {p ∈ Spec(R) | p ⊇W } −→ Spec(S)

p 7−→ f(p)

(3.6)

åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, Þôïé

(W ⊆) p1 $ p2 ⇐⇒ f(p1) $ f(p2).

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 3.3.6, ãéá êÜèå p ∈ V(W ) Ý·ïõìå f(p) ∈ Spec(S)
êáé ãéá êÜèåq ∈ Spec(S) Ý·ïõìå f−1(q) ∈ V(W ). ÅðåéäÞ p = f−1(f(p)) ãéá êÜèå
p ∈ V(W ) êáé q = f(f−1(q)) ãéá êÜèå q ∈ Spec(S) (âë. áðüäåéîç ôïý èåùñÞìá-
ôïò 3.2.3), ç (3.6) åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç (êáé ìÜëéóôá, åê êáôáóêåõÞò, ï
ðåñéïñéóìüò F |V(W ) ôÞò F ôÞò ïñéóèåßóáò óôï èåþñçìá 3.2.3 åðß ôïý V(W )). Ç
äéáôÞñçóç ôÞò åãêëåéóôéêÞò ó·Ýóåùò áðïäåéêíýåôáé üðùò óôï èåþñçìá 3.2.3. ¤
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3.3.8 Óçìåßùóç. ÅÜí ï f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò (ü·é êáô' áíÜãêçí åðéìïñ-
öéóìüò!) ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá êáé f(1R) = 1S , ôüôå

f−1(q) ∈ Spec(R), ∀q ∈ Spec(S),

ïðüôå, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé Spec(S) 6= ∅, ï f åðÜãåé ìéá «êáíïíéóôéêÞ» áðåé-
êüíéóç (óå åðßðåäï ðñþôùí öáóìÜôùí):

Spec(S) 3 q 7−→ f−1(q) ∈ Spec(R).

ÐñÜãìáôé° ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1(q) ïéïõäÞðïôå q ∈ Spec(S) åßíáé Ýíá éäåþäåò
ôïý R (âë. 3.2.1 (ii)), ï ðçëéêïäáêôýëéïò S/q åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë. èåþñçìá
2.6.4) êáé ç åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.2 ãéá ôç óýíèåóç
' ◦ f ôùí ïìïìïñöéóìþí

R
f−→ S

'−→ S/q

(üðïõ' : S −→ S/q ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò) äßäåé ôïí éóïìïñöéóìü

R/Ker(' ◦ f) ∼= Im(' ◦ f) ⊆ S/q.

ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.9) ç åéêüíá Im(' ◦ f) åßíáé Ýíáò
õðïäáêôýëéïò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò S/q êáé

1S/q = 1S + q = '(1S) = '(f(1R)) = (' ◦ f)(1R) = 1Im('◦f)

(âë. 3.1.9 (v)), ç ðñüôáóç 1.2.20 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ç Im(' ◦ f) åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, ïðüôå êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/Ker(' ◦ f) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (óýì-
öùíá ìå ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.10). ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ

Ker(' ◦ f) =
©
r ∈ R | ' (f (r)) = 0S/q

ª
= {r ∈ R | f (r) + q = q}
= {r ∈ R | f (r) ∈ q} = f−1(q),

ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/f−1(q) åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ïðüôå Ý·ïõìå êáô' áíÜ-
ãêçí f−1(q) ∈ Spec(R) (âë. èåþñçìá 2.6.4).

3.3.9 Ðüñéóìá. ¸óôù I Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R ìå ìï-
íáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå êÜèå ðñþôï éäåþäåò ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I åßíáé ôÞò
ìïñöÞò p/I , üðïõ p êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) ðñþôï éäåþäåò ôïý R ôï
ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï I.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá ðïñßóìáôá 3.3.7 êáé 3.2.4. ¤
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3.3.10 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï f : R −→ S åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí
äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ôï m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý f,
ôüôå ôï f(m) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý S.

(ii) ÅÜí ôï m0 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý S, ôüôå ôï f−1(m0) åßíáé Ýíá ìåãé-
óôéêü éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõñÞíá ôïý f.

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ôï m åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí ðõ-
ñÞíá ôïý f, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/m åßíáé óþìá êáé R/m ∼= S/f(m) (ëüãù
ôùí ðïñéóìÜôùí 2.6.5 êáé 3.3.4). ¢ñá êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò S/f(m) åßíáé óþìá
(âë. ôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.10). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï f(m) ïöåßëåé íá åßíáé
ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý S (åê íÝïõ ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.6.5).

(ii) ÅÜí ôïm0 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïýS, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò S/m0 åßíáé
óþìá êáé S/m0 ∼= R/f−1(m0) (ëüãù ôùí ðïñéóìÜôùí 2.6.5 êáé 3.3.4, êáé ôïý (ii) ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.1.7). ¢ñá êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/f−1(m0) åßíáé óþìá (âë. ôï (iii)
ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.10). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï f−1(m0) ïöåßëåé íá åßíáé ìåãéóôéêü
éäåþäåò ôïý R (åê íÝïõ ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.6.5). ÅðéðñïóèÝôùò, {0S} ⊆ m0,
ïðüôå Ker(f) ⊆ f−1(m0). ¤

Åí óõíå·åßá, ðáñáèÝôïõìå Ýíá ðüñéóìá áíÜëïãï ôïý 3.3.7 ãéá ìåãéóôéêÜ éäåþäç.

3.3.11 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò ãéá ìåãéóôéêÜ éäåþäç.)
¸óôù f : R −→ S Ýíáò åðéìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé-
·åßá. ÈÝôïõìå W := Ker(f) êáé èåùñïýìå ôá ìåãéóôéêÜ öÜóìáôá

Max-Spec(R) :=

(
m

¯̄̄̄
¯ m ìåãéóôéêü
éäåþäåò ôïý R

)
, Max-Spec(S) :=

(
n

¯̄̄̄
¯ n ìåãéóôéêü
éäåþäåò ôïý S

)

ôùí R êáé S. ÅÜí ï S åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, ôüôå ç

{m ∈Max-Spec(R) |m ⊇W } −→ Max-Spec(S)

m 7−→ f(m)

(3.7)

åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, Þôïé

(W ⊆) m1 $ m2 ⇐⇒ f(m1) $ f(m2).

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ðüñéóìá 3.3.10, ôï f(m) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïýS ãéá
êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåòm ôïýR ìåm ⊇W êáé ôï f−1(m0) åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò
ôïýR ðåñéÝ·ïí ôïíW ãéá êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåòm0 ôïý S.ÅðåéäÞm = f−1(f(m))
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ãéá êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m ôïý R ìå m ⊇ W êáé m0 = f(f−1(m0)) ãéá êÜèå
ìåãéóôéêü éäåþäåò m0 ôïý S (âë. áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 3.2.3), ç (3.7) åßíáé
áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç (êáé ìÜëéóôá, åê êáôáóêåõÞò, ï ðåñéïñéóìüò ôÞò F ôÞò
ïñéóèåßóáò óôï èåþñçìá 3.2.3 åðß ôïý óõíüëïõ ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí ôïýR ðïõ
ðåñéÝ·ïõí ôïí W ). Ç äéáôÞñçóç ôÞò åãêëåéóôéêÞò ó·Ýóåùò áðïäåéêíýåôáé üðùò
óôï èåþñçìá 3.2.3. ¤

3.3.12 Óçìåßùóç. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí
ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá êáé f(1R) = 1S . ÅÜí ï f äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå,
óå áíôßèåóç ìå ü,ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò áíôéóôñüöùí åéêüíùí
ðñþôùí éäåùäþí (âë. 3.3.8), ç áíôßóôñïöç åéêüíá åíüò ìåãéóôéêïý éäåþäïõò ôïý
S ìÝóù ôïý f äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R. Åðß ðáñáäåßãìáôé,
èåùñþíôáò ôÞ óõíÞèç Ýíèåóç ι : Z /→ Q, ðáñáôçñïýìå üôé ç ι åßíáé ìïíïìïñöé-
óìüò, äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò, ι(1) = 1, ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} ôïý Q åßíáé
ìåãéóôéêü (âë. ðüñéóìá 2.1.11), áëëÜ ç áíôßóôñïöç åéêüíá ι−1({0}) = {0} ôïý {0}
åßíáé ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ðïõ äåí åßíáé
ìåãéóôéêü éäåþäåò (âë. 2.5.23 (i)).

3.3.13 Ðüñéóìá. ¸óôù I Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R ìå
ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I åßíáé
ôÞò ìïñöÞò m/I , üðïõ m êÜðïéï (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï) ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý
R ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï I.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá ðïñßóìáôá 3.3.11 êáé 3.2.4. ¤

3.3.14 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ï S
Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R êáé ôï I Ýíá éäåþäåò ôïý R. Ôüôå

(i) ôï S ∩ I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý S,
(ii) ôï

S + I := {s+ a | s ∈ S, a ∈ I}

åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R ìå S ⊆ S + I,

(iii) ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý S + I êáé

(iv) õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

S/(S ∩ I) ∼= (S + I)/I
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Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R, Ý·ïõìå

{0S} = {0R} ⊆ S ∩ I ⊆ S.

Åðßóçò, ôï S ∩ I áðïôåëåß ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (áâåëéáíÞò) ïìÜäáò (S,+).
¸óôù ôþñá ôõ·üí a ∈ S ∩ I . Ðñïöáíþò, a ∈ S êáé a ∈ I. ÅðåéäÞ a ∈ S êáé ï S

åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý R, éó·ýåé

sa ∈ S, as ∈ S, ∀s ∈ S,

ëüãù ôÞò êëåéóôüôçôáò ôÞò ðñÜîåùò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý åíôüò ôïý S. Áðü ôçí
Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R,

sa ∈ I, as ∈ I.

ÅðïìÝíùò, sa, as ∈ S ∩ I ãéá êÜèå s ∈ S êáé êÜèå a ∈ S ∩ I. Åî áõôþí Ýðåôáé üôé
ôï S ∩ I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý S.

(ii) ÅÜí s ∈ S, ôüôå ðñïöáíþò s + 0R ∈ S + I, áöïý 0R ∈ I. ¢ñá S ⊆ S + I. Åí
óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé x1, x2 ∈ S + I. Ôá x1, x2 ãñÜöïíôáé ùò x1 = s1 + a1
êáé x2 = s2 + a2, ãéá êÜðïéá s1, s2 ∈ S êáé a1, a2 ∈ I. ÅðïìÝíùò,

x1x2 = s1s2 + s1a2 + a1s2 + a1a2,

s1s2 ∈ S,

s1a2 + a1s2 + a1a2 ∈ I

⎫⎬⎭ =⇒ x1x2 ∈ S + I,

êáé

x1 − x2 = (s1 − s2) + (a1 − a2) ,

s1 − s2 ∈ S,

a1 − a2 ∈ I

⎫⎬⎭ =⇒ x1 − x2 ∈ S + I.

¢ñá ôåëéêþò ôï S + I åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R ìå S ⊆ S + I.

(iii)¸óôù üôé a, b ∈ I êáé x = s+c ∈ S+I, üðïõ s ∈ S êáé c ∈ I. Ôüôå ï éó·õñéóìüò
åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò óõíåðáãùãÞò:

a− b ∈ I (äéüôé ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R)
sa ∈ I (äéüôé s ∈ R êáé ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R)

ca ∈ I (äéüôé ôï I åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý R)

⎫⎬⎭ =⇒ a− b, xa ∈ I.

(iv) ¸óôù f ç áðåéêüíéóç

f : S −→ (S + I)/I, s 7−→ s+ I, ∀s ∈ S.

Ðñïöáíþò, f = ' ◦ j, üðïõ ' : S + I −→ (S + I)/I ï åðéìïñöéóìüò êëÜóåùí
õðïëïßðùí êáé j : S −→ S + I ç óõíÞèçò Ýíèåóç s 7−→ s(+0R). ÊáôÜ ôï 1ï
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èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2, S/Ker(f) ∼= f(S). Èá áðïäåßîïõìå åí ðñþôïéò üôé
Ker(f) = S ∩ I. ¸óôù ëïéðüí ôõ·üí s ∈ Ker(f). Ôüôå

f(s) = s+ I = 0R + I =⇒ s ∈ I

s ∈ S

¾
=⇒ s ∈ S ∩ I.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí s ∈ S ∩ I, ôüôå f(s) = s + I = 0R + I = I =⇒ s ∈ Ker(f).
¢ñá ðñÜãìáôé Ker(f) = S ∩ I. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá:
f(S) = (S + I)/I (Þôïé üôé ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ). ¸óôù ôõ·üí b+ I ∈ (S + I)/I.
Ôüôå b = s+ a, ãéá êÜðïéá s ∈ S êáé a ∈ I. ÅðïìÝíùò,

I 3 (s+ a)− s = a =⇒ f(s) = s+ I = s+ a+ I = b+ I,

ðñÜãìá ðïõ åðéâåâáéþíåé ôçí åðéññéðôéêüôçôá ôÞò f . ¤

3.3.15 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J äýï éäåþäç ôïõ.
Ôüôå õößóôáíôáé éóïìïñöéóìïß :

I/ (I ∩ J) ∼= (I + J) /J

êáé

(I + J) / (I ∩ J) ∼= ((I + J) /I)× ((I + J) /J) ∼= (J/ (I ∩ J))× (I/ (I ∩ J))

Áðïäåéîç. Ï ðñþôïò éóïìïñöéóìüò åßíáé Üìåóïò äõíÜìåé ôïý 2ïõ èåùñÞìáôïò
éóïìïñöéóìþí 3.3.14. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôùí Üëëùí äýï éóïìïñöéóìþí ïñßæïõìå
ôçí

f : I + J −→ ((I + J) /I)× ((I + J) /J) , a 7−→ (a+ I, a+ J) , ∀a ∈ I + J.

Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç f áðïôåëåß ïìïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí. Ï ðõñÞ-
íáò ôçò éóïýôáé ðñïöáíþò ìå

Ker(f) =
©
a ∈ I + J | f(a) = 0((I+J)/I)×((I+J)/J)

ª
= {a ∈ I + J | (a+ I, a+ J) = (I, J)}
= {a ∈ I + J | a ∈ I, a ∈ J} = I ∩ J.

Åí óõíå·åßá, èá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ. ¸óôù ôõ·üí

(a+ I, b+ J) ∈ ((I + J) /I)× ((I + J) /J) .
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Ôüôå ôá a, b ãñÜöïíôáé ùò áèñïßóìáôá

a = u+ v, b = w + z,

ãéá êáôÜëëçëá u,w ∈ I êáé v, z ∈ J . ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

f(v) = (v + I, v + J) = (v + I, 0I+J + J),

f(w) = (w + I,w + J) = (0I+J + I, w + J),

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé

f(v +w) = f(v) + f(w) = (v + I,w + J) = (u+ v + I,w + z + J) = (a+ I, b+ J),

äçëáäÞ üôé ç f åßíáé åðéìïñöéóìüò ìå Ker(f) = I ∩ J. Áñêåß ç åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ
èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí. ÔÝëïò, ï ôñßôïò -êáôÜ óåéñÜí- éóïìïñöéóìüò Ýðåôáé
êáôüðéí áðåõèåßáò åöáñìïãÞò ôïý 2ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.14 óå áì-
öüôåñïõò ôïõò ðáñÜãïíôåò ôïý ìåôÝ·ïíôïò êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ äáêôõëßùí. ¤

3.3.16 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí R = Z êáé I = hmi, J = hni , üðïõ m,n ∈ Zr{0}, ôüôå,
ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôá üóá áðïäåßîáìå óôá 2.4.13 (i), (ii), ïé éóïìïñöéóìïß ïé
èåóðéóèÝíôåò ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò 3.3.15 ãñÜöïíôáé õðü ôç ìïñöÞ:

hmi / håêð(m,n)i ∼= hìêä(m,n)i / hni

êáé, áíôéóôïß·ùò,

hìêä(m,n)i / håêð(m,n)i ∼= (hìêä(m,n)i / hmi)× (hìêä(m,n)i / hni)
∼= (hni / håêð(m,n)i)× (hmi / håêð(m,n)i) .

3.3.17 Ïñéóìüò. ÅÜí ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R êáé éó·ýåé ç éóü-
ôçôá R = I + J , ôüôå ëÝìå üôé åßíáé ôá I êáé J åßíáé óõìðñþôá.

3.3.18 Ðüñéóìá. ÅÜí ôá I, J åßíáé óõìðñþôá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå

R/ (I ∩ J) ∼= (R/I)× (R/J)

3.3.19 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J

ãíÞóéá éäåþäç ôïý R ìå I ⊆ J , ôüôå Ý·ïõìå

R/J ∼= (R/I) / (J/I)
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Áðïäåéîç. ¸óôù f ç áðåéêüíéóç

f : R −→ (R/I) / (J/I) , a 7−→ (a+ I) + (J/I), ∀a ∈ R.

ÅðåéäÞ f = '2 ◦ '1, üðïõ '1 : R −→ (R/I) êáé '2 : R/I −→ (R/I) / (J/I) ïé
öõóéêïß åðéìïñöéóìïß, ç f åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Óýìöùíá ìå ôï 1ï
èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2,

R/Ker (f) ∼= (R/I) / (J/I) .

¼ìùò

Ker(f) =
©
a ∈ R | f(a) = 0(R/I) / (J/I)

ª
=

©
a ∈ R | '2('1(a)) = 0(R/I) / (J/I)

ª
=

©
a ∈ R | '2(a+ I) = 0(R/I) / (J/I)

ª
= {a ∈ R | a+ I ∈ Ker ('2)}
= {a ∈ R | a+ I ∈ (J/I)} = J,

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

3.3.20 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí R = Z êáé I = h12i = 12Z $ J = h3i = 3Z, ôüôå, åðåéäÞ
ôï éäåþäåò 3Z/12Z ôïý äáêôõëßïõ Z/12Z ðåñéÝ·åé åêåßíåò ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí
ôïý Z/12Z, ïé åêðñüóùðïé ôùí ïðïßùí áíÞêïõí óôï J = 3Z, Þôïé åßíáé ðïëëáðëÜ-
óéá ôïý 3, Ý·ïõìå J/I = {I, 3 + I, 6 + I, 9 + I} êáé

(Z/I) / (J/I) = {k + I + (J/I) | k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 11} .

ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ðïëëáðëÝò åìöáíßóåéò ìåôáîý áõôþí ôùí äþäåêá óôïé-
·åßùí, êáèüôé

(k1 + I)− (k2 + I) ∈ J/I ⇐⇒ (k1 − k2) + I ∈ J/I

⇐⇒ 3 | k1 − k2.

Ùò åê ôïýôïõ, ï äáêôýëéïò (Z/I) / (J/I) óõíßóôáôáé áðü áêñéâþò ôñåéò äéáêåêñé-
ìÝíåò êëÜóåéò éóïôéìßáò:

(Z/I) / (J/I) = {k + I + (J/I) | k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ 2} .

ÊáôÜ ôï 1o êáé ôï 3ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí (âë. 3.3.2 êáé 3.3.19),

Z3 = {[0]3 , [1]3 , [2]3} ∼= Z/3Z
∼=−→ (Z/I) / (J/I) = {(J/I, 1 + (J/I), 2 + (J/I)}.
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3.4 ÅÖÁÑÌÏÃÇ: ËÕÓÅÉÓ ÓÕÓÔÇÌÁÔÙÍ
ÃÑÁÌÌÉÊÙÍ ÉÓÏÔÉÌÉÙÍ

Óôçí åíüôçôá 3.3 ðáñåôÝèçóáí ïñéóìÝíá ðñþôá ðáñáäåßãìáôá åöáñìïãÞò ôùí
èåùñçìÜôùí éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí (âë. 3.3.3, 3.3.16 êáé 3.3.20). Åäþ èá ðá-
ñïõóéáóèåß ìéá åðéðñüóèåôç, áñêïýíôùò óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ áñéèìïèåùñçôéêÞò
öýóåùò ó·åôéæüìåíç ìå ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïý óõíüëïõ ôùí ëýóåùí óõóôçìÜôùí
ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ãñáììéêþí éóïôéìéþí (ìå Ýíáí Üãíùóôï). Ôï êýñéï èåþ-
ñçìá ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé ôï 3.4.10, ôï åðéëåãüìåíï êáé ÊéíÝæéêï èåþ-
ñçìá 3 Þ èåþñçìá ôïý ÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý 4, ãéá ôï ïðïßï äßíïõìå ìéá êá-
èáñþò «äáêôõëéïèåùñçôéêÞ» áðüäåéîç (áí êáé óôç ãåíßêåõóÞ ôïõ 3.4.15 äåí ðáñá-
ëåßðïõìå êáé ôçí ðáñÜèåóç ìéáò ðéï «óôïé·åéþäïõò» ðñïóâÜóåùò).

I ÃñáììéêÝò éóïôéìßåò. ¸óôù üôé ï m åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé ïé a, b äõï
áêÝñáéïé áñéèìïß. ÊÜèå éóïôéìßá ôÞò ìïñöÞò

ax ≡ b(modm), (3.8)

ìå ôï x ðñïóäéïñéóôÝï åíôüò ôïý óõíüëïõ ôùí áêåñáßùí áñéèìþí, êáëåßôáé ãñáì-
ìéêÞ éóïôéìßá (ìå Üãíùóôü ôçò ôïí x). ËÝìå üôé Ýíáò x0 ∈ Z ðëçñïß (Þ åðáëçèåýåé )
ôçí (3.8) üôáí ax0 ≡ b(modm). Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, êáé ïéïóäÞðïôå Üëëïò åê-
ðñüóùðïò ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [x0]m ôïý x0 åðáëçèåýåé ôçí (3.8). ÐñÜãìáôé°
åÜí y ∈ [x0]m , ôüôå [y]m = [x0]m , áð' üðïõ Ýðåôáé üôé y ≡ x0(modm), ïðüôå

ay ≡ ax0 ≡ b(modm).

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí ïìéëïýìå ãéá ìéá ëýóç x0 ∈ Z ôÞò (3.8) êáôÜ ìüäéïm, åííïïýìå
ïëüêëçñç5 ôçí êëÜóç [x0]m , üðïõ ï x0 ðëçñïß ôçí (3.8). Åðßóçò, üôáí åñãáæüìáóôå
ìå óõãêåêñéìÝíá ðáñáäåßãìáôá êáé óõíáíôïýìå ìéá ëýóç [x0]m , ðñïôéìïýìå íá
ðáñáèÝôïõìå ôïí ìïíáäéêü åêðñüóùðï x00 ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [x0]m ï ïðïßïò
áíÞêåé óôï óýíïëï {0, 1, . . . ,m − 1}, Þôïé íá êáôáöåýãïõìå óå áíáãùãÞ ôïý x0
êáôÜ ìüäéïm êáôüðéí äéáéñÝóåþò ôïõ äéÜ ôïým.

3Ðáñüôé óôç âéâëéïãñáößá åßíáé ãíùóôü ùò Chinese remainder theorem, ðéèáíïëïãåßôáé ðùò ïé ÊéíÝæïé ìáèçìáôéêïß
ôïý 3ïõ ì.μ. áéþíá, ïé ïðïßïé Ýäùóáí ìéá ðñáêôéêÞ ìÝèïäï åðéëýóåùò åíüò óõóôÞìáôïò ôñéþí ãñáììéêþí éóïôéìéþí,
åß·áí ëÜâåé ãíþóç ôïý Ýñãïõ ôïý ÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý, áöïý ôï åí ëüãù óýóôçìá ðåñéÝ·åé ôïõò ßäéïõò áñéèìïýò
ìå åêåßíïõò ôïý ÍéêïìÜ·ïõ! Ç ðñþôç ïëïêëçñùìÝíç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.10 ïöåßëåôáé óôïí L. Euler, åíþ
ìéá íåüôåñç áðüäåéîç áíáêáëýöèçêå (ìÜëëïí áíåîáñôÞôùò) áðü ôïí C.-F. Gauss ðåñß ôï Ýôïò 1801.
4Ïöéëüóïöïò êáé ìáèçìáôéêüòÍéêüìá·ïò ï Ãåñáóçíüò (áðü ôá ÃÝñáóá, ìéá áñ·áéïåëëçíéêÞ ðüëç óôçíÐáëáéóôßíç,
30 ìßëéá íïôéïáíáôïëéêÜ ôÞò ëßìíçò ÔéâåñéÜäïò, éäñõèåßóá áðü ôïí Ì. ÁëÝîáíäñï) èá ðñÝðåé -åî üóùí ãíùñßæïõìå-
íá Ýæçóå óå êÜðïéï äéÜóôçìá ìåôáîý ôïý ìÝóïõ ôïý 1ïõ êáé ôïý ìÝóïõ ôïý 2ïõ ì.μ. áéþíá. ÐÝñáí ôÞò ãíùóôÞò ôïõ
«ÁñéèìçôéêÞòÅéóáãùãÞò» åß·å óõããñÜøåé êáé ðïëëÜÜëëá Ýñãá, åê ôùí ïðïßùí åëÜ·éóôá ôìÞìáôá äéåóþèçóáí. Óå Ýíá
üìùò åî áõôþí ðáñáôßèåôáé ç ëýóç ôïý óõóôÞìáôïò ôùí éóïôéìéþí x ≡ 2(mod 3), x ≡ 3(mod 5) êáé x ≡ 2(mod 7).
(Ãéá íá ôçí ðñïóäéïñßóåôå, åöáñìüóôå ôü 3.4.10!)
5Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, äõï áêÝñáéåò ëýóåéò x1 êáé x2 ôÞò (3.8) ëïãßæïíôáé ùò äéáöïñåôéêÝò üôáí x1 6≡x2(modm).
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ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ãñáììéêÝò éóïôéìßåò ïé ïðïßåò äåí äÝ·ïíôáé êáìßá
áêåñáßá ëýóç, üðùò ð.·. ç 2x ≡ 3(mod 4), áöïý ãéá êÜèå k ∈ Z ï áêÝñáéïò 2k − 3
åßíáé ðåñéôôüò êáé åðïìÝíùò 4 - 2k−3.Çðñüôáóç ðïõ áêïëïõèåß ìáò ãíùóôïðïéåß
ôçí éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí ýðáñîç áêåñáßùí ëýóåùí ôÞò (3.8) êáé,
åðéðñïóèÝôùò, ðåñéãñÜöåé ôç ìïñöÞ üëùí ôùí äõíáôþí ëýóåùí.

3.4.1 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí åíüò m ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ç ãñáììéêÞ
éóïôéìßá (3.8) äéáèÝôåé ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ ìüäéïm åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä(a,m)| b.
ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ìêä(a,m)| b, ç éóïôéìßá (3.8) äéáèÝôåé áêñéâþò ìêä(a,m)
óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ ìüäéï m, ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò

x = x0 + k
m

ìêä (a,m)
, k ∈ {0, 1, . . . , ìêä (a,m)− 1}, (3.9)

üðïõ x0 ìéá åéäéêÞ ëýóç ôÞò (3.8).

Áðïäåéîç. ÅÜí ç (3.8) äÝ·åôáé ìéá ëýóç x ∈ Z êáôÜ ìüäéïm, ôüôå

ax ≡ b(mod m) =⇒ m | ax− b =⇒ (∃k ∈ Z : b = ax− km) .

ÅðïìÝíùò,

ìêä (a,m) | a
ìêä (a,m) | m

)
=⇒ ìêä (a,m) | ax− km (= b).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ìêä(a,m) | b, ôüôå b = ìêä(a,m) b0 ãéá êÜðïéïí b0 ∈ Z.
ÅðåéäÞ

ìêä
³

a
ìêä(a,m) ,

m
ìêä(a,m)

´
= 1 =⇒

³
∃κ, λ ∈ Z : κ a

ìêä(a,m) + λ m
ìêä(a,m) = 1

´
,

ëáìâÜíïõìå

b = κ ab
ìêä(a,m) + λ mb

ìêä(a,m) = a (κb0) +m (λb0) =⇒ a (κb0) ≡ b(mod m),

ïðüôå ç êëÜóç éóïôéìßáò ôïý κb0 êáôÜ ìüäéïm åßíáé ìéá ëýóç ôÞò (3.8).

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå ïôé ôï x0 (Þ, áêñéâÝóôåñá, ç êëÜóç [x0]m) åßíáé ìéá
ðáãéùìÝíç (åéäéêÞ) ëýóç ôÞò (3.8). Ðñïöáíþò,

a

µ
x0 + k

m

ìêä (a,m)

¶
= ax0 +

µ
ak

ìêä (a,m)

¶
m ≡ b(mod m),

ïðüôå ïé áêÝñáéïé (3.9) áðïôåëïýí ðñÜãìáôé ëýóåéò ôÞò (3.8). Ïé áêÝñáéïé áõôïß åß-
íáé áíÜ äýï áíéóüôéìïé êáôÜ ìüäéïm, êáèüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå áêåñáßïõò áñéèìïýò
k, k0 ∈ {0, 1, . . . , ìêä(a,m)− 1} ìå k 6= k0, Ý·ïõìå¯̄̄³

x0 +
mk

ìêä(a,m)

´
−
³
x0 +

mk0

ìêä(a,m)

´¯̄̄
= |k − k0| m

ìêä(a,m) < m,
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áöïý |k − k0| < ìêä(a,m) . Óõíåðþò,

m -
³
x0 +

mk
ìêä(a,m)

´
−
³
x0 +

mk0

ìêä(a,m)

´
⇓³

x0 +
mk

ìêä(a,m)

´
6≡
³
x0 +

mk0

ìêä(a,m)

´
(mod m).

ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé êáé êÜèå Üëëç ëýóç y ∈ Z ôÞò (3.8) åßíáé éóüôéìç
ìå êÜðïéá åê ôùí (3.9) êáôÜ ìüäéïm. ÅðåéäÞ

ax0 ≡ b(mod m)

ay ≡ b(mod m)

)
=⇒ ax0 ≡ ay(mod m) =⇒ m | a (y − x0) ,

óõìðåñáßíïõìå üôé

m
ìêä(a,m) |

a
ìêä(a,m) (y − x0)

ìêä
³

a
ìêä(a,m) ,

m
ìêä(a,m)

´
= 1

⎫⎬⎭ =⇒ m
ìêä(a,m) | y − x0

⇓³
∃ν ∈ Z : y − x0 =

mν
ìêä(a,m)

´
.

Äéáéñþíôáò ôïí ν äéÜ ôïý ìêä(a,m) ëáìâÜíïõìå Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï æåý-
ãïò (q, r) ∈ Z2 ìå

ν = ìêä (a,m) q + r, 0 ≤ r ≤ ìêä (a,m)− 1.

Ùò åê ôïýôïõ,

y − x0 =
m(ìêä(a,m)q+r)

ìêä(a,m) = mq + rm
ìêä(a,m) ≡

rm
ìêä(a,m) (mod m),

ïðüôå y ≡ x0 + r m
ìêä(a,m) (modm), ∀r ∈ {0, 1, . . . , ìêä(a,m)− 1}. ¤

3.4.2 Ðüñéóìá. ÄïèÝíôùí åíüò m ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ç ãñáììéêÞ
éóïôéìßá (3.8) äéáèÝôåé áêñéâþò ìßá ëýóç x0 êáôÜ ìüäéï m åÜí êáé ìüíïí åÜí
ìêä (a,m) = 1.

3.4.3 Óçìåßùóç. ¼ôáí ìêä(a,m) = 1, Ýíáò ôñüðïò õðïëïãéóìïý ôÞò ëýóåùò x0
êáôÜ ìüäéï m äéáóöáëßæåôáé ìÝóù ôÞò ðñïóöõãÞò ìáò óôïí êëáóéêü åõêëåßäåéï
áëãüñéèìï (Þôïé óôïí ðñïóäéïñéóìü åíüò æåýãïõò (x∗0, y

∗
0) ∈ Z2 ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

ax∗0 −my∗0 = 1, ïñßæïíôáò ùò x0 ôï x0 := bx∗0). ¸íáò Üëëïò ôñüðïò õðïëïãéóìïý
ôÞò ëýóåùò x0 åßíáé äõíáôüò êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Euler ðåñß
éóïôéìéþí. Óýìöùíá ìå áõôü, (ëüãù ôÞò óõíèÞêçò ìêä(a,m) = 1) Ý·ïõìå

aϕ(m) ≡ 1(mod m),
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üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá èÝóïõìå

x0 := aϕ(m)−1b, (3.10)

íá åöáñìüóïõìå ôïí ãíùóôü ôýðï åõñÝóåùò ôïý ϕ (m) ãéá ôïí äïèÝíôá öõóéêü
áñéèìüm êáé íá äéåíåñãÞóïõìå áíáãùãÞ êáôÜ ìüäéïm.

3.4.4 ÐáñÜäåéãìá. ÅðåéäÞ ìêä(5, 24) = 1, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá 5x ≡ 3(mod 24)

äéáèÝôåéáêñéâþò ìßá ëýóç x0 êáôÜ ìüäéïm. ÃñÜöïíôáò 24 = 23 ·3, äéáðéóôþíïõìå
Üìåóá üôé ϕ (24) = (23 − 22)(3 − 1) = 8. ÊáôÜ ôïí (3.10), ìðïñïýìå íá èÝóïõìå
ùò x0 := 57 · 3 = 234 375. ÅðåéäÞ 234 375 = 9765 · 24 + 15, Ý·ïõìå [x0]24 = [15]24,
ïðüôå 5 · 15 ≡ 3(mod 24).

Ç åýñåóç ôùí ëýóåùí ôÞò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò éóïôéìßáò (3.8) áíÜãåôáé -êáô' ïõóßáí-
óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôá 3.4.2 êáé 3.4.3, ùò áêïëïýèùò:

3.4.5 Ðüñéóìá. ÄïèÝíôùí åíüò m ∈ N êáé äõï áêåñáßùí a, b, a 6= 0, ìå
ìêä(a,m)| b, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá (3.8) äéáèÝôåé ìêä(a,m) ëýóåéò x ∈ Z êáôÜ
ìüäéï m, ïé ïðïßåò åßíáé ôÞò ìïñöÞò (3.9), üðïõ x0 ç ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï

m
ìêä(a,m) ôÞò ³

a
ìêä(a,m)

´
x ≡

³
b

ìêä(a,m)

´
(mod

³
m

ìêä(a,m)

´
). (3.11)

Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò ea := a
ìêä(a,m) ,

eb := b
ìêä(a,m) êáé em := m

ìêä(a,m) , Ý·ïõìå
ìêä(ea, em) = 1, êáèþò êáé ôéò áêüëïõèåò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò:

ax ≡ b (mod m) ⇐⇒ ìêä (a,m)eax ≡ ìêä (a,m)eb (mod ìêä (a,m) em)
⇐⇒ eax ≡ eb (mod em)
⇐⇒

³
a

ìêä(a,m)

´
x ≡

³
b

ìêä(a,m)

´
(mod

³
m

ìêä(a,m)

´
),

äéüôé ìêä(a,m) 6= 0, ïðüôå ç (3.11) éóïäõíáìåß ìå ôçí (3.8). ¤

3.4.6 ÐáñÜäåéãìá. Ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá

6x ≡ 3(mod 21)

äéáèÝôåé ìêä(6, 21) = 3 ëýóåéò êáôÜ ìüäéï 21 ôÞò ìïñöÞò x0, x0 + 7, x0 + 14, üðïõ
óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.4.5 ôï x0 åßíáé ç ìïíáäéêÞ ëýóç ôÞò 2x ≡ 1(mod 7) êáôÜ
ìüäéï 7. Åöáñìüæïíôáò ôïí ôýðï (3.10) èÝôïõìå

x0 = 2
ϕ(7)−1 = 25 = 32 ≡ 4(mod 7).

¢ñá ïé ëýóåéò ôÞò áñ·éêÞò åßíáé ïé 4, 11, 18 êáôÜ ìüäéï 21.
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I ÓõóôÞìáôá ãñáììéêþí éóïôéìéþí. ¸óôù k ∈ N, k ≥ 2. ÄïèÝíôùí k öõóéêþí
áñéèìþí m1, . . . ,mk êáé 2k áêåñáßùí áñéèìþí a1, . . . , ak, b1, . . . , bk, õðü ðïßåò
óõíèÞêåò åßíáé ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎪⎨⎪⎩

a1x ≡ b1 (mod m1)
...

akx ≡ bk (mod mk)

⎫⎪⎬⎪⎭
åðéëýóéìï; Êáé ðþò, ðëçñïõìÝíùí ôùí åí ëüãù óõíèçêþí, åßíáé äõíáôüí íá ðñïó-
äéïñéóèåß åðáêñéâþò ôï óýíïëï ëýóåùí áõôïý; ÊáôÜ ôçí ðïñåßá ðïõ èá áêïëïõèÞ-
óïõìå ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáëÞîïõìå óå ðëÞñåéò áðáíôÞóåéò óå áõôÜ ôá åñùôÞìáôá
(ìÝóù ôïý èåùñçìáôïò 3.4.16) èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå êáôÜëëçëïõò éóïìïñöéóìïýò
äáêôõëßùí.

3.4.7 ËÞììá. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2,
êáé åÜí ôá I1, I2, . . . , In åßíáé áíÜ äýï óõìðñþôá éäåþäç ôïý R, Þôïé ôÝôïéá, þóôå

Ij + Ik = R, ∀ (j, k) ∈ N2, 1 ≤ j, k ≤ n, j 6= k,

ôüôå

R = Ij +
\

1≤k≤n, k 6=j
Ik, ∀j ∈ N, 1 ≤ j ≤ n.

Áðïäåéîç. Èá êÜíïõìå ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò ùò ðñïò ôïí n. Ãéá n = 2

ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÕðïèÝôïõìå ëïéðüí üôé åßíáé áëçèÞò êáé
ãéá êÜðïéïí n = l ≥ 2 êáé åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ n = l + 1. ÅðåéäÞ ï
R åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, Ý·ïõìå6 R = RR. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ãéá
êÜèå j ∈ N, 1 ≤ j ≤ l + 1,

R = RR =

⎛⎝Ij +
\

1≤k≤l, k 6=j
Ik

⎞⎠ (Ij + Il+1) ⊆ Ij +
\

1≤k≤l+1, k 6=j
Ik,

ìå ôç äåýôåñç éóüôçôá éó·ýïõóá ëüãù åðáãùãéêÞò õðïèÝóåùò êáé ôçí åðáêüëïõèç
åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç áðïññÝïõóá áðü ôçí ðñüôáóç 2.4.5 (ii). ÅðåéäÞ üìùò ôï äåîéü
ìÝëïò åìðåñéÝ·åôáé óôïí R, Ý·ïõìå R = Ij +

T
1≤k≤l+1, k 6=j

Ik. ¤

3.4.8 Èåþñçìá. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2,
êáé åÜí ôá I1, I2, . . . , In åßíáé áíÜ äýï óõìðñþôá éäåþäç ôïý R, Þôïé ôÝôïéá þóôå

Ij + Ik = R, ∀ (j, k) ∈ N2, 1 ≤ j, k ≤ n, j 6= k,

6Ãéá äáêôýëéïõò ·ùñßò ìïíáäéáßï êÜôé ôÝôïéï äåí éó·ýåé åí ãÝíåé! Åðß ðáñáäåßãìáôé, (2Z) (2Z) $ (2Z) .
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ôüôå Ý·ïõìå

R/
n\
j=1

Ij ∼= (R/I1)× · · · × (R/In)

ÐñùôçÁðïäåéîç. Ãéán = 2 ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñßóìá-
ôïò 3.3.18. ÅÜí õðïôåèåß üôé ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü n ≥ 3 áõôüò åßíáé áëçèÞò
ãéá n− 1 üñïõò, ôüôå ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò êáé åöáñìïãÞò ôïý ëÞììáôïò 3.
4.7 (ãéá j = n) ëáìâÜíïõìå

R/
nT
j=1

Ij ∼= R/(
n−1T
j=1

Ij ∩ In) ∼=
3.3.18

Ã
R/

n−1T
j=1

Ij

!
×R/In

∼=
(åðáã. õð.)

(R/I1)× · · · × (R/In) .

Äåõôåñç Áðïäåéîç. ÁõôÞ ç áðüäåéîç åßíáé êáèáñþò êáôáóêåõáóôéêÞ. ÕðïèÝ-
ôïíôáò üôé ï'j : R −→ R/Ij åßíáé ï åðéìïñöéóìüò ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí ôïýR
ùò ðñïò ôï Ij , ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

f : R −→ (R/I1)× · · · × (R/In)

r 7−→ f(r) := ('1 (r) , ..,'n(r)) = (r + I1, .., r + In) .

Ç f åßíáé ðñïöáíþò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ker(f) =
nT
j=1

Ij . Èá äåßîïõìå

üôé ç f åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ¸óôù y = (y1, . . . , yn) ∈ (R/I1) × · · · × (R/In) .
ÅðåéäÞ êÜèå 'j åßíáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, õðÜñ·åé xj ∈ R, ôÝôïéï þóôå
'j(xj) = yj . ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.4.7,⎡⎣(∃ uj ∈ Ij) êáé (∃ vj ∈

\
1≤k≤n, k 6=j

Ik) : uj + vj = 1R

⎤⎦ .
Ùò åê ôïýôïõ, vj − 1R ∈ Ij êáé vj ∈ Ik,∀k ∈ {1, . . . , n}r{j}, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

'k (vj) = vj + Ik =

½
1R + Ik, üôáí k = j,

Ik, üôáí k 6= j.

Óõíåðþò,

f

Ã
nP
j=1

xjvj

!
=

Ã
'1(

nP
j=1

xjvj), . . . ,'n(
nP
j=1

xjvj)

!
(3.12)

= ('1(x1), . . . ,'n(xn)) = y,
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êáé ç f åßíáé üíôùò åðéññéðôéêÞ. Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóï-
ìïñöéóìþí 3.3.2, ïýôùò þóôå íá åéóðñÜîïõìå Ýíáí «áðôü» éóïìïñöéóìü

R/
n\
j=1

Ij
∼=−→ (R/I1)× · · · × (R/In)

r +
n\
j=1

Ij 7−→ f(r) = (r + I1, . . . , r + In)

(3.13)

ìåôáîý ôùí äýï èåùñçèÝíôùí ðçëéêïäáêôõëßùí. ¤

3.4.9 Ðüñéóìá. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù

n = pα11 pα22 · · · pαkk

ç ðáñÜóôáóç ôïý n ùò ãéíïìÝíïõ äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí p1, p2, . . . , pk,
õøùìÝíùí óå êáôÜëëçëåò äõíÜìåéò α1, α2, . . . , αk. Ôüôå Ý·ïõìå

Z/ (nZ) ∼= Z/ (pα11 Z)× · · · × Z/ (pαkk Z) .

Áðïäåéîç. ÅÜí k = 1, ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò. ¸óôù üôé k ≥ 2 êáé üôé Ij := p
αj
j Z

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k}. ÅðåéäÞ

ìêä(pαjj , pαll ) = 1, ∀ (j, l) ∈ N2, 1 ≤ j, l ≤ k, j 6= l,

õðÜñ·ïõí λ, μ ∈ Z, ôÝôïéïé þóôå λpαjj +μpαll = 1.Áõôü óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå x ∈ Z
Ý·ïõìå

x = xλp
αj
j + xμpαll ∈ Ij + Il.

¢ñá

Ij + Il = Z, ∀ (j, l) ∈ N2, 1 ≤ j, l ≤ k, j 6= l.

Åí óõíå·åßá, èá áðïäåßîïõìå ôçí éóüôçôá

nZ =
k\

j=1

Ij .

¸óôù ôõ·üí x ∈ hni = nZ. Ôüôå x = λpα11 pα22 · · · pαkk ãéá êÜðïéï λ ∈ Z, ïðüôå

[x ∈ Ij , ∀j ∈ {1, . . . , k}] =⇒ x ∈
k\

j=1

Ij .
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Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí x ∈
kT

j=1

Ij , ôüôå x = μ1p
α1
1 = · · · = μkp

αk
k ãéá êÜðïéá

μ1, . . . , μk ∈ Z. Óõíåðþò,

p
αj
j

¯̄
x, ∀j ∈ {1, . . . , k}

p1, p2, . . . , pk äéáêåêñéìÝíïé

¾
=⇒ n =

kY
j=1

p
αj
j

¯̄̄̄
¯̄x =⇒ x ∈ hni = nZ.

Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá 3.4.8. ¤

3.4.10 Ðüñéóìá. (ÊéíÝæéêï Èåþñçìá Þ Èåþñçìá ôïý ÍéêïìÜ·ïõ ôïý Ãåñáóçíïý)
¸óôù k ∈ N, k ≥ 2. ÄïèÝíôùí k öõóéêþí áñéèìþí m1, . . . ,mk êáé k áêåñáßùí
áñéèìþí b1, . . . , bk, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé

ìêä (mj,ml) = 1, ∀ (j, l) ∈ N2, 1 ≤ j, l ≤ n, j 6= l,

ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎪⎨⎪⎩
x ≡ b1 (mod m1)

...
x ≡ bk (mod mk)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.14)

åßíáé åðéëýóéìï. ÌÜëéóôá, åÜí ôï x0 åßíáé ìéá ëýóç ôïý (3.14), ôüôå áõôÞ åßíáé

ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç êáôÜ ìüäéï m :=
kQ

j=1
mj . Ùò åê ôïýôïõ, ôï óýíïëï ôùí

ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò (3.14) åßíáé ç êëÜóç õðïëïßðùí 7

x0 +mZ (∈ Z/ (mZ)).

Áðïäåéîç. ÅÜí ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n êáé êÜèå ðñþôï áñéèìü p ïñßóïõìå ùò

νp (n) :=

½
ôïí åêèÝôç ôÞò ìåãßóôçò äõíáôÞò
äõíÜìåùò ôïý p ðïõ äéáéñåß ôïí n

¾
∈ N0,

ôüôå, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 3.4.9,

Z/ (mZ) ∼=
Y

p ðñþôïò, p|m1

Z/(pνp(m1)Z)× · · ·×
Y

p ðñþôïò, p|mk

Z/(pνp(mk)Z),

êáé åðåéäÞ

mj =
Y

p ðñþôïò, p|mj

pνp(mj), ∀j ∈ {1, . . . , k},

7Åí ðñïêåéìÝíù, ìðïñïýìå íá ôáõôßæïõìå ôçí x0 +mZ ∈ Z/ (mZ) ìå ôçí êëÜóç éóïôéìßáò [x0]m ∈ Zm ìÝóù
ôïý éóïìïñöéóìïý (3.5).
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óõìðåñáßíïõìå üôé

Z/ (mZ) ∼= Z/(m1Z)× · · · × Z/(mkZ).

ÅÜí, ìÜëéóôá, ëÜâåé êáíåßò õð' üøéí ôï 3.4.9 êáé ôïí (3.13), ï ôýðïò ïñéóìïý áõôïý
ôïý éóïìïñöéóìïý åßíáé ãíùóôüò, Þôïé ï

Z/ (mZ) 3 λ+mZ 7−→ (λ+m1Z, . . . , λ+mkZ) ∈ Z/(m1Z)× · · · × Z/(mkZ). (3.15)

ÉäéáéôÝñùò, ôï (b1 +m1Z, . . . , bk +mkZ) ∈ Z/(m1Z)× · · · × Z/(mkZ) äéáèÝôåé
Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï áñ·Ýôõðï

x0 +mZ ∈ Z/mZ ∼= Zm

(êáôÜ ìüäéïm, üðïõ x0 ∈ Z), ìÝóù ôïý (3.15), ïðüôå Ý·ïõìå

x0 +mjZ = bj +mjZ, ∀j ∈ {1, ..., k},

Þôïé k éóüôçôåò ðïõ éóïäõíáìïýí ìå ôç ëýóç ôïý óõóôÞìáôïò éóïôéìéþí (3.14) êáôÜ
ìüäéïm. ¤

3.4.11 Óçìåßùóç. Ãéá ôçí åýñåóç ìéáò ëýóåùò x0 ôïý óõóôÞìáôïò (3.14) áñêåß, ãéá
êÜèå äåßêôç j ∈ {1, ..., k}, íá ðñïóäéïñéóèïýí

uj ∈ hmji , vj ∈
­
m0
j

®
=

\
1≤l≤k, l6=j

hmli ,

üðïõ

m0
j :=

Y
1≤l≤k, l 6=j

ml,

ôÝôïéá þóôå uj + vj = 1, Þ -éóïäõíÜìùò- (yj , zj) ∈ Z2, ôÝôïéá þóôå

mjyj +m0
jzj = 1, ∀j ∈ {1, ..., k}.

ÅðåéäÞ üìùò äåí èá ·ñåéáóèïýìå ïõóéáóôéêþò ôá yj , áñêåß íá ðñïóäéïñßóïõìå ôç
ìïíáäéêÞ êáôÜ ìüäéïmj ëýóç zj ∈ Z ôÞò éóïôéìßáò

m0
jzj ≡ 1(mod mj)

âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå óôç óçìåßùóç 3.4.3. ÅÜí, åðß ðáñáäåßãìáôé, åñ-
ãáóèïýìå ìå ôï èåþñçìá ôïý Euler, ôüôå ìðïñïýìå íá èÝóïõìå zj := m0

j
ϕ(mj)−1.

Áðü ôá äåäïìÝíá ìáò (âë. (3.12), (3.13) êáé (3.15)) Ýðåôáé üôé ôï

x0 =
kX

j=1

bjzjm

mj
=

kX
j=1

bjm
0
jzj =

kX
j=1

bjm
0
j
ϕ(mj) (3.16)
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-áíçãìÝíï êáôÜ ìüäéïm- åßíáé ìéá ëýóç ôïý óõóôÞìáôïò éóïôéìéþí (3.14), åíþ êÜèå
Üëëç ëýóç ôïõ ðñïêýðôåé êáôüðéí áèñïßóåùò (óå áõôü) åíüò áêåñáßïõ ðïëëáðëá-
óßïõ ôïým.

3.4.12 ÐáñÜäåéãìá. Ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎨⎩
x ≡ 1 (mod 3)
x ≡ 2 (mod 4)
x ≡ 3 (mod 5)

⎫⎬⎭
åßíáé ç êëÜóç õðïëïßðùí 58 + 60Z (∈ Z/60Z), äéüôé (êáôÜ ôïí ôýðï (3.16))

x0 =
³
1 · 20ϕ(3) + 2 · 15ϕ(4) + 3 · 12ϕ(5)

´
= 1 · 202 + 2 · 152 + 3 · 124

= 1 · 400 + 2 · 225 + 3 · 20 736
= 63 058 ≡ 58 (mod 60) .

Ôá äýï èåùñÞìáôá 3.4.15 êáé 3.4.16 ðïõ áêïëïõèïýí áðïôåëïýí áðëÝò ãåíéêåýóåéò
ôïý 3.4.10. ÌÝóù áõôþí ôï ðñüâëçìá ôÞò åðéëýóåùò ãñáììéêþí éóïôéìéþí (ìå Ýíáí
Üãíùóôï) áíôéìåôùðßæåôáé óå ðëÞñç ãåíéêüôçôá.

3.4.13 ËÞììá. ÅÜí m1,m2 ∈ N êáé b1, b2 ∈ Z, ôüôå õðÜñ·åé áêÝñáéïò áñéèìüò x
ìå x ≡ b1 (mod m1) êáé x ≡ b2 (mod m2) åÜí êáé ìüíïí åÜí ìêä (m1,m2) | b2−b1.

Áðïäåéîç. ÅÜí x ∈ Z ìå x ≡ b1 (mod m1) êáé x ≡ b2 (mod m2) , ôüôå

m1 | x− b1

m2 | x− b2

)
=⇒

ìêä (m1,m2) | x− b1

ìêä (m1,m2) | x− b2

)
=⇒ ìêä (m1,m2) | x− b1 − (x− b2) .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí d := ìêä(m1,m2) êáé d | b2−b1, ãñÜöïíôáò ôïí dùò áêÝñáéï
ãñáììéêü óõíäõáóìü

d = k1m1 + k2m2, k1, k2 ∈ Z,

êáé èÝôïíôáò ν := k1(b2−b1)
d , ëáìâÜíïõìå

m1ν ≡ (d− k2m2)
(b2−b1)

d ≡ b2 − b1 (modm2) ,

ïðüôå ãéá ôïí áêÝñáéï áñéèìü x := b1+m1ν éó·ýïõí ïé éóïôéìßåò x ≡ b1 (mod m1)

êáé x ≡ b1 + (b2 − b1) ≡ b2 (mod m2). ¤

3.4.14 ËÞììá. ¸óôù k ∈ N, k ≥ 2. ÄïèÝíôùí k öõóéêþí áñéèìþí m1, . . . ,mk

Ý·ïõìå

ìêä (åêð (m1, . . . ,mk−1) ,mk) = åêð (ìêä (m1,mk) , . . . ,ìêä (mk−1,mk))
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3.4.15 Èåþñçìá. ¸óôù k ∈ N, k ≥ 2. ÄïèÝíôùí k öõóéêþí áñéèìþí m1, . . . ,mk

êáé k áêåñáßùí áñéèìþí b1, . . . , bk, ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí⎧⎪⎨⎪⎩
x ≡ b1 (mod m1)

...
x ≡ bk (mod mk)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.17)

åßíáé åðéëýóéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí

ìêä (mj ,ml) | bj − bl, ∀ (j, l) ∈ N2, 1 ≤ j, l ≤ k, j 6= l. (3.18)

ÌÜëéóôá, åÜí ôï x0 åßíáé ìéá ëýóç ôïý (3.17), ôüôå áõôÞ åßíáé ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíç êáôÜ ìüäéï

m := åêð (m1,m2, ...,mk) .

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò (3.18), ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôïý
óõóôÞìáôïò (3.17) åßíáé ç êëÜóç õðïëïßðùí

x0 +mZ (∈ Z/ (mZ)).

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù x0 åßíáé ìéá ëýóç ôïý (3.17). Ôüôå ãéá êÜèå j, l ∈ {1, . . . , k}
ìå j 6= l Ý·ïõìå

x0 ≡ bj (mod mj)

x0 ≡ bl (mod ml)

)
=⇒

mj | x0 − bj

ml | x0 − bl

)
=⇒

ìêä (mj ,ml) | x0 − bj

ìêä (mj ,ml) | x0 − bl

)
=⇒ (3.18).

Êáé áíôéóôñüöùò° áò õðïèÝóïõìå ôçí éó·ý ôùí óõíèçêþí (3.18).

Åñãáæüìåíïé åðáãùãéêþò èá êáôáóêåõÜóïõìå ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k} Ýíáí áêÝ-
ñáéï áñéèìü yj, ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóïôéìßåò⎧⎪⎨⎪⎩

yj ≡ b1 (mod m1)
...

yj ≡ bj (mod mj)

⎫⎪⎬⎪⎭ .

Êáô' áñ·Üò ïñßæïõìå ùò y1 Ýíáí åêðñüóùðï ôÞò êëÜóåùò õðïëïßðùí [b1]m1
. ÅÜí

j ∈ {1, . . . , k − 1} êáé õðïèÝóïõìå üôé ïé áêÝñáéïé y1, . . . , yj Ý·ïõí Þäç ïñéóèåß,
êáôáóêåõÜæïõìå êáôÜëëçëï áêÝñáéï yj+1 ùò áêïëïýèùò: ÅðåéäÞ

yj ≡ bl (mod ml) , ∀l ∈ {1, . . . , j},

Ý·ïõìå

[ml | yj − bl, ∀l ∈ {1, . . . , j}] =⇒ [ìêä (ml,mj+1) | yj − bl, ∀l ∈ {1, . . . , j}] .
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Åî õðïèÝóåùò,

ìêä (ml,mj+1) | bl − bj+1, ∀l ∈ {1, . . . , j}.

¢ñá

ìêä (ml,mj+1) | (yj − bl)− (bl − bj+1) = yj − bj+1, ∀l ∈ {1, . . . , j}

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

åêð (ìêä (m1,mj+1) , . . . ,ìêä (mj ,mj+1)) | yj − bj+1.

Åöáñìüæïíôáò ëïéðüí ôï ëÞììá 3.4.14 óõìðåñáßíïõìå üôé

ìêä (åêð (m1, . . . ,mj) ,mj+1) | yj − bj+1.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 3.4.13 õðÜñ·åé Ýíáò yj+1 ∈ Z, ôÝôïéïò þóôå

yj+1 ≡ yj (mod åêð (m1, . . . ,mj)) yj+1 ≡ bj+1 (mod mj+1) ,

ïðüôå

[ml | åêð (m1, ..,mj) , ∀l ∈ {1, .., j}] =⇒ yj+1 ≡ yj ≡ bl (mod ml) , ∀l ∈ {1, .., j}.

(ii) ¸óôù ôþñá m := åêð(m1,m2, ...,mk) êáé Ýóôù x0 Ýíáò åêðñüóùðïò ôÞò êëÜ-
óåùò õðïëïßðùí [yk]m (üðïõ 0 ≤ x0 < m). ÅÜí ï x åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò,
ï ïðïßïò ðëçñïß ôéò k éóïôéìßåò (3.17), ôüôå Ý·ïõìå

[x ≡ bc ≡ x0 (mod mc) ,∀c ∈ {1, . . . , k}] ,

ïðüôå

[mc | x0 − x, ∀c ∈ {1, . . . , k}] =⇒ m | x0 − x =⇒ x0 − x ∈ mZ.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí x ∈ Z êáé x ≡ x0 (mod m) , ôüôå Ý·ïõìå ðñïöáíþò ãéá êÜèå
c ∈ {1, . . . , k}: x ≡ bc ≡ x0 (mod mc) . ¤

3.4.16 Èåþñçìá. ¸óôù k ∈ N, k ≥ 2. ÄïèÝíôùí k öõóéêþí áñéèìþí m1, . . . ,mk

êáé 2k áêåñáßùí áñéèìþí a1, . . . , ak, b1, . . . , bk, ôï óýóôçìá ôùí ãñáììéêþí éóï-
ôéìéþí ⎧⎪⎨⎪⎩

a1x ≡ b1 (mod m1)
...

akx ≡ bk (mod mk)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.19)
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äåí åßíáé åðéëýóéìï åÜí äåí éêáíïðïéïýíôáé ôáõôï·ñüíùò ïé óõíèÞêåò

ìêä (aj ,mj) | bj , ∀j ∈ {1, ..., k}. (3.20)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üôáí ïé óõíèÞêåò (3.20) éêáíïðïéïýíôáé, ôï óýíïëï ôùí ëý-
óåùí ôïý óõóôÞìáôïò (3.19) ôáõôßæåôáé ìå ôï óýíïëï ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò
ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí ⎧⎪⎨⎪⎩

x ≡ c1 (mod mB
1)

...
x ≡ ck (mod mB

k)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.21)

üðïõ

cj :=
¡
aBj
¢ϕ(mB

j )−1 bBj

êáé

aBj :=
aj

ìêä (aj,mj)
, bBj :=

bj
ìêä (aj ,mj)

, mB
j :=

mj

ìêä (aj ,mj)
,

ãéá êÜèå j ∈ {1, ..., k} êáé ϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler.

Áðïäåéîç. Ãéá íá õðÜñ·ïõí êïéíÝò ëýóåéò ôïý óõóôÞìáôïò (3.19) èá ðñÝðåé ôïõ-
ëÜ·éóôïí êáèåìéÜ ôùí éóïôéìéþí ôïõ íá åßíáé åðéëýóéìç áðü ìüíç ôçò. Ôïýôï óç-
ìáßíåé (åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.1) üôé ìêä(aj ,mj) | bj ãéá êÜèå äåßêôç
j ∈ {1, ..., k}.Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí ïé óõíèÞêåò (3.20) éêáíïðïéïýíôáé, åöáñìü-
æïõìå ôï ðüñéóìá 3.4.5 ãéá êÜèå ìßá åê ôùí áñ·éêþí éóïôéìéþí êáé óõìðåñáßíïõìå
üôé ôï (3.19) éóïäõíáìåß ìå ôï óýóôçìá⎧⎪⎨⎪⎩

aB1x ≡ bB1 (mod mB
1)

...
aBkx ≡ bBk (mod mB

k)

⎫⎪⎬⎪⎭ (3.22)

ÅðåéäÞ ìêä(aBj ,m
B
j ) = 1, ç ãñáììéêÞ éóïôéìßá aBjx ≡ bBj

¡
mod mB

j

¢
äéáèÝôåé ìïíá-

äéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï mB
j , Þôïé ôçí x ≡ cj(mod mB

j ) (âë. 3.4.3), ïðüôå ôï óýíïëï
ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí (3.22) ôáõôßæåôáé ìå ôï óý-
íïëï ôùí ëýóåùí ôïý óõóôÞìáôïò (3.21). ¤

3.4.17 ÐáñáôÞñçóç. Ðñïöáíþò, ôï ðñüâëçìá ôÞò åõñÝóåùò ôïý óõíüëïõ ôùí ëý-
óåùí ôïý (3.19) áíÜãåôáé óôï ðñüâëçìá ôÞò åõñÝóåùò ôïý óõíüëïõ ôùí ëýóåùí
ôïý (3.21), Þôïé åíüò óõóôÞìáôïò ôïý ôýðïõ (3.17), ïðüôå áíôéìåôùðßæåôáé âÜóåé
ôùí üóùí åëÝ·èçóáí óôï èåþñçìá 3.4.15.
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3.4.18 ÐáñÜäåéãìá. Áò èåùñÞóïõìå ôï áêüëïõèï óýóôçìá ôñéþí ãñáììéêþí éóï-
ôéìéþí: ⎧⎨⎩

2x ≡ 4 (mod 8)
6x ≡ 12 (mod 9)
x ≡ 14 (mod 12)

⎫⎬⎭ .

ÅðåéäÞ ìêä(2, 8) = 2 | 4, ìêä(6, 9) = 3 | 12 êáé ìêä(1, 12) = 1 | 14, áõôü åßíáé
éóïäýíáìï ìå ôï ⎧⎨⎩

x ≡ 2 (mod 4)
2x ≡ 4 (mod 3)
x ≡ 14 (mod 12)

⎫⎬⎭ .

Ç äåýôåñç éóïôéìßá Ý·åé ùò ëýóç ôçò ôçí êëÜóç õðïëïßðùí 2+ 3Z (∈ Z/3Z), äéüôé
2ϕ(3)−1 · 4 = 8 ≡ 2 (mod 3) . Ùò åê ôïýôïõ, âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 3.4.16 ôï áíù-
ôÝñù óýóôçìá åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï⎧⎨⎩

x ≡ 2 (mod 4)
x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 14 (mod 12)

⎫⎬⎭ ,

ôï ïðïßï äéáèÝôåé ìïíáäéêÞ ëýóç êáôÜ ìüäéï åêð(4, 3, 12) = 12, áöïý

ìêä (4, 3) = 1 | 4− 3, ìêä (12, 3) = 3 | 14− 2, ìêä (12, 4) = 4 | 14− 2

(âë. èåþñçìá 3.4.15). ÅðåéäÞ Ý·ïõìå ìêä(4, 3) = 1, ç ìïíáäéêÞ ëýóç x0 (êáôÜ
ìüäéï 4 · 3 = 12) ôùí äýï ðñþôùí éóïôéìéþí ðñïóäéïñßæåôáé ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò
3.4.10. ÐñÜãìáôé° êáôÜ ôïí ôýðï (3.16),

x0 = 2 · 3ϕ(4) + 2 · 4ϕ(3) = 50 ≡ 2 (mod 12) ,

ëýóç, ç ïðïßá åðáëçèåýåé (êáô' áíÜãêçí!) êáé ôçí ôñßôç åê ôùí áíùôÝñù éóïôéìéþí
(âë. èåþñçìá 3.4.15).

3.5 ÓÙÌÁÊËÁÓÌÁÔÙÍ ÁÊÅÑÁÉÁÓÐÅÑÉÏμÇÓ

Ôá óþìáôá, áðü ôïí ßäéï ôïõò ôïí ïñéóìü, ·áßñïõí ëßáí åõÜñåóôùí éäéïôÞôùí,
üðùò, åðß ðáñáäåßãìáôé, åßíáé ç ýðáñîç áíôéóôñüöïõ ãéá êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé-
·åßï ôïõò. Áíôéêåßìåíï ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé ç áðüäåéîç ôïý üôé êÜèå áêå-
ñáßá ðåñéï·Þ ìðïñåß íá åìöõôåõèåß êáôÜ ôñüðï öõóéêü óå Ýíá óþìá. ÁõôÞ åðé-
ôõã·Üíåôáé ìÝóù ôÞò ãåíéêåýóåùò ôÞò ãíùóôÞò ìåèüäïõ êáôáóêåõÞò ôùí ñçôþí
áñéèìþí áðü ôïõò áêåñáßïõò.



§ 3.5 óùìá êëáóìáôùí áêåñáéáò ðåñéï·çò 129

3.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Åðß ôïý R × (Rr{0R}) ïñß-
æïõìå ìéá äéìåëÞ ó·Ýóç ‘‘∼'' ùò áêïëïýèùò:

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒
ïñó

ad = bc.

3.5.2 Ðñüôáóç. Ç ‘‘∼'' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.

Áðïäåéîç. Ç ‘‘∼'' åßíáé áíáêëáóôéêÞ, äéüôé

ab = ba⇒ (a, b) ∼ (a, b) , ∀(a, b) ∈ R× (Rr{0R}) ,

óõììåôñéêÞ, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç (a, b), (c, d) ∈ R× (Rr{0R}) Ý·ïõìå

(a, b) ∼ (c, d)⇒ ad = bc⇒ cb = da⇒ (c, d) ∼ (a, b) ,

êáé, ôÝëïò, ìåôáâáôéêÞ, áöïý ãéá ïéáäÞðïôå (a, b), (a0, b0), (a00, b00) ∈R× (Rr{0R})
ìå

(a, b) ∼ (a0, b0) êáé (a0, b0) ∼ (a00, b00)

Ý·ïõìå ab0 = ba0 êáé a0b00 = b0a00, ïðüôå

ab00b0 = ab0b00 = ba0b00 = bb0a00 = ba00b0,

êáé, ùò åê ôïýôïõ,

(ab00 − ba00)b0 = 0R
b0 6= 0R

¾
=⇒ ab00 = ba00 =⇒ (a, b) ∼ (a00, b00)

(ìå ôçí ðñþôç åê ôùí áíùôÝñù óõíåðáãùãþí ïöåéëüìåíç óôï üôé ï äáêôýëéïò R
åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ). ¤

3.5.3 Ïñéóìüò. ¸óôù R ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ùò

Fr(R) := (R× (Rr{0R})) / ∼

óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼''. To êëÜóìá åíüò
a ∈ R «äéçñçìÝíïõ» äéÜ åíüò b ∈ Rr{0R} åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò

a

b
:= [(a, b)] := { (x, y) ∈ R× (Rr{0R}) | (x, y) ∼ (a, b)}.

To Fr(R) åðéäÝ·åôáé ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a

b
+

c

d
:=

ad+ cb

bd
,

a

b
· c
d

:=
ac

bd
.
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3.5.4 Ðñüôáóç. Ïé åí ëüãù ðñÜîåéò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ãéá êÜðïéá æåýãç (a, b) , (a0, b0) êáé (c, d) , (c0, d0) ∈ R× (Rr{0R})
Ý·ïõìå [(a, b)] = [(a0, b0)] êáé [(c, d)] = [(c0, d0)] , ôüôå

a

b
+

c

d
=

a0

b0
+

c0

d0
êáé

a

b
· c
d
=

a0

b0
· c

0

d0
.

ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ åî õðïèÝóåùò

(a, b) ∼ (a0, b0)
(c, d) ∼ (c0, d0)

¾
=⇒ ab0 = ba0

cd0 = dc0

¾
=⇒ ab0dd0 = ba0dd0

cd0bb0 = dc0bb0

¾
,

(êáôüðéí ðñïóèÝóåùò êáôÜ ìÝëç) Ýðåôáé üôé

ab0dd0 + cd0bb0 = ba0dd0 + dc0bb0 =⇒ (ad+ cb) b0d0 = (a0d0 + c0b0) bd,

Þôïé üôé

ad+cb
bd = a0d0+c0b0

b0d0 =⇒ a
b +

c
d =

a0

b0 +
c0

d0 .

ÅîÜëëïõ, ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìÝëç ìÜò ïäçãåß óôçí éóüôçôá ab0cd0 = ba0dc0,
áð' üðïõ ëáìâÜíïõìå

(ac) (b0d0) = (bd) (a0c0) =⇒ ac
bd =

a0c0

b0d0 ,

Þôïé ab ·
c
d =

a0

b0 ·
c0

d0 . ¤

3.5.5 Èåþñçìá. Ôï óýíïëï Fr(R) ôùí êëáóìÜôùí ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R áðï-
ôåëåß Ýíá óþìá ùò ðñïò ôéò ùò Üíù ïñéóèåßóåò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïë-
ëáðëáóéáóìïý. (Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ôï Fr(R) ïíïìÜæåôáé óþìá êëáóìÜôùí ôÞò
áêåñáßáò ðåñéï·Þò R.)

Áðïäåéîç. (i) Ç ‘‘+'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, äéüôé¡
a
b +

c
d

¢
+ e

f = ad+cb
bd + e

f =
adf+cbf+ebd

bdf

= adf+(cf+ed)b
bdf = a

b +
cf+ed
df = a

b +
³
c
d +

e
f

´
êáé

a
b +

c
d =

ad+cb
bd = cb+ad

bd = c
d +

a
b

ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóìáôá a
b ,

c
d ,

e
f ∈ Fr(R).
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(ii) Ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï (= ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘+'') ôïý Fr(R) åßíáé
ôï8 0Fr(R) := 0R

1R
, äéüôé ãéá êÜèå êëÜóìá a

b ∈ Fr(R) Ý·ïõìå

a
b +

0R
1R
= (a·1R)+(b·0R)

b·1R = a
b =

(bR·b)+(1R·a)
1R·b = 0R

1R
+ a

b .

(iii) ÊÜèå êëÜóìá a
b ∈ Fr(R) Ý·åé ôï êëÜóìá −ab ùò áíôßèåôü ôïõ ùò ðñïò ôçí ‘‘+'',

êáèüôé

a
b +

−a
b = ab+(−a)b

b2 = (a+(−a))b
b2 = a+(−a)

b = 0R
b =

0R
1R
= 0Fr(R)

êáé

−a
b +

a
b =

(−a)b+ab
b2 = ((−a)+a)b

b2 = (−a)+a
b = 0R

b =
0R
1R
= 0Fr(R).

(iv) Ç ‘‘·'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, äéüôé¡
a
b ·

c
d

¢
· ef =

¡
ac
bd

¢
· ef =

(ac)e
(bd)f =

a(ce)
b(df) =

a
b ·
³
ce
df

´
= a

b ·
³
c
d ·

e
f

´
êáé

a
b ·

c
d =

ac
bd =

ca
db =

c
d ·

a
b

ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóìáôá a
b ,

c
d ,

e
f ∈ Fr(R).

(v) Ç ‘‘·'' åßíáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò ôçí
‘‘+''. ÅðåéäÞ ç ‘‘·'' åßíáé ìåôáèåôéêÞ, áñêåß ðñïò ôïýôï íá åëåã·èåß ç åðéìåñéóôéêü-
ôçôá ìüíïí åê äåîéþí. Ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóìáôá a

b ,
c
d ,

e
f ∈ Fr(R) Ý·ïõìå¡

a
b +

c
d

¢
· ef =

¡
ad+cb
bd

¢
· ef =

(ad+cb)e
(bd)f = ade+cbe

bdf = ade
bdf +

cbe
bdf

= ae
bf +

ce
df =

³
a
b ·

e
f

´
+
³
c
d ·

e
f

´
.

(vi) Ôï 1Fr(R) := 1R
1R

åßíáé ìïíáäéáßï óôïé·åßï 9 (= ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí
‘‘·'') ôïý Fr(R), äéüôé ãéá êÜèå êëÜóìá a

b ∈ Fr(R) éó·ýïõí ïé éóüôçôåò
a
b · 1Fr(R) =

a
b ·

1R
1R
= a·1R

b·1R =
a
b =

1R·a
1R·b =

1R
1R
· ab = 1Fr(R) ·

a
b .

(vii) Åê ôùí (i)-(vi) óõíÜãïõìå üôé ç ôñéÜäá (Fr(R),+, ·) åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò
äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅðïìÝíùò, ãéá íá áðïäåßîïõìå, åðéðñïóèÝôùò,
üôé áõôüò ï äáêôýëéïò åßíáé êáé óþìá, áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ïéïäÞðïôå êëÜ-
óìá a

b ∈ Fr(R)r{0Fr(R)} åßíáé áíôéóôñÝøéìï. ÅðåéäÞ áðü ôç óõíèÞêç a
b 6=

0R
1R

ðñïêýðôåé üôé

a = a · 1R 6= 0R · b = 0R =⇒ b
a ∈ Fr(R),

8ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå b ∈ Rr{0R} Ý·ïõìå 0R
b = 0R

1R
.

9ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå c ∈ Rr{0R} Ý·ïõìå c
c=1Fr(R).
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åê ôùí éóïôÞôùí

a
b ·

b
a = ab

ba =
ab
ab =

1R
1R

= 1Fr(R) =
ba
ba =

ba
ab =

b
a ·

a
b

óõìðåñáßíïõìå üôé ôï b
a åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý a

b . ¤

3.5.6 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ðñïöáíþò, Fr(Z) = Q.
(ii) ÅÜí ôïK åßíáé Ýíá óþìá, ôï

K(X) := Fr(K[X])

êáëåßôáé óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí ìéáò ìåôáâëçôÞò X õðåñÜíù ôïý K. Êáô'
áíáëïãßáí, ôï

K(X1, . . . ,Xn) := Fr(K [X1, . . . ,Xn])

åßíáé ôï óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí n ìåôáâëçôþí X1, ..,Xn õðåñÜíù ôïýK.

(iii) Åíôüò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·ÞòC[[Z]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò ìéãáäéêÞò
ìåôáâëçôÞò Z (Þôïé ìéáò ìåôáâëçôÞò Z õðåñÜíù ôïý C) ïñßæåôáé ç õðïðåñéï·Þ

C{Z} :=
( ∞X
i=0

aiZ
i ∈ C[[Z]]

¯̄̄̄
¯
∞X
i=0

aiz
i óõãêëßíïõóá ãéá êÜèå z ∈ C

)
.

Ùò ãíùóôüí10, C{Z} = O(C), üðïõ

O(C) := {óõíáñôÞóåéò f : C −→ C |f ïëüìïñöç}

ç áêåñáßá ðåñéï·Þ ôùí ëåãïìÝíùí áêåñáßùí óõíáñôÞóåùí ìéáò ìéãáäéêÞò ìåôáâëç-
ôÞò. Ôï óþìá êëáóìÜôùí ôçò

M(C) := Fr(O(C))

êáëåßôáé óþìá ôùí ìåñïìüñöùí óõíáñôÞóåùí åðß ôïý C (êáé ôá óôïé·åßá ôïõ ìå-
ñüìïñöåò óõíáñôÞóåéò åðß ôïý C, ôéò ïðïßåò óõíáíôïýìå óõ·íÜ óôï ìÜèçìá ôÞò
ÌéãáäéêÞò Áíáëýóåùò).

(iv) ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå

Fr(R [X]) = Fr(R)(X) (:= Fr(Fr(R)[X])),

10KÜèå ïëüìïñöç óõíÜñôçóç f : C −→ C (Þôïé êÜèå óõíÜñôçóç f : C −→ C äéáèÝôïõóá ìéãáäéêÞ ðáñÜãùãï óå
êÜèå óçìåßï ôïý C) åßíáé ðáñáóôÜóéìç ùò óõãêëßíïõóá äõíáìïóåéñÜ.
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äéüôé Ý·ïõìå áö' åíüò ìåí

Fr(R [X]) =

½
a0 + a1X+ · · ·+ anX

n

b0 + b1X+ · · ·+ bmXm

¯̄̄̄
m,n ∈ N0, a0, . . . , an, b0, . . . , bm ∈ R

ìå bj 6= 0R ãéá êÜðïéïí j ∈ {0, . . . ,m}

¾
,

áö' åôÝñïõ äå

Fr(R)(X) =

(
r0+r1X+···+rnXn
s0+s1X+···+smXm

¯̄̄̄
¯ m,n ∈ N0, r0, . . . , rn, s0, . . . , sm ∈ Fr(R)
ìå sj 6= 0Fr(R) ãéá êÜðïéïí j ∈ {0, . . . ,m}

)

=

⎧⎪⎨⎪⎩
a0
b0
+
³
a1
b1

´
X+···+

³
an
bn

´
Xn

c0
d0
+
³
c1
d1

´
X+···+

³
cm
dm

´
Xm

¯̄̄̄
¯̄̄ ri =

ai
bi
, sj =

cj
dj
,

üðïõ (ai, bi), (cj,dj) ∈ R× (Rr{0R}) ,
∀(i, j) ∈ {0, . . . , n} × {0, . . . ,m}

⎫⎪⎬⎪⎭
= Fr(R [X]),

ìå ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá ðñïêýðôïõóá ýóôåñá áðü áðáëïéöÞ ðáñïíïìáóôþí.

(v) ÅÜí ôïK åßíáé Ýíá óþìá, ôüôå ôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò
K[[X]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò ìåôáâëçôÞò X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò
áðü ôïK óõìâïëßæåôáé óõíôüìùò ùò áêïëïýèùò:

K((X)) := Fr(K[[X]]).

ÓçìåéùôÝïí üôé

K((X)) = LaurK [[X±1]]

(âë. Üóêçóç 1-43). ÐñÜãìáôé° ãéá ôõ·üí óôïé·åßïP∞
i=0 aiX

iP∞
i=0 biX

i
∈ K((X))

ðáñáôçñïýìå ôá åîÞò: ÅÜí b0 6= 0K , ôüôå
P∞

i=0 biX
i ∈ K[[X]]× (âë. 1.3.9 (iii)) êáéP∞

i=0 aiX
iP∞

i=0 biX
i
=

Ã ∞X
i=0

aiX
i

!Ã ∞X
i=0

biX
i

!−1
∈ K[[X]].

ÅÜí b0 = 0K , ôüôå l := ord(
P∞

i=0 biX
i) ≥ 1 (âë. 1.3.4), ïðüôå

b0 = · · · = bl−1 = 0K , bl 6= 0K ⇒
∞P
i=l

biX
i−l ∈ K[[X]]×

êáé

∞P
i=0

aiX
i

∞P
i=0

biXi
=

∞P
i=0

aiX
i

∞P
i=l

biXi
=

∞P
i=0

aiX
i

Xl
µ∞P
i=l

biXi−l
¶ =

∞P
i=0

aiX
i

µ∞P
i=l

biX
i−l
¶−1

Xl
.
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ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

K((X)) =

½P∞
i=0 ciX

i

Xl

¯̄̄̄
ci ∈ K, ∀i ∈ N0, l ∈ N

¾
=

½
l−1P
i=0

ciX
i−l +

∞P
i=l

ciX
i−l
¯̄̄̄
ci ∈ K, ∀i ∈ N0, l ∈ N

¾
= LaurK [[X±1]].

3.5.7 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ åìöõôåýåôáé óôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí
ôçò.

Áðïäåéîç. ¸óôù R ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò

j : R −→ Fr(R), a 7−→ j(a) := a
1R
, (3.23)

åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò, äéüôé Ý·åé ôï {a ∈ R | a
1R
= 0R

1R
} = {0R}ùò ðõñÞíá ôïõ

(âë. ðñüôáóç 3.1.15). ¤

3.5.8 Ðñüôáóç. (“ÊáèïëéêÞ éäéüôçôá” ôïý Fr(R).) ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.
Ôüôå ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü f : R −→ K, üðïõ K Ýíá óþìá, õößóôáôáé Ýíáò êáé
ìüíïí ìïíïìïñöéóìüò óùìÜôùí

ψ : Fr(R) −→ K,

ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

R

j

²²

f

!!C
CC

CC
CC

CC
CC

CC
CC

CC

Fr(R)
ψ

// K

ìåôáèåôéêü (Þôïé f = ψ ◦ j), üðïõ j ï ìïíïìïñöéóìüò (3.23).

Áðïäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí ψ : Fr(R) −→ K ìÝóù ôïý ôýðïõ

ψ(ab ) := f (a) f (b)−1 , ∀ab ∈ Fr(R).

Ç ψ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé ãéá a
b ,

a0

b0 ∈ Fr(R) ìå
a
b =

a0

b0 Ý·ïõìå

ab0 = ba0 ⇒ f(a)f(b0) = f(ab0) = f(ba0) = f(b)f(a0),
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ïðüôå

f(b), f(b0) ∈ Fr(R)× ⇒ ψ(ab ) := f (a) f (b)−1 = f (a0) f (b0)
−1
=: ψ(a

0

b0 ).

Ç ψ åßíáé ïìïìïñöéóìüò, êáèüôé ãéá ïéáäÞðïôå a
b ,

c
d ∈ Fr(R) Ý·ïõìå

ψ(ab +
c
d) = ψ(ad+cbbd ) = f (ad+ cb) f (bd)−1

= (f(a)f(d) + f(c)f(b)) f(b)f(d)−1

= f(a)f(b)−1 + f (c) f(d)−1 = ψ(ab ) + ψ( cd)

êáé

ψ(ab ·
c
d) = ψ(acbd ) = f (ac) f (bd)−1

=
¡
f(a)f(b)−1

¢ ¡
f (c) f(d)−1

¢
= ψ(ab )ψ(

c
d).

Ç ψ åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé åÜí a
b ,

c
d ∈ Fr(R) ìå ψ(

a
b ) = ψ( cd), ôüôå

f (a) f (b)
−1
= f (c) f (d)

−1 ⇒ f (a) f (d) = f (b) f (c) ,

Þôïé

f (ad) = f(bc) =⇒
[f Ýíñéøç]

ad = cb =⇒ a
b =

c
d .

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç ψ åßíáé ðñÜãìáôé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò. Ðñïöáíþò,

(ψ ◦ j) (a) = ψ(j(a)) = ψ( a
1R
) = f(a)f(1R)

−1 = f(a) · 1K = f(a)

ãéá êÜèå a ∈ R, ïðüôå f = ψ ◦ j. ÔÝëïò, åÜí õðïôåèåß üôé õößóôáôáé êÜðïéïò
ìïíïìïñöéóìüò ψ0 : Fr(R) −→ K ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá f = ψ0 ◦ j, ôüôå
ãéá êÜèå a

b ∈ Fr(R) Ý·ïõìå

ψ0(ab ) = ψ0(j(a)j(b−1)) = ψ0(j(ab−1)) = (ψ0 ◦ j)(ab−1)
= f(ab−1) = f(a)f(b)−1 = ψ(ab ),

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ψ0 = ψ. ¤

3.5.9 Ðüñéóìá. ÅÜí ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ðåñéå·üìåíç óå Ýíá óþìá K,

ôüôå ôï

R :=
©
ab−1

¯̄
(a, b) ∈ R× (Rr{0R})

ª
⊆ K

åßíáé ôï åëÜ·éóôï õðüóùìá ôïý K (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý ) ôï ïðïßï
ðåñéÝ·åé ôçí R êáé R ∼= Fr(R).
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Áðïäåéîç. ¸óôù ι : R /→ K ç óõíÞèçò Ýíèåóç. ÅðåéäÞ ç ι åßíáé ìïíïìïñöéóìüò,
ç ðñüôáóç 3.5.8 ìáò ðëçñïöïñåß üôé õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí ìïíïìïñöéóìüò óù-
ìÜôùí ψ : Fr(R) −→ K ìå ι = ψ ◦ j, üðïõ j ï ìïíïìïñöéóìüò (3.23). Ãéá êÜèå
(a, b) ∈ R× (Rr{0R}) Ý·ïõìå

ψ(ab ) = ψ(j(a)j(b−1)) = ψ(j(ab−1)) = (ψ ◦ j)(ab−1) = ι(ab−1) = ab−1,

ïðüôåR = Im(ψ) ∼= Fr(R).ÅðïìÝíùò, ôïR åßíáé áö' åáõôïý óþìá (âë. 3.1.10 (iii))
ìå R ⊆ R.¸óôù ôþñá ôõ·üí õðüóùìá L ôïýK ðåñéÝ·ïí ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ R.
Ôï L ðåñéÝ·åé ôï b−1 ãéá êÜèå b ∈ Rr{0R}. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï L ðåñéÝ·åé üëá
ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò ab−1, üðïõ (a, b) ∈ R × (Rr{0R}) . Áõôü óçìáßíåé üôé
R ⊆ L ⊆ R ∼= Fr(R). ¤

3.5.10 ÐáñÜäåéãìá. Ç áêåñáßá ðåñéï·Þ Z[
√
2] ðåñéÝ·åôáé (åî ïñéóìïý) óôï óþìá

Q(
√
2) (âë. Üóêçóç 1-37). ÅðïìÝíùò,

Z[
√
2] ⊆ Z[

√
2] = Fr(Z[

√
2]) ⊆ Q(

√
2).

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå óôïé·åßï ôïý Q(
√
2) åßíáé ôÞò ìïñöÞò r + s

√
2, üðïõ

r, s ∈ Q. ÃñÜöïíôáò ôá r, s ùò êëÜóìáôá r = a
b , s =

c
d , ãéá êáôÜëëçëá æåýãç

(a, b), (c, d) ∈ Z× (Zr{0}) , ðáñáôçñïýìå üôé

r + s
√
2 = a

b +
c
d

√
2 = ad+cb

√
2

bd ∈ Fr(Z[
√
2])⇒ Q(

√
2) ⊆ Fr(Z[

√
2]).

Åê ôùí áíùôÝñù Ýðåôáé üôé Fr(Z[
√
2]) = Q(

√
2).

3.5.11 Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå óþìá K õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò K ∼= Fr(K).

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý ðïñßóìáôïò 3.5.9 óôçí åé-
äéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá R = K (êáèüóïíK = K). ¤

3.5.12 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R1 −→ R2 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò áêåñáßùí ðåñéï·þí.
Ôüôå ç áðåéêüíéóç

Fr(f) : Fr(R1) −→ Fr(R2), Fr(f)(
a
b ) :=

f(a)
f(b) , ∀ (a, b) ∈ R1 × (R1r{0R1}) ,

ç åðáãïìÝíç ìÝóù ôïý f åßíáé ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí
ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï Fr(f) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) ÅÜí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï Fr(f) åßíáé åðéìïñöéóìüò.

(iii) ÅÜí ï f åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï Fr(f) åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå

R1 ∼= R2 =⇒ Fr(R1) ∼= Fr(R2).
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Áðïäåéîç. Ç Fr(f) åßíáé ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí, äéüôé ãéá a
b ,

c
d ∈ Fr(R1)

Ý·ïõìå

Fr(f)(ab +
c
d) = Fr(f)(ad+cbbd ) = f(ad+cb)

f(bd) = f(ad)+f(cb)
f(b)f(d) = f(a)f(d)+f(c)f(b)

f(b)f(d)

= f(a)
f(b) +

f(c)
f(d) = Fr(f)(

a
b ) +Fr(f)(

c
d)

êáé

Fr(f)(ab ·
c
d) = Fr(f)(acbd ) =

f(ac)
f(bd) =

f(a)f(c)
f(b)f(d)

= f(a)
f(b)

f(c)
f(d) = Fr(f)(

a
b )Fr(f)(

c
d).

(i) ÅÜí ç f åßíáé åíñéðôéêÞ, ôüôå êáé çFr(f) åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé åÜí a
b ,

c
d ∈ Fr(R1)

ìå Fr(f)(ab ) = Fr(
c
d), ôüôå

f(a)
f(b) =

f(c)
f(d) , áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

f(a)f(d) = f(c)f(b) =⇒ f(ad) = f(cb) =⇒
[f åíñéðôéêÞ]

ad = cb =⇒ a
b =

c
d .

(ii) ÅÜí ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ, ôüôå êáé ç Fr(f) åßíáé åðéññéðôéêÞ, äéüôé ãéá êÜèå
c
d ∈ Fr(R2) õðÜñ·åé æåýãïò (a, b) ∈ R1 × (R1r{0R1}) , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

[f(a) = c, f(b) = d] =⇒ Fr(f)(ab ) =
f(a)
f(b) ,

Þôïé Fr(f)(ab ) =
c
d . Ôï (iii) åßíáé Üìåóç óõíÝðåéá ôùí (i) êáé (ii). ¤

3.6 ÐÑÙÔÁ ÓÙÌÁÔÁ

¸óôùL Ýíá õðüóùìá ôïý óþìáôïòQ ôùí ñçôþíáñéèìþí. ÅðåéäÞ õðÜñ·åé ðÜíôïôå
êÜðïéï a ∈ Lr{0}, ç -åî ïñéóìïý åããõçèåßóá- ýðáñîç ôïý (ðïëëáðëáóéáóôéêïý)
áíôéóôñüöïõ ôïõ a−1 Ý·åé ùò åðáêüëïõèï ôï üôé

a−1a = 1L = 1Q ∈ L.

Ùò åê ôïýôïõ, ãéá êÜèå áêÝñáéï n ∈ Z éó·ýåé n = n ·1L = n ·1Q ∈ L, ïðüôå Ý·ïõìå
êáô' áíÜãêçí ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Z ⊆ L ⊆ Q. ¼ìùò, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá
3.5.9, ôïQ = Fr (Z) åßíáé ôï åëÜ·éóôï óþìá (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý) ôï
ïðïßï ðåñéÝ·åé ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ Z. ¢ñá ôåëéêþò L = Q. Ç éäéüôçôá áõôÞ ôïý
Q ôï êáèéóôÜ ôï ðëÝïí ôõðéêü ðáñÜäåéãìá ôùí ëåãïìÝíùí «ðñþôùí óùìÜôùí».

3.6.1 Ïñéóìüò. ¸íá óþìáK êáëåßôáé ðñþôï óþìá üôáí äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá ãíÞ-
óéï õðüóùìá.
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3.6.2 ÐáñÜäåéãìá. ÐÝñáí ôïýQ, Ýíá Üëëï ðñþôï óþìá åßíáé ôïZp, üðïõ p ðñþôïò
áñéèìüò. ÐñÜãìáôé° åÜí ôïL åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý Zp, ôüôå ç (ðñïóèåôéêÞ) õðïï-
ìÜäá (L,+) ôÞò ïìÜäáò (Zp,+) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ìå ôÜîç ôçò Ýíáí äéáéñÝôç ôïý
p (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange). ÅðåéäÞ ëïéðüí ï p åßíáé ðñþôïò, |L| = 1 Þ
|L| = p.Çðñþôç ðåñßðôùóç áðïêëåßåôáé, êáèüôé ôïL -ùò óþìá- Ý·åé ôÜîç |L| ≥ 2.
ÅðïìÝíùò, |L| = p, ïðüôå êáô' áíÜãêçí L = Zp.

3.6.3 Èåþñçìá. ÊÜèå óþìá K ðåñéÝ·åé Ýíá êáé ìüíïí ðñþôï õðüóùìá.

Áðïäåéîç. Ôï óþìá

K0 :=
\
{S | S õðüóùìá ôïýK} ⊆ K

åßíáé Ýíá ðñþôï õðüóùìá ôïý K. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï L åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý K0,

ôüôå ôï L åßíáé êáé õðüóùìá ôïý K, ïðüôå K0 ⊆ L, áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé
L = K0. Õðïëåßðåôáé ç áðüäåéîç ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý K0. ÕðïôéèåìÝíçò ôÞò
õðÜñîåùò åíüò Üëëïõ ðñþôïõ õðïóþìáôïò K0

0 ôïý óþìáôïò K, ôï K0 ∩ K0
0 åßíáé

õðüóùìá ôïýK êáéK0 ∩K0
0 ⊆ K0, K0 ∩K0

0 ⊆ K0
0. ÅðïìÝíùò,K0 ∩K0

0 = K0 êáé
K0 ∩K0

0 = K0
0, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôéK0 = K0

0. ¤

3.6.4 Èåþñçìá. (i) ÊÜèå ðñþôï óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò ìçäÝí åßíáé éóüìïñöï ìå
ôï óþìá Q ôùí ñçôþí áñéèìþí.
(ii) ÊÜèå ðñþôï óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò p (üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò) åßíáé éóü-
ìïñöï ìå ôï óþìá Zp ôùí êëÜóåùí éóïôéìéþí êáôÜ ìüäéï p.

Áðïäåéîç. ¸óôù L Ýíá ðñþôï óþìá. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

f : Z −→ L, f(n) := n · 1L, ∀n ∈ Z.

ÅðåéäÞ(
f(m+ n) = (m+ n) · 1L = m · 1L + n · 1L = f(m) + f(n),

f(mn) = (mn) · 1L = m (n · 1L) = (m · 1L) (n · 1L) = f(m)f(n),

ãéá ïéïõóäÞðïôåm,n ∈ Z, ç f åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÂÜóåé ôïý 1ïõ
èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí 3.3.2,

Z/Ker (f) ∼= Im(f) = f(Z),

üðïõ

Ker (f) = {n ∈ Z | n · 1L = 0L}.
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(i) ÅÜí ôï L Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ìçäÝí, ôüôå Ker(f) = {0}, ïðüôå

Z/Ker (f) = Z/{0} ∼= Z ∼= Im(f) = f(Z).

Ùò åê ôïýôïõ, ç Im (f) åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ (éóüìïñöç ìå ôïí Z) êáé, åðåéäÞ
Im (f) ⊆ L, Ý·ïõìå

Fr (Im (f)) =

½
n · 1L
m · 1L

¯̄̄̄
(n,m) ∈ Z× (Zr{0})

¾
⊆ Fr (L) ∼= L,

ïðüôå L ∼= Fr (L) = Fr (Im (f)) ∼= Fr (Z) = Q (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 3.5.12 êáé ôïý
üôé ôï L åßíáé ðñþôï óþìá).

(ii) ÅÜí ôï L Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ p, üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò, ôüôå, âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 1.4.3 Ý·ïõìå

p = min { |k| ∈ N | k ∈ Zr{0} ìå k · 1L = 0L} ,

ïðüôå p ∈ Ker(f) =⇒ pZ = hpi ⊆ Ker(f) . ÁëëÜ êáé ãéá êÜèå λ ∈ Ker(f) , ãñÜöï-
íôáò

λ = up+ r, u, r ∈ Z, 0 ≤ r ≤ p− 1,

ëáìâÜíïõìå

0L = λ · 1L = u (p · 1L) + (r · 1L) = 0L + r · 1L = r · 1L,

Þôïé ìéá éóüôçôá ç ïðïßá (ëüãù ôÞò ùò Üíù óõíèÞêçò åëá·ßóôïõ ðïõ ðëçñïß ôï p)
éó·ýåé ìüíïí üôáí r = 0. ÅðïìÝíùò, λ ∈ hpi, ïðüôå Ker(f) ⊆ pZ = hpi. Ôåëéêþò
ëïéðüí Ker(f) = pZ = hpi êáé

Z/pZ ∼= Zp ∼= Im(f) = f(Z) = {n · 1L | n ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} ⊆ L,

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé L = Im(f) ∼= Zp, äéüôé ôï L åßíáé ðñþôï óþìá. ¤

3.6.5 Ðüñéóìá. ÊÜèå óþìá K ðåñéÝ·åé Ýíá õðüóùìá L, ôÝôïéï þóôå :

L ∼=

⎧⎨⎩
Q, üôáí ·áñ(K) = 0,

Zp, üôáí ·áñ(K) = p > 0.

3.6.6 ÐáñáôÞñçóç. Óýìöùíá ìå üóá áíáöÝñáìå óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò
3.6.4, åÜí ôï L åßíáé Ýíá ðñþôï óþìá, ôüôå

L ∼=
n
(n · 1L) (m · 1L)−1

¯̄̄
(n,m) ∈ Z× (Zr{0})

o
, üôáí ·áñ(L) = 0,

êáé

L = {n · 1L | n ∈ {0, 1, . . . , p− 1}} , üôáí ·áñ(L) = p > 0.
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ÁóêÞóåéò

3-1. Ðïéåò åê ôùí áêïëïýèùí áðåéêïíßóåùí f : R −→ R0 åßíáé ïìïìïñöéóìïß
äáêôõëßùí;

(i) R = Z, R0 = Zm (m ∈ N) êáé

k 7−→ f(k) := [k]m .

(ii) R = Z, R0 = Zm (m ∈ N) êáé

k 7−→ f(k) := [k + 1]m .

(iii) R =Mat2×2(Z), R0 = Z êáéµ
a b

c d

¶
7−→ f

µµ
a b

c d

¶¶
:= a.

(iv) R =Mat2×2(Z), R0 = Z êáéµ
a b

c d

¶
7−→ f

µµ
a b

c d

¶¶
:= a+ d.

(v) R =Mat2×2(Z), R0 = Z êáéµ
a b

c d

¶
7−→ f

µµ
a b

c d

¶¶
:= ad− bc.

(vi) R = Z, R0 =Mat2×2(Zm) (m ∈ N) êáé

k 7−→ f(k) :=

µ
[1]m [0]m
[0]m [k]m

¶
.

3-2. (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

f : Z −→ Z3 × Z5, n 7−→ f(n) := ([n]3 , [n]5),

åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé íá ðñïóäéïñéóèåß ï ðõñÞíáò Ker(f).

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëïé ïé ïìïìïñöéóìïß f : Z6 −→ Z12.

3-3. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé ìüíïé åíäïìïñöéóìïß ôïý Z åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñ-
öéóìüò êáé ï ôáõôïôéêüò idZ.
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3-4. ¸óôù m ∈ N. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå åíäïìïñöéóìüò f : Zm −→ Zm ôïý
Zm ïñßæåôáé ìÝóù åíüò ôýðïõ ôÞò ìïñöÞò

f([k]m) = [a]m [k]m , ∀k ∈ Z,

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï a, ôÝôïéïí þóôå ôï óôïé·åßï [a]m ∈ Zm íá åßíáé ôáõôï-
äýíáìï.

3-5. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå áêÝñáéï m óôåñïýìåíïí ôåôñáãþíùí ç áðåéêü-
íéóç

Q(
√
m) 3 a+ b

√
m 7−→ a− b

√
m ∈ Q(

√
m), a, b ∈ Z,

åßíáé áõôïìïñöéóìüò ôïý óþìáôïò Q(
√
m) (âë. ôï (iv) ôÞò áóêÞóåùò 1-37).

3-6. ¸óôùK Ýíá óþìá ìå ·áñ(K) = p > 0 êáé Ýóôù

f : K −→ K, x 7−→ f(x) := xp,

ç áðåéêüíéóç ôïý Frobenius (âë. 3.1.2 (iv)) Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ç f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Âë. ðñüôáóç 3.1.11.]

(ii) ¼ôáí ôï K åßíáé ðåðåñáóìÝíï óþìá, ôüôå ç f åßíáé éóïìïñöéóìüò (Þôïé
áõôïìïñöéóìüò ôïýK).

(iii) ¼ôáí ôï K åßíáé áðåéñïðëçèÝò, ôüôå ç f åßíáé äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí
éóïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Íá åîåôáóèåß ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ
ôçí ïðïßá ôï K åßíáé ôï óþìá Zp(X) ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí õðåñÜíù ôïý
óþìáôïò Zp.]

3-7. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù f : R −→ R Ýíáò åíäïìïñöéóìüò áõôïý.
Íá áðïäåé·èåß üôé ôï S := {r ∈ R| f(r) = r} åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïýR.

3-8. ¸óôùR Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí a ∈ R×,

íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

fa : R −→ R, r 7−→ fa(r) := ara−1,

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý R.

3-9. ÅÜí ïé f : R −→ R0 êáé g : R0 −→ R00 åßíáé äõï ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí,
íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ïé åãêëåéóìïß:

Ker(f) ⊆ Ker(g ◦ f), Im(g ◦ f) ⊆ Im(g).

êáé üôé åî áõôþí Ýðïíôáé Üìåóá ïé óõíåðáãùãÝò

g ◦ f ìïíïìïñöéóìüò ⇒ f ìïíïìïñöéóìüò
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êáé

g ◦ f åðéìïñöéóìüò ⇒ g åðéìïñöéóìüò.

Åí óõíå·åßá, íá ðáñáôåèïýí ðáñáäåßãìáôá ïìïìïñöéóìþí

f : R −→ R0 êáé g : R0 −→ R00,

ïýôùò þóôå

(i) ç óýíèåóç g ◦ f íá åßíáé êáé ï g íá ìçí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò,

(ii) ç óýíèåóç g ◦ f íá åßíáé êáé ï f íá ìçí åßíáé åðéìïñöéóìüò, êáé

(iii) ç g ◦f íá åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé êáíåßò åê ôùí f, g íá ìçí åßíáé éóïìïñ-
öéóìüò.

3-10. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) f(Z(R)) ⊆ Z(R0) (âë. Üóêçóç 1-14).

(ii) ÅÜí ôï a ∈ R åßíáé ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï, ôüôå êáé ôï f(a) ∈ R0 åßíáé
ôáõôïäýíáìï.

(iii) ÅÜí ôï a ∈ R åßíáé ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï, ôüôå êáé ôï f(a) ∈ R0 åßíáé
ìçäåíïäýíáìï (ïðüôå f(Nil(R)) ⊆ Nil(R0)).

Åí óõíå·åßá, íá äïèïýí ðáñáäåßãìáôá åðéìïñöéóìþí äáêôõëßùí ãéá ôïõò
ïðïßïõò ï åãêëåéóìüò óôï (i) åßíáé áõóôçñüò êáé ôá áíôßóôñïöá ôùí (ii) êáé
(iii) áíáëçèÞ.

3-11. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç
ôïý R, íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí éäéïôÞôùí:

(i) f (I + J) = f (I) + f (J) ,

(ii) f (I J) = f (I) f (J) ,

(iii) f (I ∩ J) ⊆ f (I) ∩ f (J) (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí
Ker(f) ⊆ I Þ Ker(f) ⊆ J).

(iv) ÅÜí ïR (êáé -êáô' åðÝêôáóéí- êáé ï S, ëüãù ôÞò 3.1.9 (vii)) åßíáé ìåôáèå-
ôéêüò, ôüôå f (I : J) ⊆ f (I) : f (J) (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá
üôáí Ker(f) ⊆ I).

(v) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå f(Rad(I)) ⊆ Rad(f(I)) (ìå ôç ó·Ýóç
áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí Ker(f) ⊆ I).

3-12. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç
ôïý S, íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí éäéïôÞôùí:

(i) f−1 (I + J) = f−1 (I) + f−1 (J) ,

(ii) f−1 (I J) ⊇ f−1 (I) f−1 (J) , (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá
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üôáí Ker(f) ⊆ f−1 (I) f−1 (J)),

(iii) f−1 (I ∩ J) = f−1 (I) ∩ f−1 (J).
(iv) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå f−1 (I : J) = f−1 (I) : f−1 (J) .

(v) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå f−1(Rad(I)) = Rad
¡
f−1(I)

¢
.

3-13. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé
·áñ(R) > 0, íá áðïäåé·èåß üôé ·áñ(f(R)) ≤ ·áñ(R).

3-14. Íá áðïäåé·èåß üôé éóüìïñöïé äáêôýëéïé Ý·ïõí ßóåò ·áñáêôçñéóôéêÝò.

3-15. Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õößóôáíôáé ìç ìçäåíéêïß ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí

f : R −→ R0

üôáí éêáíïðïéåßôáé ìßá åê ôùí êÜôùèé óõíèçêþí:

(i) ·áñ(R) > 0 = ·áñ(R0).

(ii) ·áñ(R) > 0, ·áñ(R0) > 0 êáé ·áñ(R0) - ·áñ(R).

3-16. ÅÜí ï f : K −→ L åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò óùìÜôùí, íá áðïäåé·èåß üôé
·áñ(K) = ·áñ(L).

3-17. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ï R0 åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò Ker(f) ôïý f

åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý R.

(ii) Ï R0 åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðõñÞíáò Ker(f) ôïý f åßíáé ìåãé-
óôéêü éäåþäåò ôïý R.

3-18. Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õößóôáíôáé ïìïìïñöéóìïß f : C −→ S (áðü ôï óþìá
ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí óå Ýíáí äáêôýëéï S) ìå Ker(f) = Z.

3-19. Íá áðïäåé·èåß üôé Z[
√
3] À Z[

√
5] êáé Z[X] À Q[X].

3-20. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßá óôïé·åßá. Íá
áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸óôù r ∈ R. Ôüôå r ∈ R× ⇔ f(r) ∈ S×.

(ii) Ç áðåéêüíéóç R× 3 r 7−→ f(r) ∈ S× åßíáé áìöéññéðôéêÞ.

3-21. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí õðïôåèåß üôé êÜèå õðï-
äáêôýëéïò ôïý R åßíáé éäåþäåò, íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé åßôå ôåôñéììÝ-
íïò åßôå éóüìïñöïò ìå ôïí äáêôýëéï Z ôùí áêåñáßùí åßôå éóüìïñöïò ìå ôïí
äáêôýëéï Zm, üðïõ m ∈ N, m ≥ 2. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ï ïìï-
ìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : Z −→ R, n 7−→ f(n) := n · 1R, ôï 1ï èåþñçìá
éóïìïñöéóìþí 3.3.2 êáé ç ðñüôáóç 2.2.6.]
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3-22. ¸óôùM Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù (P (M) ,4,∩) ï äáêôýëéïò ï ïñéóèåßò
óôçí Üóêçóç 1-7. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá ãéá ïéïäÞðïôå E ⊆M :

(i) ToP (E) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýP (M) .

(ii) Ç áðåéêüíéóç

fE : P (M) −→ P (M) , A 7−→ fE (A) := A ∩ (MrE)

åßíáé ïìïìïñöéóìüò.

(iii)P (M) /P (E) ∼= P (MrE) .

3-23. ¸óôùm Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé·èïýí
ôá áêüëïõèá:

(i) To óýíïëï

S :=

½µ
a b

mb a

¶ ¯̄̄̄
a, b ∈ Z

¾
áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý Mat2×2(Z).
(ii) Ç áðåéêüíéóç f : Z[

√
m] −→ S ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

Z[
√
m] 3 a+ b

√
m

f7−→
µ

a b

mb a

¶
∈ S

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ùò åê ôïýôïõ, ï S åßíáé ìéá áêåñáßá
ðåñéï·Þ. (Âë. Üóêçóç 1-37 êáé ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 3.1.10.)

3-24. Íá áðïäåé·èåß üôé R[X]/
­
X2
® ∼= S, üðïõ

S :=

½µ
a b

0 a

¶ ¯̄̄̄
a, b ∈ R

¾
.

[Õðüäåéîç : Íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

R[X] 3
nX
i=0

aiX
i 7−→

µ
a0 a1
0 a0

¶
∈ S

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí Ý·ùí ôï êýñéï éäåþäåò
­
X2
®
ùò ðõñÞíá ôïõ

êáé íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2.]

3-25. ÅÜí I :=
­
X2 + 1

®
êáé J :=

­
X2 + 2

®
$ R[X], íá áðïäåé·èåß üôé

R[X]/I ∼= R[X]/J êáé I 6= J.
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3-26. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï éäåþäåò hX1,X2i åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý Z[X1,X2] áëëÜ äåí åßíáé ìå-
ãéóôéêü.

(ii) Ôï éäåþäåò hX1,X2i åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Q[X1,X2].
[Õðüäåéîç : ÅÜí R ∈ {Z,Q}, íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

R[X1,X2] 3
X

aijX
i
1X

j
2 7−→ a00 ∈ R

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí Ý·ùí ùò ðõñÞíá ôïõ ôï hX1,X2i .Êáôüðéí ôïý-
ôïõ, íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2 óå óõíäõáóìü ìå ôï
èåþñçìá 2.6.4 êáé ôï ðüñéóìá 2.6.5.]

(iii) ¸óôù ôõ·üí ξ ∈ [0, 1]. Ôüôå ôïmξ := {f ∈ C ([0, 1]) | f(ξ) = 0} åßíáé Ýíá
ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ

C ([0, 1]) :=
n
f ∈ R[0,1]

¯̄̄
f óõíå·Þò

o
(âë. Üóêçóç 1-30). [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ï ïìïìïñöéóìüò

ψξ : C ([0, 1]) −→ R

ï ïñéæüìåíïò áðü ôïí ôýðï ψξ (f) := f(ξ), êáèþò êáé ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñ-
öéóìþí 3.3.2.]

(iv)¸íá éäåþäåò I ôïý C ([0, 1]) åßíáé ìåãéóôéêü åÜí êáé ìüíïí åÜí ∃ξ ∈ [0, 1] :
I = mξ. [Õðüäåéîç : Íá ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôÞò óõìðÜãåéáò ôïý êëåéóôïý
äéáóôÞìáôïò [0, 1].]

3-27. ¸óôùm Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí êáé Ýóôù

Ip(
√
m) :=

©
a+ b

√
m ∈ Z[

√
m] | ìå p | a êáé p | b

ª
$ R,

üðïõ p ðåñéôôüò ðñþôïò ìå p - m. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) To Ip(
√
m) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z[

√
m].

(ii) ÅÜí n2 6≡ m(mod p), ∀n ∈ Z, ôüôå ôï Ip(
√
m) åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò

ôïý Z[
√
m] êáé ï ðçëéêïäáêôýëéïò Z[

√
m]/Ip(

√
m) Ýíá óþìá ìå p2 óôïé·åßá.

3-28. ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R (üðïõ n ∈ N, n ≥ 2), ôüôå
ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò I = I1 + · · · + In êáëåßôáé (åóùôåñéêü) åõèý Üèñïéóìá,
óçìåéïýìåíï ìÝóù ôïý åéäéêïý óõìâüëïõ I1 ⊕ · · · ⊕ In, üôáí êÜèå óôïé·åßï
a ∈ I åêöñÜæåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò

a = a1 + · · ·+ an, aj ∈ Ij , ∀j ∈ {1, . . . , n}.
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Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) To I åßíáé ôï åõèý Üèñïéóìá ôùí I1, . . . , In.

(ii) ÅÜí 0R = a1 + · · ·+ an, üðïõ aj ∈ Ij , ∀j ∈ {1, . . . , n}, ôüôå

a1 = · · · = an = 0R.

(iii) Ij ∩ (
P

k∈{1,... ,n}r{j}
Ik) = {0R}, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

3-29. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí R = R1 × · · · × Rn åßíáé ôï åõèý ãéíüìåíï n äáêôõëßùí R1, . . . , Rn

(üðïõ n ∈ N, n ≥ 2), êáéeRj :=
©¡
0R1

, . . . , 0Rj−1 , aj , 0Rj+1 . . . , 0Rn
¢
∈ R

¯̄
aj ∈ Rj

ª
,

ôüôå R = eR1 ⊕ · · ·⊕ eRn, üðïõ ôá eRj êáé Rj åßíáé éóüìïñöïé ùò äáêôýëéïé.

(ii) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R (üðïõ n ∈ N, n ≥ 2),
êáé R = I1 ⊕ · · ·⊕ In, ôüôå

R ∼= I1 × · · · × In,

ìå êáèÝíá ôùí I1, . . . , In èåùñïýìåíï ùò «áõôüíïìïò» äáêôýëéïò (Þôïé ùò ôï
«åîùôåñéêü» åõèý ãéíüìåíï ôùí I1, . . . , In).

3-30. ¸óôù R = R1 × · · · × Rn ôï åõèý ãéíüìåíï n äáêôõëßùí R1, . . . , Rn ìå ìï-
íáäéáßá óôïé·åßá (üðïõ n ∈ N, n ≥ 2). Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n} ç ðñïâïëÞ prj ôïý R åðß ôïý Rj ç ïñéæüìåíç áðü
ôïí ôýðï

prj : R −→ Rj , (a1, . . . , an) 7−→ prj(a1, . . . , an) := aj ,

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí.

(ii) ÊÜèå éäåþäåò I ôïý R åßíáé ôÞò ìïñöÞò

I = I1 ⊕ · · ·⊕ In ∼= I1 × · · · × In,

üðïõ Ij êÜðïéï éäåþäåò ôïý Rj , ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. [Õðüäåéîç : Áñêåß
íá ôåèåß Ij := prj(I).]

(iii)¸íá ãíÞóéï éäåþäåò I ôïýR åßíáé ìåãéóôéêü åÜí êáé ìüíïí åÜí áõôü åßíáé
ôÞò ìïñöÞò

I = R1 ⊕ · · ·⊕Rj−1 ×mj ⊕Rj+1 ⊕ · · ·⊕Rn

∼= R1 × · · · ×Rj−1 ×mj ×Rj+1 × · · · ×Rn,

üðïõ ôï mj åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Rj ãéá êÜðïéïí j ∈ {1, . . . , n}.
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3-31. ÅÜí ôá I1, I2 åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R êáé R = I1 ⊕ I2, íá áðïäåé-
·èåß üôé

R/I1 ∼= I2 êáé R/I2 ∼= I1.

3-32. ¸óôù R = R1 × · · · × Rn ôï åõèý ãéíüìåíï n äáêôõëßùí R1, . . . , Rn (üðïõ
n ∈ N, n ≥ 2). ÅÜí ôï Ij åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Rj ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}
êáé I := I1 ⊕ · · ·⊕ In,íá áðïäåé·èåß üôé

R/I ∼= (R/I1)⊕ · · ·⊕ (R/In).

[Õðüäåéîç : ÅÜí ï'j : Rj −→ Rj/Ij åßíáé ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ãéá êÜèå
j ∈ {1, . . . , n}, íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

f : R −→ (R/I1)× · · · × (R/In) ∼= (R/I1)⊕ · · ·⊕ (R/In)

(a1, . . . , an) 7−→ f(a1, . . . , an) := ('1(a1), . . . ,'n(an))

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå ðõñÞíá Ker(f) = I êáé íá åöáñìïóèåß ôï
1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2.]

3-33. (i) ÅÜí ïé R êáé S åßíáé äõï äáêôýëéïé êáé I = { (r, 0S) | r ∈ R}, íá áðïäåé-
·èåß üôé ôï I åßíáé éäåþäåò ôïý R× S êáé üôé

(R× S) /I ∼= S.

(ii) ÅÜím,n ∈ N, íá áðïäåé·èåß üôé

(Z× Z) / (mZ× nZ) ∼= Zm × Zn.

3-34. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé Ýíá ôáõôïäýíáìï
óôïé·åßï c. ÅÜí

I := {a ∈ R | ac = 0R} , J := {a ∈ R | ac = a} ,

íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôá I êáé J åßíáé éäåþäç ôïý R.

(ii) J = hci.
(iii) R ∼= I × J.

(iv) IJ = {0R}.

3-35. ¸óôù üôé ïR åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ï S Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïýR êáé ôï I Ýíá
éäåþäåò ôïý R. ÅÜí S ∩ I = {0R}, íá áðïäåé·èåß üôé ï S åßíáé éóüìïñöïò ìå
Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõR/I. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß
ôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.14.]
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3-36. Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá ðñþôá êáé ôá ìåãéóôéêÜ éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ
Z/mZ ∼= Zm (ãéá ïéïíäÞðïôåm ∈ N), êáèþò êáé ç ôïìÞ üëùí ôùí ìåãéóôéêþí
éäåùäþí áõôïý.

3-37. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù ôõ·üí f(X) ∈ R[X].

ÅÜí

f(X) =
Xn

i=0
aiX

i ∈ R[X],

ôüôå ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò

vf(X) : R −→ R, r 7−→ vf(X)(r) := f(r) :=
nX
i=1

air
i.

ôÞò åðáãïìÝíçò áðü ôï f(X) ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç

R [X] −→ áð (R,R) = RR, f(X) 7−→ vf(X).

êáèþò êáé ç áðåéêüíéóç ðïëõùíõìéêÞò áðïôéìÞóåùò óå Ýíá (ðáãéùìÝíï)
óôïé·åßï r ∈ R:

εr : R [X] −→ R, f(X) 7−→ εr( f(X)) := vf(X)(r) := f(r)

(âë. 1.3.11). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç R [X] 3 f(X) 7−→ vf(X) ∈ RR åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé åßíáé,
éäéáéôÝñùò, åðéìïñöéóìüò üôáí R = Zp, üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò, åíþ äåí
åßíáé åðéìïñöéóìüò üôáí R = R. [Óçìåßùóç : ¼ðùò Ý·åé Þäç åðéóçìáíèåß
óôï åäÜöéï 1.3.11, ç R [X] 3 f(X) 7−→ vf(X) ∈ RR äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí
ìïíïìïñöéóìüò êáé, ùò åê ôïýôïõ, ï R [X] äåí åßíáé ðÜíôïôå åìöõôåýóéìïò
óôïí RR.]

(ii) H εr åßíáé åðéìïñöéóìüò ãéá êÜèå r ∈ R.

3-38. ÄïèÝíôïò åíüò ïìïìïñöéóìïý f : R −→ S ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíá-
äéáßá óôïé·åßá êáé f(1R) = 1S , íá áðïäåé·èåß üôé ïé áðåéêïíßóåéò

θ
(1)
f : R[X] −→ S[X], θ

(2)
f : R[[X]] −→ S[[X]],

θ
(3)
f : R[X±1] −→ S[X±1], θ

(4)
f : LaurR[[X±1]] −→ LaurS [[X±1]],
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ïé ïñéæüìåíåò ìÝóù ôùí ôýðùí

R[X] 3
Pn

i=0 aiX
i
θ
(1)
f7−→
Pn

i=0 f(ai)X
i ∈ S[X], n ∈ N0,

R[[X]] 3
P∞

i=−n aiX
i
θ
(2)
f7−→
P∞

i=−n f(ai)X
i ∈ S[[X]], n ∈ N,

R[X±1] 3
Pm

i=−n aiX
i
θ
(3)
f7−→
Pm

i=−n f(ai)X
i ∈ S[X±1], m, n ∈ N,

LaurR[[X±1]] 3
P∞

i=−n aiX
i
θ
(4)
f7−→
P∞

i=−n f(ai)X
i ∈ LaurS [[X±1]], n ∈ N,

åßíáé ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí ìå θ(j)f (1R) = 1S êáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé

ðõñÞíåò Ker(θ(j)f ) ãéá êÜèå j ∈ {1, 2, 3, 4} (âë. 1.3.1 êáé Üóêçóç 1-43). Åí
óõíå·åßá, íá åðáëçèåõèïýí ãéá êÜèå j ∈ {1, 2, 3, 4} ïé áêüëïõèåò áìößðëåõ-
ñåò óõíåðáãùãÝò:

(i) Ç θ
(j)
f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇔ ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) Ç θ
(j)
f åßíáé åðéìïñöéóìüò⇔ ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò.

3-39. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé Ýóôù

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X].

Íá áðïäåé·èåß ç áêüëïõèç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ (ç ïðïßá ãåíéêåýåé ôï
ðñþôï áðïôÝëåóìá ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9 ðïõ ðåñéãñÜöåé ôçí ïìÜäá
R[X]× óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ ):

f(X) ∈ R[X]× ⇐⇒ a0 ∈ R× êáé aj ∈ Nil(R), ∀j ∈ {1, . . . , n}.

[Õðüäåéîç : Ãéá ôçí êáôåýèõíóç ‘‘⇐'' íá ·ñçóéìïðïéçèïýí ïé áóêÞóåéò 2-6 êáé
1-22. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò óõíåðáãùãÞò ‘‘⇒'' íá áðïäåé·èåß áðåõèåßáò üôé
a0 ∈ R× êáé íá èåùñçèåß ôõ·üí ðñþôï éäåþäåò p ôïý R, ï öõóéêüò åðéìïñ-
öéóìüò ' : R −→ R/p êáé ï åðáãüìåíïò åðéìïñöéóìüò

θ(1)' : R[X] −→ (R/p)[X] ìå θ(1)' (1R) = 1R/p = 1R + p.

(Âë. Üóêçóç 3-38.) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.6.4 ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p
åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ùò åê ôïýôïõ, ï (R/p)[X] åßíáé ùóáýôùò áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ (âë. 1.3.9 (i)). ÊáôÜ ôï (viii) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.1.9,

nX
i=0

'(ai)X
i ∈ ((R/p)[X])×,
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ïðüôå åöáñìüæïíôáò ãé' áõôü ôï ðïëõþíõìï ôï ðñþôï áðïôÝëåóìá ôïý (iii)
ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9 ëáìâÜíïõìå

'(a0) ∈ ((R/p)[X])×, '(aj) = 0R/p = p, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Áðü ôéò ôåëåõôáßåò éóüôçôåò Ýðåôáé üôé aj ∈ p, ∀j ∈ {1, . . . , n}. ÅðåéäÞ ôï p
åßíáé áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíï ðñþôï éäåþäåò ôïý R, óõìðåñáßíïõìå ôåëéêþò
üôé

aj ∈
\
{p | p ∈ Spec(R)} = Nil(R), ∀j ∈ {1, . . . , n},

êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (ii) ôÞò áóêÞóåùò 2-37.]

3-40. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå äáêôýëéï R êáé ïéïíäÞðïôå n ∈ N ç áðåé-
êüíéóç

Matn×n(Ropp) 3 A 7−→ At ∈ (Matn×n(R))opp

åßíáé éóïìïñöéóìüò, üðïõ Ropp åßíáé ï äáêôýëéïò ï áíôéêåßìåíïò ôïý R (âë.
Üóêçóç 1-3) êáéAt ï áíÜóôñïöïò ôïý ðßíáêáA (ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïíA
üôáí êáèéóôïýìå ôéò ãñáììÝò ôïõ óôÞëåò (êáé ôéò óôÞëåò ôïõ ãñáììÝò)).

3-41. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå äáêôýëéï R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé
ïéïíäÞðïôå n ∈ N õößóôáíôáé êáíïíéóôéêïß éóïìïñöéóìïß

Matn×n(R)[X] ∼=Matn×n(R[X]) êáé Matn×n(R)[[X]] ∼=Matn×n(R[[X]]).

3-42. ÄïèÝíôïò åíüò ïìïìïñöéóìïý äáêôõëßùí f : R −→ S êáé åíüò n ∈ N íá
áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

Matn×n(R) 3 (ajk)1≤j,k≤n
Matn×n(f)7−→ (f(ajk))1≤j,k≤n ∈Matn×n(S),

åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(i) Ç Matn×n(f) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇔ ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) Ç Matn×n(f) åßíáé åðéìïñöéóìüò⇔ ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò.

3-43. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå n ∈ N
õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

Matn×n(R) /Matn×n(I) ∼=Matn×n(R/I)

[Õðüäåéîç : ¸óôù ' : R −→ R/I ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò. Íá áðïäåé·èåß
üôé ï åðéìïñöéóìüò

Matn×n(') :Matn×n(R) −→Matn×n(R/I)

(ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 3-42) Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåòMatn×n(I) êáé
íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 3.3.2.]
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3-44. ¸óôù R ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò≥ 2. Ãéá êÜèå n-
Üäá (r1, . . . , rn) ∈ Rn óçìåéþíïõìå ùò diag(r1, . . . , rn) ôïí äéáãþíéï ðßíáêá
(ajk)1≤j,k≤n ∈Matn×n(R) ìå åããñáöÝò ôéò

ajk :=

½
rj , üôáí j = k,

0R, üôáí j 6= k.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí äéáãùíßùí ðéíÜêùí

Diagn×n(R) := {diag(r1, . . . , rn) | (r1, . . . , rn) ∈ Rn}

åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý Matn×n(R) ðïõ åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí Rn.

(ii) Óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç 2-18, ï SUTn×n (R) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõ-
ëßïõ UTn×n (R) êáé ï LUTn×n (R) Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ LTn×n (R) .
Íá áðïäåé·èåß üôé

UTn×n (R) /SUTn×n (R) ∼= Diagn×n(R) ∼= LTn×n (R) /LUTn×n (R) .

3-45. Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõMatn×n(Z12), üðïõ n ∈ N.
[Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï åäÜöéï 3.2.5 óå óõíäõáóìü ìå ôï ôï (vi)
ôÞò áóêÞóåùò 2-16.]

3-46. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óýíïëá ëýóåùí ôùí óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí éóïôé-
ìéþí: ⎧⎪⎨⎪⎩

x ≡ 2 (mod 3)
x ≡ 3 (mod 5)
x ≡ 2 (mod 7)

⎫⎪⎬⎪⎭
êáé ⎧⎪⎨⎪⎩

5x ≡ 6 (mod 8)
8x ≡ 10 (mod 14)
10x ≡ 5 (mod 15)

⎫⎪⎬⎪⎭
âÜóåé ôùí ôå·íéêþí ðïõ ðáñåôÝèçóáí óôçí åíüôçôá 3.4.

3-47. ¸óôùm Ýíáò Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé-
·èåß üôé Fr (Z[

√
m]) = Q(

√
m). [Õðüäåéîç : Íá ãåíéêåõèïýí êáôáëëÞëùò ôá

ðñïáíáöåñèÝíôá óôï ðáñÜäåéãìá 3.5.10.]

3-48. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß üôé ·áñ(Fr(R)) = ·áñ(R).
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3-49. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸óôùK Ýíá óþìá êáé ÝóôùK0 ôï (ìïíáäéêü) ðñþôï õðüóùìá ôïýK (âë.
èåþñçìá 3.6.3). ÅÜí ï f : K −→ K åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïýK, ôüôå

f(a) = a, ∀a ∈ K0.

Åî áõôïý Ýðåôáé, åéäéêüôåñá, üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç åßíáé ï ìüíïò áõôï-
ìïñöéóìüò åíüò ðñþôïõ óþìáôïò. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç ðáñáôÞ-
ñçóç 3.6.6.]

(ii) Äåí õðÜñ·ïõí Üëëïé áõôïìïñöéóìïß ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí
áñéèìþí ðÝñáí ôïý ôáõôïôéêïý. [Õðüäåéîç : Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé
êÜèå áõôïìïñöéóìüò f : R −→ R ôïý R Ý·åé ôçí éäéüôçôá: f |Q = idQ (âÜóåé
ôïý (i)) êáé äéáôçñåß ôç óõíÞèç äéÜôáîç ôïýR.Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï ãåãïíüò
üôé êÜèå ðñáãìáôéêüò áñéèìüò åßíáé ôï üñéï ìéáò (óõãêëßíïõóáò) áêïëïõèßáò
ñçôþí áñéèìþí.]

(iii) Ôï (ii) äåí åßíáé áëçèÝò ãéá ôï óþìáC êáé ãéá ôï óôñåâëü óþìáHR. (Áñ-
êåß ç ðáñÜèåóç åíüò ìç ôáõôïôéêïý áõôïìïñöéóìïý ãéá êáèÝíáí åî áõôþí.)

3-50. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù p ∈ Spec(R). Ôï

Rp :=
©
a
b ∈ Fr(R)

¯̄
a ∈ R, b ∈ Rrp

ª
êáëåßôáé ôïðéêïðïßçóç ôïý R óôï p. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôï Rp åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò Fr(R) ðåñéÝ·ùí ôïí R.

(ii) Fr(R) ∼= Fr(Rp).
(iii) Ï Rp åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò Ý·ùí ôï mRp

:= pRp ùò ôï (ìïíáäéêü)
ìåãéóôéêü ôïõ éäåþäåò.

(iv) Rp/pRp ∼= Fr(R/p).
(v)¼ôáíR = Z êáé p = hpi = pZ, üðïõ p êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò, ïRp åßíáé
ï äáêôýëéïò ôùí p-áäéêþí êëáóìÜôùíZhpi ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 1-11 (óåë.
32) ìå

mZhpi = pZhpi = ZhpirZ×hpi =
n a

b
∈ Q

¯̄̄
ìêä (a, b) = 1 êáé p - b, p | a

o
(ðñâë. 2.7.3 (ii)) êáé Zhpi/pZhpi ∼= Zp.


