
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Éäåþäç êáé ðçëéêïäáêôýëéïé

Ôá éäåþäç 1 åíüò äáêôõëßïõR åßíáé åéäéêÞò öýóåùò õðïäáêôýëéïé ôïýR ðïõ «áðïñ-
ñïöïýí» ïéáäÞðïôå ãéíüìåíá óôïé·åßùí ôïõò ìå óôïé·åßá ôïý R êáé óõìðåñéöÝñï-
íôáé «éäåùäþò» óå ü,ôé áöïñÜ óôç äüìçóç ðçëéêïäáêôõëßùí, óå ðëÞñç áíáëïãßá
ìå ü,ôé óõìâáßíåé ìå ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ìéáò äåäïìÝíçò ïìÜäáò.

2.1 ÉÄÅÙÄÇ

2.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá õðïóýíïëï ∅ 6= I ⊆ R, ãéá
ôï ïðïßï ôï æåýãïò (I,+) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (R,+),
êáëåßôáé

• áñéóôåñü éäåþäåò üôáí ra ∈ I ãéá êÜèå r ∈ R êáé êÜèå a ∈ I,

• äåîéü éäåþäåò üôáí ar ∈ I ãéá êÜèå r ∈ R êáé êÜèå a ∈ I,êáé

• áìößðëåõñï éäåþäåò Þ áðëþò éäåþäåò åÜí ôï I åßíáé óõã·ñüíùò êáé áñéóôåñü êáé
äåîéü éäåþäåò.

2.1.2 ÐáñáôÞñçóç. (i) ÊÜèå (áñéóôåñü, äåîéü Þ áìößðëåõñï) éäåþäåò åíüò äáêôõ-
ëßïõ åßíáé õðïäáêôýëéïò áõôïý. Ùóôüóï, õðÜñ·ïõí õðïäáêôýëéïé äáêôõëßùí ðïõ
äåí åßíáé éäåþäç ôïõò. (Âë., ð.·., 2.1.4 (ii).)

1Ôï1847ïErnstEduardKummer (1810-1893) åéóÞãáãå «éäåþäåéò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò»óôçí ðñïóðÜèåéÜ ôïõ íá äéá-
ôçñÞóåé ôçí éäéüôçôá ôÞò ìïíïóÞìáíôçò ðáñáãïíôïðïéÞóåùò óå êÜðïéïõò äáêôõëßïõò áëãåâñéêþí áñéèìþí. Ùóôüóï,
Þôáí ï Richard Dedekind (1831-1916) êáé ç Emmy Noether (1882-1935) áõôïß ðïõ åãêáéíßáóáí ôçí ·ñÞóç «éäåùäþí»
ùò åéäéêïýò õðïäáêôõëßïõò êáé ìåôåîÝëéîáí ôç üëç èåùñßá ôïõò, ïýôùò þóôå ï ëïãéóìüò ìå áõôÜ íá êáôáóôåß Ýíá áðü
ôá ðéï áðáñáßôçôá ôå·íéêÜ âïçèÞìáôá ôùí óýã·ñïíùí áëãåâñéóôþí.
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(ii) Óå ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ïé Ýííïéåò áñéóôåñü, äåîéü êáé áìößðëåõñï éäåþ-
äåò ôáõôßæïíôáé.

2.1.3 Ðñüôáóç. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï I ôïý R
åßíáé Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò åÜí êáé ìüíïí
åÜí éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) a− b ∈ I, ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ I.

(ii) ra ∈ I (êáé áíôéóôïß·ùò, ar ∈ I / ra, ar ∈ I) ãéá ïéáäÞðïôå a ∈ I, r ∈ R.

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò ç (i) éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ôï æåýãïò (I,+) áðïôåëåß ìéá
õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (R,+) ôïý äáêôõëßïõ (R,+, ·). ¤

2.1.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ãéá êÜèå áêÝñáéï n ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá

nZ = {nk | k ∈ Z}

ôÞò (Z,+) áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ (Z,+, ·) .
(ii) Ï õðïäáêôýëéïòZ ôïýQ äåí åßíáé (ïýôå äåîéü ïýôå áñéóôåñü ïýôå áìößðëåõñï)
éäåþäåò ôïý Q, äéüôé ð.·. 12 ∈ Q êáé 7 ∈ Z, áëëÜ 1

2 · 7 = 7 ·
1
2 /∈ Z.

(iii) Ïñßæïõìå ôá

I :=

½µ
a b

0 0

¶¯̄̄̄
a, b ∈ R

¾
⊆Mat2×2(R)

êáé

J :=

½µ
a 0

b 0

¶¯̄̄̄
a, b ∈ R

¾
⊆Mat2×2(R).

Ôo I åßíáé äåîéü éäåþäåò ôïý Mat2×2(R), äéüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b, a0, b0 ∈ R
Ý·ïõìå µ

a b

0 0

¶
−
µ

a0 b0

0 0

¶
=

µ
a− a0 b− b0

0 0

¶
∈ I

êáé ãéá ïéïõóäÞðïôå a, b, c, d, e, f ∈ R,µ
a b

0 0

¶µ
c d

e f

¶
=

µ
ca+ eb ad+ bf

0 0

¶
∈ I.

Ùóôüóï, ôï I äåí åßíáé áñéóôåñü éäåþäåò ôïý Mat2×2(R), äéüôé ð.·.µ
1 1

1 1

¶µ
1 1

0 0

¶
=

µ
1 1

1 1

¶
/∈ I.
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Êáô' áíáëïãßáí, áðïäåéêíýåôáé üôé ôï J åßíáé Ýíá áñéóôåñü, ìç äåîéü éäåþäåò ôïý
Mat2×2(R).
(iv) ÊÜèå äáêôýëéïò R Ý·åé ðÜíôïôå ôïí åáõôü ôïõ êáé ôï {0R} ùò éäåþäç
ôïõ. Ôï {0R} ëÝãåôáé ôåôñéììÝíï2 (Þ ìçäåíéêü) éäåþäåò, åíþ êÜèå (áñé-
óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò I ôïý R ìå I $ R ëÝãåôáé ãíÞóéï (áñé-
óôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò.

(v) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé a ∈ R, ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï óýíïëï

Ra := {ra | r ∈ R}

åßíáé Ýíá áñéóôåñü êáé ôï óýíïëï

aR := {ar | r ∈ R}

Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý R.

(vi) ¸óôùR Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù S $ R Ýíáò ãíÞóéïò õðïäáêôýëéüò ôïõ. Èåù-
ñïýìå Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï I ⊆ S. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/ äåîéü/ áìöß-
ðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôï I åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò
ôïý S. ÁíôéèÝôùò, åÜí ôï I åßíáé Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý S,
ôüôå ôï I äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí Ýíá ïìïåéäÝò éäåþäåò ôïý R. Åðß ðáñáäåßãìáôé,
åÜí R :=Mat2×2(R) êáé

I :=

½µ
0 s

0 0

¶¯̄̄̄
s ∈ R

¾
$
½µ

a b

0 c

¶¯̄̄̄
a, b, c ∈ R

¾
=: S $ R,

ôüôå ôï I åßíáé Ýíá (áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý S, äéüôé ãéá a, b, c, s, s0 ∈ R Ý·ïõìåµ
0 s

0 0

¶
−
µ
0 s0

0 0

¶
=

µ
0 s− s0

0 0

¶
∈ I

êáéµ
a b

0 c

¶µ
0 s

0 0

¶
=

µ
0 as

0 0

¶
,

µ
0 s

0 0

¶µ
a b

0 c

¶
=

µ
0 sc

0 0

¶
∈ I.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï I äåí åßíáé (áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, äéüôé ð.·.µ
1 1

1 1

¶µ
0 1

0 0

¶
=

µ
0 1

0 1

¶
/∈ I.

2.1.5 Ðñüôáóç. ¸óôù {Iλ |λ ∈ Λ} ìéá ïéêïãÝíåéá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò,
äåîéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ R. Ôüôå ç ôïìÞ

T
λ∈Λ

Iλ ôùí ìåëþí

ôçò áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R.
2Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò (ôçí ïñïëïãßá ôùí ïðïßùí äåí áêïëïõèïýìå åí ðñïêåéìÝíù) ·áñáêôçñßæïõí ùò
ôåôñéììÝíá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõR áìöüôåñá ôá {0R} êáéR.
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Áðïäåéîç. ÅÜí ç {Iλ |λ ∈ Λ} ìéá ïéêïãÝíåéá áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-
îéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ R, êáé r ∈ R, a, b ∈

T
λ∈Λ

Iλ , ôüôå

(a, b ∈ Iλ, ∀λ ∈ Λ) =⇒
[Iλ éäåþäåò]

⎧⎨⎩
a− b ∈ Iλ
ra (áíô., ar ∈ Iλ / ra, ar ∈ Iλ)
∀λ ∈ Λ

⎫⎬⎭ ,

ïðüôå êáé ç ôïìÞ
T
λ∈Λ

Iλ áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá äåîéü/ áìöß-

ðëåõñï) éäåþäåò ôïý R. ¤

2.1.6 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôï
I äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá (åî áñéóôåñþí/ åê äåîéþí / áìöéðëåýñùò) áíôéóôñÝøéìï
óôïé·åßï ôïý R.

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý
R êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéï a ∈ Ir{0R}, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ba = 1R (áíô., ab = 1R / ab = ba = 1R) ,

ãéá êÜðïéï b ∈ Rr{0R}, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü åíüò (áñéóôåñïý/ äåîéïý/ áìöéðëåý-
ñïõ) éäåþäïõò åßíáé ðñüäçëï üôé êáé ôá ãéíüìåíá áõôÜ (ðïõ éóïýíôáé ìå 1R) ïöåß-
ëïõí íá áíÞêïõí óôï I. ¢ñá

1R ∈ I =⇒ [∀r ∈ R : r · 1R = r ∈ I, áíô., 1R · r = r] =⇒ I = R,

ðñÜãìá ðïõ Ý·ïõìå åê ôùí ðñïôÝñùí áðïêëåßóåé. ¤

2.1.7 Ðüñéóìá. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï (áñéóôåñü/ äåîéü/ áìößðëåõñï) éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôï
I äåí ðåñéÝ·åé ôï 1R.

2.1.8 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï R åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò.

(ii) Ôá ìüíá áñéóôåñÜ éäåþäç ôïý R åßíáé ôï {0R} êáé o ßäéïò ï R.
(iii) Ôá ìüíá äåîéÜ éäåþäç ôïý R åßíáé ôï {0R} êáé o ßäéïò ï R.

Áðïäåéîç. (i)⇔(ii) ÅÜí ï R åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôï {0R} $ I ⊆ R

Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò áõôïý, ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï a ∈ Ir{0R}. Åî ïñéóìïý, ôï a

äéáèÝôåé áíôßóôñïöï a−1. ÅðåéäÞ 1R = a−1a ∈ I, Ý·ïõìå I = R.Êáé áíôéóôñüöùò°
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õðïèÝôïíôáò üôé ôá ìüíá áñéóôåñÜ éäåþäç ôïý R åßíáé ôï {0R} êáé o ßäéïò ï R,

êáé èåùñþíôáò ïéïäÞðïôå óôïé·åßï a ∈ Rr{0R} êáé ôï áñéóôåñü, ìç ôåôñéììÝíï
éäåþäåò Ra ôïý R, ðáñáôçñïýìå üôé

1R ∈ R = Ra =⇒ ∃b ∈ Rr{0R} : ba = 1R,

Þôïé üôé ôï óôïé·åßï a äéáèÝôåé êÜðïéï åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöï óôïé·åßï b.ÅðåéäÞ
b ∈ Rr{0R}, åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí áíùôÝñù åðé·åéñçìáôïëïãßá ãéá ôï b óõìðå-
ñáßíïõìå üôé

1R ∈ R = Rb =⇒ ∃c ∈ Rr{0R} : cb = 1R,

Þôïé üôé ôï b äéáèÝôåé êÜðïéï åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöï óôïé·åßï c.ÅðåéäÞ ôï b Ý·åé
ôï a ùò åê äåîéþí áíôßóôñïöü ôïõ óôïé·åßï, Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí a = c (âë. ðñü-
ôáóç 1.2.8) êáé ab = 1R = ba =⇒ a ∈ R×, ïðüôå ï R åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò.
Ç éóïäõíáìßá (i)⇔(iii) áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò. ¤

2.1.9 Ðüñéóìá. Ôá ìüíá áìößðëåõñá éäåþäç åíüò äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõ R åßíáé
ôï {0R} êáé o ßäéïò ï R.

2.1.10 ÐáñáôÞñçóç. ÕðÜñ·ïõí ìç ìåôáèåôéêïß, ìç äéáéñåôéêïß äáêôýëéïéR, üðùò
åßíáé ï R = Mat2×2(R) (âë. ðñüôáóç 2.3.4), ïé ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí Üëëá áìöß-
ðëåõñá éäåþäç ðÝñáí ôùí {0R} êáé R.

2.1.11 Ðüñéóìá. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò, ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï. Ôüôå ï R åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí ôá ìüíá áìößðëåõñá
éäåþäç ôïõ åßíáé ôï {0R} êáé o ßäéïò ï R.

2.2 ÉÄÅÙÄÇ ÐÁÑÁÃÏÌÅÍÁ ÁÐÏ ÓÕÍÏËÁ

Ìéá óõíÞèçò ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò éäåùäþí åíüò äïèÝíôïò äáêôõëßïõ åßíáé ç êáôÜ
öõóéêü ôñüðï «ðáñáãùãÞ ôïõò» áðü ôõ·üíôá õðïóõíüëá ôïý äáêôõëßïõ.

2.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù A ⊆ R. Ôüôå ç ôïìÞ

hAi :=
T
{ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A}

ôùí ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò üëùí ôùí éäåùäþí áõôïý, ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôïA, êá-
ëåßôáé ôï éäåþäåò ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï A Þ ôï éäåþäåò ìå ãåííÞôïñåò ôá óôïé·åßá
ôïý A. ¼ôáí A = ∅, ôüôå hAi = {0R}. ¼ôáí ôï A = {a1, . . . , ak} åßíáé ðåðåñá-
óìÝíï, ôüôå ôï éäåþäåò hAi ëÝãåôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï êáé óõìâïëßæåôáé
áðëïýóôåñáùò ha1, . . . , aki. ¸íá éäåþäåò ðáñáãüìåíï áðü Ýíá êáé ìüíïí óôïé·åßï
ôïý R êáëåßôáé êýñéï éäåþäåò.
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2.2.2 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù ∅ 6= A ⊆ R.

(i) Ôï éäåþäåò hAi ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï A áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞò
ìïñöÞò

κX
i=1

riaisi +

μX
j=1

r0ja
0
j +

νX
k=1

a00ks
00
k +

ξX
(=1

n(a
000
( (2.1)

ri, si, r
0
j , s

00
k ∈ R, ai, a

0
j , a

00
k , a

000
( ∈ A êáé n( ∈ Z,

∀i ∈ {1, ..., κ}, ∀j ∈ {1, ..., μ}, ∀k ∈ {1, ..., ν}, ∀( ∈ {1, ..., ξ},

üðïõ κ, μ, ν, ξ åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß.

(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hAi =
(

κX
i=1

ri ai si

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ, s1, . . . , sκ ∈ R, a1, ..., aκ ∈ A, κ ∈ N

)
.

(iii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå

hAi =
(

κX
i=1

ri ai +

ξX
(=1

n(a
0
(

¯̄̄̄
r1, . . . , rκ ∈ R, n1, . . . , nξ ∈ Z,

a1, ..., aκ, a
0
1, ..., a

0
ξ,∈ A, κ, ξ ∈ N

)
.

(iv) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hAi =
(

κX
i=1

ri ai

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ ∈ R, a1, . . . , aκ ∈ A, κ ∈ N

)
.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù I ôï õðïóýíïëï ôïý R ôï áðáñôéæüìåíï áðü üëá ôá óôïé-
·åßá ôÞò ìïñöÞò (2.1). Ôüóï ç äéáöïñÜ äõï óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò (2.1) üóï êáé
ôï ãéíüìåíï åíüò r ∈ R ìå ïéïäÞðïôå óôïé·åßï ôÞò ìïñöÞò (2.1) åßíáé êáé ðÜëé ôÞò
ìïñöÞò (2.1). ¢ñá ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôï A (áöïý -ëüãù
ôïý ôåëåõôáßïõ áèñïßóìáôïò- 1Za = a ∈ I, ãéá êÜèå a ∈ A). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
hAi ⊆ I. Êáé áíôéóôñüöùò° êÜèå éäåþäåò ðïõ ðåñéÝ·åé ôï A ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé
êáé ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò (2.1), ïðüôå Ý·ïõìå I ⊆ hAi .
(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôá áèñïßóìáôá ôÞò
ìïñöÞò (2.1) ìðïñïýí íá «óõìðôõ·èïýí» (êáôÜ ôá áíáãñáöüìåíá), áöïý

r a = r a 1R, a s = a s 1R, ∀a ∈ A, ∀ (r, s) ∈ R×R,

êáé

na = n (1R a) = (n 1R) (a 1R) , ∀n ∈ Z, ∀a ∈ A.
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(iii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå ôá áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò
(2.1) ìðïñïýí êáé ðÜëé íá «óõìðôõ·èïýí» (êáôÜ ôá áíáãñáöüìåíá), áöïý

ras = (rs)a, ra = ar, ∀a ∈ A, ∀ (r, s) ∈ R×R.

(iv) ÔÝëïò, åÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå
åíóùìáôþíïõìå óôï hAi êáé ôá äýï åßäç «óõìðôýîåùí» ôÞò ìïñöÞò ôùí óôïé·åßùí
ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðñïçãïõìÝíùò óôá (ii) êáé (iii). ¤

2.2.3 Óçìåßùóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé A ⊆ R, ôüôå ìðïñåß êáíåßò íá
ïñßóåé êáé ôá äåîéÜ/áñéóôåñÜ éäåþäç

hAiáñ :=
\
{áñéóôåñÜ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A}

êáé

hAiä :=
\
{äåîéÜ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A} ,

áíôéóôïß·ùò, ôá ðáñáãüìåíá áðü ôï A, êáé íá áðïäåßîåé ôéò éäéüôçôÝò ôïõò ðïõ
áíáëïãïýí óå áõôÝò ðïõ ðñïáíáöÝñèçêáí óôçí ðñüôáóç 2.2.2 ãéá ôï hAi.

2.2.4 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé üôé a ∈ R.

(i) Ôï êýñéï éäåþäåò hai áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò
kX

j=1

rj a sj + r a+ a s+ na,

r, s, r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N êáé n ∈ Z.
(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hai =

⎧⎨⎩
kX

j=1

rj a sj

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N

⎫⎬⎭ .

(iii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôüôå

hai = {r a+ na | r ∈ R, n ∈ Z} .

(iv) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

hai = Ra = {r a | r ∈ R} .

2.2.5 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí ïR åßíáé ìåôáèåôéêüò áëëÜ äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï êáé a ∈ R, ôá éäåþäç ôïõ hai êáé Ra äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ßóá. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, üôáí R = 2Z, ôüôå h2i 6= (2Z) 2, äéüôé 2 ∈ h2i, åíþ 2 /∈ (2Z) 2.
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2.2.6 Ðñüôáóç. ÊÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí åßíáé ôÞò
ìïñöÞò hni = nZ, üðïõ n ∈ Z. (Ïé åí ëüãù ãåííÞôïñåò n åßíáé, âåâáßùò, äõíáôüí
íá ðåñéïñéóèïýí óôá óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ N0, êáèüôé ìéá åíäå·üìåíç áëëáãÞ
ðñïóÞìïõ ôïý åêÜóôïôå èåùñïýìåíïõ n äåí åðéöÝñåé äéáöïñïðïßçóç ôïý êõñßïõ
éäåþäïõò hni.) Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z åßíáé êýñéï éäåþäåò.

Áðïäåéîç. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý Z. ÅÜí I = {0}, ôüôå I = h0i. ÅÜí {0} $ I,
ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò áêÝñáéïò n ∈ Ir{0}. ¢ñá êáé ï áíôßèåôüò ôïõ áíÞêåé óôï
Ir{0} (áöïý −n = 0 − n ìå 0 ∈ I êáé n ∈ I). Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ìç ôåôñéììÝíï
éäåþäåò I ôïý Z ðåñéÝ·åé èåôéêïýò áêåñáßïõò. ¸óôù

n0 := min{n ∈ N | n ∈ I}.

Èá äåßîïõìå üôé I = hn0i . ÐñÜãìáôé° Ýóôù a ôõ·üí óôïé·åßï ôïý I. Ôüôå ôï a

äéáéñïýìåíï ìå ôï n0 äßíåé õðüëïéðï r, üðïõ

a = n0q + r, q, r ∈ Z, 0 ≤ r < n0,

ïðüôå

q ∈ Z, n0 ∈ I =⇒ n0q ∈ I =⇒
a∈I

a− n0q = r ∈ I,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé r = 0 (äéüôé áëëéþò èá ðáñïõóéáæüôáí áíôßöáóç ùò ðñïò ôçí
åðéëïãÞ ôïý n0). ¢ñá a = n0q ∈ hn0i, Þôïé I ⊆ hn0i . Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

hn0i = {kn0 | k ∈ Z} ⊆ I.

¢ñá ôåëéêþò I = hn0i = h−n0i . ¤

2.3 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÌÅ «ËÉÃÁ» ÉÄÅÙÄÇ

ÕðÜñ·ïõí äáêôýëéïé ìå ìéêñü áñéèìü éäåùäþí, ïé ïðïßïé áîßæïõí éäéáßôåñçò
ìíåßáò.

2.3.1 Ïñéóìüò. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò R ïíïìÜæåôáé áðëüò äáêôýëéïò
üôáí äåí äéáèÝôåé (áìößðëåõñá) éäåþäç ðÝñáí ôïý {0R} êáé ôïý R.3.

2.3.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò åßíáé áðëüò.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç óõíÝðåéá ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.11. ¤
3Ï åí ëüãù ïñéóìüò åßíáé áíÜëïãïò åêåßíïõ ôùí áðëþí ïìÜäùí.
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2.3.3 Ðñüôáóç. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò R ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï åßíáé óþìá åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áðëüò.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç óõíÝðåéá ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.9. ¤

2.3.4 Ðñüôáóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáé n ∈ N, ôüôå ï
Matn×n(R) åßíáé Ýíáò áðëüò äáêôýëéïò.

Áðïäåéîç. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý Matn×n(R) äéÜöïñï ôïý ôåôñéììÝíïõ. Ôüôå
õðÜñ·åé Ýíáò ðßíáêáò

A = (ajk)1≤j,k≤n ∈ Ir{0Matn×n(R)},

ïðüôå õðÜñ·ïõí j0, k0 ∈ {1, ..., n} ìå aj0k0 6= 0R. ¸óôù üôé ï Ejk ∈ Matn×n(R)
åßíáé ï âïçèçôéêüò ðßíáêáò, ï ïðïßïò Ý·åé ùò åããñáöÞ ôïõ óôç èÝóç (j, k) ôï 1R
êáé óå üëåò ôéò Üëëåò èÝóåéò åããñáöÝò ðïõ éóïýíôáé ìå ôï 0R. Ôüôå ãéá êÜèå äåßêôç
l ∈ {1, 2, ..., n} ëáìâÜíïõìå4

Elj0 AEk0l = aj0k0Ell.

ÅðåéäÞA ∈ I êáéElj0 ,Ek0l ∈Matn×n(R), ôïýôï óçìáßíåé üôé aj0k0Ell ∈ I.Åðéðñï-
óèÝôùò, åðåéäÞ ï R åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ïñßæåôáé ôï áíôßóôñïöï óôïé·åßï
a−1j0k0ôïý aj0k0 . Ùò åê ôïýôïõ,

aj0k0Ell ∈ I,

a−1j0k0Ell ∈Matn×n(R)

)
=⇒ (aj0k0Ell)

³
a−1j0k0Ell

´
= Ell ∈ I,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

In :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1R 0R · · · 0R 0R
0R 1R · · · 0R 0R
...

...
. . .

...
...

0R 0R · · · 1R 0R
0R 0R · · · 0R 1R

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ =
nX
l=1

Ell ∈ I.

ÅðåéäÞ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï In ôïýMatn×n(R) áíÞêåé óôï éäåþäåò I, Ý·ïõìå êáô'
áíÜãêçí I =Matn×n(R). ¤

2.3.5 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ R, ç ïðïßá äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñá-
óìÝíï áñéèìü éäåùäþí, åßíáé óþìá.

4Ï ðßíáêáò aj0k0Ell äçëïß áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü ôïý Ell ìå ôïí aj0k0 êáé åßíáé -ùò åê ôïýôïõ- ï ðßíáêáò
ðïõ Ý·åé ùò åããñáöÞ ôïõ óôç èÝóç (l, l) ôï aj0k0 êáé óå üëåò ôéò Üëëåò èÝóåéò åããñáöÝò ðïõ åßíáé ßóåò ìå ôï 0R.
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Áðïäåéîç. ¸óôù a ∈ Rr{0R}. Èåùñïýìå ôá êýñéá éäåþäç hai ,
­
a2
®
,
­
a3
®
, ...

ÅðåéäÞ £
ak+1 = aak ∈

­
ak
®
, ∀k ∈ N

¤
=⇒

£­
ak+1

®
⊆
­
ak
®
, ∀k ∈ N

¤
,

ó·çìáôßæåôáé ç åîÞò áêïëïõèßá äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí êõñßùí éäåùäþí:

hai ⊇
­
a2
®
⊇
­
a3
®
⊇ · · ·

ÅðåéäÞ ç áêåñáßá ðåñéï·Þ R äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí ðåðåñáóìÝíï áñéèìü éäåùäþí,
èá õðÜñ·åé êÜðïéïò n ∈ N, ôÝôïéïò þóôå

hani =
­
an+1

®
=⇒

£
(∃r ∈ R) : an = ran+1

¤
.

¼ìùò ôïýôï Ý·åé ùò óõíÝðåéá üôé an(1R − ra) = 0R, ôï ïðïßï, óõíäõáæüìåíï ìå
ôï üôé an ∈ Rr{0R} êáé ôï üôé o R åßíáé åî õðïèÝóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, ìáò
äßäåé ra = 1R, ïðüôå ôï r åßíáé (ðïëëáðëáóéáóôéêü) áíôßóôñïöï ôïý (áõèáéñÝôùò
åðéëåãìÝíïõ) ìç ìçäåíéêïý óôïé·åßïõ a. ¤

2.4 ËÏÃÉÓÌÏÓ ÌÅ ÉÄÅÙÄÇ

Ôá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ ìðïñïýí íá ðñïóôåèïýí, íá ðïëëáðëáóéáóèïýí Þ -óå
ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò- êáé íá äéáéñåèïýí. Ç åîïéêåßùóç ìå ôïí «ëïãéóìü ìå éäåþ-
äç» èá áðïâåß ·ñÞóéìç ôüóï ãéá ïñéóìÝíá ôìÞìáôá ôÞò áíáðôõóóüìåíçò èåùñßáò
üóï êáé ãéá ôçí åõ·åñÝóôåñç åðßëõóç áóêÞóåùí.

2.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïR åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, . . . , In, n ∈ N, n ≥ 2,
áñéóôåñÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç ôïõ. Ïñßæïõìå ôï Üèñïéóìá
êáé ôï ãéíüìåíü ôïõò ùò:

I1 + · · ·+ In :=
nP
j=1

Ij := {a1 + · · ·+ an | aj ∈ Ij , ∀j, 1 ≤ j ≤ n}

êáé

I1 · · · In :=

⎧⎪⎨⎪⎩
áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò

kX
j=1

a1,j a2,j · · · an,j , ìå al,j ∈ Ij , 1 ≤ l ≤ n, k ∈ N

⎫⎪⎬⎪⎭
áíôéóôïß·ùò. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ôüóï ôï I1 + · · · + In üóï êáé ôï
I1 · · · In áðïôåëåß Ýíá áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá äåîéü/áìößðëåõñï) éäåþäåò
ôïý R.
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2.4.2 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõR ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï, ôüôå

I1 + · · ·+ In = hI1 ∪ · · · ∪ Ini .

ÐñÜãìáôé° áðü ôïí ïñéóìü ôïý I1+ · · ·+ In ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñïöáíÞò. Êáé
åðåéäÞ ôï éäåþäåò hI1 ∪ · · · ∪ Ini éóïýôáé ìå(

κX
i=1

ri ai si

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ, s1, . . . , sκ ∈ R, a1, ..., aκ ∈ I1 ∪ · · · ∪ In, κ ∈ N

)
,

êÜèå x ∈ hI1 ∪ · · · ∪ Ini ìðïñåß (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç äåé-
êôþí) íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ x = x1+x2+ · · ·+xn, üðïõ ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n},

xj =

κjX
i=1

ri ai si, r1, . . . , rκj , s1, . . . , sκj ∈ R,

ãéá êáôÜëëçëá a1, ..., aκj ∈ Ij êáé κj ∈ N. ¢ñá Ý·ïõìå êáé

hI1 ∪ · · · ∪ Ini ⊆ I1 + · · ·+ In.

(ii) Áò óçìåéùèåß üôé -åí áíôéèÝóåé ðñïò ôçí ôïìÞ- ç Ýíùóç äõï éäåùäþí åíüò äá-
êôõëßïõ ìðïñåß íá ìçí áðïôåëåß éäåþäåò ôïý èåùñïýìåíïõ äáêôõëßïõ. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, ç Ýíùóç 3Z ∪ 5Z ôùí êõñßùí éäåùäþí h3i = 3Z êáé h5i = 5Z ôïý Z äåí
åßíáé éäåþäåò ôïý Z, äéüôé ôüóï ôï 3 üóï êáé ôï 5 áíÞêïõí óôçí 3Z∪5Z, áëë' åíôïý-
ôïéò

2 = 5− 3 /∈ 3Z ∪ 5Z.

(iii) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá I1 = · · · = In = I, óõìâïëßæïõìå ôï ãéíüìåíï
I1 · · · In êáé ùò In (Þôïé åí åßäåé «äõíÜìåùò»), ðñïóÝ·ïíôáò -üìùò- íá ìçí ôï
óõã·Ýïõìå ìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïý I (n öïñÝò) ìå ôïí åáõôü ôïõ! Ãéá êÜèå
éäåþäåò I åíüò äáêôõëßïõ R ðñïêýðôåé ìéá áêïëïõèßá äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí
éäåùäþí

I ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · · ⊇ Iκ ⊇ Iκ+1 ⊇ · · · , ∀κ ∈ N.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, åíôüò ôïý äáêôõëßïõZ ôùí áêåñáßùí (ðñâë. 2.4.13 (iii)), Ý·ïõìå

h2i ⊇ h4i ⊇ h8i ⊇ · · · ⊇ h2κi ⊇
­
2κ+1

®
⊇ · · · , ∀κ ∈ N.

Ïé ðñïôÜóåéò 2.4.3, 2.4.4, 2.4.5 êáé 2.4.14, ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí, Ý·ïõí ùò óôü·ï
ôçí ðåñéãñáöÞ ïñéóìÝíùí âáóéêþí áñ·þí ôïý «ëïãéóìïý ìå éäåþäç».
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2.4.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé a, b ∈ R, ôüôå

(i) hai+ hbi = {xa+ yb | x, y ∈ R}, êáé
(ii) hai hbi = habi .

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ Ý·ïõìå hai = Ra êáé hbi = Rb, ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï
2.4.2 (i).

(ii) Ðñïöáíþò,

hai hbi =

⎧⎨⎩
kX

j=1

(rja) (sjb)

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N

⎫⎬⎭
=

⎧⎨⎩
⎛⎝ kX

j=1

rjsj

⎞⎠ ab

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rk, s1, . . . , sk ∈ R, k ∈ N

⎫⎬⎭
= Rab,

üðïõ Rab = habi . ¤

2.4.4 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3, I 03 ôÝóóåñá (áñé-
óôåñÜ, äåîéÜ Þ áìößðëåõñá) éäåþäç ôïõ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (I1 + I2) + I3 = I1 + (I2 + I3) ,

(ii) (I1 I2) I3 = I1 (I2 I3) ,

(iii) I1 (I2 + I3) = (I1 I2) + (I1 I3) , (I1 + I2) I
0
3 = (I1 I

0
3) + (I1 I

0
3).

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí a ∈ (I1 + I2)+ I3. Ôï a ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá c+ a3,
üðïõ c ∈ I1+I2 êáé a3 ∈ I3, êáé ôï c = a1+a2, üðïõ a1 ∈ I1 êáé a2 ∈ I2. ÅðïìÝíùò,
ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôÞò ðñïóèÝóåùò,

a = (a1 + a2) + a3 = a1 + (a2 + a3) ∈ I1 + (I2 + I3) ,

Þôïé (I1 + I2) + I3 ⊆ I1 + (I2 + I3) . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí b ∈ I1 + (I2 + I3), ôüôå
ôï b ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá b1 + d, üðïõ b1 ∈ I1 êáé d ∈ I2 + I3, êáé ôï d = b2 + b3,

üðïõ b2 ∈ I2 êáé b3 ∈ I3. ÅðïìÝíùò, êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò
ôÞò ðñïóèÝóåùò,

b = b1 + (b2 + b3) = (b1 + b2) + b3 ∈ (I1 + I2) + I3.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, (I1 + I2) + I3 = I1 + (I2 + I3).
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(ii) ¸óôù ôõ·üí x ∈ (I1 I2) I3. Ôüôå

x =
kX

j=1

xjcj , üðïõ k ∈ N, xj ∈ I1 I2, cj ∈ I3, ∀j ∈ {1, . . . , k}.

Ðáñïìïßùò, ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k},

xj =

sjX
l=1

ajlbjl, üðïõ sj ∈ N, ajl ∈ I1, bjl ∈ I2, ∀l ∈ {1, . . . , sj}.

ÅðïìÝíùò, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò,

x =
kP

j=1

µ
sjP
l=1

ajlbjl

¶
cj =

kP
j=1

sjP
l=1

ajl(bjlcj) ∈ I1 (I2 I3) =⇒ (I1 I2) I3 ⊆ I1 (I2 I3) .

Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç I1 (I2 I3) ⊆ (I1 I2) I3.
(iii) ¸óôù ôõ·üí x ∈ I1 (I2 + I3). Ôüôå

x =
kX

j=1

aj (bj + cj) , üðïõ k ∈ N, aj ∈ I1, bj ∈ I2, cj ∈ I3, ∀j ∈ {1, . . . , k},

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò,

x =
kX

j=1

ajbj| {z }
∈I1 I2

+
kX

j=1

ajcj| {z }
∈I1 I3

,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé I1 (I2 + I3) ⊆ (I1 I2) + (I1 I3) . Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé êáé
ç áíôßóôñïöç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç, êáèþò êáé ç (I1 + I2) I

0
3 = (I1 I

0
3) + (I1 I

0
3) . ¤

2.4.5 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, I2, I3 éäåþäç ôïõ.

Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) I1 I2 ⊆ I1 ∩ I2.
(ii) (I1 + I2) (I1 + I3) ⊆ I1 + I2 I3 ⊆ I1 + (I2 ∩ I3) .

Áðïäåéîç. (i) ÅÜí x ∈ I1 I2, ôüôå

x =
kX

j=1

ajbj , üðïõ k ∈ N, aj ∈ I1, bj ∈ I2, ∀j ∈ {1, . . . , k}.

¼ìùò, áðü ôïí ïñéóìü ôïý éäåþäïõò,

(aj ∈ I1 ⊆ R) =⇒ (ajbj ∈ I2) =⇒ x ∈ I2
(bj ∈ I2 ⊆ R) =⇒ (ajbj ∈ I1) =⇒ x ∈ I1

¾
=⇒ x ∈ I1 ∩ I2.
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(ii) ¸óôù ôõ·üí x ∈ (I1 + I2) (I1 + I3). Ôüôå

x =
kX

j=1

yjzj , üðïõ k ∈ N, yj ∈ I1 + I2, zj ∈ I1 + I3, ∀j ∈ {1, . . . , k},

ïðüôå, ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò êáé ôïý üôé

yj = aj + bj , zj = cj + dj ,

ãéá êÜðïéá aj ∈ I1, bj ∈ I2, cj ∈ I1, dj ∈ I3, ∀j ∈ {1, . . . , k}, Ý·ïõìå

x =

⎛⎜⎜⎜⎝ kP
j=1
(ajcj + ajdj + bjcj)| {z }

∈I1

+
kP

j=1
bjdj| {z }

∈I2 I3

⎞⎟⎟⎟⎠ ∈ I1 + I2 I3,

äçëáäÞ (I1 + I2) (I1 + I3) ⊆ I1+I2 I3. Ç äåýôåñç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç Ýðåôáé Üìåóá
áðü ôçí (i). ¤

2.4.6 Óçìåßùóç. Ïé åãêëåéóìïß (i) êáé (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5 ìðïñïýí íá åßíáé
áõóôçñïß áêüìç êáé ãéá ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Åðß ðá-
ñáäåßãìáôé, åÜí åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí èåùñÞóïõìå ôá
éäåþäç I1, I2, ìå I1 = I2 := h2i , ôüôå

I1 I2 = h4i $ I1 ∩ I2 = h2i .

Åðßóçò, ãéá ôá éäåþäç I1 := h12i , I2 := h20i , I3 := h30i Ý·ïõìå

(I1 + I2) (I1 + I3) = h24i $ I1 + I2 I3 = h12i

êáé ãéá ôá éäåþäç I1 := h24i , I2 := h4i , I3 := h6i Ý·ïõìå

I1 + I2 I3 = h24i $ I1 + (I2 ∩ I3) = h12i

(ðñâë. ðüñéóìá 2.4.13).

2.4.7 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï êáé ôá I1, I2 äõï éäåþäç ôïõ ìå I1 + I2 = R. Ôüôå

I1 I2 = I1 ∩ I2.

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5, I1 I2 ⊆ I1 ∩ I2.¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï
a ∈ I1 ∩ I2. ÅðåéäÞ I1 + I2 = R, õðÜñ·ïõí b ∈ I1 êáé c ∈ I2, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé
ç éóüôçôá b+ c = 1R, ïðüôå

a = a · 1R = a(b+ c) = ab+ ac

a ∈ I2, b ∈ I2 ⇒ ab ∈ I2 I1 = I1 I2
a ∈ I1, c ∈ I2 ⇒ ac ∈ I1 I2

⎫⎬⎭ =⇒ a ∈ I1 I2,

áð' üðïõ Ýðåôáé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò I1 ∩ I2 ⊆ I1 I2. ¤
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2.4.8 Ïñéóìüò. ÊÜèå éäåþäåò I åíüò äáêôõëßïõ R, ãéá ôï ïðïßï

∃n ∈ N : In = {0R},

êáëåßôáé ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò.

2.4.9 Ðñüôáóç. ÊÜèå óôïé·åßï åíüò ìçäåíïäýíáìïõ éäåþäïõò I åíüò äáêôõëßïõ R
åßíáé ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï ôïý R (âë. 1.2.15), äçëáäÞ I ⊆ Nil(R).

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå

∃n ∈ N : In = {0R}, ïðüôå
nQ
i=1

ai = 0R ãéá ïéáäÞðïôå a1, . . . , an ∈ I. ÉäéáéôÝñùò,

ãéá êÜèå a ∈ I, an = 0R, ïðüôå a ∈ Nil(R). ¤

2.4.10 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï I åßíáé éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R ìå I ⊆ Nil(R), ôï I

äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò. (Ãéá íá óõìâáßíåé áõôü, èá ðñÝðåé
íá ðëçñïýíôáé êÜðïéåò åðéðñüóèåôåò óõíèÞêåò, üðùò åêåßíåò ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé
óôçí ðñüôáóç 2.4.11.) Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñþíôáò ôü I := Nil(R) (ðïõ åßíáé

éäåþäåò âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò 2-6) åíôüò ôïý ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R :=
∞Q
ν=1

Z2ν

(âë. 1.1.4 (iv) êáé (v)), ðáñáôçñïýìå üôé ôï I äåí åßíáé ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò.
ÐñÜãìáôé° õðïèÝôïíôáò ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ n ∈ N : In = {0R}, èá Ýðñåðå íá
éó·ýåé an = 0R ãéá êÜèå óôïé·åßï a ∈ I, ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé ð.·. ãéá ôá óôïé·åßá

an := ([0]2n , [0]2n , . . . , [0]2n , [0]2n| {z }
n öïñÝò

, [2]2n , [0]2n , [0]2n , . . . ) ∈ R

(ôá ïñéæüìåíá ãéá êÜèå n ∈ N), Ý·ïõìå an+1n = 0R êáé ann 6= 0R.

2.4.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò åíüò ìå-
ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé I ⊆ Nil(R), ôüôå ôï I åßíáé
ìçäåíïäýíáìï éäåþäåò.

Áðïäåéîç. ÅÜí I = ha1, . . . , aκi , ôüôå (åî õðïèÝóåùò) ∃nj ∈ N : a
nj
j = 0R

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , κ}. ¸óôù n := max{nj | j ∈ {1, . . . , κ}} êáé Ýóôù x ôõ·üí
óôïé·åßï ôïý I. Ðñïöáíþò,

anj = 0R, ∀j ∈ {1, . . . , κ}. (2.2)

ÊáôÜ ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.2 õðÜñ·ïõí r1, . . . , rκ ∈ R, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé
ç éóüôçôá x =

Pκ
j=1 rjaj . ÅðåéäÞ ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï

óôïé·åßï, Ý·ïõìå (ëüãù ôïý ïñéóìïý ôïý n, ôùí éóïôÞôùí (2.2) êáé ôïý ôýðïõ (1.3))⎛⎝ κX
j=1

rjaj

⎞⎠κn

= 0R =⇒ xκn = 0R, ∀x ∈ I.



58 éäåùäç êáé ðçëéêïäáêôõëéïé

ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèåm ∈ N éó·ýåé (åî ïñéóìïý) ç éóüôçôá

Im = h{ai1ai2 · · · aim | 1 ≤ i1, i2, . . . , im ≤ κ}i

=

*⎧⎨⎩aλ11 aλ22 · · · aλκκ

¯̄̄̄
¯̄(λ1, λ2, . . . , λκ) ∈ Nκ0 : κX

j=1

λj = m

⎫⎬⎭
+
.

Åéäéêüôåñá, ãéám = κn ëáìâÜíïõìå

Iκn =

*⎧⎨⎩aλ11 aλ22 · · · aλκκ

¯̄̄̄
¯̄(λ1, λ2, . . . , λκ) ∈ Nκ0 : κX

j=1

λj = κn

⎫⎬⎭
+

Èá áðïäåßîïõìå üôé Iκn = {0R}. Ðñïò ôïýôï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé üëïé ïé
ãåííÞôïñåò ôïý Iκn åßíáé ßóïé ìå ôï 0R. ¼ìùò êÜèå ãåííÞôïñÜò ôïõ (âÜóåé ôùí
ðñïáíáöåñèÝíôùí) åßíáé ôÞò ìïñöÞò aλ11 aλ22 · · · aλκκ , üðïõ

(λ1, λ2, . . . , λκ) ∈ Nκ0 :
κX

j=1

λj = κn.

Ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò äåßêôçò ξ ∈ {1, . . . , κ} ìå5 λξ ≥ n, áð'
üðïõ Ýðåôáé üôé

aλ11 aλ22 · · · aλκκ = aλ11 · · · aλξ−1ξ−1 a
λξ
ξ a

λξ+1
ξ+1 · · · aλκκ

= aλ11 · · · aλξ−1ξ−1

³
anξ a

λξ−n
ξ

´
a
λξ+1
ξ+1 · · · aλκκ

= aλ11 · · · aλξ−1ξ−1

³
0R · aλξ−nξ

´
a
λξ+1
ξ+1 · · · aλκκ = 0R.

¢ñá ôåëéêþò Iκn = {0R}. ¤

2.4.12 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôá I, J äõï
éäåþäç ôïõ. Ôï ðçëßêï I : J ôïý I äéÜ ôïý J ïñßæåôáé ùò

I : J := {r ∈ R | ra ∈ I ãéá êÜèå a ∈ J } = {r ∈ R | rJ ⊆ I }

êáé áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R.

Ïé «ðñÜîåéò» ðïõ ïñßóáìå åðß ôùí éäåùäþí ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí, åöáñìïæüìå-
íåò óôïí äáêôýëéï Z, óõìðåñéöÝñïíôáé ùò áêïëïýèùò:

2.4.13 Ðüñéóìá. ÅÜí hmi êáé hni åßíáé äýï ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ
Z ôùí áêåñáßùí, üðïõ m,n ∈ Zr{0}, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
5Áëëéþò èá åß·áìå

Pκ
j=1 λj < κn.
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(i) hmi ∩ hni = håêð(m,n)i ,
(ii) hmi+ hni = hìêä(m,n)i ,
(iii) hmi hni = hmni ,

(iv) hmi : hni =
D

m
ìêä(m,n)

E
.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí a ∈ hmi ∩ hni . Ôüôå a ∈ hmi êáé a ∈ hni, ïðüôå
a = λm = κm, ãéá êÜðïéïõò λ, κ ∈ Z. ¸óôù d := ìêä(m,n). Ðñïöáíþò,

λ
³m
d

´
d = κ

³n
d

´
d =⇒ λ

³m
d

´
= κ

³n
d

´
=⇒ n

d

¯̄̄
λ
³m
d

´
,

êé åðåéäÞ ìêä
¡
m
d ,

n
d

¢
= 1, Ý·ïõìå n

d

¯̄
λ =⇒ λ = ν n

d , ãéá êÜðïéïí ν ∈ Z. ÊáôÜ
óõíÝðåéáí,

a = λm = ν
n

d
m =

³mn

d

´
ν = sgn (mn) åêð (m,n) ν =⇒ a ∈ håêð(m,n)i ,

Þôïé hmi ∩ hni ⊆ håêð(m,n)i . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí a ∈ håêð(m,n)i, ôüôå Ý·ïõìå
a = μ åêð(m,n), ãéá êÜðïéïí μ ∈ Z, ïðüôå

a = μ
|m| |n|

ìêä(m,n)
= m

µ
μ sgn (m) |n|
ìêä(m,n)

¶
= n

µ
μ sgn (n) |m|
ìêä(m,n)

¶
,

üðïõ μ sgn(m) |n|
ìêä(m,n) ∈ Z êáé μ sgn(n) |m|

ìêä(m,n) ∈ Z. Óõíåðþò Ý·ïõìå a ∈ hmi ∩ hni, äçëáäÞ
håêð(m,n)i ⊆ hmi ∩ hni .
(ii) ÊáôÜ ôo (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3, hmi+ hni = {xm+ yn | x, y ∈ Z}. ÅðåéäÞ ï
ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí m êáé n ãñÜöåôáé ùò áêÝñáéïò ãñáììéêüò óõíäõá-
óìüò ôùím êáé n, Ý·ïõìå

ìêä(m,n) ∈ (hmi+ hni) =⇒ hìêä(m,n)i ⊆ hmi+ hni .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí d := ìêä(m,n) êáé a ∈ hmi+ hni, ôüôå

(a = κm+ λn, κ, λ ∈ Z) =⇒ a =

µ
κm

d
+

λn

d

¶
d,

üðïõ κm
d + λn

d ∈ Z, ïðüôå a ∈ hìêä(m,n)i. Ôïýôï óçìáßíåé üôé hmi+ hni ⊆ hdi .
(iii) ÐñïöáíÝò åðß ôç âÜóåé ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.3.

(iv) Áò õðïèÝóïõìå üôé r ∈ hmi : hni. Ôüôå -åî ïñéóìïý- ra ∈ hmi ãéá êÜèå óôïé·åßï
a ∈ hni. ÉäéáéôÝñùò, rn ∈ hmi ⇒ [∃b ∈ Z : rn = bm] . ÅÜí d := ìêä(m,n), ôüôå
ìêä(md ,

n
d ) = 1, ïðüôå

r
n

d
= b

m

d
=⇒ n

d

¯̄̄
b
m

d
=⇒ n

d

¯̄̄
b =⇒ b = c

n

d
,
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ãéá êÜðïéïí c ∈ Z. ¢ñá

r
n

d
= c

n

d

m

d
=⇒ r = c

m

d
= c

m

ìêä(m,n)
=⇒ r ∈

¿
m

ìêä(m,n)

À
,

Þôïé hmi : hni ⊆
D

m
ìêä(m,n)

E
. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí s ∈

D
m

ìêä(m,n)

E
, ôüôå s = κmd ,

üðïõ κ ∈ Z êáé d := ìêä(m,n), ïðüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï λn ôïý hni (λ ∈ Z), Ý·ïõìå

sλn =
³
κ
m

d

´
λn =

³
κλ

n

d

´
m ∈ hmi =⇒ s ∈ hmi : hni ,

Þôïé
D

m
ìêä(m,n)

E
⊆ hmi : hni. ¤

2.4.14 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3 ôñßá
éäåþäç ôïõ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (I1 : I3) + (I2 : I3) ⊆ (I1 + I2) : I3,

(ii) I1 : (I2 + I3) = (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) , (I1 ∩ I2) : I3 = (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) ,
(iii) (I1 : I2) I2 ⊆ I1, I1 ⊆ ((I1 I2) : I2) ,
(iv) (I1 : I2) : I3 = I1 : (I2 I3) = (I1 : I3) : I2.

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï r ∈ (I1 : I3) + (I2 : I3) . Ôüôå r = r1 + r2,

üðïõ r1 ∈ (I1 : I3) êáé r2 ∈ (I2 : I3) . Ùò åê ôïýôïõ,

r1I3 ⊆ I1
r2I3 ⊆ I2

¾
=⇒ (r1 + r2) I3 ⊆ I1 + I2,

áð' üðïõ óõíÜãåôáé üôé r ∈ (I1 + I2) : I3, oðüôå (I1 : I3)+(I2 : I3) ⊆ (I1 + I2) : I3.

(ii) ¸óôù ôõ·üí r ∈ I1 : (I2 + I3). Ôüôå ra ∈ I1, ∀a ∈ I2 + I3. ÅðïìÝíùò, ëáìâÜ-
íïíôáò õð' üøéí üôé I2 ⊆ I2 + I3 êáé I3 ⊆ I2 + I3, óõíÜãïõìå üôé

ra ∈ I1, ∀a ∈ I2 (⊆ I2 + I3)

ra ∈ I1, ∀a ∈ I3 (⊆ I2 + I3)

)
=⇒ r ∈ (I1 : I2)

r ∈ (I1 : I3)

)
=⇒ r ∈ (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) .

¢ñá I1 : (I2 + I3) ⊆ (I1 : I2) ∩ (I1 : I3). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

r ∈ (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) =⇒ rI2 ⊆ I1 êáé rI3 ⊆ I1,

ïðüôå

rI2 + rI3 = r (I2 + I3) ⊆ I1 + I1 = I1 =⇒ r ∈ I1 : (I2 + I3) .

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå üôé r ∈ (I1 ∩ I2) : I3, Þôïé üôé éó·ýåé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç
rI3 ⊆ I1 ∩ I2. ÅðåéäÞ I1 ∩ I2 ⊆ I1 êáé I1 ∩ I2 ⊆ I2, Ý·ïõìå rI3 ⊆ I1 êáé rI3 ⊆ I2,
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äçëáäÞ r ∈ (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) . Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí r ∈ (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) , ôüôå
rI3 ⊆ I1 êáé rI3 ⊆ I2, ïðüôå rI3 ⊆ I1 ∩ I2 =⇒ r ∈ (I1 ∩ I2) : I3.
(iii) ¸óôù ôõ·üí r ∈ (I1 : I2) I2. Ôüôå

r =
kX

j=1

ajbj , üðïõ k ∈ N, aj ∈ (I1 : I2) , bj ∈ I2, ∀j ∈ {1, . . . , k},

ïðüôå"
ajI2 ⊆ I1

bj ∈ I2

)
=⇒ ajbj ∈ I1, ∀j ∈ {1, . . . , k} =⇒ r ∈ I1

#
=⇒ (I1 : I2) I2 ⊆ I1.

Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå üôé r ∈ I1. Ðñïöáíþò, ra ∈ I1 I2, ∀a ∈ I2. Áõôü óç-
ìáßíåé áõôïìÜôùò üôé r ∈ ((I1 I2) : I2) , ïðüôå éó·ýåé êáé ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç
I1 ⊆ ((I1 I2) : I2).
(iv) ¸óôù ôõ·üí r ∈ (I1 : I2) : I3. Ôüôå ra ∈ I1 : I2, ∀a ∈ I3, ïðüôå

[(ra) b = (rb) a ∈ I1, ∀a ∈ I3, ∀b ∈ I2] =⇒ [rb ∈ I1 : I3, ∀b ∈ I2]=⇒ r ∈ (I1 : I3) : I2.

¢ñá (I1 : I2) : I3 ⊆ (I1 : I3) : I2. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí r ∈ (I1 : I3) : I2, ôüôå
ra ∈ I1 : I3, ãéá êÜèå a ∈ I2, ïðüôå

[(ra) b = (rb) a ∈ I1, ∀a ∈ I2, ∀b ∈ I3]=⇒ [rb ∈ I1 : I2, ∀b ∈ I3] =⇒ r ∈ (I1 : I2) : I3,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé (I1 : I3) : I2 ⊆ (I1 : I2) : I3. ¢ñá (I1 : I2) : I3 = (I1 : I3) : I2.
Õðïëåßðåôáé íá äåßîïõìå ôçí éóüôçôá J1 = J2, üðïõ

J1 := I1 : (I2 I3) , J2 := (I1 : I2) : I3.

ÌÝóù ôïý ïñéóìïý ôïý ðçëßêïõ éäåùäþí êáé ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý äáêôõëßïõ
áíáöïñÜò ìáò ëáìâÜíïõìå

J1 (I2 I3) ⊆ I1
J2I3 ⊆ I1 : I2

)
=⇒ (J1I3) I2 ⊆ I1

(J2I3) I2 ⊆ I1

)
=⇒ J1I3 ⊆ I1 : I2

J2 (I2I3) ⊆ I1

)
=⇒ J1 ⊆ J2

J2 ⊆ J1

)
,

ïðüôå üíôùò J1 = J2. ¤

2.5 ÐÑÙÔÁ ÊÁÉ ÌÅÃÉÓÔÉÊÁ ÉÄÅÙÄÇ

2.5.1 Ïñéóìüò. ÝóôùR Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá éäåþäåò p ôïýR êáëåßôáéðñþôï éäåþ-
äåò üôáí p $ R êáé ãéá ïéáäÞðïôå éäåþäç I, J ôïý R éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[IJ ⊆ p =⇒ åßôå I ⊆ p åßôå J ⊆ p].
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2.5.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå éäåþäåò p $ R åíüò äáêôõëßïõ R, ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ç
óõíåðáãùãÞ

[ab ∈ p =⇒ åßôå a ∈ p åßôå b ∈ p], ∀ (a, b) ∈ R×R, (2.3)

åßíáé ðñþôï. Êáé áíôéóôñüöùò ° åÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ
R êáé ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå ôï p éêáíïðïéåß ôçí (2.3).

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå åí ðñþôïéò üôé ç óõíèÞêç (2.3) éêáíïðïéåßôáé. ÅÜí
ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý R ìå IJ ⊆ p êáé I * p, ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï
a ∈ Irp. Ãéá êÜèå b ∈ J Ý·ïõìå ab ∈ IJ ⊆ p, ïðüôå åî õðïèÝóåùò åßôå a ∈ p åßôå
b ∈ p. ÅðåéäÞ a /∈ p, áõôü óçìáßíåé üôé b ∈ p ãéá êÜèå b ∈ J. ¢ñá J ⊆ p êáé ôï
p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý R. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò
åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R êáé ab ∈ p, ôüôå ôï êýñéï éäåþäåò habi ðåñéÝ·åôáé
óôï p. Ëüãù ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý R (âë. 2.2.4 (iii)) Ý·ïõìå

hai hbi ⊆ habi ⊆ p
p ðñþôï éäåþäåò

¾
=⇒ åßôå hai ⊆ p åßôå hbi ⊆ p,

ïðüôå åßôå a ∈ p åßôå b ∈ p êáé ôï p éêáíïðïéåß ôçí (2.3). ¤

2.5.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0R} ïéáóäÞðïôå áêåñáßáò ðåñéï-
·Þò R åßíáé ðñþôï, äéüôé ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ R éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

ab = 0R ⇐⇒ åßôå a = 0R åßôå b = 0R.

(ii) Ôï éäåþäåò h10i ôïý äáêôõëßïõ Z äåí åßíáé ðñþôï, êáèüôé 2 · 5 ∈ h10i áëëÜ
2 /∈ h10i êáé 5 /∈ h10i . Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý Z ðñïóäéïñßæåôáé
ðëÞñùò óôçí ðñüôáóç 2.5.4.

(iii) Ôï

I :=

(
nX
i=0

aiX
i ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯n ∈ N0, a0 ≡ 0(mod 2)

)

åßíáé Ýíá ìç êýñéï éäåþäåò ôïý Z[X] (âë. Üóêçóç 2-7). ÅðïìÝíùò, I $ Z[X]. Åðé-
ðñïóèÝôùò, ôï I åßíáé ðñþôï éäåþäåò. ÐñÜãìáôé° åÜí ôá

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ Z[X] , g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ Z[X]

åßíáé ðïëõþíõìá, ôÝôïéá þóôå f(X)g(X) ∈ I, ôüôå ï óôáèåñüò üñïò a0b0 ôïý
f(X)g(X) ïöåßëåé íá åßíáé Üñôéïò áêÝñáéïò áñéèìüò. Êáô' áíÜãêçí ëïéðüí, åßôå
a0 ≡ 0(mod 2) (äçëáäÞ f(X) ∈ I) åßôå b0 ≡ 0(mod 2) (äçëáäÞ g(X) ∈ I).
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(iv) Ç ìåôáèåôéêüôçôá ôïý äáêôõëßïõ R åßíáé áíáãêáßá ãéá íá éó·ýåé ôï áíôß-
óôñïöï óôçí ðñüôáóç 2.5.2. Åðß ðáñáäåßãìáôé, o R = Matn×n (S) (üðïõ S Ýíáò
äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò), n ≥ 2, åßíáé ìç ìåôáèåôéêüò, áðëüò äáêôýëéïò (âë. ðñü-
ôáóç 2.3.4), ïðüôå ôá ìüíá ôïõ éäåþäç åßíáé ôï {0R} êáé ôï R. Ùò åê ôïýôïõ, åÜí
ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý R ìå IJ ⊆ {0R}, Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí åßôå I = {0R} åßôå
J = {0R}.Áõôü óçìáßíåé üôé ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0R} åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý
R.Ùóôüóï, åðåéäÞ ï R äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ç óõíèÞêç (2.3) äåí éêáíïðïéåß-
ôáé!

2.5.4 Ðñüôáóç. (Ðñþôá éäåþäç ôïý Z.) Ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý äá-
êôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí áðáñôßæåôáé áðü ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò êáé ôá
êýñéá éäåþäç ôÞò ìïñöÞò hpi , üðïõ p êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïòZ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôï {0} åßíáé ðñþôï éäåþ-
äåò ôïõ. ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ïé a, b ∈ Z, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé
ab ∈ hpi , ôüôå

p | ab⇒ åßôå p | a åßôå p | b⇒ åßôå a ∈ hpi åßôå b ∈ hpi ,

ïðüôå ôï êýñéï éäåþäåò hpi åßíáé ðñþôï (âë. ðñüôáóç 2.5.2). Óýìöùíá ìå ôçí
ðñüôáóç 2.2.6 êÜèå ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïý Z åßíáé ôÞò ìïñöÞò hni ãéá êÜðïéïí
n ∈ N. ÅÜí ï n åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò, ôüôå n = n1n2 ãéá êÜðïéïõò öõóéêïýò
áñéèìïýò n1, n2 ìå 1 < n1 < n êáé 1 < n2 < n. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, n = n1n2 ∈ hni
áëëÜ n1 /∈ hni êáé n2 /∈ hni (äéüôé êáíåßò åê ôùí n1, n2 äåí ìðïñåß íá éóïýôáé ìå
êÜðïéï ðïëëáðëÜóéï ôïý n). Áõôü óçìáßíåé üôé ôï éäåþäåò hni äåí åßíáé ðñþôï. ¤

2.5.5 ÐáñáôÞñçóç. Ùò ãíùóôüí, ç ôïìÞ äõï éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ åßíáé éäåþäåò
áõôïý (âë. ðñüôáóç 2.1.5). Ùóôüóï, ç ôïìÞ äõï ðñþôùí éäåùäþí äåí åßíáé êáô'
áíÜãêçí ðñþôï éäåþäåò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.5.4 êáé ôï
(i) ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.13, ôá éäåþäç h3i êáé h5i åßíáé ðñþôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ
Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí áëëÜ ç ôïìÞ ôïõò h3i∩h5i = h15i äåí åßíáé ðñþôï éäåþäåò.
(Ðñâë. ìå ôï (i) ôÞò áóêÞóåùò 2-32.)

2.5.6 Ïñéóìüò. ¸íá éäåþäåòm $ R åíüò äáêôõëßïõ R êáëåßôáé ìåãéóôéêü (Þ ìåãé-
óôïôéêü) éäåþäåò üôáí ãéá êÜèå éäåþäåò n ôïý R, éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[m ⊆ n ⊆ R =⇒ åßôå n = m åßôå n = R].

2.5.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Tï éäåþäåòm := {(x, 2y) | x, y ∈ Z} ôïý äáêôõëßïõ Z×Z
åßíáé ìåãéóôéêü.ÐñÜãìáôé° åÜí ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýZ×Z, ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé
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m $ n ⊆ Z× Z, ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï ôÞò ìïñöÞò (a, 2b+ 1) åíôüò ôïý n,
üðïõ a, b êáôÜëëçëïé áêÝñáéïé áñéèìïß. ÅðïìÝíùò,

(a, 2b+ 1) ∈ n
(a, 2b) ∈ m $ n

¾
=⇒ (a, 2b+ 1)− (a, 2b) = (0, 1) ∈ n,

êáé åðåéäÞ (1, 0) ∈ m, Ý·ïõìå (0, 1) + (1, 0) = (1, 1) = 1Z×Z ∈ n =⇒ n = Z× Z.
(ii) Ôï éäåþäåò

m =

½µ
a b

0 0

¶¯̄̄̄
a, b ∈ R

¾
$ R =

½µ
a b

c d

¶
∈Mat2×2 (R)

¯̄̄̄
c = 0

¾
ôïý äáêôõëßïõ R åßíáé ìåãéóôéêü. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R, ãéá
ôï ïðïßï éó·ýåé m $ n ⊆ R, ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßïµ

a b

0 d

¶
∈ nrm, ìå a, b ∈ R, d ∈ Rr{0}.

ÅðïìÝíùò,µ
0 0

0 d−1

¶µ
a b

0 d

¶
=

µ
0 0

0 1

¶
∈ n

µ
1 0

0 0

¶
∈ m $ n

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
=⇒

µ
1 0

0 1

¶
∈ n =⇒ n = R.

(iii) Åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[i] = {a+ bi ∈ C | a, b ∈ Z} ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss
èåùñïýìå ôá éäåþäç

Ip := {a+ bi ∈ Z[i] : p | a êáé p | b} , üðïõ p ðåñéôôüò ðñþôïò.

Ôï I3 åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z[i]. ÐñÜãìáôé° åÜí ôï J åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý
Z[i], ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé I3 $ J ⊆ Z[i], ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï a+bi ∈ JrI3
ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí a, b íá ìçí åßíáé áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôïý 3. Äß·ùò
âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé 3 - a êáé éó·õñéæüìáóôå üôé 3 - a2 + b2.

Ãéá ôçí áðüäåéîç áõôïý ôïý éó·õñéóìïý èá åîåôÜóïõìå ·ùñéóôÜ ôéò Ýîé äõíáôÝò
ðåñéðôþóåéò ðïõ ðñïêýðôïõí üôáí êáíåßò åñãÜæåôáé ìå ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí ôùí
a, b êáôÜ ìüäéï 3.

Ðñþôç ðåñßðôùóç : ÅÜí a ≡ 1(mod 3) êáé b ≡ 0(mod 3), ôüôå£
a2 ≡ a(mod 3), b2 ≡ 0(mod 3)

¤
=⇒ a2 + b2 ≡ a ≡ 1 6≡ 0(mod 3).

Äåýôåñç ðåñßðôùóç : ÅÜí a ≡ 1(mod 3) êáé b ≡ 1(mod 3), ôüôå£
a2 ≡ a(mod3), b2 ≡ b(mod 3)

¤
=⇒ a2 + b2 ≡ a+ b ≡ 2 6≡ 0(mod3).
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Ôñßôç ðåñßðôùóç : ÅÜí a ≡ 1(mod 3) êáé b ≡ 2(mod 3), ôüôå£
a2 ≡ a(mod 3), b2 ≡ 2b(mod 3)

¤
=⇒ a2 + b2 ≡ a+ 2b ≡ 5 ≡ 2 6≡ 0(mod 3).

ÔÝôáñôç ðåñßðôùóç : ÅÜí a ≡ 2(mod 3) êáé b ≡ 0(mod 3), ôüôå£
a2 ≡ 2a(mod3), b2 ≡ 0(mod 3)

¤
=⇒ a2 + b2 ≡ 2a ≡ 4 ≡ 1 6≡ 0(mod3).

ÐÝìðôç ðåñßðôùóç : ÅÜí a ≡ 2(mod 3) êáé b ≡ 1(mod 3), ôüôå£
a2 ≡ 2a(mod 3), b2 ≡ b(mod 3)

¤
=⇒ a2 + b2 ≡ 2a+ b ≡ 5 ≡ 2 6≡ 0(mod 3).

¸êôç ðåñßðôùóç : ÅÜí a ≡ 2(mod 3) êáé b ≡ 2(mod 3), ôüôå£
a2 ≡ 2a(mod 3), b2 ≡ 2b(mod 3)

¤
=⇒ a2 + b2 ≡ 2a+ 2b ≡ 8 ≡ 2 6≡ 0(mod 3).

ÅðåéäÞ ëïéðüí 3 - a2+ b2 =⇒ ìêä
¡
3, a2 + b2

¢
= 1, õðÜñ·ïõí äýï áêÝñáéïé áñéèìïß

k, l, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá k
¡
a2 + b2

¢
+ 3l = 1. Ùò åê ôïýôïõ,

a+ bi ∈ J, a− bi ∈ Z[i] =⇒ (a+ bi) (a− bi) = a2 + b2 ∈ J

êáé

k ∈ Z $ Z[i]⇒ k
¡
a2 + b2

¢
∈ J

l ∈ Z $ Z[i]⇒ 3l ∈ I3 $ J

¾
=⇒ k

¡
a2 + b2

¢
+ 3l = 1 ∈ J,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé J = Z[i] êáé üôé ôï I3 åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý Z[i].
Ùóôüóï, áîéïóçìåßùôï åßíáé ôï üôé ôï I5 äåí åßíáé ìåãéóôéêü! ÐñÜãìáôé° ôï êýñéï
éäåþäåò I 05 = h2 + ii ôïý Z[i] ðåñéÝ·åé ãíçóßùò ôï I5, áöïý ãéá êÜèå a + ib ∈ I5
Ý·ïõìå

a+ ib = (2 + i)

µ
2a+ b

5
+

µ
2b− a

5

¶
i

¶
, üðïõ

2a+ b

5
,
2b− a

5
∈ Z,

êáé 2 + i ∈ I 05rI5. Èá äåßîïõìå üôé I 05 $ Z[i] Þ, éóïäõíÜìùò, üôé 1 /∈ I 05. ÅÜí ôï
1 áíÞêå óôï I 05, ôüôå èá Ýðñåðå íá õðÜñ·ïõí c, d ∈ Z, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç
éóüôçôá

1 = (2 + i) (c+ di)⇐⇒
½
2c− d = 1

c+ 2d = 0

¾
=⇒ c = 2

5 , d =
−1
5 ,

áðü ôçí ïðïßá èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï, áöïý êáô' áíÜãêçí c, d ∈ QrZ.
(iv) Ôï êýñéï éäåþäåò hXi ôïý Z[X] äåí åßíáé ìåãéóôéêü, áöïý hXi $ I $ Z[X], üðïõ
I ôï éäåþäåò ôï ïñéóèÝí óôï åäÜöéï 2.5.3 (iii).
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2.5.8 Ðñüôáóç. ¸íá ãíÞóéï éäåþäåò m $ R åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé ìåãéóôéêü åÜí
êáé ìüíïí åÜí

m+ hai = R, ∀a ∈ Rrm.

Áðïäåéîç. ¸óôù m $ R Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R. Ôüôå ãéá êÜèå
a ∈ Rrm Ý·ïõìå

m $ m+ hai ⊆ R =⇒ m+ hai = R.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï m $ R åßíáé Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R êáé
m+ hai = R ãéá êÜèå a ∈ Rrm, ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå éäåþäåò n ôïý R, ãéá ôï ïðïßï
éó·ýïõí ïé åãêëåéóìïß m $ n ⊆ R, èá õðÜñ·åé êÜðïéï b ∈ nrm. Ùò åê ôïýôïõ,

m $ m+ hbi ⊆ n
b ∈ nrm ⊆ Rrm =⇒ m+ hbi = R

¾
=⇒ R ⊆ n =⇒ n = R.

¢ñá ôï m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R. ¤

2.5.9 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôùR = 2Z ï äáêôýëéïò ôùí áñôßùí áêåñáßùí. Èåùñïýìå ôï
éäåþäåòm = h4i . Óýìöùíá ìå ôï (iii) ôïý ðïñßóìáôïò 2.2.4, áõôü ôï êýñéï éäåþäåò
ìðïñåß íá ðåñéãñáöåß ùò áêïëïýèùò:

m = h4i = {4r + 4n | r ∈ 2Z, n ∈ Z} (= 4Z).

¸óôù a ôõ·üí óôïé·åßï ôïý 2Zrm. Ôï a ïöåßëåé íá åßíáé êÜðïéïò Üñôéïò áêÝñáéïò
ìç äéáéñïýìåíïò äéÜ ôïý 4. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, èá åßíáé ôÞò ìïñöÞò a = 4λ + 2, ãéá
êÜðïéïí λ ∈ Z. ÅðåéäÞ

2 = 4 (−λ) + a ∈ m+ hai =⇒ h2i ⊆ m+ hai

êáé h2i = {2r + 2n | r ∈ 2Z, n ∈ Z} (= 2Z), Ý·ïõìå m+ hai = 2Z, ïðüôå äõíÜìåé
ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.8 ôï m = h4i åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ 2Z.

I ¾ðáñîç ìåãéóôéêþí éäåùäþí. Ï ïñéóìüò 2.5.6 ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí åßíáé
áìéãþò óõíïëïèåùñçôéêüò. ÌÜëéóôá, óýìöùíá ìå ôï êÜôùèé èåþñçìá 2.5.20, ç
ýðáñîç ìåãéóôéêþí éäåùäþí óå äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åîáóöáëßæåôáé
ìÝóù ôïý ëåãïìÝíïõ ëÞììáôïò ôïý Zorn ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôï áîßùìá ôÞò åðé-
ëïãÞò. (ÐñïûðïèÝôïõìå üôé ôï ôåëåõôáßï óõãêáôáëÝãåôáé óôá ëïéðÜ áîéþìáôá ôÞò
Èåùñßáò Óõíüëùí ðïõ ·ñçóéìïðïéïýìå óéùðçñþò.)

2.5.10 Ïñéóìüò. ¸óôù A Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ìéá äéìåëÞò ó·Ýóç R ⊆ A × A

ëÝãåôáé ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò (Þ áðëþò ìåñéêÞ äéÜôáîç) åðß ôïý A üôáí ç R
åßíáé áíáêëáóôéêÞ, áíôéóõììåôñéêÞ êáé ìåôáâáôéêÞ. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôï
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æåýãïò (A,R) ïíïìÜæåôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÓõíÞèùò, áíôß ôïý R,
ìéá ó·Ýóç ìåñéêÞò äéáôÜîåùò áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù ôïý óõìâïëéóìïý ‘‘≤''. (Åðßóçò
·ñçóéìïðïéåßôáé óõ·íÜ êáé ï óõìâïëéóìüò «<» ìåôáîý ôùí óôïé·åßùí ôïý A, üðïõ
x < y áðïôåëåß óõíôïìïãñáößá ôïý (x ≤ y êáé x 6= y)). ¸íá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï
óýíïëï (A,≤) ëÝãåôáé ïëéêþò (Þ ãñáììéêþò) äéáôåôáãìÝíï óýíïëï üôáí üëá ôá
óôïé·åßá ôïý A åßíáé ìåôáîý ôïõò áíÜ äýï óõãêñßóéìá, äçëáäÞ üôáí

(∀x, y ∈ A) [x ≤ y Þ y ≤ x]

2.5.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï æåýãïò (R,≤), üðïõ ôï ‘‘≤'' óõìâïëßæåé ôç óõíÞèç
ó·Ýóç ôïý «ìéêñüôåñï Þ ßóï», áðïôåëåß Ýíá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(ii) Ôï æåýãïò (Z, <), üðïõ ‘‘<'' ç óõíÞèçò

· · · < −2 < −1 < 0 < 1 < 2 < 3 < · · ·

Þ ç áêüëïõèç áóõíÞèçò:

0 < −1 < 1 < −2 < 2 < −3 < 3 < · · ·

äéÜôáîç ôùí áêåñáßùí, áðïôåëåß Ýíá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(iii) ¸óôù C Ýíá óýíïëï. Ïñßæïíôáò åðß ôïý äõíáìïóõíüëïõ ôïõP(C) ôç ó·Ýóç

A ≤ B ⇐⇒
ïñó

A ⊆ B, ∀ (A,B) ∈ P(C)2,

äéáðéóôþíïõìå üôé ôï (P(C),≤) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. Óçìåéù-
ôÝïí üôé ôï (P(C),≤) äåí åßíáé åí ãÝíåé ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï. Åðß ðáñáäåßãìáôé,
èÝôïíôáò C = N êáé A = {1}, B = {2}, ôá A êáé B äåí åßíáé ìåôáîý ôïõò óõãêñß-
óéìá.

(iv) ¼·é ìüíïí ôï äõíáìïóýíïëï åíüò äïèÝíôïò óõíüëïõ, áëëÜ -ãåíéêüôåñá- êÜèå
óýíïëï ìå óýíïëá ùò óôïé·åßá ôïõ êáèßóôáôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï ùò ðñïò ôç
ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆''.

2.5.12 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôï (A,≤) åßíáé Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï êáé
ôï B Ýíá õðïóýíïëï ôïý óõíüëïõ A.

(i) ¸íá óôïé·åßï x ∈ A êáëåßôáé Üíù öñÜãìá ôïý B (åíôüò ôïý A) ùò ðñïò ôçí ‘‘≤''
üôáí

y ≤ x, ∀y ∈ B.

(ii) ¸íá óôïé·åßï x ∈ A êáëåßôáé êÜôù öñÜãìá ôïý B (åíôüò ôïý A) ùò ðñïò ôçí
‘‘≤'' üôáí

x ≤ y, ∀y ∈ B.
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2.5.13 Ïñéóìüò. ¸óôù (A,≤) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï.

(i)¸íá óôïé·åßï x ∈ A êáëåßôáé ìåãéóôéêü (Þ ìåãéóôïôéêü) óôïé·åßï ôïýA (ùò ðñïò
ôçí ‘‘≤'') üôáí ãéá êÜèå óôïé·åßï y ∈ A ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé x ≤ y Ý·ïõìå x = y.

(Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ -åíôüò ôïý A- õðÜñ·åé ìüíïí Ýíá x ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá,
ëÝìå ðùò ôï åí ëüãù x åßíáé ôï ìÝãéóôï óôïé·åßï ôïý A.)

(ii) ¸íá óôïé·åßï x ∈ A êáëåßôáé åëá·éóôéêü (Þ åëá·éóôïôéêü) óôïé·åßï ôïý A (ùò
ðñïò ôçí ‘‘≤'') üôáí ãéá êÜèå óôïé·åßï y ∈ A ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé y ≤ x Ý·ïõìå
x = y. (Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ -åíôüò ôïý A- õðÜñ·åé ìüíïí Ýíá x ìå áõôÞí ôçí
éäéüôçôá, ëÝìå ðùò ôï åí ëüãù x åßíáé ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï ôïý A.)

2.5.14 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí åðß ôïý óõíüëïõ A = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} ïñßóïõìå ôç äé-
ìåëÞ ó·Ýóç x ≤ y ⇐⇒

ïñó
(y = kx ãéá êÜðïéïí k ∈ Z) , ôüôå ôï æåýãïò (A,≤)áðïôåëåß

Ýíá ìåñéêþò, áëëÜ ü·é êáé ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. Áò óçìåéùèåß ïôé ôá óôïé-
·åßá 5, 6, 7, 8 åßíáé ìåãéóôéêÜ óôïé·åßá ôïý A, åíþ ôï 1 åßíáé ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï
ôïý A.

2.5.15 Ïñéóìüò. ¸íá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï (A,≤) ëÝãåôáé åðáãùãéêþò
äéáôåôáãìÝíï üôáí êÜèå ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï6 õðïóýíïëü ôïõ (ùò ðñïò ôçí ‘‘≤'')
äéáèÝôåé Ýíá Üíù öñÜãìá.

2.5.16 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï (R,≤), üðïõ ‘‘≤'' åßíáé ç óõíÞèçò äéÜôáîç ôùí ðñáã-
ìáôéêþí áñéèìþí, åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï.

(ii) Ôï (P(A),⊆)), üðïõA Ýíá ìç êåíü óýíïëï, äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðáãùãéêþò
äéáôåôáãìÝíï. Ùóôüóï, êÜèå õðïóýíïëo ôïý P(A) ôÞò ìïñöÞò {B1, B2, B3, ...},
üðïõ B1 ⊆ B2 ⊆ B3 ⊆ · · · , åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï (ùò ðñïò ôçí ‘‘⊆'').

Tï áêüëïõèï ëÞììá ôïý Zorn 7 åöáñìüæåôáé óå ìéá ðëçèþñá áðïäåßîåùí èåù-
ñçìÜôùí ó·åôéæïìÝíùí ìå ôçí ýðáñîç ìåãéóôéêþí óôïé·åßùí (ùò ðñïò äåäïìÝíåò
ó·Ýóåéò äéáôÜîåùò):

2.5.17 ËÞììá ôïý Zorn. ÅÜí ôï (A,≤) åßíáé Ýíá åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï óý-
íïëï, ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå a ∈ A õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï m

åíôüò ôïý A, ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé a ≤ m.

Óôï ðëáßóéï ôÞò Èåùñßáò Óõíüëùí áðïäåéêíýåôáé (ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ëåãïìÝíçò
õðåñðåðåñáóìÝíçò åðáãùãÞò ) ôï åîÞò:
6Ôá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíá õðïóýíïëá ôïý (A,≤) êáëïýíôáé åíßïôå êáé áëõóßäåò.
7Ç ýðáñîç ìåãéóôéêïý óôïé·åßïõ áðïäßäåôáé óõíÞèùò óôïí Max August Zorn (1906-1993) ëüãù ôÞò åê ìÝñïõò ôïõ
äçìïóéåýóåþò ôçò óå Ýíá Üñèñï óôï ðåñéïäéêü Bulletin of A.M.S. ôï 1935 (ìå ôßôëï: A remark on method of trasfinite
algebra ). Ùóôüóï, áõôü ôï «ëÞììá» (Þ éóïäýíáìåò ðáñáëëáãÝò ôïõ) Þôáí ·ñüíéá ðñéí ãíùóôü áðü åñãáóßåò ôùí ìá-
èçìáôéêþí R.L. Moore (1882-1974) êáé K. Kuratowski (1896-1980).
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2.5.18 Èåþñçìá. Ôï ëÞììá ôïý Zorn åßíáé éóïäýíáìï ôïý áîéþìáôïò ôÞò åðéëïãÞò.

2.5.19 ÐáñáôÞñçóç. (i) ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù

SR := { éäåþäç I ôïý R | I $ R} .

Ôï SR åßíáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ùò ðñïò ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆'' (âë.
2.5.11 (iv)), ïðüôå Ýíá éäåþäåò m $ R ôïý R åßíáé ìåãéóôéêü åÜí êáé ìüíïí åÜí
åßíáé ìåãéóôéêü óôïé·åßï ôïý (SR,⊆) õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.13.

(ii) Óôïí ïñéóìü 2.5.6 õðïèÝóáìå üôé ôï m åßíáé áìößðëåõñï éäåþäåò. Ùóôüóï,
êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï ìðïñåß êáíåßò íá ïñßóåé êáé áñéóôåñÜ/äåîéÜ (ü·é êáô' áíÜ-
ãêçí áìößðëåõñá) ìåãéóôéêÜ éäåþäç (åÜí, âåâáßùò, õðïèÝóåé üôé ç áðáéôïýìåíç
óõíåðáãùãÞ éó·ýåé ãéá êÜèå áñéóôåñü /äåîéü éäåþäåò n ôïý R).

2.5.20 Èåþñçìá. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï äéáèÝ-
ôåé ðÜíôïôå ìåãéóôéêÜ éäåþäç. ÌÜëéóôá, éó·ýåé êÜôé áêüìç ðéï éó·õñü : ÊÜèå
ãíÞóéï éäåþäåò ôïý R ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R.

Áðïäåéîç. ¸óôù I $ R Ýíá éäåþäåò ôïý R êáé Ýóôù8

SR (I) := { éäåþäç J ôïý R | I ⊆ J $ R} .

Ôï SR (I) åßíáé 6= ∅ (áöïý I ∈ SR (I)) êáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï ùò ðñïò
ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý ‘‘⊆'' (âë. 2.5.11 (iv)). Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï (SR (I) ,⊆) åßíáé
êáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï (âë. 2.5.15). Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí ïëéêþò
äéáôåôáãìÝíï õðïóýíïëï A 6= ∅ ôïý SR (I) êáé ïñßæïõìå ôï óýíïëï

s(A) :=
[
{J ∈ SR (I) | J ∈ A} .

Ðñïöáíþò, J ⊆ s(A) ãéá êÜèå J ∈ A. Èá áðïäåßîïõìå üôé s(A) ∈ SR (I) (Þôïé
üôé ôï s(A) åßíáé éäåþäåò ôïý R ìå I ⊆ s(A) $ R). Ðáñáôçñïýìå, êáô' áñ·Üò, üôé
I ⊆ s(A) (åî ïñéóìïý). ÅîÜëëïõ, åÜí x, y ∈ s(A), ôï x áíÞêåé óå êÜðïéï Jx ∈ A

êáé ôï y óå êÜðïéï Jy ∈ A. Ëüãù ôÞò ïëéêÞò äéáôÜîåùò ôïý A ùò ðñïò ôç ó·Ýóç
åãêëåéóìïý ‘‘⊆'', åßôå Jx ⊆ Jy åßôå Jy ⊆ Jx. ÅÜí Jx ⊆ Jy, ôüôå áìöüôåñá ôá x, y

áíÞêïõí óôï Jy, êáé åðåéäÞ ôï Jy åßíáé éäåþäåò ôïý R Ý·ïõìå

x− y ∈ Jy ⊆ s(A)

rx, xr, ry, yr ∈ Jy ⊆ s(A),∀r ∈ R

¾
=⇒ s(A) éäåþäåò ôïý R.

Ìå ôïí ßäéï ôñüðï áðïäåéêíýïõìå üôé ôï s(A) åßíáé éäåþäåò ôïý R áêüìç êáé üôáí
Jy ⊆ Jx. ÅðéðñïóèÝôùò,

[J $ R, ∀J ∈ A] =⇒ [1R /∈ J, ∀J ∈ A] =⇒ 1R /∈ s(A) =⇒ s(A) $ R.

8Ãéá I = {0R} Ý·ïõìå SR ({0R}) = SR, üðïõ SR ôï óýíïëï ðïõ ïñßóáìå óôï 2.5.19 (i).
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Óõíåðþò,

J ⊆ s(A), ∀J ∈ A

s(A) éäåþäåò ôïý R
ðïõ áíÞêåé óôï SR (I)

⎫⎬⎭ =⇒ ôï s(A) åßíáé Üíù öñÜãìá ôïý A

(âë. 2.5.12 (i)). ¢ñá ôï (SR (I) ,⊆) åßíáé üíôùò åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï. ÄõíÜ-
ìåé ôïý ëÞììáôïò 2.5.17 ôïý Zorn õðÜñ·åé (ôïõëÜ·éóôïí Ýíá) ìåãéóôéêü óôïé·åßïm
åíôüò ôïý SR (I) ìå I ⊆ m. Ôï m ðëçñïß ðñïöáíþò ôéò åðéèõìçôÝò óõíèÞêåò. ¤

2.5.21 ÐáñáôÞñçóç. (i) Ôï èåþñçìá 2.5.20 ðáñáìÝíåé åí éó·ý áêüìç êáé åÜí êá-
íåßò áíôéêáôáóôÞóåé ôá (áìößðëåõñá) ìåãéóôéêÜ éäåþäç (ôÞò äéáôõðþóåùò êáé ôÞò
áðïäåßîåþò ôïõ) ìå áñéóôåñÜ ìåãéóôéêÜ éäåþäç (êáé áíôéóôïß·ùò, ìå äåîéÜ ìåãé-
óôéêÜ éäåþäç) ·ñçóéìïðïéþíôáò ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôï åäÜöéï 2.5.19 (ii).

(ii) Ôï èåþñçìá 2.5.20 äåí ìðïñåß íá ãåíéêåõèåß ãéá ôõ·üíôåò äáêôõëßïõò ·ùñßò
ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôï áðëïýóôåñï áíôéðáñÜäåéãìá åßíáé ôï åîÞò: Èåùñïýìå ôçí
ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (Q,+) ôùí ñçôþí áñéèìþí êáé åöïäéÜæïõìå ôïQ ìå ôïí ôåôñéì-
ìÝíï ðïëëáðëáóéáóìü `` B'' :

Q×Q 3 (a, b) 7−→ a B b := 0 ∈ Q.

Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç ôñéÜäá (Q,+, B) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï. Åðé-
ðñïóèÝôùò, êÜèå õðïïìÜäá ôÞò (Q,+) áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý (Q,+, B). Áñêåß
ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç (Q,+) óôåñåßôáé ìåãéóôéêþí õðïïìÜäùí 9 (áöïý ïéï-
äÞðïôå ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý (Q,+, B) èá üöåéëå íá åßíáé ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò
(Q,+)). Áò õðïèÝóïõìå üôé ç (Q,+) äéáèÝôåé êÜðïéá ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäáH $ Q
êáé üôé rs ∈ QrH, ãéá êÜðïéïõò r, s ∈ Zr{0}. Ôüôå

H $ H +
Dr
s

E
⊆ Q⇒ H +

Dr
s

E
= Q, (2.4)

üðïõ
­
r
s

®
ç õðïïìÜäá ç ðáñáãüìåíç áðü ôï r

s . ÅðéðñïóèÝôùò,H 6= {0} (äéüôé ð.·.
{0} $ Z $ Q). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·ïõí a, b ∈ Zr{0} : ab ∈ H ìå b(ab ) = a ∈ H.

ÅðåéäÞ r
s ·

1
as ∈ Q, ç (2.4) äéáóöáëßæåé ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ h ∈ H êáé êÜðïéïõ

t ∈ Z, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

r

s
· 1
as
= h+ t

³r
s

´
⇒ r

s
= (as)h+ (tr)a.

ÅðåéäÞ

as ∈ Z, h ∈ H ⇒ (as)h ∈ H

tr ∈ Z, a ∈ H ⇒ (tr)a ∈ H

¾
=⇒ (as)h+ (tr)a ∈ H

êáôáëÞãïõìå óôo üôé rs ∈ H, Þôïé óå êÜôé ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò.
9¸óôù (G,+) ìéá ïìÜäá. Ìéá õðïïìÜäá ôçòH êáëåßôáé ìåãéóôéêÞ õðïïìÜäá üôáí äåí õößóôáíôáé õðïïìÜäåòK
ôÞò (G,+) ìåH $ K $ G.
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I Óõó·åôéóìüò ðñþôùí êáé ìåãéóôéêþí éäåùäþí. Óôá åäÜöéá 2.5.22, 2.5.23 êáé
2.5.24 äéáóáöçíßæåôáé ï ôñüðïò óõó·åôéóìïý ôùí åííïéþí ðñþôï êáé ìåãéóôéêü
éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ.

2.5.22 Èåþñçìá. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé
RR = R (üðùò ð.·. óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï R äéáèÝôåé ìïíáäéáßï
óôïé·åßï), ôüôå êÜèå ìåãéóôéêü éäåþäåò m ôïý R åßíáé ðñþôï.

Áðïäåéîç. ¸óôù m Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R. ÕðïèÝôïíôáò üôé õðÜñ·ïõí
a, b ∈ R, ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ab ∈ m, üðïõ a /∈ m êáé b /∈ m, Ý·ïõìå

m $ m+ hai

m $ m+ hbi

⎫⎬⎭ =⇒ R = m+ hai = m+ hbi

(ëüãù ôÞò «ìåãéóôéêüôçôáò» ôïý m). ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò êáé
ab ∈ m, óõìðåñáßíïõìå üôé

hai hbi ⊆
2.2.4 (iii)

habi ⊆ m $ R

¼ìùò, åðåéäÞ R = RR, êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.5 ëáìâÜ-
íïõìå

R = RR = (m+ hai) (m+ hbi) ⊆ m+ hai hbi| {z }
⊆habi⊆m

⊆ m,

Þôïé êÜôé ôï Üôïðï, êáèüóïím $ R. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, åßôå a ∈ m åßôå b ∈ m, ïðüôå
ôï m åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý R (âë. ðñüôáóç 2.5.2). ¤

2.5.23 Ðáñáäåßãìáôá. ÕðÜñ·ïõí, âåâáßùò, ðñþôá éäåþäç, ôá ïðïßá äåí åßíáé ìå-
ãéóôéêÜ. Äýï óôïé·åéþäç ðáñáäåßãìáôá åßíáé ôá åîÞò:

(i) Óôïí äáêôýëéï Z ôùí áêåñáßùí ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0} åßíáé ðñþôï, áëëÜ
äåí åßíáé ìåãéóôéêü, äéüôé

{0} $ nZ $ Z, ∀n ∈ Zr{0, 1}.

Ùóôüóï, üðùò èá äïýìå óôçí ðñüôáóç 2.5.25, ôá ëïéðÜ ðñþôá éäåþäç ôïý Z åßíáé
ìåãéóôéêÜ.

(ii) ÅðåéäÞ ïZ äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ôï éäåþäåò I = Z×{0} = { (k, 0) | k ∈ Z}
ôïý Z× Z åßíáé ðñïöáíþò ðñþôï. Ùóôüóï, äåí åßíáé êáé ìåãéóôéêü, äéüôé

I $ Z× 2Z $ Z× Z.
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2.5.24 Óçìåßùóç. Ç óõíèÞêç RR = R åßíáé áíáãêáßá ãéá íá éó·ýåé ôï èåþñçìá
2.5.22. ÅÜí, åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñÞóïõìå ôï éäåþäåò m = h4i ôïý äáêôõëßïõ 2Z
ôùí áñôßùí áêåñáßùí, ôüôå ôï m åßíáé ìåãéóôéêü (âë. åäÜöéï 2.5.9) áëëÜ äåí åßíáé
ðñþôï, êáèüóïí Ý·ïõìå 2 · 6 ∈ m, ðáñüôé 2 /∈ m êáé 6 /∈ m.

2.5.25 Ðñüôáóç. (ÌåãéóôéêÜ éäåþäç ôïý Z.) Ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí
ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí áðáñôßæåôáé áðü ôá êýñéá éäåþäç ôÞò
ìïñöÞò hpi , üðïõ p êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò.

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôá åäÜöéá 2.5.4, 2.5.22 êáé 2.5.23
(i), ôï óýíïëï ôùí ìåãéóôéêþí éäåùäþí ôïý äáêôõëßïõZ ðåñéÝ·åôáé óôï óýíïëï ôùí
êõñßùí éäåùäþí ôÞò ìïñöÞò hpi , üðïõ p êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò. Áñêåß ëïéðüí íá
äåé·èåß ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôï éäåþäåò hpi , üðïõ p
ôõ·þí ðñþôïò áñéèìüò, êáé õðïèÝôïõìå üôé ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z, ãéá ôï
ïðïßï éó·ýåé hpi $ n ⊆ Z. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.2.6, n = hni , üðïõ n êáôÜëëçëïò
öõóéêüò áñéèìüò. Ðñïöáíþò,

p ∈ n = hni⇒ ∃k ∈ N : p = kn⇒ åßôå [k = p, n = 1] åßôå [k = 1, n = p].

Ôï äåýôåñï åíäå·üìåíï áðïêëåßåôáé, êáèüóïí hpi $ n.¢ñá n = 1, áð' üðïõ Ýðåôáé
üôé n = h1i = Z. Áõôü óçìáßíåé üôé ôï êýñéï éäåþäåò hpi åßíáé ìåãéóôéêü. ¤

2.6 ÐÇËÉÊÏÄÁÊÔÕËÉÏÉ

¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò ôïõ. ÅðåéäÞ ç ðñïóèåôéêÞ
ïìÜäá (R,+) åßíáé áâåëéáíÞ, ôï æåýãïò (I,+) áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç ðñïóèåôéêÞ
õðïïìÜäá ôçò. ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé ìéá êáëþò ïñéóìÝíç ïìÜäá ðçëßêùíR/I ìå ðñü-
óèåóç10:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I , ãéá êÜèå a, b ∈ R. (2.5)

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï 0R/I ôÞò (R/I,+) åßíáé ðñïöáíþò ôï 0R + I = I. ÅîÜëëïõ,
ãéá êÜèå a, b ∈ R, Ý·ïõìå

a+ I = b+ I ⇐⇒ a− b ∈ I.

2.6.1 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò áõôïý. Ôüôå ç
ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá ðçëßêùí R/I ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ
üôáí ãéá êÜèå a, b ∈ I ïñßóïõìå ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» :

(a+ I) (b+ I) := (ab) + I . (2.6)

10a+ I := {a+ r| r ∈ I} , ∀a ∈ R.
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Áðïäåéîç. Ç ðñÜîç ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» (2.6) åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç. ÐñÜã-
ìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé a+ I = a0 + I, b+ I = b0 + I, ãéá êÜðïéá a, a0, b, b0 ∈ R,
ôüôå a0 = a+ r êáé b0 = b+ s, ãéá êÜðïéá r, s ∈ I. ÅðïìÝíùò,

a0b0 = (a+ r)(b+ s) = ab+ as+ rb+ rs =⇒ a0b0 − ab = as+ rb+ rs ∈ I,

áð' üðïõ óõíÜãïõìå üôé ab + I = a0b0 + I. ÅðéðñïóèÝôùò, ç åí ëüãù ðñÜîç (2.6)
åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, äéüôé

((a+ I) (b+ I)) (c+ I) = ((ab) + I) (c+ I) = (ab) c+ I

= a (bc) + I = (a+ I) ((bc) + I)

= (a+ I) ((b+ I) (c+ I)) ,

êáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç
(2.5), äéüôé

(a+ I) ((b+ I) + (c+ I)) = (a+ I) ( (b+ c) + I)

= a(b+ c) + I = (ab+ ac) + I

= (ab+ I) + (ac+ I)

= ((a+ I) (b+ I)) + ((a+ I) (c+ I))

êáé

((a+ I) + (b+ I)) (c+ I) = ( (a+ b) + I) (c+ I)

= (a+ b)c+ I = (ac+ bc) + I

= ((ac) + I) + ((bc) + I)

= ((a+ I) (c+ I)) + ((b+ I) (c+ I)) ,

ãéá ïéáäÞðïôå a, b, c ∈ R. ¤

2.6.2 Ïñéóìüò. Ï äáêôýëéïò R/I ïíïìÜæåôáé ðçëéêïäáêôýëéïò (Þ äáêôýëéïò êëÜ-
óåùí õðïëïßðùí) ôïý R ùò ðñïò ôï I.

2.6.3 Ðñüôáóç. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå êáé ï R/I åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(ii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï R/I Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êáé
ìÜëéóôá 1R/I = 1R + I.

(iii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé a ∈ R×, ôüôå a + I ∈ (R/I)× , êáé
ìÜëéóôá (a+ I)−1 = a−1 + I.

(iv) ÅÜí a ∈ R, ôüôå a+ I ∈ Nil(R/I)⇐⇒ ∃n ∈ N : an ∈ I.

(v) ÅÜí a ∈ R, ôüôå ôï a + I åßíáé ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ
R/I ⇐⇒ a2 − a ∈ I.
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Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå ãéá êÜèå a, b ∈ R Ý·ïõìå

(a+ I)(b+ I) = (ab) + I = (ba) + I = (b+ I)(a+ I).

(ii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ãéá êÜèå a ∈ R Ý·ïõìå

(a+ I)(1R + I) = (a · 1R) + I = a+ I = (1R · a) + I = (1R + I)(a+ I).

(iii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé a ∈ R×, ôüôå 1R/I = 1R + I êáé õðÜñ·åé
ôï áíôßóôñïöü a−1 ôïý a, ïðüôå

(a+ I)(a−1 + I) = (a · a−1) + I = 1R + I

= (a−1 · a) + I = (a−1 + I)(a+ I).

(iv) ÅÜí a ∈ R, ôüôå

a+ I ∈ Nil(R/I)⇐⇒ ∃n ∈ N : (a+ I)n = 0R/I = I

⇐⇒ ∃n ∈ N : an + I = I ⇐⇒ ∃n ∈ N : an ∈ I.

(v) ¸óôù a ∈ R. Tï a + I åßíáé ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I

åÜí êáé ìüíïí åÜí

(a+ I)2 + ((−a) + I) = 0R/I = I ⇐⇒
¡
a2 + I

¢
+ ((−a) + I) = I

⇐⇒
¡
a2 − a

¢
+ I = I ⇐⇒ a2 − a ∈ I,

ïðüôå êáé áõôÞ ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ åßíáé áëçèÞò. ¤

2.6.4 Èåþñçìá. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé ôï p Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) p $ R êáé ôo p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý R.

(ii) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. Ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p åßíáé ìåôáèåôéêüò ìå ôï 0R + p ùò ìçäåíéêü
êáé ôï 1R + p ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï.

(i)⇒(ii): ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý R, ôüôå 1R + p 6= p áöïý p $ R.
Ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ R, ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôá (a+ p) (b+ p) = p, Ý·ïõìå

ab+ p = p⇒ ab ∈ p =⇒ [åßôå a ∈ p åßôå b ∈ p]⇒ [åßôå a+ p = p åßôå b+ p = p] .

¢ñá ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii)⇒(i): ÅÜí ï R/p åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå 1R + p 6= 0R + p, áð' üðïõ Ýðåôáé
üôé 1R /∈ p =⇒ p $ R. ÅÜí ôþñá a, b ∈ R êáé ab ∈ p, Ý·ïõìå

ab+ p = p =⇒ (a+ p) (b+ p) = p.
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ÅðåéäÞ ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò, áðü ôçí ôåëåõôáßá
áõôÞ éóüôçôá óõíÜãïõìå üôé

[åßôå a+ p = p åßôå b+ p = p] =⇒ [åßôå a ∈ p åßôå b ∈ p] ,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõR âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 2.5.2. ¤

2.6.5 Ðüñéóìá. ¸óôù m Ýíá éäåþäåò åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ R ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí ôï m åßíáé ìåãéóôéêü êáé ï R ìåôáèåôéêüò, ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/m
åßíáé óþìá.

(ii) ÅÜí ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/m åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò (=óôñåâëü óþìá ),
ôüôå ôï m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò.

Áðïäåéîç. (i) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.5.22, ôï m, üíôáò åî õðïèÝóåùò ìåãé-
óôéêü, èá åßíáé êáé ðñþôï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ R. Óõíåðþò, âÜóåé ôïý èåùñÞ-
ìáôïò 2.6.4, ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/m åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Áñêåß ëïéðüí íá
äåßîïõìå ôçí ýðáñîç ðïëëáðëáóéáóôéêïý áíôéóôñüöïõ (åíôüò ôïýR/m) ãéá ïéïäÞ-
ðïôå óôïé·åßï a+m ∈ R/m, ìå a ∈ Rrm. ÅðåéäÞ ôïm åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò
ôïý R, ãéá ïéïäÞðïôå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï a+m ôïý R/m Ý·ïõìå

m $ m+ hai ⊆ R =⇒ m+ hai = R

R ìåôáèåôéêüò

¾
=⇒ [∃r ∈ R, b ∈ m : 1R = b+ ra] .

ÅðïìÝíùò, 1R − ra = b ∈ m, ïðüôå

1R +m = (ra+ b) +m = ra+m = (r +m) (a+m) ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï r +m åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï ôïý a+m. ¢ñá
ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/m åßíáé óþìá.

(ii) ÅÜí ï ðçëéêïäáêôýëéïòR/m åßíáé äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò, ðáñáôçñïýìå åí ðñþ-
ôïéò üôé

1R +m 6= 0R +m =⇒ 1R /∈ m =⇒ m $ R.

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïõìå üôé ôï n åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R ìå m $ n ⊆ R. ¸óôù
ôõ·üí a ∈ nrm. Åî õðïèÝóåùò ôï a+m Ý·åé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï, áò ôï
ðïýìå b+m, åíôüò ôïý R/m. Óõíåðþò,

(a+m) (b+m) = ab+m = 1R +m =⇒ ab− 1R =: c ∈ m $ n,

êáé

a ∈ n =⇒ ab ∈ n
c ∈ n

¾
=⇒ c− ab = 1R ∈ n =⇒ n = R.

¢ñá ôï m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R. ¤
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2.6.6 Óçìåßùóç. Ôï 2.6.5 (i) äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò ãéá äáêôõëßïõò ·ùñßò ìï-
íáäéáßï óôïé·åßï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï (ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò ôùí áñôßùí áêå-
ñáßùí 2Z ðåñéÝ·åé ôï ìåãéóôéêü éäåþäåò m = h4i , ·ùñßò -üìùò- ï áíôßóôïé·ïò ðç-
ëéêïäáêôýëéïò 2Z/m íá åßíáé óþìá Þ áêüìç êáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÐñÜãìáôé° åíôüò
ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ õðÜñ·ïõí ìçäåíïäéáéñÝôåò, üðùò ð.·. ôï óôïé·åßï 2+m 6= m,
áöïý éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

(2 +m) (2 +m) = 4 +m = m = 02Z/m .

2.7 ÔÏÐÉÊÏÉ ÄÁÊÔÕËÉÏÉ

2.7.1 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï êáé Ýóôù

mR := RrR×.

Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) a− b ∈ mR ãéá êÜèå a, b ∈ mR .

(ii) Ôï mR åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R.

(iii) Ôï mR åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R.

(iv) Ãéá êÜèå a ∈ R Ý·ïõìå åßôå a ∈ R× åßôå 1R − a ∈ R×.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii): Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá a ∈ m
R êáé r ∈ R. Áñêåß íá

áðïäåßîïõìå üôé ra ∈ mR . ÅÜí åß·áìå ra /∈ mR , ôüôå ra ∈ R×, ïðüôå èá õðÞñ·å
b ∈ R ìå (ra)b = a(rb) = 1R. Ôïýôï èá óÞìáéíå üôé a ∈ R×. ¢ôïðï! ¢ñá ra ∈ m

R
.

(ii)⇒(iii): Ëüãù ôïý (ii) ôïý ðïñßóìáôïò 2.6.5 áñêåß ðñïò ôïýôï íá äåé·èåß üôé ï
ðçëéêïäáêôýëéïò R/mR åßíáé óþìá. ÌÜëéóôá, åðåéäÞ

R/mR =
©
r +mR | r ∈ R× ∪ {0R}

ª
,

åßíáé áñêåôü íá äåé·èåß üôé r+mR ∈ (R/mR)
× ãéá êÜèå r ∈ R×. Ôïýôï Ýðåôáé áðü

ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.6.3.

(iii)⇒(iv): ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï a ∈ R. ÅÜí ßó·õå a ∈ m
R êáé 1R − a ∈ mR , ôüôå

èá êáôáëÞãáìå óôçí áíôßöáóç: a+ (1R − a) = 1R ∈ mR =⇒ mR = R.

(iv)⇒(i): Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí a, b ∈ mR ìå a− b /∈ mR . Ôüôå a− b ∈ R×,

ïðüôå ∃c ∈ R : (a− b) c = ac + (−bc) = 1R. Åî õðïèÝóåùò, åßôå ac ∈ R× åßôå
−bc ∈ R×. ÅÜí ac ∈ R×, ôüôå

a = a · 1R = (ac) (a− b)

ac ∈ R×

a− b ∈ R×

⎫⎬⎭ =⇒ a ∈ R×.

¢ôïðï! Áíáëüãùò, êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï åÜí õðïèÝóïõìå üôé −bc ∈ R×. ¤
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2.7.2 Ïñéóìüò. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò R ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï, ï ïðïßïò ðëçñïß ìßá (êáé, êáô' åðÝêôáóéí, êáé ôéò ôÝóóåñåéò) åê ôùí óõíèçêþí
(i)-(iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1, ïíïìÜæåôáé ôïðéêüò äáêôýëéïò.

2.7.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå óþìá K åßíáé Ýíáò ôïðéêüò äáêôýëéïò, äéüôé ôï
KrK× = {0K} åßíáé éäåþäåò ôïõ.
(ii) Ï äáêôýëéïò

Zhpi :=
n
r ∈ Q | r = a

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b

o
ôùí p-áäéêþí êëáóìÜôùí (üðïõ p ðñþôïò, âë. Üóêçóç 1-11, óåë. 32) åßíáé ôïðéêüò
äáêôýëéïò, êáèüôé ôï (êýñéï) éäåþäåò

ZhpirZ×hpi = pZhpi

åßíáé ìåãéóôéêü (ïðüôå ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1). ÐñÜãìáôé°
åÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Zhpi ìå pZhpi $ I, ôüôå

∃r ∈ I : r /∈ pZhpi =⇒ r =
a

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1, p - a, p - b.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, 1r ∈ Zhpi =⇒
1
r r = 1 ∈ I =⇒ I = Zhpi.

(iii) Ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí áñéèìþí äåí åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò, äéüôé ôï
óýíïëï ZrZ× = Zr{± 1} (åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò
áêåñáßùí) äåí åßíáé ïýôå êáí õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Z,+), ìå áðïôÝëåóìá íá ìçí
éêáíïðïéåßôáé ç óõíèÞêç (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1.

(iv) ¸óôùK Ýíá óþìá. Ôüôå ï äáêôýëéïòK [X] ôùí ðïëõùíýìùí ìéáò ìåôáâëçôÞò
ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü áõôü äåí åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò, äéüôé ôï óýíïëï

K [X]rK [X]× = {0K[X]} ∪ {f (X) ∈ K[X] | deg(f(X)) ≥ 1}

(åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóèÝóåùò ðïëõùíýìùí áíçêüíôùí
óôïíK [X]) äåí åßíáé ïýôå êáí õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (K [X] ,+). ÁíôéèÝôùò, ï äá-
êôýëéïò äáêôýëéïò K[[X]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìéáò ìåôáâëçôÞò ìå óõíôå-
ëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï K åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò. ÐñÜãìáôé° Ýíá óôïé·åßï
ôïýK[[X]] åßíáé áíôéóôñÝøéìï üôáí ï óôáèåñüò ôïõ üñïò åßíáé 6= 0K . ÅðïìÝíùò, ôï
óýíïëïK[[X]]rK[[X]]× áðáñôßæåôáé áðü åêåßíåò ôéò åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò, ï óôá-
èåñüò üñïò ôùí ïðïßùí åßíáé = 0K (âë. ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.9), êáé éóïýôáé
ìå

K[[X]]rK[[X]]× =

(
f (X) =

∞X
i=0

aiX
i ∈ K[[X]]

¯̄̄̄
¯ a0 = 0K

)
= hXi
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Þôïé ìå ôï éäåþäåò ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï X. (¢ñá ç óõíèÞêç (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò
2.7.1 éêáíïðïéåßôáé êáé ôï hXi åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý K[[X]]).
Ãåíéêüôåñá, ï äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí n ìåôáâëçôþí X1, . . . ,Xn ìå
óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïK åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò, êáèüôé

K[[X1, . . . ,Xn]]rK[[X1, . . . ,Xn]]× = hX1, . . . ,Xni .

2.7.4 Ðüñéóìá. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò R ìå ìïíáäéáßï óôïé-
·åßï åßíáé ôïðéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí äéáèÝôåé Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôéêü éäåþäåò
(Þôïé ôï mR).

Áðïäåéîç. ÕðïèÝôïõìå åí ðñþôïéò üôé ï R åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò êáé üôé ôï m
åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü ôïõ éäåþäåò. ÅðåéäÞ åî ïñéóìïý m $ R, ôï m äåí ðåñéÝ·åé
êáíÝíá áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý R. ¢ñá m ⊆ mR $ R. ÊáôÜ ôïí ïñéóìü 2.7.2
êáé ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.7.1 ôï mR

åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R. ÊáôÜ
óõíÝðåéáí, m = mR

.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ï R åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèå-
ôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðåñéÝ·ùí Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôéêü éäåþäåò
m êáé åÜí mR := RrR×, ôüôå ãéá êÜèå a ∈ mR Ý·ïõìå hai $ R (äéüôé ðñïöáíþò
a /∈ R× =⇒ 1R /∈ hai). Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.5.20 ôï éäåþäåò hai ïöåßëåé íá
ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R.¼ìùò åî õðïèÝóåùò ôï m åßíáé ôï
ìüíï ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïý R. ¢ñá

hai ⊆ m $ R =⇒ a ∈ m =⇒ mR ⊆ m $ R.

ÅÜí õðÞñ·å b ∈ mrm
R
, ôüôå èá åß·áìå b ∈ R×∩m, ðñÜãìá Üôïðï, êáèüóïí éó·ýåé

m $ R =⇒ R× ∩m = ∅. ¢ñá ôåëéêþò ôï mR = m åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò êáé ï R
ôïðéêüò äáêôýëéïò. ¤

2.7.5 Óçìåßùóç. (i) Åîáéôßáò ôïý ðïñßóìáôïò 2.7.4 ðïëëïß óõããñáöåßò ïñßæïõí
ôïõò ôïðéêïýò äáêôõëßïõò ùò «åêåßíïõò ôïõò ìç ôåôñéììÝíïõò ìåôáèåôéêïýò äá-
êôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ðïõ äéáèÝôïõí Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôéêü éäåþäåò»°
åßèéóôáé, ìÜëéóôá, ç áíáöïñÜ óå êÜðïéïí óõãêåêñéìÝíï ôïðéêü äáêôýëéï íá óõíï-
äåýåôáé áðü ôçí ôáõôü·ñïíç ðáñÜèåóç ôïý åí ëüãù éäåþäïõò ôïõ.

(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ôïðéêüò äáêôýëéïò, ôüôå ôï éäåþäåò mR åßíáé ôï ìÝãéóôï
óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ SR ôùí ãíçóßùí éäåùäþí ôïý R ùò ðñïò ôç ó·Ýóç åãêëåé-
óìïý ‘‘⊆'' (âë. 2.5.13 (i) êáé 2.5.19 (i)).

2.7.6 Ðñüôáóç. Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéïõäÞðïôå ôïðéêïý äáêôõëßïõ éóïýôáé åßôå ìå
0 åßôå ìå pν , üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò êáé ν ∈ N.
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Áðïäåéîç. ¸óôù R ôõ·þí ôïðéêüò äáêôýëéïò ìå ·áñ(R) = n > 0. Ðñïöáíþò,
n ≥ 2 (áöïý ï R åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò). Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí ðñþôïé
áñéèìïß p, q ìå p | n, q | n êáé p 6= q. Ðáñáôçñïýìå üôé

p | n⇒ ∃k ∈ N : n = kp

⇒ 0 = n · 1R = k(p · 1R)⇒ p · 1R ∈ Zdv (R) ⊆ RrR× =: mR

(âë. ðñïôÜóåéò 1.4.3 êáé 1.2.17). Êáô' áíáëïãßáí, áðïäåéêíýåôáé üôé q · 1R ∈ mR
.

ÅðåéäÞ ìêä(p, q) = 1, èá õðÜñ·ïõí s, t ∈ Z : sp+ tq = 1, ïðüôå

1R = (sp+ tq) · 1R = s(p · 1R) + t(q · 1R)
s ∈ Z, p · 1R ∈ mR

⇒ s(p · 1R) ∈ mR

t ∈ Z, q · 1R ∈ mR ⇒ t(q · 1R) ∈ mR

⎫⎬⎭⇒ 1R ∈ mR ⇒ mR = R.

¢ôïðï! ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí ðñþôïò áñéèìüò p ðïõ äéáéñåß
ôïí n, ïðüôå ï n éóïýôáé êáô' áíÜãêçí ìå pν , üðïõ ν ∈ N. ¤

ÁóêÞóåéò

2-1. ¸óôù (R,+, ·) ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù ∅ 6= X ⊆ R. Ôï óýíïëï

AnnR(X)á := {r ∈ R |ra = 0R,∀a ∈ X }

êáëåßôáé áñéóôåñüò ìçäåíéóôÞò ôïýX åíôüò ôïý R êáé ôï óýíïëï

AnnR(X)ä := {r ∈ R |ar = 0R,∀a ∈ X }

äåîéüò ìçäåíéóôÞò ôïý X åíôüò ôïý R.¼ôáí ï äáêôýëéïò åßíáé ìåôáèåôéêüò,
ôüôå áõôÜ ôá äýï óýíïëá ôáõôßæïíôáé. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ôï ïñéóèÝí
óýíïëï êáëåßôáé áðëþò ìçäåíéóôÞò ôïý X åíôüò ôïý R êáé óõìâïëßæåôáé ùò
AnnR(X). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To AnnR(X)á åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý R.

(ii) Ôï AnnR(X)ä åßíáé Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý R.

(iii) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý R, ôüôå ôï AnnR(I)á åßíáé Ýíá
éäåþäåò ôïý R.

(iv) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïýR, ôüôå ôï AnnR(I)ä åßíáé Ýíá éäåþ-
äåò ôïý R.

(v) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôüôå áìöüôåñá ôá AnnR(I)á êáé
AnnR(I)ä åßíáé éäåþäç ôïý R.

(vi) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå AnnR(R)á = AnnR(R)ä = {0R}.
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2-2. ÅÜí ôo I åßíáé Ýíá äåîéü êáé ôï J Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R,

ôÝôïéá þóôå I ∩ J = {0R}, íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

ab = 0, ∀ (a, b) ∈ I × J.

2-3. ÅÜí ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R ìå I ⊆ J, íá áðïäåé·èåß üôé
ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý J.

2-4. ¸óôù

R :=
n a

b
∈ Q

¯̄̄
(a, b) ∈ Z× (Zr{0}) ìå ìêä (a, b) = 1 êáé b ≡ 1(mod 2)

o
êáé Ýóôù

I :=
n a

b
∈ R

¯̄̄
a ≡ 0(mod 2)

o
.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôïR åßíáé ìéá õðïðåñéï·Þ ôïý óþìáôïòQ ç ïðïßá äåí åß-
íáé õðüóùìá áõôïý. Êáôüðéí ôïýôïõ, íá áðïäåé·èåß üôé ôï I åßíáé Ýíá éäåþ-
äåò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò R ôï ïðïßï äåí åßíáé éäåþäåò ôïý Q.

2-5. ÅÜí ç {In}n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ R ìå

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · · ,

íá áðïäåé·èåß üôé ç Ýíùóç I :=
∞S
j=1

Ij áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R.

2-6. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï Nil(R) ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí åíüò ìå-
ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R. Åí óõíå·åßá, íá äïèåß ðá-
ñÜäåéãìá ìç ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R, åíôüò ôïý ïðïßïõ ôï Nil(R) äåí åßíáé
éäåþäåò.

2-7. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

I :=

(
nX
i=0

aiX
i ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯n ∈ N0, a0 ≡ 0(mod 2)

)

åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z[X] ðïõ äåí åßíáé êýñéï.

2-8. ¸óôù üôé ï m åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 5 ìå
√
m /∈ Z êáé üôé ï p

åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:
p < m, p | m+ 1, p2 - m+ 1. ÅÜí

R :=

½µ
a b

√
m

−b
√
m a

¶
∈Mat2×2(R)

¯̄̄̄
a, b ∈ Z

¾
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êáé

Jp :=

½µ
x (py + x)

√
m

− (py + x)
√
m x

¶
∈Mat2×2(R)

¯̄̄̄
x, y ∈ Z

¾
,

íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Tï óýíïëï R áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü õðïäáêôýëéï ôïý Mat2×2(R) ìå
ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1R = 1Mat2×2(R) (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò).

(ii) O R åßíáé (óõí ôïéò Üëëïéò) êáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Ôï óýíïëï Jp åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R.

(iv) Ôï Jp äåí åßíáé êýñéï éäåþäåò.

2-9. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Eíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[
√
−5] éó·ýïõí ïé éóüôçôåò­

2, 1 +
√
−5
®
=
­
2,−1−

√
−5
®
=
­
2, 1−

√
−5
®
.

(ii) Eíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[
√
2] éó·ýåé ç éóüôçôáD

2 +
√
2
E
+
D
6 +
√
2
E
=
D√
2
E
.

(ii) Eíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z[
√
2] éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

I + J =
D
3,
√
2
E
, IJ =

D√
2
E
,

üðïõ

I :=
D
3 +
√
2, 3−

√
2
E
, J :=

D
2 +
√
2, 2−

√
2
E
.

2-10. ÅÜí ôá I êáé J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R, íá áðïäåé·èåß ç áìöß-
ðëåõñç óõíåðáãùãÞ

I + J = J ⇐⇒ I ⊆ J.

2-11. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí
a1, . . . , ak, b1, . . . , bl ∈ R, üðïõ k, l ∈ N, íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç óõ-
íåðáãùãÞ

ha1, . . . , aki ⊆ hb1, . . . , bli⇐⇒ [aj ∈ hb1, . . . , bli , ∀j ∈ {1, . . . , k}].

2-12. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôï a ∈ R ôáõôïäýíáìï (âë.
Üóêçóç 1-28), íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

Ra ∩Rb = Rab, ∀b ∈ R.
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2-13. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï,
åíôüò ôïý ïðïßïõ õðÜñ·ïõí a, b ∈ R, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ab = 0R. Õðïôé-
èåìÝíïõ üôé ôï éäåþäåòRa+Rb ðåñéÝ·åé ìç ìçäåíïäéáéñÝôåò, íá áðïäåé·èåß
üôé Ra ∩Rb = {0R} êáé üôé ôï a+ b äåí åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôçò åíôüò ôïý R.

2-14. ÅÜí ôá I êáé J åßíáé äõï äåîéÜ (Þ äõï áñéóôåñÜ) éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R,
ôüôå äåí éó·ýåé êáô' áíÜãêçí ç éóüôçôá I J = J I. Íá åðáëçèåõèåß áõôüò ï
éó·õñéóìüò ìÝóù ôÞò ðáñï·Þò êáôáëëÞëïõ ðáñáäåßãìáôïò.

2-15. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéïõäÞðïôå áðëïý äáêôõëßïõ R åßíáé
åßôå ìçäÝí åßôå Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

2-16. ¸óôù R ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù n ∈ N. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý R, ôüôå ï äáêôýëéïò Matn×n(I)
åßíáé Ýíá áñéóôåñü éäåþäåò ôïý Matn×n(R).

(ii) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïýR, ôüôå ï äáêôýëéïòMatn×n(I) åßíáé
Ýíá äåîéü éäåþäåò ôïý Matn×n(R).

(iii) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýR, ôüôå ï äáêôýëéïò Matn×n(I) åßíáé Ýíá
éäåþäåò ôïý Matn×n(R).

(iv) Ïé áðåéêïíßóåéò(
áñéóôåñÜ éäåþäç

ôïý R

)
3 I 7−→ Φá (I) :=Matn×n(I) ∈

(
áñéóôåñÜ éäåþäç
ôïý Matn×n(R)

)
,

(
äåîéÜ éäåþäç

ôïý R

)
3 I 7−→ Φä (I) :=Matn×n(I) ∈

(
äåîéÜ éäåþäç

ôïý Matn×n(R)

)
êáé

{éäåþäç ôïý R} 3 I 7−→ Φ (I) :=Matn×n(I) ∈ {éäåþäç ôïý Matn×n(R)}

åßíáé åíñéðôéêÝò êáé äéáôçñïýí ôç ó·Ýóç åãêëåéóìïý, äçë. ãéá ïéáäÞðïôå
áñéóôåñÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, äåîéÜ/áìößðëåõñá) éäåþäç I, I 0 ôïý R ìå I ⊆ I 0

Ý·ïõìå Φá (I) ⊆ Φá (I
0) (êáé áíôéóôïß·ùò, Φä (I) ⊆ Φä (I

0) / Φ (I) ⊆ Φ (I 0)).
(v) Ïé áðåéêïíßóåéò Φá êáé Φä äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéññéðôéêÝò (áêüìç
êáé üôáí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï).

(vi) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ç Φ åßíáé áìöéññéðôéêÞ áðåéêü-
íéóç.

(vii) ¼ôáí ïR äåí Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ç Φ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéñ-
ñéðôéêÞ.
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2-17. ¸óôùR Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù n ∈ N. ÅÜí ôá I1, I2
åßíáé äõï éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò éóüôçôåò:

(i) Matn×n(I1 ∩ I2) =Matn×n(I1)∩Matn×n(I2).

(ii) Matn×n(I1 + I2) =Matn×n(I1)+Matn×n(I2).

(iii) Matn×n(I1I2) =Matn×n(I1)Matn×n(I2).

(Ùò åê ôïýôïõ, ç áìößññéøçΦ ç ïñéóèåßóá óôçí Üóêçóç 2-16 äéáôçñåß ôïìÝò,
áèñïßóìáôá êáé ãéíüìåíá éäåùäþí ôïý R.)

2-18. ¸óôù R ôõ·þí äáêôýëéïò êáé Ýóôù n ∈ N, n ≥ 2.¸íáò ðßíáêáò

A = (aij)1≤i,j≤n ∈Matn×n (R)

êáëåßôáé Üíù ôñéãùíéêüò (êáé áíôéóôïß·ùò, êÜôù ôñéãùíéêüò) üôáí aij = 0R
ãéá i > j (êáé áíôéóôïß·ùò, ãéá i < j), êáé áõóôçñþò Üíù ôñéãùíéêüò (êáé
áíôéóôïß·ùò, áõóôçñþò êÜôù ôñéãùíéêüò) üôáí aij = 0R ãéá i ≥ j (êáé áíôé-
óôïß·ùò, ãéá i ≤ j). Óõìâïëßæïõìå ùò UTn×n (R) , LTn×n (R) , SUTn×n (R)
êáé LUTn×n (R) ôá óýíïëá ôùí Üíù, êÜôù, áõóôçñþò Üíù êáé áõóôçñþò
êÜôù ðéíÜêùí ðïõ áíÞêïõí óôï Matn×n (R) . Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÔáUTn×n (R) ,LTn×n (R) , SUTn×n (R) êáé LUTn×n (R) áðïôåëïýí õðï-
äáêôõëßïõò ôïý äáêôõëßïõ Matn×n (R) .

(ii) Ôï SUTn×n (R) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ UTn×n (R) .

(iii) Ôï LUTn×n (R) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ LTn×n (R) .

(iv) ÊÜèå ðßíáêáòA ∈ SUTn×n (R)∩ SLTn×n (R) åßíáé ìçäåíïäýíáìïò (êáé
ìÜëéóôá éó·ýåé, éäéáéôÝñùò, ç éóüôçôáAn = 0Matn×n(R)).

(v) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå

UTn×n (R)
× =

©
A = (aij)1≤i,j≤n ∈ UTn×n (R)

¯̄
aii ∈ R× ,∀i ∈ {1, . . . , n}

ª
êáé, êáô' áíáëïãßáí,

LTn×n (R)
× =

©
A = (aij)1≤i,j≤n ∈ LTn×n (R)

¯̄
aii ∈ R× ,∀i ∈ {1, . . . , n}

ª
.

2-19. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò ìå-
ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R, íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

(I1 · · · In)κ = Iκ1 · · · Iκn , ∀κ ∈ N.

2-20. ¸óôù üôé ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
ÅÜí I + J = R, íá áðïäåé·èåß üôé Im + Jn = R ãéá ïéïõóäÞðïôåm,n ∈ N.
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2-21. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò ìå-
ôáèåôéêïý äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ii + Ji = R ãéá êÜèå
i ∈ {1, . . . , n}, üðïõ Ji :=

T
{Ij | j ∈ {1, . . . , n}r{i}} , íá áðïäåé·èïýí ïé

éóüôçôåò

Iκ1 ∩ · · · ∩ Iκn = (I1 · · · In)
κ
= (I1 ∩ · · · ∩ In)κ , ∀κ ∈ N.

2-22. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôá I1, I2, I3 ôñßá éäåþäç
ôïõ. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) I1 ⊆ I2 =⇒ I1 : I3 ⊆ I2 : I3 êáé I3 : I1 ⊇ I3 : I2,

(ii) I1 : In+12 = (I1 : I
n
2 ) : I2 = (I1 : I2) : I

n
2 , ∀n ∈ N,

(iii) I1 : I2 = I1 : (I1 + I2) .

(iv) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå I2 ⊆ I1 ⇐⇒ I1 : I2 = R.

2-23. ÅÜí ïR åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôï I Ýíá éäåþäåò ôïõ, ïñßæïõìå
ôï óýíïëï

Rad(I) := {a ∈ R | am ∈ I ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï m}

ùò ôï ñéæéêü ôïý I. ÅÜí ôá I, J óõìâïëßæïõí éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé·èïýí
ôá åîÞò:

(i) Ôï Rad(I) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R êáé I ⊆ Rad(I) .

(ii) In ⊆ J, ãéá êÜðïéïí n ∈ N =⇒ Rad(I) ⊆ Rad(J) ,

(iii) Rad(Rad(I)) = Rad(I) ,

(iv) Rad
¡
Ik
¢
= Rad(I) ,∀k ∈ N,

(v) Rad(I)+ Rad(J) ⊆ Rad(Rad(I)+ Rad(J)) = Rad(I + J) ,

(vi) Rad(I)∩ Rad(J) = Rad(I ∩ J) = Rad(I J) ,

(vii) Rad(I)Rad(J) ⊆ Rad(I J) = Rad(Rad(I)Rad(J)),

(viii) Rad(I) : Rad(J) ⊇ Rad(I : J) .

(ix) I = Rad(I)⇐⇒ Nil(R/I) = {0R/I} (= {I}).

2-24. ¸óôù m ∈ N, m ≥ 2. ÅÜí m = pα11 · · · pαkk , k ∈ N, α1, . . . , αk ∈ N, åßíáé
ç ðáñÜóôáóç ôïý m ùò ãéíïìÝíïõ (êáôÜëëçëùí äõíÜìåùí) äéáêåêñéìÝíùí
ðñþôùí áñéèìþí p1, . . . , pk, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Nil(Zm) = {[0]m}⇔ α1 = · · · = αk = 1.

(ii) Ôï ñéæéêü ôïý êõñßïõ éäåþäïõò hmi ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí éóïý-
ôáé ìå

Rad (hmi) = Rad (h−mi) = hp1 · · · pki .
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2-25. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/I åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ab− ba ∈ I

ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ R.

(ii) Ï ðçëéêïäáêôýëéïòR/I Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ-
·åé êÜðïéï óôïé·åßï e ∈ R, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

ae− a ∈ I êáé ea− a ∈ I, ∀a ∈ R.

2-26. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Íá áðïäåé·èåß
üôé ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(i) Ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) Ôï ôåôñéììÝíï éäåþäåò {0R} ôïý R åßíáé ðñþôï éäåþäåò.

2-27. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï êýñéï éäåþäåò h(X− 1) (X− 2)i ôïý Q[X] äåí åßíáé
ðñþôï éäåþäåò.

2-28. Íá áðïäåé·èåß üôé ï ðçëéêïäáêôýëéïò Z2[X]/
­
X2 + 1

®
äåí åßíáé áêåñáßá ðå-

ñéï·Þ. (Ùò åê ôïýôïõ, ôï êýñéï éäåþäåò
­
X2 + 1

®
ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·ÞòZ2[X]

äåí åßíáé ðñþôï. Âë. èåþñçìá 2.6.4.)

2-29. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé Ýííïéåò ðñþôï êáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ïéïõäÞðïôå ðå-
ðåñáóìÝíïõ ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôáõôßæïíôáé.

2-30. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ôïý Boole (âë. Üóêçóç 1-4). Íá áðïäåé·èïýí ôá
åîÞò:

(i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò ôïý R åßíáé êýñéï éäåþäåò.

(ii) ¸óôù I Ýíá ìç ôåôñéììÝíï ãíÞóéï éäåþäåò ôïý R. Ôüôå ôï I åßíáé ðñþôï
åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ìåãéóôéêü.

2-31. ¸óôù M Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù (P (M) ,M,∩) ï äáêôýëéïò Boole ï
ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 1-7. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò ôïýP (M) åßíáé êýñéï.

(ii) ÊÜèå êýñéï éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ P (M) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ
P (M 0) , üðïõ ∅ 6=M 0 ⊆M.

(iii) ToP (Mr{x}) åßíáé ìåãéóôéêü éäåþäåò ôïýP (M) ãéá êÜèå x ∈M.

2-32. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ôá p1 êáé p2 åßíáé äõï ðñþôá éäåþäç ôïý R, ôüôå ç ôïìÞ p1 ∩ p2 åßíáé
ðñþôï éäåþäåò ôïý R⇐⇒ åßôå p1 ⊆ p2 åßôå p2 ⊆ p1.
(ii) ÅÜí ç {pn}n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ðñþôùí éäåùäþí ôïý R ìå

p1 ⊆ p2 ⊆ · · · ⊆ pn ⊆ pn+1 ⊆ · · · ,
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ôüôå ç Ýíùóç ôùí ìåëþí ôçò
∞S
j=1

pj áðïôåëåß Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý R.

(iii) ÅÜí ç {pn}n∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ðñþôùí éäåùäþí ôïý R ìå

p1 ⊇ p2 ⊇ · · · ⊇ pn ⊇ pn+1 ⊇ · · · ,

ôüôå ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ôçò
∞T
j=1

pj áðïôåëåß Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý R.

2-33. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù p Ýíá ðñþôï éäåþäåò áõôïý.
ÅÜí n ∈ N êáé åÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé·èïýí ïé áêü-
ëïõèåò óõíåðáãùãÝò:

(i) I1 · · · In ⊆ p⇐⇒ ∃j ∈ {1, . . . , n} : Ij ⊆ p.
(ii) p = I1 ∩ · · · ∩ In =⇒ ∃j ∈ {1, . . . , n} : p = Ij .

2-34. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò áõôïý. ÅÜí ôá

p1, . . . , pn, n ∈ N, åßíáé ðñþôá éäåþäç ôïý R, ôÝôïéá þóôå I ⊆
nS
i=1
pi, íá

áðïäåé·èåß üôé ∃j ∈ {1, . . . , n} : I ⊆ pj .

2-35. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ÅÜí ôá m1,m2 åßíáé äõï ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç ôïý R
êáé m1 6= m2, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) m1 +m2 = R.

(ii) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôåm1m2 = m1 ∩m2.

2-36. ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ùò ðñþôï öÜ-
óìá ôïý R ïñßæåôáé ôï óýíïëï üëùí ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý R, óõìâïëéæü-
ìåíï ùò Spec(R). Ãéá êÜèå éäåþäåò I ôïý R åéóÜãïõìå ôïí óõìâïëéóìü:

V(I) := {p ∈ Spec(R) | p ⊇ I } .

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Spec(R) = ∅⇐⇒ ï R åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

(ii) ÅÜí ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç ôïý R, ôüôå I ⊆ J =⇒ V(I) ⊇ V(J).
(iii)V(I) = ∅⇐⇒ I = R.

(iv)V({0R}) = Spec(R).

(v) ÅÜí n ∈ N êáé åÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç ôïý R, ôüôå

V(I1) ∪ · · · ∪V(In) = V(I1 · · · In) = V(I1 ∩ · · · ∩ In).
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(vi) ÅÜí ç {Iλ}λ∈Λ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá éäåùäþí ôïý R, ôüôå

T
λ∈Λ

V(Iλ) = V

µ¿ S
λ∈Λ

Iλ

À¶
.

[Óçìåßùóç : Åßíáé ðñüäçëï åê ôùí áíùôÝñù üôé ôï Spec(R) åöïäéÜæåôáé ìå
ìßá ôïðïëïãßá Ý·ïõóá ôá ìÝëç ôÞò ïéêïãåíåßáò {V(I) | I éäåþäåò ôïý R}ùò
êëåéóôÜ óýíïëá. Ç åí ëüãù ôïðïëïãßá êáëåßôáé ôïðïëïãßá Zariski åðß ôïý
Spec(R) êáé äéáäñáìáôßæåé óçìáíôéêü ñüëï óôç ÌåôáèåôéêÞ ¢ëãåâñá êáé
óôçí ÁëãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá.]

2-37. ¸óôùR Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ¸íá õðïóýíïëï
∅ 6= S ⊆ R êáëåßôáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü óýíïëï üôáí 1R ∈ S êáé
ab ∈ S ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ S. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí ôï S ⊆ R åßíáé Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü óýíïëï êáé ôï I Ýíá
éäåþäåò ôïý R ìå I ∩ S = ∅, ôüôå

∃p ∈ Spec(R) : p ⊇ I êáé p ∩ S = ∅.

[Õðüäåéîç : Íá åðáëçèåõèåß üôé ôï

({J | J éäåþäåò ôïý R ìå J ⊇ I êáé J ∩ S = ∅} ,⊆)

åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï êáé íá åöáñìïóèåß ôï ëÞììá 2.5.17 ôïý
Zorn.]

(ii) Ãéá êÜèå éäåþäåò I ôïý R éó·ýåé ç éóüôçôá

Rad (I) =
\
{p | p ∈ V(I)} .

ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá I = {0R},

Nil (R) = Rad ({0R}) =
\
{p | p ∈ Spec(R)} .

[Õðüäåéîç : Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôßóôñïöïõ åãêëåéóìïý ‘‘⊇'' íá õðïôåèåß
üôé õðÜñ·åé óôïé·åßï a ∈

T
{p | p ∈ V(I)} ìå a /∈Rad(I) êáé íá åöáñìïóèåß

ôï (i) ãéá ôï ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü óýíïëï S := {an | n ∈ N0 } , ïýôùò
þóôå íá ðñïêýøåé áíôßöáóç.]

2-38. ¸óôùR Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ôá I, J åßíáé
éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i)V(I) ⊆ V(J)⇐⇒ Rad(J) ⊇ Rad(I) .

(ii)V(I) = V(J)⇐⇒ Rad(I) = Rad(J) .

(iii)V(I) = Spec(R)⇐⇒ I ⊆ Nil(R) .
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2-39. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá ìüíá ôáõôïäýíáìá óôïé·åßá åíüò ôïðéêïý äáêôõëßïõR
åßíáé ôá 0R êáé 1R.

2-40. ¸óôù m ∈ N, m ≥ 2. Íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò Zm (ï ïñéóèåßò óôï
åäÜöéï 1.1.4 (iv)) åßíáé ôïðéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí m = pν , üðïõ p êÜðïéïò
ðñþôïò áñéèìüò êáé ν ∈ N.


