
ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

Äáêôýëéïé, áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò
êáé óþìáôá

ÇáëãåâñéêÞ äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ 1 êáèïñßæåôáé ìÝóù ôïý åöïäéáóìïý åíüò ìç êå-
íïý óõíüëïõ ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò. Ùò ðñïò ôçí ðñþôç åî áõôþí ôï èåùñïý-
ìåíï óýíïëï ïöåßëåé íá ó·çìáôßæåé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ° ùò ðñïò ôç äåýôåñç, ìéá
çìéïìÜäá. ÅðéðñïóèÝôùò, áðáéôåßôáé êáé ç éó·ýò ôùí åðéìåñéóôéêþí íüìùí ãéá ôïí
óõó·åôéóìü ôùí åí ëüãùðñÜîåùí. ÏéáêÝñáéåò ðåñéï·Ýò åßíáé åêåßíïé ïé ìç ôåôñéì-
ìÝíïé ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ïé ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí ìçäå-
íïäéáéñÝôåò. Ôá óþìáôá 2, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, óõãêñïôïýí ìéá åéäéêÞ õðïêëÜóç
ôÞò êëÜóåùò ôùí äáêôõëßùí° ðñüêåéôáé, ãéá íá áêñéâïëïãïýìå, ãéá ôçí õðïêëÜóç
åêåßíùí ôùí äéáéñåôéêþí äáêôõëßùí, ïé ïðïßïé óõìâáßíåé íá åßíáé -ôáõôï·ñüíùò-
êáé ìåôáèåôéêïß.

1.1 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÊÁÉ ÕÐÏÄÁÊÔÕËÉÏÉ

1.1.1 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò (R,+, ·) åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëïR åöïäéáóìÝíï
ìå äýï åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'', ðïõ êáëïýíôáé (êáé óõìâïëßæïíôáé ùò)ðñü-
óèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìüò, áíôéóôïß·ùò, ïýôùò þóôå

(i) ôï æåýãïò (R,+) íá åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá,
1Ç Ýííïéá ôïý äáêôõëßïõ åéóÞ·èç áðü ôïí David Hilbert (1862-1943) óôï ôÝëïò ôïý äåêÜôïõ åíÜôïõ áéþíá, áëëÜ ï
ôåëéêþò êáèéåñùèåßò (öïñìáëéóôéêüò) ïñéóìüò ôçò åìöáíßóèçêå ðåñß ôá ìÝóá ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1920.
2Ç åéóáãùãÞ ôïý üñïõ óþìá (ãåñì. Körper) ïöåßëåôáé óôïõò Leopold Kronecker (1823-1891) êáé Richard Dedekind
(1831-1916), áí êáé ç ôåëéêÞ åííïéïëüãçóÞ ôïõ (ðïõ åðåêñÜôçóå Ýêôïôå) áðïäßäåôáé óôïíHeinrichWeber (1842-1913).
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(ii) ôï æåýãïò (R, ·) íá åßíáé ìéá çìéïìÜäá, êáé

(iii) ç ‘‘·'' íá åßíáé ôüóïí åî áñéóôåñþí üóïí êáé åê äåîéþí åðéìåñéóôéêÞ ùò ðñïò
ôçí ‘‘+'', äçëáäÞ ãéá êÜèå a, b êáé c ∈ R íá éó·ýåé

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (a+ b) · c = a · c+ b · c .

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò (R,+) êáëåßôáé ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý R êáé
óçìåéþíåôáé ìå ôï 0R. ÅÜí ç çìéïìÜäá (R, ·) äéáèÝôåé ìïíáäéáßï (= ðïëëáðëá-
óéáóôéêþò ïõäÝôåñï) óôïé·åßï (óçìåéïýìåíï ùò 1R), äçëáäÞ åÜí ç (R, ·) åßíáé Ýíá
ìïíïåéäÝò, ôüôå êáé ï R êáëåßôáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

1.1.2 ÐáñáôÞñçóç. Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, ðïëëÝò öïñÝò áíôß ôïý a·b èá ãñÜöïõìå
ab, åíþ üôáí èá ïìéëïýìå ãéá êÜðïéïí «äáêôýëéï R», èá õðïíïïýìå ôç èåþñçóç
ìéáò ôñéÜäáò (R,+, ·) üðùò óôïí ïñéóìü1.1.1 ·ùñßò üìùò êáé íá ôç óçìåéþíïõìå.
Åðßóçò, åÜí n ∈ N êáé åÜí ôá a1, . . . , an åßíáé óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå
·ñçóéìïðïéïýìå åíßïôå ôéò âñá·õãñáößåò

nP
i=1

ai := a1 + · · ·+ an,
nQ
i=1

ai := a1 · · · · · · an.

1.1.3 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò R ëÝãåôáé ìåôáèåôéêüò üôáí ç ðñÜîç ôïý ðïëëá-
ðëáóéáóìïý ôïõ åßíáé ìåôáèåôéêÞ, äçëáäÞ üôáí ab = ba ãéá êÜèå a, b ∈ R.

1.1.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá óýíïëá Z,Q,R êáé C ôùí áêåñáßùí, ôùí ñçôþí, ôùí
ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò, åöïäéáóìÝíá ìå ôéò óõíÞ-
èåéò ðñÜîåéò ôÞò ðñïóèÝóåùò êáé ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý, áðïôåëïýí ôá ðéï áðëÜ
ðáñáäåßãìáôá ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(ii) ÅÜí n ∈ N êáé ôï (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò, ôüôå ôï óýíïëïMatn×n (R) üëùí ôùí
(n× n)-ðéíÜêùí ìå åããñáöÝò åéëçììÝíåò áðü ôïR êáèßóôáôáé äáêôýëéïò ìÝóù ôÞò
ðñïóèåôéêÞò ðñÜîåùòA+B = (aij + bij)1≤i,j≤n êáé ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜ-
îåùò

AB =

Ã
nX

k=1

ai kbk j

!
1≤i,j≤n

,

ãéá ïéïõóäÞðïôå A = (aij)1≤i,j≤n êáé B = (bij)1≤i,j≤n ∈ Matn×n (R) . ÅÜí ï R

Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ï Matn×n (R) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, Þôïé ôïí
ìïíáäéáßï (n× n)-ðßíáêá

In =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1R 0R · · · 0R 0R
0R 1R · · · 0R 0R
...

...
. . .

...
...

0R 0R · · · 1R 0R
0R 0R · · · 0R 1R

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
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ÓçìåéùôÝïí üôé ï äáêôýëéïòMatn×n (R) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåôáèåôéêüò, áêüìç
êáé üôáí ï ßäéïò ï R åßíáé° åÜí ð.·. ï R åßíáé Ýíáò åê ôùí Z,Q,R Þ C, ôüôå ðñïöá-
íþò ï Matn×n (R) äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá n > 1.

(Ïé Ýííïéåò: õðïðßíáêáò ðßíáêá, ãñáììÝò /óôÞëåò ðßíáêá, åëÜóóïíåò ðßíáêåò êëð.
ïñßæïíôáé üðùò êáé óôç óõíÞèç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. Ãéá ôçí åìðÝäùóç ôùí áðá-
ñáßôçôùí éäéïôÞôùí ôùí ïñéæïõóþí ðéíÜêùí ðïõ áíÞêïõí óôïí Matn×n (R) , üðïõ
R êÜðïéïò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ðáñïôñýíïõìå ôïí áíá-
ãíþóôç, óôï óçìåßï áõôü, íá åðéëýóåé ôçí Üóêçóç 1-13).

(iii) Ôï óýíïëï 2Z = {2k | k ∈ Z} ôùí Üñôéùí áêåñáßùí áñéèìþí ìå ôéò óõíÞèåéò
ðñÜîåéò åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ·ùñßò ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

(iv) ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 1. Tï óýíïëï üëùí ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí
êáôÜ ìüäéïm

Zm = {[0]m , [1]m , . . . , [m− 1]m}

áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü äáêôýëéï (ìå ôï [1]m ùò ìïíáäéáßï óôïé·åßï3) âÜóåé ôùí
óõíÞèùí ðñÜîåùí

[a]m + [b]m := [a+ b]m êáé [a]m · [b]m := [ab]m
ãéá üëá ôá a, b ∈ {0, 1, . . . ,m− 1} .

(v) ¸óôù X Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ôï óýíïëï ôùí
áðåéêïíßóåùí RX := {áðåéêïíßóåéò f : X −→ R} êáèßóôáôáé äáêôýëéïò ìÝóù
ôùí «óçìåéáêþí» ðñÜîåùí

f + g : X −→ R, x 7−→ f(x) + g(x)

f · g : X −→ R, x 7−→ f(x) · g(x)

ÉäéáéôÝñùò, åÜí X = {1, . . . , n} ⊂ N, ôüôå ìðïñïýìå íá ôáõôßæïõìå ôï RX ìå ôï
êáñôåóéáíü ãéíüìåíï R×R× · · · ×R×R| {z }

n öïñÝò

, ôï ïðïßï áðïêôÜ ôç äïìÞ ôïý äáêôõ-

ëßïõ ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

(x1, x2, . . . , xn) + (y1, y2, . . . , yn) = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn) ,

(x1, x2, . . . , xn) · (y1, y2, . . . , yn) = (x1 · y1, x2 · y2, . . . , xn · yn) ,

ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç ôï (0R, . . . , 0R). ÅîÜëëïõ, äïèÝíôùí
n áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíùí äáêôõëßùí R1, R2, . . . , Rn ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç
äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ åðß ôïý êáñôåóéáíïý Þ (åîùôåñéêïý ) åõèÝïò ãéíïìÝíïõ ôïõò

nQ
j=1

Rj := R1 × · · · ×Rn (1.1)

3¼ôáím = 1, Ý·ïõìå [0]m = [1]m .
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ìå ôéò áíÜëïãåò ðñÜîåéò êáôÜ ðáñÜãïíôåò. Ï äáêôýëéïò (1.1) åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí
êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ åßíáé ìåôáèåôéêüò. ÅðéðñïóèÝôùò,
ï (1.1) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí êáèÝíáò ôùí ðáñáãüíôùí ôïõ
Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. (ÌÜëéóôá, üôáí ï (1.1) Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå
áõôü åßíáé ôï (1R1 , . . . , 1Rn).) Êáô' áíáëïãßáí, åÜí ç (Rj)j∈J åßíáé ìéá ìç êåíÞ
ïéêïãÝíåéá äáêôõëßùí, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç äïìÞ äáêôõëßïõ åðß ôïý

Q
j∈J

Rj

ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

(xj)j∈J + (yj)j∈J = (xj + yj)j∈J ,

(xj)j∈J · (yj)j∈J = (xj · yj)j∈J .

(vi) ÅÜí ôï R åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï, ôüôå ìðïñåß íá èåùñçèåß êáôÜ ôñüðï ôåôñéì-
ìÝíï ùò äáêôýëéïò êáé ãé' áõôü ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. Óå áõôÞí ôçí
ðåñßðôùóç Ý·ïõìå ðñïöáíþò 0R = 1R.

(vii) Åêêéíþíôáò áðü ôïí (Z,+, ·) ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí Üëëï ìåôá-
èåôéêü äáêôýëéï ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï (Z,¢,¡) ìÝóù ôùí ðñÜîåùí

a¢ b := a+ b− 1, a¡ b := a+ b− ab .

Tï áîéïðåñßåñãï åäþ åßíáé üôé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï áõôïý ôïý äáêôõëßïõ ùò ðñïò
ôçí ðñüóèåóç ¢ åßíáé ôï 1, åíþ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéá-
óìü ¡ åßíáé ôï 0.

(viii) ÔÝëïò, èá Üîéæå íá áíáöåñèåß üôé õðÜñ·ïõí êáé ìç ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé, ïé
ïðïßïé äåí äéáèÝôïõí ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï

R =

½µ
a b

0 0

¶ ¯̄̄̄
a, b ∈ Z

¾
⊂Mat2×2(Z)

(ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôùí 2×2 ðéíÜêùí) Þ áêüìç êáé ï ßäéïò ïMat2×2(2Z)
åßíáé äáêôýëéïé áõôïý ôïý åßäïõò.

1.1.5 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Tüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) 0R a = a 0R = 0R, ãéá üëá ôá a ∈ R.

(ii) (−a) b = a (−b) = −(a b), ãéá üëá ôá a, b ∈ R.

(iii) (−a) (−b) = a b, ãéá üëá ôá a, b ∈ R.

(iv) Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá a1, . . . , an, b1, . . . , bm ôïý R Ý·ïõìåÃ
mP
j=1

ai

! µ
nP

k=1

bj

¶
=

mP
j=1

nP
k=1

aj bk .
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(v) ÅÜí ãéá ïéáäÞðïôå a ∈ R êáé n ∈ Z ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôç âñá·õãñáößá

na =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a+ a+ · · ·+ a+ a| {z }
n-öïñÝò

, üôáí n > 0

(−a) + (−a) + · · ·+ (−a) + (−a)| {z }
(−n)-öïñÝò

, üôáí n < 0

0R , üôáí n = 0

áðü ôç èåùñßá ôùí ðñïóèåôéêþí ïìÜäùí, ôüôå

(na) b = a (nb) = n(a b)

ãéá üëá ôá n ∈ Z êáé üëá ôá a, b ∈ R.

(vi)ÅÜí ï äáêôýëéïò R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò
óôïé·åßá, ôüôå 1R 6= 0R.

Áðïäåéîç. (i) 0R a = (0R + 0R) a = 0R a + 0R a =⇒ 0R a = 0R. Ïìïßùò äåß·íåé
êáíåßò üôé a 0R = 0R.

(ii) Ðñïöáíþò, a b + a (−b) = a (b + (−b)) = a 0R = 0R =⇒ a (−b) = −(a b). Ç
äåýôåñç éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé ìå áíÜëïãï ôñüðï.

(iii) Ðñïöáíþò,

(−a) (−b) = −(−a) b = −(−(a b)) = a b

[ýóôåñá áðü äéðëÞ åöáñìïãÞ ôÞò (ii)].

(iv) Èåùñïýìå ôï m ùò ðáãéùìÝíï êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò
ðñïò ôïí n. Ãéá n = 1 ç áíùôÝñù éóüôçôá ãñÜöåôáé ùò

(a1 + · · ·+ am) b1 = a1b1 + · · ·+ amb1

êáé åßíáé áëçèÞò ëüãù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïýR ùò
ðñïò ôçí ðñüóèåóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé, ãéá äïèÝíôåòm,n, éó·ýåé ç éóüôçôáÃ

mP
j=1

aj

! µ
nP

k=1

bk

¶
=

mP
j=1

nP
k=1

aj bk.

Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôçí åðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá, óå óõíäõáóìü ìå ôçí åðáãùãéêÞ
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ìáò õðüèåóç, ëáìâÜíïõìåÃ
mP
j=1

aj

! µ
n+1P
k=1

bk

¶
=

Ã
mP
j=1

aj

! µ
nP

k=1

bk + bn+1

¶

=

Ã
mP
j=1

aj

! µ
nP

k=1

bk

¶
+

Ã
mP
j=1

aj

!
bn+1

=
mP
j=1

nP
k=1

aj bk +
mP
j=1

aj bn+1

=
mP
j=1

n+1P
k=1

aj bk.

(v) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (iv).

(vi) Åðß ôç âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò, Rr{0R} 6= ∅. ¢ñá ãéá êÜèå a ∈ Rr{0R}
Ý·ïõìå 1Ra = a, ïðüôå 1R 6= 0R. ¤

1.1.6 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ R êáé Ýíáí n ∈ N, èÝôïõìå

an := a · a · · · · · a · a| {z }
n öïñÝò

êáé a0 := 1R, üôáí ïR äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ðñïöáíþò aman = am+n êáé
(am)

n
= amn ãéá üëïõò ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýòm,n.

1.1.7 Ðñüôáóç. (Äéùíõìéêïß ôýðïé) Ãéá êÜèå ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü n áò
óõìâïëßóïõìå ùò n! = 1 · 2 · · · n ôï ðáñáãïíôéêü ôïý n, üôáí n ≥ 1, èÝôïíôáò
0! = 1, êáé ùò

¡
n
k

¢
= n!

k!(n−k)! ôïí äéùíõìéêü óõíôåëåóôÞ ôïý n õðåñÜíù ôïý k,

üðïõ k ∈ Z, 0 ≤ k ≤ n. ÕðïèÝôïíôáò üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï, ï n Ýíáò ðáãéùìÝíïò öõóéêüò áñéèìüò, êáé (ãéá êÜðïéïí ν ∈ N) ôá
a, b, a1, a2, . . . , aν , óôïé·åßá ôïý R, Ý·ïõìå :

(i) ÅÜí ab = ba, ôüôå

(a+ b)
n
=

nP
k=0

¡
n
k

¢
ak bn−k (1.2)

(ii) ÅÜí aiaj = ajai ãéá üëïõò ôïõò äåßêôåò 1 ≤ i, j ≤ ν, ôüôå

(a1 + a2 + · · ·+ aν)
n
=
X n!

(i1!) (i2!) · · · (iν !)
ai11 ai22 · · · aiνν (1.3)

üðïõ ôï Üèñïéóìá ëáìâÜíåôáé õðåñÜíù üëùí ôùí ν-Üäùí (i1, i2, . . . , iν) ∈ (N0)ν

ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýåé i1 + i2 + · · ·+ iν = n.
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Áðïäåéîç. (i) Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôçí «ôñéãùíéêÞ ôáõôüôçôá ôïý Pascal», Þôïé
ôçí: ¡

n
j

¢
+
¡

n
j+1

¢
=
¡
n+1
j+1

¢
(1.4)

ãéá êÜèå j, 0 ≤ j < n, êáé èá åñãáóèïýìå ìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí
n. Ãéá n = 0 ç (1.2) åßíáé ðñïöáíÞò. ÕðïèÝôïíôáò üôé ç (1.2) åßíáé áëçèÞò ãéá
êÜðïéïí n ≥ 1, ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôÞò åðéìåñéóôéêÞò éäéüôçôáò:

(a+ b)n+1 = (a+ b)
nP

k=0

¡
n
k

¢
ak bn−k

=
nP

k=0

¡
n
k

¢
ak+1 bn−k +

nP
k=0

¡
n
k

¢
ak bn−k+1 [åðåéäÞ ab = ba]

=
¡
n
n

¢
an+1 +

n−1P
k=0

¡
n
k

¢
ak+1 bn−k +

nP
k=1

¡
n
k

¢
ak bn−k+1 +

¡
n
0

¢
bn+1

=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

n−1P
j=0

¡
n
j

¢
aj+1 b(n+1)−(j+1)+

+
n−1P
j=0

¡
n
j+1

¢
aj+1 b(n+1)−(j+1) +

¡
n+1
0

¢
bn+1

=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

n−1P
j=0

³¡
n
j

¢
+
¡

n
j+1

¢´
aj+1 b(n+1)−(j+1) +

¡
n+1
0

¢
bn+1

(1.4)
=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

n−1P
j=0

¡
n+1
j+1

¢
aj+1 b(n+1)−(j+1) +

¡
n+1
0

¢
bn+1

=
¡
n+1
n+1

¢
an+1 +

nP
k=0

¡
n+1
k

¢
ak b(n+1)−k +

¡
n+1
0

¢
bn+1 =

n+1P
k=0

¡
n+1
k

¢
ak b(n+1)−k .

(ii) Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý ôýðïõ (1.3) áñêåß íá åöáñìüóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ
ùò ðñïò ôïí ðëçèéêü áñéèìü ν ôùí ðñïóèåôÝùí. Ãéá n ∈ {0, 1} ï (1.3) åßíáé ðñï-
öáíÞò, åíþ ãéá n = 2 óõìðßðôåé ìå ôïí (1.2), áöïý

(a1 + a2)
n =

nP
k=0

¡
n
k

¢
ak1 a

n−k
2 =

P
k+j=n

n!
k! j! a

k
1 a

j
2 .

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ï (1.3) åßíáé áëçèÞò ãéá êÜðïéïí ν, ôüôå èá åßíáé áëçèÞò êáé
ãéá ôïí ν + 1, äéüôé

(a1 + a2 + · · ·+ aν+1)
n
= ((a1 + a2 + · · ·+ aν) + aν+1)

n

=
nP

k=0

¡
n
k

¢
(a1 + a2 + · · ·+ aν)

k an−kν+1 =
P

k+j=n

n!
k! j! (a1 + a2 + · · ·+ aν)

k ajν+1 ,

ðñÜãìá ðïõ ìáò ïäçãåß óôçí áðáéôïýìåíç éóüôçôá ýóôåñá áðü ôçí áíôéêáôÜ-
óôáóç ôïý áíôéóôïß·ïõ ôýðïõ ãéá ôïõò ν ðñïóèåôÝïõò, ôçí åöáñìïãÞ ôÞò áíÜ æåýãç
éó·ýïõóáò ìåôáèåôéêÞò éäéüôçôáò êáé ôçí åêôÝëåóç ôùí ðñÜîåùí. ¤
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1.1.8 Óçìåßùóç. ÄåäïìÝíùí ôùí óõíèçêþí áìïéâáßáò ìåôáèåôéêüôçôáò ôùí üñùí
ìáò, áíåðáßóèçôåò ðáñáëëáãÝò ôùí (1.2) êáé (1.3) ðáñáìÝíïõí éó·ýïõóåò áêüìç
êáé üôáí ï äáêôýëéïò R äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÓõãêåêñéìÝíá, óå áõôÞí
ôçí ðåñßðôùóç, ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå áíôß ôÞò (1.2),

(a+ b)
n
= an +

n−1P
k=1

¡
n
k

¢
ak bn−k + bn

(êáé, áíôéóôïß·ùò, íá ìçí åìöáíßóïõìå êáèüëïõ óôçí (1.3) ôïõò ðáñÜãïíôåò ðïõ
åßíáé õøùìÝíïé óôç ìçäåíéêÞ äýíáìç). Ùóôüóï, èá ðñÝðåé íá Ý·ïõìå ðÜíôïôå óôï
íïõ ìáò üôé, üôáí Ýíáò äáêôýëéïò áíáöïñÜò R äåí äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï,
ôï na, üðïõ n ∈ Z êáé a ∈ R, åßíáé óôïé·åßï ôïý R, ·ùñßò üìùò ôï na íá õðïäç-
ëïß -åí ãÝíåé- ðïëëáðëáóéáóìü äýï óôïé·åßùí åíôüò ôïý R. ÁíôéèÝôùò, üôáí ï R

åßíáé äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï, ôüôå ôï na õðïäçëïß ðÜíôïôå ðïëëáðëáóéáóìü äýï
óôïé·åßùí åíôüò ôïý R, êáèüôé áõôü ãñÜöåôáé ùò

na = (n · 1R) a.

1.1.9 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï S (ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ R) åíüò äá-
êôõëßïõ (R,+, ·) êáëåßôáé õðïäáêôýëéïò ôïý (R,+, ·) üôáí ôï S åßíáé êëåéóôü ùò
ðñïò áìöüôåñåò ôéò ðñÜîåéò ‘‘+'' êáé ‘‘·'' êáé êáèßóôáôáé áö' åáõôïý äáêôýëéïò (ùò
ðñïò ôïí ðåñéïñéóìü ôùí åí ëüãù ðñÜîåùí åð' áõôïý).

1.1.10 Ðñüôáóç. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï S åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé õðïäáêôýëéïò
ôïý R åÜí êáé ìüíïí åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) a− b := a+ (−b) ∈ S, ãéá êÜèå a, b ∈ S.

(ii) ab ∈ S, ãéá êÜèå a, b ∈ S.

1.1.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ï äáêôýëéïò Z åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïýQ, ïQ õðïäáêôý-
ëéïò ôïý R êáé ï R åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý C. Åðßóçò, o 2Z åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý
Z êáé ôï {[0]10, [2]10, [4]10, [6]10, [8]10} õðïäáêôýëéïò ôïý Z10.
(ii) Ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (Þ «ãêáïõóéáíþí áêåñáßùí»)

Z[i] := {a+ bi | a, b ∈ Z} $ C

ìå ðñÜîåéò ôéò (óõíÞèåéò ðñÜîåéò ôïý C):

(a+ bi) + (c+ di) := (a+ c) + (b+ d)i,

(a+ bi) · (c+ di) := (ac− bd) + (ad+ bc)i,

üðïõ i ç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá, åßíáé (ìåôáèåôéêüò) õðïäáêôýëéïò ôïý äáêôõëßïõ
ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, åíþ ðåñéÝ·åé ôïí Z ùò õðïäáêôýëéü ôïõ. Ãåíéêüôåñá, ôï

Z[
√
m] := {a+ b

√
m | a, b ∈ Z} $ C (1.5)
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üðïõ ôï m ∈ Z äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï (äçëáäÞ
p
|m| /∈ Q), êáèßóôáôáé õðï-

äáêôýëéïò ôïý R, üôáí m ∈ N, êáé õðïäáêôýëéïò ôïý C, üôáí m ∈ ZrN0, êáèüôé
ãéá ïéïõóäÞðïôå a+ b

√
m, a0 + b0

√
m ∈ Z[

√
m], Ý·ïõìå⎧⎨⎩

(a+ b
√
m)− (a0 + b0

√
m) = (a− a0) + (b− b0)

√
m ∈ Z[

√
m],

(a+ b
√
m) (a0 + b0

√
m) = (aa0 + bmb0) + (ab0 + ba0)

√
m ∈ Z[√m].

Êáô' áíáëïãßáí, ôï

Q (
√
m) := {r + s

√
m | r, s ∈ Q} $ C (1.6)

êáèßóôáôáé õðïäáêôýëéïò ôïýR, üôáím ∈ N, êáé õðïäáêôýëéïò ôïýC, üôáí Ý·ïõìå
m ∈ ZrN0. ÓçìåéùôÝïí üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèïé åãêëåéóìïß äáêôõëßùí:

Z $ Z[
√
m] $ Q(

√
m), Z $ Q $ Q(

√
m).

(iii) ÊÜèå äáêôýëéïò R Ý·åé ðÜíôïôå ùò õðïäáêôõëßïõò ôïí åáõôü ôïõ êáé ôïí ôå-
ôñéììÝíï õðïäáêôýëéï {0R}. ¸íáò õðïäáêôýëéïò S åíüò äáêôõëßïõ R ìå S $ R

ëÝãåôáé ãíÞóéïò õðïäáêôýëéïò ôïý R.

1.1.12 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí õðïäáêôýëéïé S äáêôõëßùí R ðïõ óõìðåñéöÝñïíôáé
áñêåôÜ ðáñÜîåíá üóïí áöïñÜ óôçí ýðáñîç Þ ìç ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ.

(i) Ï S åßíáé äõíáôüí íá ìçí Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï R íá Ý·åé, üðùò ð.·.
óõìâáßíåé óôïõò S = 2Z, R = Z.
(ii) Åðßóçò, ï S ìðïñåß íá Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ï R íá ìçí Ý·åé, üðùò ð.·.
óõìâáßíåé óôïõò S = {0} ×R, R = 2Z×R.
(iii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1R êáé 1R ∈ S, ôüôå 1R = 1S .

(iv) ÔÝëïò, åíäÝ·åôáé êáé ïé äõï ôïõò íá Ý·ïõí ìïíáäéáßá óôïé·åßá 1S êáé 1R, áíôé-
óôïß·ùò, ·ùñßò áõôÜ íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò. Ð.·., ïR = Z× Z Ý·åé ùò ìïíáäéáßï
ôïõ óôïé·åßï ôï (1, 1), åíþ ï õðïäáêôýëéüò ôïõ S = Z× {0} ôï (1, 0).

1.1.13 Ðñüôáóç. ÅÜí ç (Sj)j∈J åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá õðïäáêôõëßùí åíüò
äáêôõëßïõ R, ôüôå ç ôïìÞ

T
j∈J

Sj áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý R.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0R ∈ Sj ãéá êÜèå j ∈ J , Ý·ïõìå 0R ∈
T
j∈J

Sj , ïðüôå ç ôïìÞ áõôÞ

äåí åßíáé êåíÞ. ÅÜí a, b ∈
T
j∈J

Sj , ôüôå

[a, b ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ [a− b ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ a− b ∈
T
j∈J

Sj

êáé [a, b ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ [ab ∈ Sj , ∀j ∈ J ] =⇒ ab ∈
T
j∈J

Sj . ¢ñá ç
T
j∈J

Sj åßíáé

üíôùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R (âë. ðñüôáóç 1.1.10). ¤
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1.2 ÁÊÅÑÁÉÅÓ ÐÅÑÉÏμÅÓ ÊÁÉ ÓÙÌÁÔÁ

1.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íá óôïé·åßï a ∈ Rr{0R} êáëåßôáé äå-
îéüò (êáé áíôéóôïß·ùò, áñéóôåñüò) ìçäåíïäéáéñÝôçò üôáí õðÜñ·åé Ýíá b ∈ Rr {0R}
(áíô. c ∈ Rr{0R}), ôÝôïéï þóôå ba = 0R (êáé áíôéóôïß·ùò, ac = 0R). ¸íá óôïé-
·åßï ôïý4 Rr{0R} êáëåßôáé áìößðëåõñïò ìçäåíïäéáéñÝôçò Þ áðëþò ìçäåíïäéáéñÝ-
ôçò üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé äåîéüò êáé áñéóôåñüò ìçäåíïäéáéñÝôçò. Ôï
óýíïëï üëùí ôùí ìçäåíïäéáéñåôþí åíüò äáêôõëßïõR èá óõìâïëßæåôáé ùò Zdv(R) .

1.2.2 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï Mat2×2 (R) , üðïõ R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï, Ý·ïõìå µ

0R 0R
1R 0R

¶
∈ Zdv (Mat2×2 (R))

äéüôé µ
1R 0R
0R 0R

¶µ
0R 0R
1R 0R

¶
=

µ
0R 0R
0R 0R

¶
,

êáé µ
0R 0R
1R 0R

¶µ
0R 0R
0R 1R

¶
=

µ
0R 0R
0R 0R

¶
.

1.2.3 ÐáñáôÞñçóç. Óôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò êÜèå áñéóôåñüò ìçäåíïäéáé-
ñÝôçò åßíáé äåîéüò êáé áíôéóôñüöùò. Ùò åê ôïýôïõ, äåí ·ñåéÜæåôáé íá ãßíåôáé äéÜ-
êñéóç ìåôáîý ôùí äýï áõôþí åííïéþí.

1.2.4 Ðñüôáóç. Óôïí äáêôýëéï Zm, m ≥ 1, Ý·ïõìå

Zdv (Zm) = {[k]m ∈ Zm | 1 ≤ k ≤ m− 1, ìêä (k,m) > 1}

Áðïäåéîç. ¼ôáím = 1, ç éóüôçôá åßíáé ðñïöáíÞò, áöïý Zdv(Zm) = ∅.Áðü åäþ
êáé óôï åîÞò èá õðïèÝôïõìå üôém ≥ 2.
“ ⊇ ”¸óôù [k]m ∈ Zm,üðïõ 1 ≤ k ≤ m− 1, ìå d := ìêä(k,m) > 1. Ôüôå

[k]m ([m/d]m) = [km/d]m = [(k/d)m]m = [k/d ]m [m]m

= [k/d ]m [0]m = [0]m =⇒ [k]m ∈ Zdv (Zm) .

“ ⊆ ” Áõôü èá ðñïêýøåé Üìåóá áðü ôçí êÜðùò ãåíéêüôåñç ðñüôáóç 1.2.17. ¤
4Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò óõãêáôáëÝãïõí êáé ôï 0R óôïõò ìçäåíïäéáéñÝôåò ôïýR (·áñáêôçñßæïíôÜò ôï ùò
ôïí «ôåôñéììÝíï» ìçäåíïäéáéñÝôç ôïýR). Ùóôüóï, ôïýôç ç óýìâáóç äåí èá õéïèåôçèåß óôéò ðáñïýóåò óçìåéþóåéò!
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1.2.5 Ðñüôáóç. (Íüìïò äéáãñáöÞò) ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ï R äåí Ý·åé
äåîéïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá üëá ôá óôïé·åßá a, b ∈ R êáé üëá
ôá c ∈ Rr {0R} éó·ýåé ï åîÞò íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò :

ca = cb =⇒ a = b.

Êáô' áíáëïãßáí, ï R äåí Ý·åé áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá
üëá ôá óôïé·åßá a, b ∈ R êáé üëá ôá c ∈ Rr {0R} éó·ýåé ï áêüëïõèïò íüìïò ôÞò
äéáãñáöÞò :

ac = bc =⇒ a = b.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï R äåí Ý·åé ïýôå äåîéïýò ïýôå áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò åÜí
êáé ìüíïí åÜí ãéá üëá ôá óôïé·åßá a, b ∈ R êáé üëá ôá c ∈ Rr {0R} éó·ýåé ï åîÞò
íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò :

[ca = cb Þ ac = bc] =⇒ a = b.

(Óôïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ïé äýï ðñþôïé íüìïé äéáãñáöÞò åíóùìáôþíïíôáé
ðñïäÞëùò óå Ýíáí.)

Áðïäåéîç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ·ùñßò äåîéïýò (êáé áíôéóôïß·ùò, ·ù-
ñßò áñéóôåñïýò) ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé c ∈ Rr {0} , ôüôå ç éóüôçôá ca = cb (êáé
áíôéóôïß·ùò, ç éóüôçôá ac = bc) ãñÜöåôáé ùò c(a − b) = 0R (êáé áíôéóôïß·ùò,
ùò (a − b)c = 0R), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé a − b = 0R, äçëáäÞ a = b. Êáé
áíôéóôñüöùò° ðñïûðïèÝôïíôáò ôçí éó·ý ôïý ðñþôïõ (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý äåý-
ôåñïõ) åê ôùí íüìùí ôÞò äéáãñáöÞò, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá ïéáäÞðïôå óôïé-
·åßá c, d ∈ R, ç cd = 0R óçìáßíåé üôé [c 6= 0R =⇒ d = 0R] (êáé áíôéóôïß·ùò, üôé
[d 6= 0R =⇒ c = 0R]). ÐñÜãìáôé° åÜí c 6= 0R, ôüôå Ý·ïõìå cd = 0R = c · 0R, ïðüôå
áðü ôïí ðñþôï íüìï ôÞò äéáãñáöÞò ëáìâÜíïõìå d = 0R, åíþ åÜí d 6= 0R, ôüôå ç
cd = 0R = 0R · d ìáò äßäåé (êáô' áíáëïãßáí, ìÝóù ôïý äåýôåñïõ íüìïõ ôÞò äéáãñá-
öÞò) c = 0R. ¤

1.2.6 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï Z6 äåí éó·ýåé ï íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò. (Óçìåéù-
ôÝïí üôé [2]6 [3]6 = [6]6 = [0]6 , ïðüôå ïé [2]6 êáé [3]6 åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôåò. ÌÜëé-
óôá, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.2.4, Zdv(Z6) = {[2]6 , [3]6 , [4]6}.)

1.2.7 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï5 1R 6= 0R. ¸íá
óôïé·åßï a ∈ R êáëåßôáé åî áñéóôåñþí (êáé áíôéóôïß·ùò, åê äåîéþí) áíôéóôñÝøéìï
üôáí ∃b ∈ R (êáé áíôéóôïß·ùò, ∃c ∈ R), ôÝôïéï þóôå ba = 1R (êáé áíôéóôïß·ùò,

5Ç óõíèÞêç 1R 6= 0R éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ïR äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò (âë. 1.1.4 (vi)). ÐñÜãìáôé° åÜí 1R = 0R, ôüôå
ãéá êÜèå a ∈ R Ý·ïõìå a = 1R · a = 0R · a = 0R, ïðüôå ï R ïöåßëåé íá åßíáé ôåôñéììÝíïò. Ôï áíôßóôñïöï åßíáé
ðñïöáíÝò.
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ac = 1R). ¸íá ôÝôïéï b ∈ R (áíô. c ∈ R) ëÝãåôáé áñéóôåñü (êáé áíôéóôïß·ùò, äå-
îéü) áíôßóôñïöï ôïý a.¸íá óôïé·åßï ôïý R êáëåßôáé áìöéðëåýñùò áíôéóôñÝøéìï Þ
áðëþò áíôéóôñÝøéìï üôáí áõôü åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí
áíôéóôñÝøéìï. Ôï óýíïëï üëùí ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ
äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èá óõìâïëßæåôáé ùò R×.

1.2.8 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé Ýóôù a ∈ R×. ÅÜí ôï a äéáèÝôåé ôï b ùò åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöü ôïõ êáé ôï
c ùò åê äåîéþí áíôßóôñïöü ôïõ, ôüôå b = c.

Áðïäåéîç. μñçóéìïðïéþíôáò ôéò éóüôçôåò ba = 1R = ac óõìðåñáßíïõìå Üìåóá
üôé c = 1Rc = (ba)c = b(ac) = b 1R = b. ¤

1.2.9 Óõìâïëéóìüò. ¸óôùR Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
êáé Ýóôù a ∈ R×. Ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï ôïý R, áò ôï ðïýìå b, ôÝôïéï þóôå
ba = 1R = ab (åðß ôç âÜóåé ôïý ïñéóìïý 1.2.7 êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.8). Ôï b åßíáé
ôï ìüíï óôïé·åßï ôïý R ðïõ ðëçñïß áõôÞí ôçí éäéüôçôá, äéüôé ãéá ïéïäÞðïôå b0 ∈ R

ìå b0a = 1R = ab0 Ý·ïõìå b = b0 (áöïý ôï b åßíáé åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöï êáé
ôï b0 åê äåîéþí áíôßóôñïöï ôïý a êáé ôáíÜðáëéí). Áõôü ôï b êáëåßôáé áíôßóôñïöï
óôïé·åßï ôïý a êáé èá óõìâïëßæåôáé åöåîÞò ùò a−1. (Ðñïöáíþò, 1−1R = 1R êáé
{±1R} ⊆ R×, 0R /∈ R×.) Åðßóçò, ãéá êÜèå a ∈ R× êáé êÜèå n ∈ N, èá ãñÜöïõìå
åí óõíôïìßá a−n := (a−1)n (ðñâë. 1.1.6).

1.2.10 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.
Ôüôå ôï æåýãïò (R×, ·) áðïôåëåß ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 1R ∈ R×, Ý·ïõìå R× 6= ∅. ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéáäÞðïôå
a, b ∈ R× Ý·ïõìå¡

b−1a−1
¢
ab = 1R ⇒ (ab)

−1
= b−1a−1 ⇒ ab ∈ R×

êáé a−1a = 1R = aa−1 ⇒ a−1 ∈ R×. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï æåýãïò (R×, ·) áðïôåëåß
ìéá ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (ìå ôï 1R ùò ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò).

1.2.11 Ïñéóìüò. ¸óôùR Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ç
ïìÜäá R× êáëåßôáé ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý R.

1.2.12 Óçìåßùóç. (i) H R× åßíáé äõíáôüí íá åßíáé áâåëéáíÞ áêüìç êáé üôáí ï R

äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò, ðñâë. Üóêçóç 1-26 (v)).

(ii) ¢ëëïôå ç R× Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, üðùò óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò ôïý
äáêôõëßïõ R = Zm, m ≥ 2, ìå

Z×m = {[k]m ∈ Zm | 1 ≤ k ≤ m− 1, ìêä (k,m) = 1}
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êáé |Z×m| = ϕ (m) , üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler, êáé Üëëïôå Üðåéñç. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, ç

Z[
√
2]× =

n
±(1 +

√
2)k | k ∈ Z

o
åßíáé Üðåéñç áñéèìÞóéìç (âë. óçìåßùóç 5.2.41) êáé ç (Matn×n (R))× Üðåéñç õðå-
ñáñéèìÞóéìç (âë. ðñüôáóç 1.2.13).

(iii) ÅÜí ï S åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1S)
åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1R = 1S , ôüôå S× ⊆ R× ∩ S, ·ùñßò íá
áðïêëåßåôáé ï åãêëåéóìüò íá åßíáé áõóôçñüò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí R = R êáé
S = Z, ôüôå 2 ∈ R× = Rr{0} áëëÜ 2 /∈ S× = {±1}.
(iv) ÅÜí ï S åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1S)
åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1R 6= 1S , ôüôå åíäÝ·åôáé íá õðÜñ·åé êÜ-
ðïéï óôïé·åßï ôïý S ðïõ åßíáé áíôéóôñÝøéìï åíôüò ôïý S êáé ìç áíôéóôñÝøéìï åíôüò

ôïý R. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí R := Mat2×2 (R) êáé S :=
½µ

x x

x x

¶¯̄̄̄
x ∈ R

¾
,

ôüôå

1R =

µ
1 0

0 1

¶
6=
Ã

1
2

1
2

1
2

1
2

!
= 1S

êáé ãéá êÜèå x ∈ Rr{0} Ý·ïõìåµ
x x

x x

¶µ
1
4x

1
4x

1
4x

1
4x

¶
= 1S =

µ
1
4x

1
4x

1
4x

1
4x

¶µ
x x

x x

¶
,

ïðüôåµ
x x

x x

¶
∈ S× êáé

µ
x x

x x

¶
/∈ R× ∩ S = {A ∈ S |det (A) 6= 0} ,

üðïõ ùò det (A) óõìâïëßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïýA.

1.2.13 Ðñüôáóç. ÅÜí n ∈ N êáé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôý-
ëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ãéá ôïí äáêôýëéï Matn×n (R) ôùí n×n ðéíÜêùí
ìå ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïí R Ý·ïõìå

(Matn×n (R))
× = {ïé ðßíáêåò A ∈Matn×n (R) | det (A) ∈ R× }

üðïõ ùò det (A) óõìâïëßæïõìå ôçí ïñßæïõóá ôïý A ∈ Matn×n (R) .

Áðïäåéîç. ÅÜí A ∈ (Matn×n (R))
× , ôüôå õðÜñ·åé ôï áíôßóôñïöï óôïé·åßï

A−1 ∈Matn×n (R) ìå

AA−1 = A−1A = In.
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ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôéò éäéüôçôåò ôùí ïñéæïõóþí n×n ðéíÜêùí ìå ôéò åããñáöÝò
ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïí R (âë. ôá (i) êáé (vii) ôÞò áóêÞóåùò 1-13) Ý·ïõìå

1R = det (In) = det
¡
AA−1

¢
= det (A) · det

¡
A−1

¢
= det

¡
A−1

¢
· det (A) ,

äçëáäÞ üôé det (A) ∈ R×. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí A ∈ Matn×n (R) ìå ïñßæïõóá
δ := det (A) ∈ R×, ôüôå áðü ôç ìåôáèåôéêüôçôá ôïý R Ý·ïõìå aC = Ca ãéá êÜèå
a ∈ R êáé êÜèå C ∈Matn×n (R) , êáé åðïìÝíùò êáé

δ−1(adj (A)) = (adj (A))δ−1,

üðïõ adj (A) ï ðßíáêáò ï ðñïóáñôçìÝíïò óôïíA. ÅðåéäÞ

det (A) In = A (adj (A)) = adj (A) A,

(âë. (1.14) óôï (x) ôÞò áóêÞóåùò 1-13) ëáìâÜíïõìå ôåëéêþò

A (adj (A))δ−1 = δδ−1 In= In = δ−1(adj (A))A,

ïðüôåA ∈ (Matn×n (R))
×. ¤

1.2.14 Óçìåßùóç. (i) Ç ïìÜäá (Matn×n (R))
× óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò GLn (R)

êáé ïíïìÜæåôáé ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá ïñéæüìåíç õðåñÜíù ôïý R.

(ii) ÅÜíA ∈ (Matn×n (R))
× , ôüôå ðñïöáíþò ôï áíôßóôñïöü ôïõ óôïé·åßïA−1 (ôï

ïðïßï êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, áíôßóôñïöïò ðßíáêáò ôïýA) éóïýôáé ìå

A−1 = det (A)−1 adj (A) .

1.2.15 Ïñéóìüò. ¸íá óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ R ëÝãåôáé ìçäåíïäýíáìï üôáí
éó·ýåé an = 0R ãéá êÜðïéïí n ∈ N. Ôï óýíïëï üëùí ôùí ìçäåíïäõíÜìùí óôïé-
·åßùí ôïý R èá óõìâïëßæåôáé ùò Nil(R) .

1.2.16 ÐáñÜäåéãìá. Óôïí äáêôýëéï R =Mat2×2 (Z) Ý·ïõìåµ
0 1

0 0

¶2
=

µ
0 0

0 0

¶
= 0R ⇒

µ
0 1

0 0

¶
∈ Nil (R) .

1.2.17 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ìç ôåôñéììÝíï äáêôýëéï R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
éó·ýïõí ïé åãêëåéóôéêÝò ó·Ýóåéò :

{1R} ⊆ R× ⊆ RrZdv(R) ⊆ (RrNil(R)) ∪ {0R} ⊆ R

êáé

Nil(R)r {0R} ⊆ Zdv (R) ⊆ RrR× ⊆ R
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Áðïäåéîç. ÅÜí a ∈ Nil(R)r {0R} , ôüôå Ý·ïõìå an = an−1 a = a an−1 = 0R
ãéá êÜðïéïí n ∈ N, ïðüôå a ∈ Zdv(R) . ¸óôù ôþñá üôé b ∈ Zdv(R) , äçëáäÞ üôé
õðÜñ·ïõí c, d ∈ Rr{0R} ìå cb = bd = 0R. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé b ∈ R×, ôüôå èá
õðÜñ·ïõí óôïé·åßá e, g ∈ R, ôÝôïéá þóôå eb = bg = 1R. Áõôü üìùò ìáò ïäçãåß óå
Ýíá Üôïðï óõìðÝñáóìá, áöïý

0R = (0R) g = (cb) g = c (bg) = c (1R) = c, Þ

0R = e (0R) = e (bd) = (eb) d = (1R) d = d .

ÅðïìÝíùò Ý·ïõìå Zdv(R)∩R× = ∅.Ïé ëïéðÝò åãêëåéóôéêÝò ó·Ýóåéò åßíáé ðñïöá-
íåßò. ¤

1.2.18 Ïñéóìüò. (i) ÊÜèå ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò R ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï êáé Zdv(R) = ∅ êáëåßôáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé R× = Rr {0R}
êáëåßôáé äéáéñåôéêüò6 äáêôýëéïò Þ óôñåâëü óþìá7.

(iii) ÊÜèå ìåôáèåôéêüò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò êáëåßôáé óþìá.

1.2.19 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé äáêôýëéïé Q,R êáé C áðïôåëïýí óþìáôá. Áðü ôçí
Üëëç ìåñéÜ, üðùò åßäáìå óôá 1.1.4 (ii) êáé 1.2.2, ï äáêôýëéïò Mat2×2 (R) , üðïõ ôï
R åßíáé Ýíáò åê ôùí Z,Q,R,C, äåí ìðïñåß íá åßíáé ïýôå êáí áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(ii) ¸óôù

HR :=
©
aI+ bi+ cj+ dk

¯̄
(a, b, c, d) ∈ R4

ª
ï õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (C) ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôùí ðñáãìáôéêþí ãñáììéêþí
óõíäõáóìþí ôùí ôåóóÜñùí ðéíÜêùí

I := I2 =

µ
1 0

0 1

¶
, j :=

µ
i 0

0 −i

¶
, k :=

µ
0 1

−1 0

¶
,

êáé8

i := jk =

µ
0 i

i 0

¶
.

6Ç ïíïìáóßá «äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò» (Þ «äáêôýëéïò ìå äéáßñåóç») ðñïÝñ·åôáé áðü ôï ãåãïíüò ôïý üôé óå ôÝôïéïõ
åßäïõò äáêôõëßïõò ïñßæåôáé ðÜíôïôå ôï ab−1, ãéá êÜèå a ∈ R êáé b ∈ Rr{0R}.
7Ðñïöáíþò, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò Þ åíüò óôñåâëïý óþìáôïòR åßíáé
≥ 2 (áöïý ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï 1R üóïí êáé ôï 0R(6= 1R)).
8H ëåãüìåíç ïìÜäáQ := hj,ki ôùí ôåôñáíßùí, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôá óôïé·åßá j êáé k, õðåéóÝñ·åôáé ïõóéùäþò
óôçí ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ôÜîåùò 8.
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Ï HR ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

HR =
½µ

a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

¶ ¯̄̄̄
(a, b, c, d) ∈ R4

¾
.

ÏHR Ý·åé ôï 1Mat2×2(C) ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï. Ùóôüóï, äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò,
äéüôé ð.·. i 6= −i = kj.Èåùñþíôáò Ýíá óôïé·åßï ôïõµ

a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

¶
6=
µ
0 0

0 0

¶
,

Ýíáò ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí a, b, c, d ïöåßëåé íá åßíáé 6= 0, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé
êáé ç ïñßæïõóÜ ôïõ, ç ïðïßá éóïýôáé ìå a2+ b2+ c2+ d2, èá åßíáé 6= 0.Ðñïöáíþò,
ï áíôßóôñïöüò ôïõ ðßíáêáò

1

a2 + b2 + c2 + d2

µ
a− bi −c− di

c− di a+ bi

¶
∈ (Mat2×2 (C))×

áíÞêåé óôçí ïìÜäá H×R . ¢ñá ï HR áðïôåëåß Ýíáí äéáéñåôéêü äáêôýëéï 9, ï ïðïßïò
ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôùí ôåôñáíßùí10 õðåñÜíù ôïý óþìáôïò R.

1.2.20 Ðñüôáóç. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò S ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò
R, ãéá ôïí ïðïßïí 1R ∈ S, åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ S ⊆ R, Ý·ïõìå 1S = 1R êáé Zdv(S) ⊆ Zdv(R) = ∅. ¤

1.2.21 ÐáñáôÞñçóç. Ï õðïäáêôýëéïò 2Z ôïý äáêôõëßïõ Z äåí åßíáé áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ, ðáñüôé Zdv(2Z) = ∅, áöïý äåí äéåèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

1.2.22 Ðüñéóìá. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò S åíüò óþìáôïò K, ãéá ôïí
ïðïßïí 1K ∈ S, åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. (Eéäéêüôåñá, êÜèå óþìá åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ.)

1.2.23 ÐáñÜäåéãìá. ÕðÜñ·ïõí áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò ðïõ äåí åßíáé óþìáôá. Ôá
áðëïýóôåñá ðáñáäåßãìáôá ìáò ôá ðáñÝ·ïõí ï äáêôýëéïò Z ôùí áêåñáßùí (ìå ôéò

9ÏHR åßíáé åöïäéáóìÝíïò êáé ìå ôç äïìÞ åíüò ôåôñáäéÜóôáôïõ ðñáãìáôéêïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ, áöïý ïé ðßíáêåò
I, i, j,k åßíáé êáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôïé õðåñÜíù ôïý R.
10Ôá «ôåôñÜíéá» åðéíïÞèçêáí áðü ôïí William Royal Hamilton (1805-1865) ôï Ýôïò 1843 ùò Ýíá áëãåâñéêü óýóôçìá
ðåñéÝ·ïí ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí (ãé' áõôü ëÝãïíôáé êáé «õðåñìéãáäéêïß áñéèìïß»). Ôo óôñåâëü óþìá HR,
ðÝñáí ôÞò óõ·íÞò ·ñÞóåþò ôïõ óôç ÄéáíõóìáôéêÞ ÁíÜëõóç, õðåéóÝñ·åôáé êáé óå åöáñìïãÝò ôüóïí ôÞò óýã·ñïíçò
ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëïãßáò üóïí êáé ôÞò ÌáèçìáôéêÞò ÖõóéêÞò.
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óõíÞèåéò ðñÜîåéò), áöïý Zdv(Z) = ∅ êáé Z× = {−1,+1} $ Zr{0}, êáé ï äáêôý-
ëéïò Z[i] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (âë. Üóêçóç 1-36), áöïý

Zdv(Z[i]) = ∅ Z[i]× = {−1,+1,−i, i} $ Z[i]r{0}.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ðåðåñáóìÝíïõò ìåôáèåôéêïýò äáêôõëßïõò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï 1R 6= 0R ïé Ýííïéåò áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé óþìá ôáõôßæïíôáé (âë. ðñüôáóç
1.2.26).

1.2.24 Óçìåßùóç. ÅÜí ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé ï S õðïäáêôýëéïò ôïý
R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1S = 1R ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ
ùò ðñïò ôéò ßäéåò ðñÜîåéò, ôüôå ï S êáëåßôáé õðïðåñéï·Þ ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·ÞòR.
Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï

R =
n a

2n
∈ Q

¯̄̄
a ∈ Z, n ∈ N0

o
(ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí)
åßíáé õðïðåñéï·Þ ôïý Q êáé Z $R $ Q (âë. Üóêçóç 1-25).

1.2.25 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï L åßíáé Ýíá óþìá êáé ôï K Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý L

ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1L = 1K ï ïðïßïò óõìâáßíåé íá åßíáé óþìá ùò ðñïò ôéò
ßäéåò ðñÜîåéò, ôüôå ôï K êáëåßôáé õðüóùìá ôïý L. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï Q åßíáé
õðüóùìá ôïý R êáé ôï R õðüóùìá ôïý C. Åðßóçò, ãéá áêåñáßïõòm ïé ïðïßïé óôå-
ñïýíôáé ôåôñáãþíùí, ôá ëåãüìåíá ôåôñáãùíéêÜ áñéèìçôéêÜ óþìáôáQ(

√
m) (ìå ôéò

áõôïíüçôåò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, âë. Üóêçóç 1-37) áðïôå-
ëïýí õðïóþìáôá ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, üôáí m ∈ N, m ≥ 2,
êáé õðïóþìáôá ôïý óþìáôïò C ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, üôáím ∈ Z, m ≤ −1.

1.2.26 Ðñüôáóç. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï, ï ïðïßïò äåí äéáèÝôåé ïýôå áñéóôåñïýò ïýôå äåîéïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò,
åßíáé äéáéñåôéêüò. Åéäéêüôåñá, êÜèå ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç.¸óôùR Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ·ùñßò äåîéïýò Þ
áñéóôåñïýò ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé a ∈ Rr{0R}. Áñêåß íá ðñïóäéïñéóèåß Ýíá óôïé-
·åßï b ∈ R ìå ab = ba = 1R. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç β : R → R, ôçí ïñéæüìåíç
ìÝóù ôÞò β (c) := ac (êáé, áíôéóôïß·ùò, ìÝóù ôÞò β (c) := ca) ãéá üëá ôá c ∈ R.

Óýìöùíá ìå ôïí íüìï ôÞò äéáãñáöÞò 1.2.5, ãéá c, c0 ∈ R ìå β (c) = β(c0), ðáßñíïõìå
c = c0. ¢ñá ç β, ùò åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç, èá åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. Áõôü óçìáßíåé
üôé ãéá ôï 1R èá õðÜñ·åé Ýíá áñ·Ýôõðï ìÝóù ôÞò β, äçëáäÞ Ýíá b ∈ R, ôÝôïéï þóôå
β (b) = 1R. (¼ðùò Ý·ïõìå Þäç ðñïáíáöÝñåé, ôá áñéóôåñÜ êáé äåîéÜ áíôßóôñïöá
åíüò áíôéóôñåøßìïõ óôïé·åßïõ a åíüò ôÝôïéïõ R ôáõôßæïíôáé.) ¤
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1.2.27 Ðüñéóìá. Ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò ãéá ôïí äáêôýëéï Zm, m ≥ 2, åßíáé éóï-
äýíáìåò:

(i) Ï m åßíáé ðñþôïò áñéèìüò.

(ii) Ï Zm åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.
(iii) Ï Zm áðïôåëåß Ýíá óþìá.

Áðïäåéîç. Ç óõíåðáãùãÞ (i)⇒ (ii) Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 1.2.4, ç (ii)⇒ (iii)
áðü ôçí ðñüôáóç 1.2.26, êáé ç (iii) ⇒ (ii) áðü ôçí ðñüôáóç 1.2.22. ÔÝëïò, ãéá ôç
óõíåðáãùãÞ (ii)⇒ (i) áò õðïèÝóïõìå üôé ïm åßíáé óýíèåôïò áñéèìüò, äçëáäÞ üôé
ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï m = pq äýï Üëëùí áêåñáßùí p, q, üðïõ 1 < p, q < m. Áõôü
èá óÞìáéíå üôé [m]m = [0]m = [p]m [q]m ìå p 6= 0 êáé q 6= 0, ðñÜãìá ðïõ áíôßêåéôáé
óôçí (ii). ¤

1.2.28 Èåþñçìá. (Wedderburn, 1905) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò äéáéñåôéêüò äáêôýëéïò
åßíáé óþìá.

Áðïäåéîç. Âë. T. W. Hungerford: Algebra, Graduate Ôexts in Math., Vol. 73,
Springer-Verlag, fifth printing, 1989, Ch. IX, Cor. 6.9, p. 462. ¤

1.2.29 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, åßíáé åöéêôÞ ìéá õðïäéáßñåóç ôÞò
êëÜóåùò üëùí ôùí äáêôõëßùí óå õðïêëÜóåéò, âáóéæüìåíç óå Ýííïéåò áðïññÝïõ-
óåò áðü ôéò ðñùôáñ·éêÝò éäéüôçôåò ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ðñÜîåùò, ôçí ýðáñîç Þ
ìç ìçäåíïäéáéñåôþí êáé ôï «åýñïò» ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò ôùí áíôéóôñå-
øßìùí óôïé·åßùí. Ïé åí ëüãù õðïêëÜóåéò, êáèþò êáé ·áñáêôçñéóôéêÜ ðáñáäåßã-
ìáôá äáêôõëßùí áíÞêïíôá óå êÜèå ìßá åî áõôþí, êáôá·ùñßæïíôáé óôï áêüëïõèï
äéÜãñáììá:
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1.3 ÄÁÊÔÕËÉÏÉ ÐÏËÕÙÍÕÌÙÍ
ÊÁÉ ÅÐÉÔÕÐÙÍ ÄÕÍÁÌÏÓÅÉÑÙÍ

ÄïèÝíôïò åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èåùñïýìå ôï óýíïëï RN0 üëùí
ôùí áêïëïõèéþí (a0, a1, a2, . . . . . . ) ìå ôá ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , êáèþò êáé ôï óý-
íïëï R(N0) üëùí ôùí áêïëïõèéþí (a0, a1, a2, . . . . . . ) ìå ôá ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . ,
ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ·ïõí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ai ðïõ åßíáé äéÜöïñá ôïý
0R. ÊÜèå óôïé·åßï f ôïý R(N0) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

f = (a0, a1, a2, . . . , an, 0R, 0R, . . . )

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü n ≥ 0. Ðñïöáíþò, äõï óôïé·åßá

f = (a0, a1, a2, . . . , an, . . . ), g = (b0, b1, b2, . . . , bn, . . . )

ôïý RN0 åßíáé ßóá (f = g) üôáí ai = bi,∀i ∈ N0. Åðß ôïý RN0 ïñßæïõìå ðñÜîåéò
ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:¯̄̄̄

¯̄ (a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ),

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) := (c0, c1, c2, . . . ),

üðïõ

cm :=
X

i+j=m

aibj = a0bm + a1bm−1 + · · ·+ amb0, ∀m ∈ N0. (1.7)

Ç ôñéÜäá (RN0 ,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï
(0R, 0R, . . . ) êáé ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1R, 0R, 0R, . . . ) êáé ç ôñéÜäá
(R(N0),+, ·) Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý (RN0 ,+, ·) (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï
(1R, 0R, 0R, . . . )). Åðßóçò, ôáõôßæïíôáò êÜèå a ∈ R ìå ôï (a, 0R, 0R, . . . ) Ý·ïõìå
ôç äõíáôüôçôá èåùñÞóåùò ôïý (R,+, ·) ùò Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý (R(N0),+, ·). Åé-
óÜãïíôáò Ýíá íÝï óýìâïëï

X := (0R, 1R, 0R, 0R, . . . )

ðáñáôçñïýìå üôé, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí,

X2 = (0R, 0R, 1R, 0R, 0R, . . . ) ,

X3 = (0R, 0R, 0R, 1R, 0R, 0R, . . . ) ,

êáé, ãåíéêüôåñá,

Xn = (0R, 0R, . . . , 0R, 1R|{z}
n+1 èÝóç

, 0R, 0R, . . . ), ∀n ∈ N0.
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Åðßóçò, ëüãù ôÞò áíùôÝñù ôáõôßóåùò, ãéá êÜèå a ∈ R ëáìâÜíïõìå

aXn = (0R, 0R, . . . , 0R, a|{z}
n+1 èÝóç

, 0R, 0R, . . . ), ∀n ∈ N0.

ÅÜí ëïéðüí ôï (a0, a1, a2, . . . ) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïýRN0 , ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜ-
øïõìå

(a0, a1, a2, . . . ) = a0 + a1X+ a2X
2 + · · ·+ anX

n + · · · =:
∞X
i=0

aiX
i.

Êáô' áíáëïãßáí, åÜí ôï (a0, a1, a2, . . . ) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõ R(N0),
üðïõ ai = 0R, ãéá êÜèå i ≥ n, ãéá êÜðïéïí ðáãéùìÝíï n ∈ N0, ôüôå ìðïñïýìå íá
ãñÜøïõìå

(a0, a1, a2, . . . , an, 0R, 0R, . . . ) = a0 + a1X+ a2X+ · · ·+ anX
n =:

nX
i=0

aiX
i.

1.3.1 Ïñéóìüò. (i) Ï äáêôýëéïò RN0 óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò R[[X]] êáé êáëåßôáé
äáêôýëéïò åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí (Þ ôýðïéò äõíáìïóåéñþí) ìéáò ìåôáâëçôÞò (Þ
ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ) X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R. Ôá óôïé·åßá ôïõ
ïíïìÜæïíôáé åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò êáé óçìåéþíïíôáé ùò f(X), g(X), .. ê.ëð., åíþ
ôá åêÜóôïôå áíáãñáöüìåíá a0, a1, a2, . . . ïíïìÜæïíôáé óõíôåëåóôÝò ôùí åðßôõðùí
äõíáìïóåéñþí.

(ii) Ï äáêôýëéïò R(N0) óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò R [X] êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ðï-
ëõùíýìùí (Þ ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò) ìéáò ìåôáâëçôÞò (Þ ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ)
X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R. Ôá óôïé·åßá ôïõ ïíïìÜæïíôáé ðïëõþ-
íõìá êáé óçìåéþíïíôáé ùò f(X), g(X), .. ê.ëð., åíþ ôá åêÜóôïôå áíáãñáöüìåíá
a0, a1, a2, . . . ïíïìÜæïíôáé óõíôåëåóôÝò ôùí ðïëõùíýìùí.

1.3.2 ÐáñáôÞñçóç. ÂÜóåé ôïý ïñéóìïý ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ðïëõùíýìùí (êáé
áíôéóôïß·ùò, åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí) åßíáé óáöÝò üôé ï äáêôýëéïòR[X] (êáé áíôé-
óôïß·ùò, ï äáêôýëéïò R[[X]]) åßíáé ìåôáèåôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ßäéïò ï R åßíáé
ìåôáèåôéêüò.

1.3.3 Óçìåßùóç. Åê ôùí áíùôÝñù óõìðåñáßíïõìå üôé äõï åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò

f(X) =
∞X
i=0

aiX
i ∈ R[[X]] , g(X) =

∞X
i=0

bjX
j ∈ R[[X]]

åßíáé ßóåò (ãñÜöïíôáò f(X) = g(X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí ai = bi,∀i ∈ N0. Êáô'
áíáëïãßáí, äõï ðïëõþíõìá

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X]



§ 1.3 äáêôõëéïé ðïëõùíõìùí êáé åðéôõðùí äõíáìïóåéñùí 21

åßíáé ßóá (ãñÜöïíôáò f(X) = g(X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí åßôå áìöüôåñá åßíáé ßóá ìå
ôï 0R[X] åßôå

max { i ∈ {0, . . . , n}| ai 6= 0R} = max {j ∈ {0, . . . ,m}| bj 6= 0R} (=: k)

êáé ai = bi, ∀i ∈ {0, . . . , k}.

1.3.4 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí

f(X) =
∞X
i=0

aiX
i ∈ R[[X]]r{0R[[X]]} êáé n := min{k ∈ N0| ak 6= 0R},

ôüôå ëÝìå üôé ï áñéèìüò ord(f(X)) := n åßíáé ç ôÜîç ôÞò åðßôõðçò äõíáìïóåéñÜò
f(X) êáé ôï a0 ï óôáèåñüò üñïò ôÞò f(X). Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ f(X) = 0R[[X]] åßíáé
ç ìçäåíéêÞ åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ, èÝôïõìå åî ïñéóìïý ord(f(X)) := ∞, õðü ôïí
üñï üôé èåóðßæïõìå ôç óýìâáóç11: ∞ > n, ∀n ∈ N0. Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ç ôÜîç
ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåéêüíéóç

ord : R[[X]] −→ N0 ∪ {∞} .

1.3.5 ËÞììá. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ãéá ïéåóäÞðïôå
åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò f(X), g(X) ∈ R[[X]]r{0R[[X]]} éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) ord(f(X) + g(X)) ≥ min{ord(f(X)) ,ord(g(X))}.
(ii) ord(f(X) · g(X)) ≥ ord(f(X))+ ord(g(X)).

(iii) ÅÜí ord(f(X)) 6= ord(g(X)), ôüôå

ord (f(X) + g(X)) = min{ord (f(X)) , ord(g(X))}.

(iv) ÅÜí ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå

ord (f(X) · g(X)) = ord (f(X)) + ord(g(X)).

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé

f(X) =
∞X
i=0

aiX
i, n := ord(f(X)), g(X) =

∞X
i=0

biX
i, m := ord(g(X)).

(i) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé n ≤ m. Ôüôå

f(X) + g(X) =
∞X
i=0

(ai + bi)X
i =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
an +

∞P
i=n+1

(ai + bi)X
i, üôáí n < m

∞P
i=n

(ai + bi)X
i, üôáí n = m

(1.8)

11Åðßóçò, óôï N0 ∪ {∞} èÝôïõìå∞+∞ :=∞,∞ ·∞ :=∞ êáé∞+ n :=∞,∞ · n :=∞,∀n ∈ N0.
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ïðüôå12 ord(f(X) + g(X)) ≥ n = min{ord(f(X)) ,ord(g(X))}.
(ii) ÂÜóåé ôÞò (1.7) ôï ãéíüìåíï ôùí äýï åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìðïñåß íá ãñáöåß
ùò

f(X) · g(X) =
∞X
k=0

Ã
kX
i=0

aibk−i

!
Xk,

üðïõ

kX
i=0

aibk−i =

½
anbm, üôáí k = n+m

0R, üôáí k ≤ n+m− 1 (1.9)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí13, ord(f(X) · g(X)) ≥ n+m = ord(f(X))+ ord(g(X)).

(iii) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé n < m. Ôüôå
Ý·ïõìå an + bn = an 6= 0R êáé áðü ôçí (1.8) Ýðåôáé üôé

ord (f(X) + g(X)) = n = min{ord (f(X)) , ord(g(X))}.

(iv) ÅðåéäÞ anbm 6= 0R, ëáìâÜíïõìå ord(f(X) · g(X)) = ord(f(X))+ ord(g(X)) áðü
ôçí (1.9). ¤

1.3.6 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X]r{0R[X]} êáé an 6= 0R,

ôüôå ëÝìå üôé ï áñéèìüò deg (f(X)) := n åßíáé ï âáèìüò ôïý ðïëõùíýìïõ f(X), ôï
a0 ï óôáèåñüò üñïò ôïý f(X) êáé ï lc(f(X)) := an ï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞò
(Þ ï ìåãéóôïâÜèìéïò óõíôåëåóôÞò) ôïý f(X). ¼ôáí lc(f(X)) = 1R, ôüôå ôï f(X)

êáëåßôáé ìïíéêü ðïëõþíõìï. Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ f(X) = 0R[X] åßíáé ôï ìçäåíéêü
ðïëõþíõìï, èÝôïõìå åî ïñéóìïý deg(f(X)) := −∞, õðü ôïí üñï üôé èåóðßæïõìå ôç
óýìâáóç14: −∞ < n, ∀n ∈ N0. Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ï âáèìüò ôùí ðïëõùíýìùí
ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåéêüíéóç

deg : R[X] −→ N0 ∪ {−∞} .

¸íá ðïëõþíõìï f(X) ∈ R[X] ëÝãåôáé óôáèåñü ðïëõþíõìï üôáí deg(f(X)) ≤ 0.
12Ðñïöáíþò, áõôÞ éó·ýåé ùò ãíÞóéá áíéóüôçôá åÜí êáé ìüíïí åÜí n = m êáé an = −bn.
13ÁõôÞ éó·ýåé ùò ãíÞóéá áíéóüôçôá åÜí êáé ìüíïí åÜí anbm = 0R.

14Åðßóçò, óôï N0 ∪ {−∞} èÝôïõìå (−∞) + (−∞) := −∞, (−∞) · (−∞) := −∞ êáé (−∞) + n := n,
(−∞) · n := −∞, ∀n ∈ N0.
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1.3.7 ËÞììá. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ãéá ïéáäÞðïôå ðï-
ëõþíõìá f(X), g(X) ∈ R[X]r{0R[X]} éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) deg (f(X) + g(X)) ≤ max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.
(ii) deg (f(X) · g(X)) ≤ deg (f(X)) + deg(g(X)).

(iii) ÅÜí deg (f(X)) 6= deg(g(X)), ôüôå

deg (f(X) + g(X)) = max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.

(iv) ÅÜí lc(f(X))· lc(g(X)) 6= 0R, ôüôå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)).

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , an 6= 0R, g(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X], bm 6= 0R,

êáé áò ïñßóïõìå ai := 0R ãéá êÜèå i > n êáé bj := 0R ãéá êÜèå j > m.

(i) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé n ≥ m. Ôüôå

f(X) + g(X) =
nX
i=0

(ai + bi)X
i, (1.10)

ïðüôå deg (f(X) + g(X)) ≤ n = max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.
(ii) ÂÜóåé ôÞò (1.7) ôï ãéíüìåíï ôùí äýï ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

f(X) · g(X) =
X
k≥0

Ã
kX
i=0

aibk−i

!
Xk,

üðïõ

kX
i=0

aibk−i =

⎧⎨⎩
anbm, üôáí k = n+m
nP
i=0

aibk−i +
kP

i=n+1
aibk−i = 0R, üôáí k ≥ n+m+ 1

(1.11)

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, deg (f(X) · g(X)) ≤ n+m = deg (f(X)) + deg(g(X)).

(iii) Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé n > m. Ôüôå
Ý·ïõìå an + bn = an 6= 0R êáé áðü ôçí (1.10) Ýðåôáé üôé

deg (f(X) + g(X)) = n = max{deg (f(X)) ,deg(g(X))}.

(iv) ÅðåéäÞ anbm = lc(f(X))· lc(g(X)) 6= 0R, áðü ôçí éóüôçôá (1.11) ëáìâÜíïõìå
deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)). ¤
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1.3.8 Ðáñáäåßãìáôá. ÓçìåéùôÝïí üôé ïé áíùôÝñù áíéóïúóüôçôåò ìðïñïýí ðñÜã-
ìáôé íá éó·ýïõí êáé ùò áõóôçñÝò áíéóüôçôåò.

(i) ÅÜí f(X) = 2X+ 1, g(X) = −2X+ 1 ∈ Z [X], ôüôå

0 = deg (f(X) + g(X)) < max{deg (f(X)) ,deg(g(X))} = 1.

(ii) ÅÜí f(X) = [2]4 X+ [1]4, g(X) = [−2]4 X+ [1]4 ∈ Z4 [X], ôüôå

f(X) · g(X) = [−4]4 X2 + [1]4 = [1]4 ,

ðïõ óçìáßíåé üôé

0 = deg (f(X) · g(X)) < deg (f(X)) + deg(g(X)) = 2.

1.3.9 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá f(X), g(X) ∈ R[X]r{0R[X]} Ý·ïõìå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X))

êáé ãéá ïéåóäÞðïôå åðßôõðåò äõíáìïóåéñÝò f(X), g(X) ∈ R[[X]]r{0R[[X]]} Ý·ïõìå

ord (f(X) · g(X)) = ord (f(X)) + ord(g(X)).

(ii) Ïé äáêôýëéïé R[X] êáé R[[X]] åßíáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò.

(iii) ¸·ïõìå R [X]× = R× (Þôïé ôá áíôéóôñÝøéìá ðïëõþíõìá ôïý R [X] åßíáé ôá
óôáèåñÜ ðïëõþíõìá ôÞò ìïñöÞò f(X) = a0 ∈ R×) êáé

f(X) =
∞X
i=0

aiX
i ∈ R[[X]]× ⇐⇒ a0 ∈ R×.

Áðïäåéîç. (i)-(ii) Oé R[X] êáé R[[X]] åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé, ìåôáèåôéêïß äáêôýëéïé
ìå ìïíáäéáßï ôïõò óôïé·åßï ôï 1R. ÅÜí f(X), g(X) ∈ R[X]r{0R[X]}, ôüôå

lc(f(X)) · lc(g(X)) 6= 0R,

äéüôé ï R äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ïðüôå áðü ôï 1.3.7 (iv) Ý·ïõìå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)) ∈ N0.

Óõíåðþò, f(X) · g(X) 6= 0R[X], ïðüôå ïýôå ï R[X] äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò. Åí
óõíå·åßá èåùñïýìå f(X), g(X) ∈ R[[X]]r{0R[[X]]}. Áðü ôï 1.3.5 (iv) Ý·ïõìå

ord (f(X) · g(X)) = ord (f(X)) + ord(g(X)) ∈ N0.
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Óõíåðþò, f(X) · g(X) 6= 0R[[X]], ïðüôå ïýôå ï R[X] äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò.
(iii) ÅÜí ôï f(X) åßíáé Ýíá áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý R[X], ôüôå õðÜñ·åé Ýíá ðï-
ëõþíõìï g(X) ∈ R[X], ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé f(X)g(X) = 1R[X]. Ôá f(X), g(X) åßíáé
ìç ìçäåíéêÜ, êáèüôé 1R[X] = 1R 6= 0R = 0R[X]. Áðü ôï (i) óõíÜãïõìå üôé

0 = deg (f(X)g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X)) =⇒ deg (f(X)) = deg(g(X)) = 0,

ïðüôå ôá f(X), g(X) åßíáé êáô' áíÜãêçí áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý R. ÅÜí ôþñá

f(X) =
∞X
i=0

aiX
i ∈ R[[X]],

Ý·ïõìå

f(X) ∈ R[[X]]× ⇐⇒ a0 ∈ R×.

ÐñÜãìáôé° åÜí õðÜñ·åé g(X) =
∞P
i=0

biX
i ∈ R[[X]] ìå f(X)g(X) = 1R, ôüôå a0b0 = 1R,

ïðüôå a0 ∈ R×.Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí a0 ∈ R×, ôüôå ìðïñïýìå íá ðñïóäéïñßóïõìå
äéáäï·éêþò b0, b1, . . . , bi, bi+1, . . . ∈ R, ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

b0a0 = 1R,

b1a0 + b0a1 = 0R,
...
bia0 + bi−1a1 + · · ·+ b0ai = 0R,
...

Ðñïöáíþò, b0 = a−10 . ¸óôù ôõ·þí öõóéêüò áñéèìüò i ∈ N. ÕðïèÝôïíôáò üôé
Ý·ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé ôá bj , j ∈ {0, 1, . . . , i− 1}, ïñßæïõìå ùò bi ôï

bi := −a−10 (bi−1a1 + · · ·+ b0ai).

ÈÝôïíôáò g(X) :=
∞P
i=0

biX
i, ëáìâÜíïõìå f(X)g(X) = 1R êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé

áëçèÞò. ¤

1.3.10 Ðüñéóìá. ¸óôù K Ýíá óþìá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÅÜí f(X), g(X) ∈ K[X]r{0K[X]}, ôüôå

deg (f(X) · g(X)) = deg (f(X)) + deg(g(X))

êáé

K [X]× = K× = Kr{0K} = {f (X) ∈ K[X] | deg(f(X)) = 0} .
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(ii) ÅÜí f(X), g(X) ∈ K[[X]]r{0K[[X]]}, ôüôå

ord (f(X) · g(X)) = ord (f(X)) + ord(g(X))

êáé

K[[X]]× = {f (X) ∈ K[[X]] | ord(f(X)) = 0} .

ÅðéðñïóèÝôùò, êÜèå åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ f(X) ∈ K[[X]]r{0K[[X]]} ãñÜöåôáé õðü
ôç ìïñöÞ

f(X) = Xord(f(X))h(X),

ãéá êÜðïéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ h(X) ∈ K[[X]]×.

Áðïäåéîç. Ïé éó·õñéóìïß ðåñß ôùí âáèìþí ôïý ãéíïìÝíïõ äýï ìç ìçäåíéêþí ðï-
ëõùíýìùí, ðåñß ôùí ôÜîåùí äýï ìç ìçäåíéêþí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí êáé ðåñß
ôùí ïìÜäùí ôùíáíôéóôñåøßìùíóôïé·åßùí åßíáé ðñïäÞëùò áëçèåßò âÜóåé ôùí üóùí
áðåäåß·èçóáí óôçí ðñüôáóç 1.3.9. ¸óôù ôþñá ôõ·ïýóá åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ

f(X) =
∞X
i=0

aiX
i ∈ K[[X]]r{0K[[X]]}

ìå n := ord(f(X)). ÈÝôïíôáò h(X) :=
∞P
i=n

aiX
i−n ëáìâÜíïõìå f(X) = Xnh(X). Ç

åðßôõðç äõíáìïóåéñÜ h(X) ∈ K[[X]] åßíáé áíôéóôñÝøéìç, äéüôé ï óôáèåñüò ôçò üñïò
an åßíáé 6= 0K , ïðüôå áíÞêåé óôçí ïìÜäáK× = Kr{0K}. ¤

1.3.11 Óçìåßùóç. Óôï ó·ïëåßï åßèéóôáé íá áíôéìåôùðßæïõìå ôá ðïëõþíõìá ùò óõ-
íÞèåéò «áðåéêïíßóåéò» (åðåéäÞ åêåß ãßíåôáé êõñßùò ·ñÞóç ôùí äáêôõëßùíQ êáé R).
Ùóôüóï, üôáí êáíåßò èåùñåß ôõ·üíôåò äáêôõëßïõò R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êÜôé
ôÝôïéï äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. ÅÜí

f(X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X],

ç áðåéêüíéóç ç åðáãïìÝíç áðü ôï f(X) åßíáé åî ïñéóìïý ç

vf(X) : R −→ R, r 7−→ vf(X)(r) := f(r) :=
nX
i=1

air
i.

¼ìùò ç R [X] −→áð(R,R) = RR, f(X) 7−→ vf(X), äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí Ýíñéøç.
Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí R = Z3 êáé

f (X) = [1]3 X+ [1]3 X
3, g(X) = [2]3 X,
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ôüôå ôá f (X) êáé g(X) -ùò ðïëõþíõìá- åßíáé äéáöïñåôéêÜ (âë. 1.3.3), åíþ

vf(X)([0]3) = [0]3 = vg(X)([0]3),

vf(X)([1]3) = [2]3 = vg(X)([1]3),

vf(X)([2]3) = [1]3 = vg(X)([2]3),

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé vf(X) = vg(X).

IÌåôÜâáóç óôéò ðïëëÝò ìåôáâëçôÝò. ÁõôÞ êáèßóôáôáé åöéêôÞ ýóôåñá áðü åðáíÜ-
ëçøç ôÞò äéáäéêáóßáò êáôáóêåõÞò ôùí R[X] êáé R[[X]], üðïõ ï ßäéïò ï R åßíáé Ýíáò
äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí êáé Ýíáò äáêôýëéïò åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí, áíôéóôïß·ùò,
áêïëïõèïýìåíç áðü áíáäñïìéêü ïñéóìü.

1.3.12 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ï äáêôýëéïò
(R[[X1]]) [[X2]] ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí ìßáò ìåôáâëçôÞò X2 ìå óõíôåëåóôÝò åé-
ëçììÝíïõò áðü ôïí R[[X1]] êáëåßôáé äáêôýëéïò åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí äýï (áíå-
îáñôÞôùí) ìåôáâëçôþí X1 êáé X2 ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R êáé óõì-
âïëßæåôáé ùò R[[X1,X2]]. ÊÜèå óôïé·åßï f(X1,X2) ∈ R[[X1,X2]] åßíáé ôÞò ìïñöÞò

f(X1,X2) =
X

(i,j)∈N20

aijX
i
1X

j
2, aij ∈ R.

Êáô' áíáëïãßáí, ï äáêôýëéïò (R[X1]) [X2] ôùí ðïëõùíýìùí ìßáò ìåôáâëçôÞò X2 ìå
óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïíR[X1] êáëåßôáé äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí äýï (áíå-
îáñôÞôùí) ìåôáâëçôþí X1 êáé X2 ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R êáé óõì-
âïëßæåôáé ùò R[X1,X2]. ÊÜèå óôïé·åßï f(X1,X2) ∈ R[X1,X2] åßíáé ôÞò ìïñöÞò

f(X1,X2) =
X

(i,j)∈Λ
aijX

i
1X

j
2, aij ∈ R, Λ ⊆ N20, card(Λ) <∞.

(ii) Ãåíéêüôåñá, ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n ≥ 2, ï äáêôýëéïò R[[X1, . . . ,Xn]]
åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí n (áíåîáñôÞôùí) ìåôáâëçôþí X1, . . . ,Xn ìå óõíôåëåóôÝò
åéëçììÝíïõò áðü ôïí R ïñßæåôáé áíáäñïìéêþò ùò

R[[X1, . . . ,Xn]] := R[[X1, . . . ,Xn−1]][[Xn]].

Êáô' áíáëïãßáí, ï äáêôýëéïò R [X1, . . . ,Xn] ðïëõùíýìùí n (áíåîáñôÞôùí) ìåôá-
âëçôþí X1, . . . ,Xn ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R ïñßæåôáé áíáäñïìéêþò
ùò åîÞò:

R [X1, . . . ,Xn] := R [X1, . . . ,Xn−1] [Xn] .
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1.4 Ç μÁÑÁÊÔÇÑÉÓÔÉÊÇ ÔÙÍ ÄÁÊÔÕËÉÙÍ

1.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíáò m ∈ N
ìå ôçí éäéüôçôá

ma = 0R, ∀a, a ∈ R.

ÅÜí ï n ∈ N åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, ôüôå ï n

ëÝãåôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äáêôõëßïõ R. ÅÜí äåí õðÜñ·åé êáíÝíáòm ∈ N ìå ôçí
áíùôÝñù éäéüôçôá, ôüôå ëÝìå ðùò ï äáêôýëéïò R Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ 0. Ç ·áñá-
êôçñéóôéêÞ åíüò äáêôõëßïõ R èá óõìâïëßæåôáé ùò ·áñ(R).

1.4.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé Z,Q,R êáé C Ý·ïõí ·áñáêôçñéóôéêÞ 0.

(ii) O Zm Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞm.

(iii) Ðñïöáíþò, ·áñ(R) = 1⇐⇒ ï R åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

1.4.3 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå

·áñ (R) = n > 0⇐⇒ n = min {m ∈ N | m · 1R = 0R} .

Áðïäåéîç. ‘‘=⇒'' Åî ïñéóìïý, åÜí ï R Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ n > 0, ôüôå na = 0R
ãéá êÜèå a ∈ R, ïðüôå n · 1R = 0R. ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéïò áêÝñáéïò m, 0 < m < n,
ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåém · 1R = 0R, ôüôå èá åß·áìå

ma = m (1R · a) = (m · 1R) a = 0R · a = 0R, ∀a ∈ R,

äçëáäÞ êÜôé ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôï ãåãïíüò üôé ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò
áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßïí na = 0R ãéá êÜèå a ∈ R.

‘‘⇐='' ÅÜí ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßïí n · 1R = 0R, ôüôå
ãéá êÜèå a ∈ R Ý·ïõìå

na = n (1R · a) = (n · 1R) a = 0R · a = 0R,

ïðüôå ·áñ(R) = k, ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü k, üðïõ 0 < k ≤ n. ÅðåéäÞ üìùò
ôüôå èá éó·ýåé êáé ç éóüôçôá k · 1R = 0R, èá ðñÝðåé (âÜóåé ôÞò õðïèÝóåþò ìáò) íá
Ý·ïõìå k = n. ¤

1.4.4 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ôüôå

·áñ (R) = ·áñ (R[X]) = ·áñ (R[[X]]) .

1.4.5 Ðñüôáóç. Ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéáóäÞðïôå áêåñáßáò ðåñéï·Þò R åßíáé åßôå
ìçäÝí åßôå Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.
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Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ·áñ(R) = n 6= 0. ÕðïèÝôïõìå ðùò ï n åßíáé óýíèåôïò
áñéèìüò, äçëáäÞ üôé ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï n = kl äýï öõóéêþí áñéèìþí k êáé l,
üðïõ 1 < k, l < n. Ôüôå 0R = n · 1R = (kl) · 1R = (k · 1R) (l · 1R) , êáé åðåéäÞ ï R

äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò ëáìâÜíïõìå

(k · 1R) = 0R Þ (l · 1R) = 0R,

ðñÜãìá ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôï ãåãïíüò üôé ï n åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéè-
ìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá (âë. ðñüôáóç 1.4.3). ¢ñá ôåëéêþò ï n ïöåßëåé íá åßíáé
ðñþôïò áñéèìüò. ¤

1.4.6 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(i) EÜí ·áñ(R) = 0, ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò
(R,+) Ý·åé Üðåéñç ôÜîç.

(ii) ÅÜí ·áñ(R) = p (p ðñþôïò), ôüôå êÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò
ïìÜäáò (R,+) Ý·åé ôÜîç p.

Áðïäåéîç. (i) EÜí ·áñ(R) = 0 êáé åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá a ∈ Rr{0R} êáé õðïèÝ-
óïõìå ðùò áõôü åßíáé ôÜîåùòm ∈ N, ôüôå

0R = ma = (m · 1R) a =⇒ m · 1R = 0R,

Þôïé êÜôé ôï áäýíáôï. ¢ñá ôï a ïöåßëåé íá Ý·åé Üðåéñç ôÜîç.

(ii) ÅÜí ·áñ(R) = p (p ðñþôïò) êáé åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá a ∈ Rr{0R}, ôüôå áðü ôïí
ïñéóìü ôÞò ·áñáêôçñéóôéêÞò ôïýR ðñïêýðôåé üôé ord(a) ≤ p.¼ìùò ç éóüôçôá 0R =
ord(a) a = (ord (a) · 1R) a ìáò äßíåé êáé ðÜëé ord(a) · 1R = 0R (äéüôé ï äáêôýëéïò R
óôåñåßôáé ìçäåíïäéáéñåôþí), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé

ord (a) ≥ p

äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.3. Óõíåðþò, ord(a) = p. ¤

1.4.7 Ðüñéóìá. ÅÜí ç R åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ (Þôïé Ýíá ðåðå-
ñáóìÝíï óþìá), ôüôå ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôçò èá åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò.

1.4.8 Ðñüôáóç. ÅÜí ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ìå ·áñáêôçñéóôéêÞ Ýíáí
ðñþôï áñéèìü p, ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå a, b, a1, . . . , an ∈ R Ý·ïõìå :

(i) (a+ b)p = ap + bp .

(ii) (a+ b)p
ν

= ap
ν

+ bp
ν

ãéá êÜèå ν ∈ N.
(iii) (a1 + · · ·+ an)

p = ap1 + · · ·+ apn .

(iv) (a1 + · · ·+ an)
pν = ap

ν

1 + · · ·+ ap
ν

n ãéá êÜèå ν ∈ N.
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ÁóêÞóåéò

1-1. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò. μñçóéìïðïéþíôáò ôüí óõìâïëéóìü ôïí åéóá-
·èÝíôá óôá åäÜöéá 1.1.5 (v) êáé 1.1.6, íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèåò
éóüôçôåò:

(i) n(ab) = (na)b, ãéá êÜèå n ∈ Z êáé êÜèå (a, b) ∈ R2.

(ii) n(ab) = a(nb), ãéá êÜèå n ∈ Z êáé êÜèå (a, b) ∈ R2.

(iii) (ma)(nb) = (mn)(ab), ãéá êÜèå (m,n) ∈ Z2 êáé êÜèå (a, b) ∈ R2.

(iv) (ma)n = mnan, ãéá ïéáäÞðïôåm ∈ Z, n ∈ N êáé a ∈ R.

(v) (−a)2n = a2n, ãéá êÜèå n ∈ N êáé

(vi) (−a)2n+1 = −a2n+1, ãéá êÜèå n ∈ N0.

1-2. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù (a, b) ∈ R2. ÅÜí ab = ba, íá áðïäåé-
·èåß üôé éó·ýïõí ïé áêüëïõèåò éóüôçôåò:

(i) (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2, (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2,

(ii) a2 − b2 = (a− b)(a+ b) = (a+ b)(a− b),

(iii) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ≥ 3,

an − bn = (a− b)

⎛⎝an−1 +
n−1X
j=2

an−jbj−1 + bn−1

⎞⎠
=

⎛⎝an−1 +
n−1X
j=2

an−jbj−1 + bn−1

⎞⎠ (a− b) ,

(iv) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ≥ 1,

a2n+1 + b2n+1 = (a+ b)
¡
a2n − a2n−1b+ · · ·− a2b2n−2 + ab2n−1 + b2n

¢
=

¡
a2n − a2n−1b+ · · ·− a2b2n−2 + ab2n−1 + b2n

¢
(a+ b) ,

(v) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ≥ 2,

a2n + b2n = (a+ b)
¡
a2n−1 − a2n−2b+ · · ·− a2b2n−3 + ab2n−2 − b2n−1

¢
=

¡
a2n−1 − a2n−2b+ · · ·− a2b2n−3 + ab2n−2 − b2n−1

¢
(a+ b) .

1-3. ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ËÝìå üôé ï äáêôýëéïò (R,+, ∗) ï ïñéæüìåíïò
åðß ôïý óõíüëïõ R, ìå ôçí ßäéá ôçí ‘‘+'' ùò ðñÜîç ðñïóèÝóåùò êáé ôçí

R×R 3 (a, b) 7−→ a ∗ b := b · a ∈ R
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ùò ðñÜîç ðïëëÜðëáóéáóìïý, åßíáé ï áíôéêåßìåíïò äáêôýëéïò ôïý R. Åí óõ-
íôïìßá, o äáêôýëéïò áõôüò óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò Ropp. Íá áðïäåé·èïýí
ôá áêüëïõèá:

(i) (Ropp)opp = R.

(ii) Ropp = R åÜí êáé ìüíïí åÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) ÅÜí ïR Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ïRopp Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï°
åðéðñïóèÝôùò, 1Ropp = 1R.

1-4. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

x2 = x, ∀x ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß üôé 2x = 0R, ∀x ∈ R, êáé üôé ï åí ëüãù äáêôýëéïò ïöåßëåé íá
åßíáé ìåôáèåôéêüò. ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï R Ý·åé
ôïõëÜ·éóôïí ôñßá óôïé·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ï R äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò.
(Áõôïý ôïý åßäïõò ïé äáêôýëéïé ïíïìÜæïíôáé äáêôýëéïé ôïý Boole).

1-5. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

x2 = 2x, ∀x ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß üôé x3 = 0R, ∀x ∈ R.

1-6. ¸óôùR Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

x3 = x, ∀x ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß (i) üôé 6x = 0R, ∀x ∈ R, êáé (ii) üôé ï R åßíáé êáô' áíÜãêçí
ìåôáèåôéêüò.

1-7. ¸óôù M Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé Ýóôù P (M) ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ. Íá
áðïäåé·èåß üôé ç ôñéÜäá (P (M) ,M,∩) , üðïõ

A M B := (ArB) ∪ (BrA) , ∀ (A,B) ∈ P (M)×P (M) ,

ç óõììåôñéêÞ äéáöïñÜ ôùí A êáé B, áðïôåëåß Ýíáí ìåôáèåôéêü äáêôýëéï ôïý
Boole ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï.

1-8. ¸óôù p ðñþôïò áñéèìüò êáéQp :=
n£

x2
¤
p

¯̄̄
[x]p ∈ Zp

o
ôï óýíïëï ôùí ôåôñá-

ãþíùí ôùí óôïé·åßùí ôïý Zp.
(i) Ðïéïò åßíáé ï ðëçèéêüò áñéèìüò card(Qp) ôïý Qp;

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (Qp,+) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Zp,+) ìü-
íïí üôáí p = 2.

(iii) Ãéá ïéáäÞðïôå u, v ∈ ZprQp, íá áðïäåé·èåß üôé uv ∈ Qp.
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1-9. ¸óôù p ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå óôïé·åßï ôïý Zp ìðïñåß íá
ðáñáóôáèåß ùò Üèñïéóìá ôåôñáãþíùí äýï óôïé·åßùí ôïýZp. (Õðüäåéîç : Íá
ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôÞò áóêÞóåùò 1-8.)

1-10. Íá áðïäåé·èåß ç ðñüôáóç 1.1.10.

1-11. Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü p ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Zhpi :=
©
r ∈ Q | r = a

b , (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b
ª
.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Zhpi åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Q. (Ôï Zhpi ïíïìÜæåôáé
äáêôýëéïò ôùí p-áäéêþí êëáóìÜôùí êáé ðáßæåé Ýíáí éäéáßôåñï ñüëï óôçí Áë-
ãåâñéêÞ Èåùñßá Áñéèìþí.)

1-12. ÅÜí ç (G,+) åßíáé ìéá ðñïóèåôéêÞ áâåëéáíÞ ïìÜäá, íá áðïäåé·èåß üôé ç
ôñéÜäá (End(G) ,+, ◦), üðïõ End(G) ôï óýíïëï ôùí åíäïìïñöéóìþí ôÞò G,
‘‘+'' ç óõíÞèçò (êáôÜ óçìåßï) ðñüóèåóç êáé ‘‘◦'' ç óõíÞèçò ðñÜîç ôÞò óõí-
èÝóåùò áðåéêïíßóåùí, áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ôçí idG ùò ìïíáäéáßï ôïõ
óôïé·åßï.

1-13. ÅÜí o n åßíáé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé ïR Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò
äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ç ïñßæïõóá det (A) åíüò ðßíáêá

A = (aij)1≤i,j≤n ∈Matn×n (R)

ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ ôïý Leibniz:

det (A) :=
X
σ∈Sn

sgn(σ) a1σ(1)a2σ(2) · · · anσ(n) (1.12)

ìå ôï Üèñïéóìá åêôåéíüìåíï õðåñÜíù üëùí ôùí ìåôáôÜîåùí σ ôïý óõíüëïõ
{1, 2, . . . , n} , êáé

sgn (σ) =
Q

1≤i<j≤n

σ(j)−σ(i)
j−i ∈ {±1} .

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) det (In) = 1R,

(ii) ¸óôù r ∈ R. ÅÜí ï ðßíáêáò B ∈ Matn×n (R) ðñïêýðôåé áðü ôïí ðß-
íáêáA ∈Matn×n (R) ýóôåñá áðü ðïëëáðëáóéáóìü üëùí ôùí åããñáöþí ôÞò
i-ïóôÞò ãñáììÞò (Þ ôÞò i-ïóôÞò óôÞëçò) ôïý A ìå ôï r, üðïõ i ∈ {1, ..., n},
ôüôå

det (B) = r det (A) .
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Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

det (rA) = rn det (A) .

(Åí ðñïêåéìÝíù, ùò rA óõìâïëßæïõìå ôïí ðßíáêá ðïõ ðñïêýðôåé êáôüðéí
áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïý r ìå ôïí ðßíáêá A = (aij)1≤i,j≤n, Þôïé
ôïí rA = (raij)1≤i,j≤n).

(iii) ÅÜí ïé ðßíáêåò A,B,C ∈ Matn×n (R) äéáèÝôïõí ôéò ßäéåò åããñáöÝò óå
êÜèå ãñáììÞ ôïõò ðïõ åßíáé äéÜöïñç ôÞò j-ïóôÞò (ãéá êÜðïéï ðáãéùìÝíï
j ∈ {1, . . . , n}) êáé, åðéðñïóèÝôùò, ç j-ïóôÞ ãñáììÞ ôïý C éóïýôáé ìå ôï
Üèñïéóìá ôÞò j-ïóôÞò ãñáììÞò ôïýA êáé ôÞò j-ïóôÞò ãñáììÞò ôïýB, ôüôå

det (C) = det (A) + det (B) .

(iv)ÕðïèÝôïíôáò üôén > 1 êáé üôé ç k-áóôÞ ãñáììÞ (êáé, áíôéóôïß·ùò, k-áóôÞ
óôÞëç) åíüò ðßíáêáB = (bij)1≤i,j≤n ∈Matn×n (R) éóïýôáé ìå ôçí l-ïóôÞ ôïõ
ãñáììÞ (êáé, áíôéóôïß·ùò, ôçí l-ïóôÞ ôïõ óôÞëç), üðïõ 1 ≤ k < l ≤ n, Ý·ïõìå

det (B) = 0R.

(v) ¸óôù üôé n > 1 êáé k, l ∈ N ìå 1 ≤ k, l ≤ n êáé k 6= l, êáé üôé r ∈ R. ÅÜí ï
ðßíáêáòB ∈Matn×n (R) ðñïêýðôåé áðü ôïí ðßíáêáA ∈Matn×n (R) ýóôåñá
áðü ðñüóèåóç ôïý ãéíïìÝíïõ ôÞò k-áóôÞò ãñáììÞò (êáé, áíôéóôïß·ùò, ôÞò k-
áóôÞò óôÞëçò) ìå ôï r óôçí l-ïóôÞ ãñáììÞ (êáé, áíôéóôïß·ùò, l-ïóôÞ óôÞëç)
ôïýA, ôüôå

det (B) = det (A) .

(vi) ÅÜí n > 1 êáé k, l ∈ N ìå 1 ≤ k, l ≤ n, k 6= l, êáé åÜí ï B ∈Matn×n (R)
ðñïêýðôåé áðü ôïí ðßíáêá A ∈ Matn×n (R) ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôÞò k-
áóôÞò ôïõ ãñáììÞò (êáé, áíôéóôïß·ùò, ôÞò k-áóôÞò ôïõ óôÞëçò) ìå ôçí l-ïóôÞ
ôïõ ãñáììÞ (êáé, áíôéóôïß·ùò, ìå ôçí l-ïóôÞ ôïõ óôÞëç), ôüôå

det (B) = −det (A) .

(vii) Ôï ãéíüìåíï ôùí ïñéæïõóþí äõï ðéíÜêùíA,B ∈Matn×n (R) éóïýôáé ìå
ôçí ïñßæïõóá ôïý ãéíïìÝíïõ ôïõò, Þôïé éó·ýåé ç éóüôçôá

det (A) det (B) = det (AB) . (1.13)

(viii) ¸óôù üôé n > 1 êáé i, j ∈ N ìå 1 ≤ i, j ≤ n . ÅÜí ï ðßíáêáò

Bij ∈Mat(n−1)×(n−1) (R)
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åßíáé ï «åëÜóóùí ðßíáêáò» o ó·çìáôéæüìåíïò áðü ôïí A ∈ Matn×n (R)
ýóôåñá áðü ôç äéáãñáöÞ ôÞò i-ïóôÞò ôïõ óôÞëçò êáé ôÞò j-ïóôÞò ôïõ ãñáì-
ìÞò, ôüôå ôo óôïé·åßo

cofij (A) := (−1)i+j det (Bij)

ôïý R ïíïìÜæåôáé óõìðáñÜãïíôáò ôïýA óôç èÝóç (i, j) êáé ï

adj (A) := (cofij (A))1≤i,j≤n

ï ðßíáêáò ï ðñïóáñôçìÝíïò óôïíA. ÅðåéäÞ

cofij (A) = det

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a11 · · · a1 j−1 a1 j a1 j+1 · · · a1n
...

...
...

...
...

ai−1 1 · · · ai−1 j−1 ai−1 j ai−1 j+1 · · · ai−1 n
0R · · · 0R 1R 0R · · · 0R

ai+1 1 · · · ai+1 j−1 ai+1 j ai+1 j+1 · · · ai+1 n
...

...
...

...
...

an1 · · · an j−1 an j an j+1 · · · ann

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

ç ïñßæïõóá (1.12) ôïýA åêöñÜæåôáé ìÝóù ôùí óõìðáñáãüíôùí ôïõ ùò áêï-
ëïýèùò:

det (A) =
nP
j=1

akj cofkj (A) =
nP
i=1

aik cofik (A) , ∀k ∈ {1, . . . , n}.

(ix) ¸óôù üôé n > 1 êáé k, l ∈ N ìå 1 ≤ k, l ≤ n . Ôüôå

nP
j=1

akj coflj (A) =
½
0R, üôáí k 6= l,

det (A) , üôáí k = l,

êáé

nP
i=1

aik cofil (A) =
½
0R, üôáí k 6= l,

det (A) , üôáí k = l.

(x) Ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü áñéèìü n éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

det (A) In = A adj (A) = adj (A)A. (1.14)

1-14. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Ùò êÝíôñï ôïý R ïñßæåôáé ôï óýíïëï

Z (R) := {a ∈ R | ar = ra, ∀r ∈ R} .

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé Z (R) = R åÜí êáé ìüíïí åÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò.
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(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Z (R) áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý R.

(iii) ÅÜí ï R Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïí Z (R)
êáé ìÜëéóôá 1Z(R) = 1R.

(iv) ÅÜí n ∈ N êáé åÜí ï R åßíáé ôõ·þí äáêôýëéïò, ðïéï åßíáé ôï êÝíôñï
Z(Matn×n (R)) ôïý äáêôõëßïõ Matn×n (R) ;

(v)Ðïéï åßíáé ôï êÝíôñïZ(HR) ôïý äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõHR ôùí ôåôñáíßùí;

1-15. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé r2 + r ∈ Z(R) ãéá êÜèå r ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò.

1-16. ÅÜí ôáR êáé S åßíáé äõï áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò (êáé, áíôéóôïß·ùò, äõï óþìáôá),
åßíáé êáé ôï êáñôåóéáíü ôïõò ãéíüìåíï R × S (ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñï-
óèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý, âë. 1.1.4 (v)) áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé, áíôé-
óôïß·ùò, óþìá);

1-17. Ãéá ïéïäÞðïôå ε ∈ R>0 ïñßæïõìå ôï Uε := {ξ | ξ ∈ R, |ξ| < ε}, êáèþò êáé
ôá óýíïëá⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

Cn (Uε) :=
©
f ∈ RUε

¯̄
f n öïñÝò óõíå·þò ðáñáãùãßóéìç

ª
,∀n ∈ N,

C∞ (Uε) :=
©
f ∈ RUε

¯̄
f Üðåéñåò öïñÝò ðáñáãùãßóéìç

ª
,

Cω (Uε) :=
½
f ∈ RUε

¯̄̄̄
f áíáðáñáóôÜóéìç ùò äõíáìïóåéñÜ
ðåñß ôï 0 ìå áêôßíá óõãêëßóåùò ≥ ε

¾
.

Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ìÝëïò ôÞò áêïëïõèßáò äéáäï·éêþò åãêëåéïìÝíùí óõ-
íüëùí

Cω (Uε) $ C∞ (Uε) $ · · · $ Cn (Uε) $ Cn−1 (Uε) $ · · · $ C1 (Uε) $ RUε

åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý åðïìÝíïõ ôïõ (åî áñéóôåñþí ðñïò ôá äåîéÜ). Åí óõ-
íå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ï Cω (Uε) äåí Ý·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò, åíþ üëïé ïé
õðüëïéðïé Ý·ïõí.

1-18. ¸óôù S Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ R. ÅÜí áìöüôåñïé ïé S êáé R
äéáèÝôïõí ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé 1S 6= 1R, íá áðïäåé·èåß üôé ôï 1S åßíáé
Ýíáò ìçäåíïäéáéñÝôçò åíôüò ôïý R.

1-19. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) (a−1)n = (an)−1, an =
¡
a−1

¢−n
, ãéá êÜèå a ∈ R× êáé n ∈ Z (âë. 1.2.9).

(ii) ÅÜí a, b ∈ R× êáé ab = ba, ôüôå

ambn = bnam, (ab)
n
= anbn,

ãéá êÜèå (m,n) ∈ Z2 (âë. 1.2.9).



36 äáêôõëéïé, áêåñáéåò ðåñéï·åò êáé óùìáôá

1-20. ¸óôùR Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïèÝôïíôáò
ôçí ýðáñîç äýï óôïé·åßùí a, b ∈ R, ãéá ôá ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ab+ ba = 1R, a2b+ ba2 = a,

íá áðïäåé·èåß üôé a ∈ R× ìå ôï 2b ùò áíôßóôñïöü ôïõ.

1-21. ¸óôùR Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïèÝôïíôáò
üôé ôá óôïé·åßá x, y ∈ R åßíáé åê äåîéþí áíôßóôñïöá åíüò u ∈ R (Þôïé üôé
ux = uy = 1R), íá áðïäåé·èåß (i) üôé êáé ôï xu+ y − 1R åßíáé Ýíá åê äåîéþí
áíôßóôñïöï ôïý u, êáé (ii) üôé ôï u äéáèÝôåé Üðåéñá åê äåîéþí áíôßóôñïöá
üôáí x 6= y.

1-22. ¸óôùR Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ôï a ∈ R

åßíáé Ýíá ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï ôïý R, íá áðïäåé·èåß üôé ôï 1R + a åßíáé
áíôéóôñÝøéìï.

1-23. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù ôõ-
·üí x ∈ R. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To 1R − x åßíáé áíôéóôñÝøéìï ìå áíôßóôñïöü ôïõ ôï 1R + y ⇔ ∃y ∈ R :

y − x = xy = yx.

(ii) Ãéá ïéïäÞðïôå y ∈ R, ôï 1R−xy åßíáé áíôéóôñÝøéìï⇐⇒ ôï 1R−yx åßíáé
áíôéóôñÝøéìï.

(iii) Ôï 1R − xy åßíáé áíôéóôñÝøéìï ãéá êÜèå y ∈ R ⇐⇒ ôï 1R − zxy åßíáé
áíôéóôñÝøéìï ãéá ïéáäÞðïôå y, z ∈ R.

1-24. ÅÜí n ∈ N êáé ïé R1, . . . , Rn åßíáé äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, íá áðï-
äåé·èåß üôé

(R1 × · · · ×Rn)
×
= R×1 × · · · ×R×n .

1-25. ¸óôù ôï óýíïëï R :=
©

a
2n ∈ Q

¯̄
a ∈ Z, n ∈ N0

ª
åöïäéáóìÝíï ìå ôéò óõíÞ-

èåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí. Íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To R åßíáé äáêôýëéïò êáé Z $R $ Q,
(ii) To R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) R× = {2ν | ν ∈ Z} .

1-26. ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù

R :=

½µ
[a]m [b]m
[c]m [d]m

¶
∈Mat2×2 (Zm)

¯̄̄̄
[c]m = [0]m

¾
.
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Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï óýíïëï R åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (Zm) ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï
ôïõ ôï 1Mat2×2(Zm).

(ii) Ï R äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) Éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞµ
[a]m [b]m
[0]m [d]m

¶
∈ R× ⇐⇒

¡
[a]m ∈ Z×m êáé [d]m ∈ Z×m

¢
.

(iv) |R×| = mϕ (m)
2
, üðïõ ϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler.

(v) ÅÜí m = 2, ôüôå ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (R×, ·) åßíáé éóüìïñöç ìå
ôçí (Z2,+) .

1-27. ¸óôù

R :=

½µ
a b

c d

¶
∈Mat2×2 (Z)

¯̄̄̄
c = 0

¾
.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï R åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (Z) ìå ìïíáäéáßï
óôïé·åßï ôïõ ôï 1Mat2×2(Z).

(ii) Íá äåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò R äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ç ïìÜäá R×.

1-28. ¸íá óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ R êáëåßôáé ôáõôïäýíáìï üôáí a2 = a. Íá
áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ¸óôùR ôõ·þí äáêôýëéïò. ÊÜèå ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï a ∈ Rr{0R} åßíáé
ìç ìçäåíïäýíáìï.

(ii) ÅÜí ï R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ôï ìüíï ôáõôïäýíáìï óôïé·åßï
a ∈ Rr{0R} åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1R.

(iii) Ôï Üèñïéóìá a + b äõï ôáõôïäýíáìùí óôïé·åßùí a, b åíüò äáêôõëßïõ R
ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé ôáõôïäýíáìï åÜí êáé ìüíïí åÜí ab = ba êáé
2ab = 0R.

(iv) Ç äéáöïñÜ a − b äõï ôáõôïäýíáìùí óôïé·åßùí a, b åíüò äáêôõëßïõ R

ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé ôáõôïäýíáìç åÜí êáé ìüíïí åÜí ab = ba êáé
2(1R − a)b = 0R.

(v) ÅÜí äõï óôïé·åßá a, b åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ìåôáôßèå-
íôáé áìïéâáßùò, Þôïé ab = ba, ôüôå ôá

ab, a+ b− ab, (a− b)2 = a+ b− 2ab

åßíáé ôáõôïäýíáìá.
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1-29. Íá ðñïóäéïñéóèåß (i) ôï óýíïëï Nil(Zm) ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí êáé
(ii) ôï óýíïëï ôùí ôáõôïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïý Zm ãéá ïéïíäÞðïôå öõóéêü
áñéèìüm ≥ 2.

1-30. Åßíáé ï äáêôýëéïò C ([0, 1]) :=
©
f ∈ R[0,1]

¯̄
f óõíå·Þò

ª
(ùò ðñïò ôéò ðñÜ-

îåéò ôÞò êáôÜ óçìåßï ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý) áêåñáßá ðåñéï·Þ;
Ðïéï åßíáé ôï óýíïëï Nil(C ([0, 1])) ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí êáé ðïéï
ôï óýíïëï ôùí ôáõôïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïý C ([0, 1]) ; Ðïéá åßíáé ç ïìÜäá
C ([0, 1])× ;

1-31. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, íá áðïäåé·èåß üôé
ôï Üèñïéóìá äýï ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïõ åßíáé ìçäåíïäýíáìï. Åí
óõíå·åßá, íá ðñïóäéïñéóèïýí äýï ìçäåíïäýíáìá óôïé·åßá ôïý äáêôõëßïõ
Mat2×2 (Z) , ôï Üèñïéóìá ôùí ïðïßùí äåí åßíáé ìçäåíïäýíáìï.

1-32. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç «åîßóùóç»

ax = b

åßíáé åðéëýóéìç ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ Rr{0R}, íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé
óôñåâëü óþìá.

1-33. Íá áðïäåé·èåß üôé óå êÜèå óôñåâëü óþìá R éó·ýåé ç éóüôçôá

aba = a−
³
a−1 +

¡
b−1 − a

¢−1´−1
,

ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ Rr{0R} ìå a 6= b−1.

1-34. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ôïõëÜ·éóôïí äýï óôïé·åßá. ÕðïèÝôïíôáò üôé ãéá
êÜèå a ∈ Rr{0R} õðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï b ∈ R, ôÝôïéï þóôå
aba = a, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) O R äåí äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò.

(ii) bab = b, ∀a ∈ Rr{0R}.
(iii) Ï R Ý·åé ìïíáäéáßï (ðïëëáðëáóéáóôéêü) óôïé·åßï.

(iv) Ï R åßíáé óôñåâëü óþìá.

1-35. ÅÜí ôï K åßíáé Ýíá óþìá êáé ôï L Ýíá õðïóýíïëü ôïõ ðïõ ðåñéÝ·åé ôïõëÜ-
·éóôïí äýï óôïé·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ôï L åßíáé õðüóùìá ôïý K åÜí êáé
ìüíïí åÜí éêáíïðïéïýíôáé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(i) 1K ∈ L êáé a− b ∈ L, ãéá êÜèå a, b ∈ L,

(ii) ab−1 ∈ L, ãéá êÜèå a ∈ L êáé êÜèå b ∈ Lr{0K}.
Åí óõíå·åßá íá áðïäåé·èåß üôé ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ïéáóäÞðïôå ìç êåíÞò ïéêï-
ãåíåßáò õðïóùìÜôùí (Lj)j∈J åíüò óþìáôïòK åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïýK.
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1-36. Íááðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ï äáêôýëéïòZ [i] ôùí áêåñáßùí ôïýGauss (âë.
1.1.11 (ii)) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ áëëÜ ü·é êáé óþìá.

1-37. Ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéïm ï ïðïßïò äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá a+ b
√
m êáé c+ d

√
m ôïý äáêôõëßïõ Z[

√
m] (âë.

(1.5)) éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

a+ b
√
m = c+ d

√
m⇐⇒ a = c êáé b = d.

(ii) Ï äáêôýëéïò Z[
√
m] (âë. (1.5)) åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Ãéá êÜèå r+s
√
m ∈ Q (

√
m) (âë. (1.6)) éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

r2 −ms2 = 0⇐⇒ r = s = 0.

(iv) Ï äáêôýëéïò Q (
√
m) åßíáé õðüóùìá ôïý C .

(v) ÅðåéäÞ ïm ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï m = m0k äýï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝ-
íùí áêåñáßùí m0 êáé k ≥ 1, üðïõ ï ìåí m0 óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí15, ï äå k
åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

Z[
√
m] = Z[

√
m0] êáé Q(

√
m) = Q(

√
m0).

(Ãé' áõôüí ôïí ëüãï åßèéóôáé óôïí ïñéóìü áõôþí íá õðïèÝôïõìå åîáñ·Þò üôé
ôï õðüññéæï m óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ëÝìå üôé ï
Z[
√
m] åßíáé ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ ç áíôéóôïé·éæüìåíç óôïí m

êáé, êáô' áíáëïãßáí, üôé ôï óþìá Q (
√
m) åßíáé ôï ôåôñáãùíéêü áñéèìçôéêü

óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïím.)

1-38. Íá åîåôáóèåß åÜí ôá óýíïëá A := {a+ b 3
√
2
¯̄
a, b ∈ Q} êáé

B := {a+ b
3
√
3 + c

3
√
9
¯̄̄
a, b, c ∈ Q}

áðïôåëïýí õðïóþìáôá ôïý óþìáôïò R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí.

1-39. ÅÜí

Rk :=

½µ
x y

−ky x+ 2y

¶
∈Mat2×2 (R)

¯̄̄̄
x, y ∈ R

¾
, k ∈ R,

íá áðïäåé·èåß üôé ôï Rk åßíáé ìåôáèåôéêüò õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (R) ìå
ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôï 1Rk = 1Mat2×2(R), ãéá êÜèå k ∈ R, êáé íá ðñïóäéïñé-
óèïýí ïé ôéìÝò ôïý k ãéá ôéò ïðïßåò ï Rk åßíáé óþìá.

15ËÝìå üôé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò d óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí üôáí d ∈ Zr{0, 1} êáé @c ∈ N, c ≥ 2, ôÝôïéï þóôå íá
éó·ýåé c | d.Áõôü óçìáßíåé üôé åßôåd = −1 åßôå |d| = p1 · · · pk, üðïõk ∈ N êáé ïé p1, . . . , pk åßíáé ðñþôïé áñéèìïß
ïé ïðïßïé åßíáé äéáêåêñéìÝíïé üôáí k ≥ 2, äçëáäÞ üôé d ∈ {−1,±2,±3,±5,±6,±7,±10,±11,±13, . . . } .
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1-40. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ·ùñßò ìçäåíïäéáéñÝôåò, êÜèå õðï-
äáêôýëéïò ôïý ïðïßïõ äéáèÝôåé ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá. Íá
áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé óþìá.

1-41. Íá áðïäåé·èåß üôé ï óôáèåñüò üñïò ïéïõäÞðïôå ðïëõùíýìïõ f(X) ∈ Z4 [X]
éóïýôáé åßôå ìå ôï [1]4 åßôå ìå ôï [3]4 . Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ìåôáîý
ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý äáêôõëßïõ Z4 [X] óõãêáôáëÝãïíôáé êáé ðï-
ëõþíõìá èåôéêïý âáèìïý.

1-42. ¸óôù K Ýíá óþìá. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé äáêôýëéïé K [X] êáé K[[X]] åßíáé
áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò áëëÜ äåí åßíáé óþìáôá.

1-43. ÄïèÝíôïò åíüò äáêôõëßïõ R ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èåùñïýìå ôï óýíïëï RZ

üëùí ôùí áêïëïõèéþí

(. . . . . . , a−3, a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . . . . ), ai ∈ R, ∀i ∈ Z,

êáèþò êáé ôï õðïóýíïëï L ôïý RZ ôï áðáñôéæüìåíï áðü åêåßíåò ôéò áêïëïõ-
èßåò ãéá ôéò ïðïßåò õðÜñ·ïõí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ai, i < 0, ðïõ
åßíáé 6= 0R. Åðß ôïý RZ ïñßæïíôáé ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéá-
óìïý ùò áêïëïýèùò:

(.., a−1, a0, a1, ..) + (.., b−1, b0, b1, ..) := (. . . , a−1 + b−1, a0 + b0, a1 + b1, . . . ),

(. . . , a−1, a0, a1, . . . ) · (. . . , b−1, b0, b1, . . . ) := (. . . , c−1, c0, c1, . . . ),

üðïõ

cm :=
X

i+j=m

aibj = a0bm + a1bm−1 + · · ·+ amb0, ∀m ∈ Z.

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç ôñéÜäá (RZ,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï
(0R, 0R, . . . ) êáé ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1R, 0R, 0R, . . . ) êáé ç ôñéÜäá
(L,+, ·) Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý (RZ,+, ·) (ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï
(1R, 0R, 0R, . . . )). ÅÜí

X := (0R, 1R, 0R, 0R, . . . ) ,

ôüôå, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí, êÜèå óôïé·åßï

(. . . . . . , 0R, 0R, a−n, . . . , a−3, a−2, a−1, a0, a1, a2, . . . . . . ),

ôïý L (üðïõ ai = 0R ãéá êÜèå áêÝñáéï i < −n) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

a−nX
−n + an−1X

−n+1 + · · ·+ a−1X
−1 + a0 + a1X+ a2X

2 + · · · =:
∞P

i=−n
aiX

i.
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Óçìåßùóç : Ï äáêôýëéïò (L,+, ·) óõìâïëßæåôáé ùò LaurR[[X±1]] êáé êáëåßôáé
äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí óåéñþí Laurent ìéáò ìåôáâëçôÞò (Þ ìéáò áðñïóäéï-
ñßóôïõ) X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R.

(ii) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý LaurR[[X±1]] ôÞò ìïñöÞò f(X) =
P∞

i=−n aiX
i ãéá ôï

ïðïßï

∃m ∈ N0 : ai = 0R ãéá êÜèå áêÝñáéïí i ≥ m

êáëåßôáé åðßôõðï ðïëõþíõìï Laurent ìéáò ìåôáâëçôÞò X ìå óõíôåëåóôÝò åé-
ëçììÝíïõò áðü ôïí R. Ôï óýíïëï áõôþí ôùí ðïëõùíýìùí óõìâïëßæåôáé ùò
R
£
X,X−1

¤
ÞR[X±1], áðïôåëåß õðïäáêôýëéï ôïý LaurR[[X±1]] (ìå ôï ßäéï ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï) êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí ðïëõùíýìùí Laurent
ìéáò ìåôáâëçôÞò X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí R.

(iii) ÅÜí ï R åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå êáé ïé R[X±1] êáé LaurR[[X±1]] åßíáé ìå-
ôáèåôéêïß.

(iv) ÅÜí ïR åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå êáé ïéR[X±1] êáé LaurR[[X±1]] åßíáé
áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò.

(v) ·áñ(R[X±1]) = ·áñ(LaurR[[X±1]]) = ·áñ(R).

(vi) ¸íá óôïé·åßï f(X) ∈ R[X±1] åßíáé áíôéóôñÝøéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí

∃a ∈ R× êáé k ∈ Z : f(X) = aXk.

(vii) ¸íá óôïé·åßï f(X) =
P∞

i=−n aiX
i ∈ LaurR[[X±1]] ìå a−n 6= 0R åßíáé

áíôéóôñÝøéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí a−n ∈ R×.

(viii) Ïé R[X], R[X±1] êáé R[[X]] äåí åßíáé ðïôÝ óôñåâëÜ óþìáôá Þ óþìáôá.

(ix) Ï äáêôýëéïò LaurR[[X±1]] åßíáé óôñåâëü óþìá (êáé áíôéóôïß·ùò, óþìá)
åÜí êáé ìüíïí åÜí ï R åßíáé óôñåâëü óþìá (êáé áíôéóôïß·ùò, óþìá).

1-44. (i) Íá áðïäåé·èåß ç ðñüôáóç 1.4.8.

(ii) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé

(f(X))p = f(Xp), ∀f(X) ∈ Zp [X] .

1-45. ÅÜí ôï K åßíáé Ýíá óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò p > 0 êáé ï n Ýíáò óôáèåñüò
öõóéêüò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï

L := {x ∈ K | xpn = x}

åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïýK.

1-46. Íá ðñïóäéïñéóèåß ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äáêôõëßïõ Mat2×2(Zm), m ∈ N, êá-
èþò êáé ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äéáéñåôéêïý äáêôõëßïõ HR ôùí ôåôñáíßùí.
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1-47. Íááðïäåé·èåß üôé ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ïéáóäÞðïôå õðïðåñéï·Þò ìéáò áêåñáßáò
ðåñéï·Þò R åßíáé ßóç ìå ôç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôÞò R.

1-48. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ·áñ(R) /∈ {1, 2} êáé ìå
ôçí ïìÜäá (R×, ·) ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïõ êõêëéêÞ, íá áðïäåé·èåß
üôé ç (R×, ·) åßíáé ðåðåñáóìÝíç ôÜîåùò êáé |R×| ≡ 0 (mod 2) .

1-49. ÅÜí ôá R êáé S åßíáé äõï äáêôýëéïé, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá ãéá ôïí
äáêôýëéï R× S (âë. 1.1.4 (v)):

(i) ÅÜí ·áñ(R) = m ∈ N êáé ·áñ(R) = n ∈ N, ôüôå

·áñ (R× S) = åêð (m,n) .

(ii) ÅÜí Ýíáò ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí R,S Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí,
ôüôå êáé ï R× S Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ ßóç ìå ôï ìçäÝí.

1-50. ÅÜí n ∈ N, o p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ï R Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíá-
äéáßï óôïé·åßï ·áñáêôçñéóôéêÞò pn, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï r ∈ R, ôï 1R − r åßíáé ìçäåíïäýíáìï åÜí êáé ìü-
íïí åÜí ôï r åßíáé áíôéóôñÝøéìï êáé ç ôÜîç ôïý r åíôüò ôÞòR× éóïýôáé ìå ìßá
äýíáìç ôïý p.

(ii) ÅÜí Nil(R) = {0R} êáé åÜí ôï a ∈ R× åßíáé Ýíá óôïé·åßï ðåðåñáóìÝíçò
ôÜîåùò, ôüôå ìêä(p, ord(a)) = 1.


