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1 ÊáíïíéêÜ Ðïëýãùíá

¹äç óôï ó·ïëéêü âéâëßï ôÞò Á êáé Â Ëõêåßïõ óõíáíôïýìå ôá åîÞò èåùñÞìáôá.

(1.1) Èåþñçìá. ÅÜí ·ùñßóïõìå Ýíáí êýêëï óå ßóá ôüîá, ôüôå ôá Üêñá áõôþí ôùí ôüîùí
áðïôåëïýí êïñõöÝò ðïëõãþíïõ ðïõ Ý·åé üëåò ôéò ðëåõñÝò êáé üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò
ìåôáîý ôïõò.

(1.2) Ïñéóìüò. �íá (êõñôü) ðïëýãùíï ëÝãåôáé êáíïíéêü üôáí Ý·åé üëåò ôéò ðëåõñÝò êáé
üëåò ôéò ãùíßåò ôïõ ßóåò ìåôáîý ôïõò.

(1.3) Èåþñçìá. Ôï Üèñïéóìá ôùí åóùôåñéêþí ãùíéþí åíüò (êõñôïý) n-ãþíïõ éóïýôáé
ìå

(n− 2)π

(1.4) Ðüñéóìá. Óå êÜèå êáíïíéêü n-ãùíï, êáèåìéÜ áðü ôéò (åóùôåñéêÝò ) ãùíßåò ôïõ
éóïýôáé ìå

(n− 2)π
n

(1.5) Èåþñçìá. ÊÜèå êáíïíéêü ðïëýãùíï åããñÜöåôáé óå Ýíáí êýêëï êáé ðåñéãñÜöåôáé
óå Ýíáí Üëëïí, ïìüêåíôñï ôïý ðñþôïõ.

(1.6) Ðüñéóìá. Äõï êáíïíéêÜ ðïëýãùíá, ìå ôïí ßäéï áñéèìü ðëåõñþí, åßíáé üìïéá.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá, ôï ïðïßï äåí Þôáí ãíùóôü óôçí áñ·áéüôçôá, ðåñéãñÜöåé ëåðôï-
ìåñþò ôçí éêáíÞ êáé áíáãêáßá óõíèÞêç ãéá ôçí êáôáóêåõáóéìüôçôá åíüò êáíïíéêïý
n-ãþíïõ ìå áðïêëåéóôéêÞ ·ñÞóç êáíüíá êáé äéáâÞôç, êáé ïöåßëåôáé óôïí ìÝãá ãåñìáíü
ìáèçìáôéêü Carl Friedrich Gauss (30/4/1777-23/2/1855). Ç áðüäåéîÞ ôïõ ðáñïõóéÜæåôáé
åíôüò ôùí ðëáéóßùí ôÞò ðáñáäüóåùò ôÞò «Èåùñßáò Galois» ôïý ôåôÜñôïõ Ýôïõò.

(1.7) Èåþñçìá. (C. F. Gauss) ¸íá êáíïíéêü n-ãùíï åßíáé êáôáóêåõÜóéìï ìå êáíüíá
êáé äéáâÞôç åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï n åßíáé ôÞò ìïñöÞò

n = 2r, r ∈ N, Þ n = 2r · p1 · p2 · · · · · ps, r ∈ Z≥0, s ∈ N,

üðïõ ïé p1, p2, . . . , ps åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé áñéèìïß ôÞò ìïñöÞò

pi = 2
2ri + 1, ri ∈ Z≥0.
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Ç êáôáóêåõÞ ôïý êáíïíéêïý 3-ãþíïõ êáé 5-ãþíïõ ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç Þôáí ãíùóôÞ
áðü ôçí áñ·áéüôçôá. Ï Gauss ðåñéÝãñáøå ìéá ôÝôïéá äéåîïäéêÞ êáôáóêåõÞ ôïý êáíïíé-
êïý 17-ãþíïõ ìüëéò óå çëéêßá 19 åôþí (ôï 1796). ËÝãåôáé ìÜëéóôá ðùò ï åíèïõóéáóìüò
ôïõ ãé� áõôü ôïõ ôï êáôüñèùìá õðÞñîå ôüóï ìåãÜëïò, þóôå áðïöÜóéóå íá áó·ïëçèåß
ôåëéêþò ìå ôá ÌáèçìáôéêÜ. Ôï 1832 ï F.J. Richelot (6/11/1808-31/3/1875) ðáñïõóßáóå
óå ìéá óåéñÜ áðü åñãáóßåò ôçí áíÜëïãç êáôáóêåõÞ ôïý êáíïíéêïý 257-ãþíïõ.

ÅîÜëëïõ ïé ùò Üíù åìöáíéæüìåíïé áñéèìïß Ý·ïõí ìéá éäéáßôåñç áîßá, äåäïìÝíïõ üôé,
áðü éóôïñéêÞóêïðéÜ, åßíáé ôïõëÜ·éóôïí ôüóï óçìáíôéêïß üóï êáé ïé ôÝëåéïé áñéèìïß êáé
ïé áñéèìïß ôïý Mersenne, ðïõ óõíáíôÞóáôå Þäç óôç «Èåùñßá Áñéèìþí» ôïý ðñþôïõ
Ýôïõò.

(1.8) Ïñéóìüò. (Áñéèìïß ôïý Fermat) Ïé áñéèìïß

Fk := 2
2k + 1, k ∈ Z≥0,

ïíïìÜæïíôáé áñéèìïß ôïý Fermat (20/8/1601-12/1/1665).

Ï ßäéïò ï Fermat äéáôýðùóå ôï 1640 ôçí åéêáóßá, üôé üëïé ïé áñéèìïß Fk åßíáé ðñþôïé,
ðñÜãìá ôï ïðïßï âåâáßùò éó·ýåé ãéá ôïõò

F0 = 2
20 + 1 = 3

F1 = 2
21 + 1 = 5

F2 = 2
22 + 1 = 17

F3 = 2
23 + 1 = 257

F4 = 2
24 + 1 = 65537,

ü·é üìùò êáé ãéá ôïíF5 = 22
5
+1 = 4294967297, äéüôé, üðùò Ýäåéîå ï L. Euler (15/4/1707-

18/9/1783) óå ìßá áðü ôéò ðñþôåò áñéèìïèåùñçôéêÝò ôïõ åñãáóßåò (1732),

F5 = 641× 6700417.

Áñãüôåñá ï Euler áðÝäåéîå êáé ôï åîÞò:

(1.9) Èåþñçìá. ÊÜèå ðñþôïò áñéèìüò, ï ïðïßïò äéáéñåß Ýíáí Fk, k ≥ 2, ïöåßëåé íá åßíáé
ôÞò ìïñöÞò

λ · 2k+2 + 1, λ ∈ N.

Âáóéæüìåíïò óå áõôü áíáêÜëõøå üôé

19 · 29450 | F9448 , 5 · 223473 | F23471 .
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(1.10) Èåþñçìá. (T. Pepin, 1877) O Fk åßíáé ðñþôïò åÜí êáé ìüíïí åÜí äåí äéáéñåß ôïí
áñéèìü

32
2k−1

+ 1

μñçóéìïðïéþíôáò ôï ùò Üíù êñéôÞñéï ôïý Pepin, ïé J.R. Morehead A.E. Western áðÝ-
äåéîáí ôï 1905 üôé êáé ï F7 äåí åßíáé ðñþôïò. Åðß ôïý ðáñüíôïò (2000) ïé ìüíïé ãíþóôïé
ðñþôïé áñéèìïß Fermat åîáêïëïõèïýí íá åßíáé ïéF0, ..., F4.Ôï üôé ïFk äåí åßíáé ðñþôïò
Ý·åé áðïäåé·ôåß ãéá üëïõò ôïõò 5 ≤ k ≤ 23, áëëÜ êáé ãéá ðïëëïýò Üëëïõò äéÜóðáñôïõò
áñéèìïýò Ýùò ôïí k = 213319. Åßíáé ìÜëéóôá åíôõðùóéáêü ôï üôé ç ðëÞñçò ðáñáãïíôï-
ðïßçóç ôùí F9, F10, F11 êáôÝóôç äõíáôÞ ìüëéò ðñéí áðü ëßãá ·ñüíéá: ôïý F9 áðü ôïõò
A.K. Lenstra, H.W. Lenstra Jr., M.S. Manasse êáé J.M. Pollard (ôï 1990), ôïý F10 áðü
ôïí R. Brent (20/10/1995) êáé ôïý F11 áðü ôïõò Brent êáé Morain (ôï 1988).

2 ÊáíïíéêÜ Ðïëýåäñá êáé Ðïëýôïðá

Ãéá êÜèå n ≥ 3 õðÜñ·ïõí êáíïíéêÜ n-ãùíá, åíþ äõï ïðïéáäÞðïôå n-ãùíá ïöåßëïõí
íá åßíáé üìïéá ìåôáîý ôïõò. Áêüìç åßäáìå üôé õðÜñ·ïõí åéäéêÜ, áëë� åíôïýôïéò áðåé-
ñïðëçèÞ, n-ãùíá ðïõ êáôáóêåõÜæïíôáé ìå êáíüíá êáé äéáâÞôç. Ôé óõìâáßíåé Üñáãå
óôçí áìÝóùò åðïìÝíç äéÜóôáóç 3 (Þ êáé óôéò áíþôåñåò äéáóôÜóåéò); ÕðÜñ·ïõí êáé åäþ
Üðåéñá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá (áíôéóôïß·ùò, ðïëýôïðá) ùò ðñïò ïìïéüôçôá;

Ç áðÜíôçóç óôï åñþôçìá áõôü, ç ïðïßá, åê ðñþôçò üøåùò, èá ìðïñïýóå íá ðñï-
êáëÝóåé ìéá áíáðÜíôå·ç Ýêðëçîç, äåí åßíáé êáôáöáôéêÞ. Ôïýôï ïöåßëåôáé óôç «äéáöï-
ñåôéêÞ óõìðåñéöïñÜ» ðïõ åðéäåéêíýïõí áíÜëïãá ðñïâëÞìáôá «áëëÜæïíôáò äéÜóôáóç»,
êáèþò êáé óôç ãåíßêåõóç ôùí ïñéóìþí. Ç «êáíïíéêüôçôá» åíüò ðïëõôüðïõ óå äéáóôÜ-
óåéò ≥ 3 åßíáé ðñÜãìáôé óõíèÞêç éäéáæüíôùò «ðåñéïñéóôéêÞ». Áëë� áò ðÜñïõìå ôïõò
áðáñáßôçôïõò ïñéóìïýò áðü ôçí áñ·Þ.

(2.1) Ïñéóìüò. Èåùñïýìå ôïí Åõêëåßäåéï n-·þñï Rn, åöïäéáóìÝíï ìå ôç óõíÞèç
óôÜèìç

Rn 3 x =(x1, ..., xd) 7−→ kxk =
vuut nX

i=1

x2i ∈ R,

êáé ìå ôç óõíÞèç ìåôñéêÞ

Rn × Rn 3 (x,y) 7−→ d(x,y) = kx− yk =
vuut nX

i=1

(xi − yi)
2 ∈ R.

Ìéá áðåéêüíéóç f : Rn → Rn ïíïìÜæåôáé éóïìåôñßá (Þ åõêëåßäåéá êßíçóç) üôáí

kf(x)− f(y)k = kx− yk , ∀x, y ∈ Rn.
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(2.2) Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç f : Rn → Rn ïíïìÜæåôáé 1
(
-ïìïéüôçôá, ( > 0, üôáí ç

áðåéêüíéóç

Rn 3 x 7−→ f(x)

(
∈ Rn

åßíáé ìéá éóïìåôñßá.

(2.3) Ïñéóìüò. ÕðïèÝôïõìå üôé ôá A êáé B åßíáé äõï õðïóýíïëá ôïý ·þñïõ Rn êáé üôé
ç f : Rn → Rn åßíáé ìéá áðåéêüíéóç, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé f(A) = B.¼ôáí ç f åßíáé ìéá
éóïìåôñßá, ôüôå ëÝìå ðùò ôá A êáé B åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïéá (congruent). ¼ôáí ç f

åßíáé ìéá ïìïéüôçôá, ôüôå ëÝìå ðùò ôá A êáé B åßíáé ìåôáîý ôïõò üìïéá (similar).

(2.4) Ïñéóìüò. �óôùM Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ôïýRn. Ç êõñôÞ èÞêç

P = conv (M) :=

(X
m∈M

λmm

¯̄̄̄
¯ λm ∈ R≥0 êáé

X
m∈M

λm = 1

)

ôïýM êáëåßôáé êõñôü ðïëýôïðï. ÕðÜñ·åé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï åëÜ·éóôï õðï-
óýíïëï M 0 ôïýM, ôÝôïéï þóôå P = conv(M 0) . Ôá óôïé·åßá áõôïý ôïý M 0 åßíáé ïé êï-
ñõöÝò ôïý P. Ç äéÜóôáóç d ôïý P åßíáé ç äéÜóôáóç ôïý óõó·åôéêïý õðï·þñïõ ôïý ðá-
ñáãïìÝíïõ áðü ôï M. (ÊÜèå äéóäéÜóôáôï êõñôü ðïëýôïðï ëÝãåôáé (êõñôü) ðïëýãùíï.
ÊÜèå ôñéóäéÜóôáôï êõñôü ðïëýôïðï ëÝãåôáé (êõñôü) ðïëýåäñï).

(2.5) Ïñéóìüò. �íáò êëåéóôüò çìß ùñïò H ôïý Rn ðñïóäéïñßæåôáé áðü ìéá ãñáììéêÞ
áðåéêüíéóç h : Rn → R êáé Ýíáí ðñáãìáôéêü áñéèìü γ,

H = {x ∈ Rn | h(x) ≤ γ} .

Ôï óýíïñï ∂H åíüò ôÝôïéïõH ïñßæåôáé ùò ôï

∂H = {x ∈ Rn | h(x) = γ} .

Ïêëåéóôüò çìß·ùñïòH ðåñéÝ·åé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëïM ôïýRn åÜí êáé ìüíïí åÜí
ðåñéÝ·åé ôï êõñôü ðïëýôïðï P = conv(M) . Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ôï óýíïëï

∂H ∩ P = conv (∂H ∩M)

êáëåßôáé ðëåõñÜ ôïý P , ðïõ áðïôåëåß êé áõôÞ Ýíá (ü·é áíáãêáßùò ìç êåíü) êõñôü ðï-
ëýôïðï. ÊÜèå ìçäåíïäéÜóôáôç ðëåõñÜ åíüò êõñôïý ðïëõôüðïõ áðáñôßæåôáé áðü ìßá
áêñéâþò êïñõöÞ ôïõ. Ïé ìïíïäéÜóôáôåò ðëåõñÝò åíüò êõñôïý ðïëõôüðïõ ïíïìÜæïíôáé
áêìÝò, åíþ ïé (d− 1)-äéÜóôáôåò ðëåõñÝò åíüò d-äéÜóôáôïõ êõñôïý ðïëõôüðïõ P ïíïìÜ-
æïíôáé Ýäñåò ôïý P.
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(2.6) Ïñéóìüò. �óôù P Ýíá êõñôü ðïëýôïðï åíôüò ôïý Rn. ÅÜí ç F åßíáé ìéá ðëåõñÜ
ôïý P êáé G ìéá ðëåõñÜ ôïý F , ôüôå çG åßíáé ìéá ðëåõñÜ êáé ôïý P.Ìéá ðåðåñáóìÝíç
áêïëïõèßá F0, F1, . . . , Fk−1, Fk êáëåßôáé óçìáßá ðëåõñþí ôïý P üôáí çFi áðïôåëåß ìéá
ðëåõñÜ ôÞò Fi+1 ãéá êÜèå i ∈ {0, 1, . . . , k− 1}.Ìéá óçìáßá ðëåõñþí ôïý P ëÝãåôáé ðëÞ-
ñçò óçìáßá üôáí dim(Fi) = i êáé k = dim(P ). (ÓçìåéùôÝïí üôé êÜèå óçìáßá ðëåõñþí
ôïý P ðåñéÝ·åôáé óå ìéá ðëÞñç óçìáßá.)

(2.7) Ïñéóìüò. �óôù v ìéá êïñõöÞ Ýíüò êõñôïý ðïëõôüðïõ P êáé ÝóôùH Ýíáò çìß·ù-
ñïò, ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé üëåò ôéò êïñõöÝò ôïý P ðëçí ôÞò v. Ôüôå ç ôïìÞ

Q = P ∩ ∂H

áðïôåëåß Ýíá êõñôü ðïëýôïðï, ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé éäéáéôÝñùò êïñõöáßï ó Þìá ôïý P
ùò ðñïò ôçí v (vertex figure at v).

(2.8) Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå k-äéÜóôáôç ðëåõñÜ F ôïý P, ðïõ ðåñéÝ·åé ôçí êïñõöÞ v, ç
ôïìÞ F ∩ ∂H åßíáé ìéá (k − 1)-äéÜóôáôç ðëåõñÜ ôïý Q. Ôï óýíïëï F ∩ ∂H áðïôåëåß
ôï êïñõöáßï ó·Þìá ôïý êõñôïý ðïëõôüðïõ F ùò ðñïò ôçí v. Ãåíéêüôåñá, õðÜñ·åé ìéá
áìößññéøç (1-1 êáé åðß áðåéêüíéóç ):(

ðëåõñÝò ôïý P ðïõ
ðåñéÝ·ïõí ôçí êïñõöÞ v

)
3 F 7−→ F ∩ ∂H ∈

(
ðëåõñÝò ôïý

êïñõöáßïõ ó·Þìáôïò Q

)
,

ç ïðïßá óôÝëíåé ôéò óçìáßåò íá áðåéêïíéóèïýí óå óçìáßåò (êáé ðñïò ôéò äýï êáôåõèýí-
óåéò ).

(2.9) Ïñéóìüò. �óôù 0 Ýíá ïðïéïäÞðïôå åóùôåñéêü óçìåßï åíüò d-äéáóôÜôïõ êõñôïý
ðïëõôüðïõP ⊂ Rd (ðïõ èá ôï èåùñÞóïõìå ùò «óçìåßï áíáöïñÜò» ìáò, üðùò èåùñïýìå
ãéá ôï ßäéï ôïRd ôçí«áðáñ·Þôùíáîüíùí» ôïõ). ÔïðïëéêüP ◦r ôïýP ùòðñïò ôçí (d−1)-
äéÜóôáôç óöáßñá ìå áêôßíá r êáé êÝíôñï ôï 0 åßíáé ôï d-äéÜóôáôï êõñôü ðïëýôïðï1

P ◦r :=
©
x ∈ Rd

¯̄ hx,yi ≤ r2, ∀y, y ∈ P
ª
.

Ôï äéðëü ðïëéêü (P ◦r )
◦
r = P ôïý P (ùò ðñïò ôçí ßäéá áêôßíá r) ìÜò îáíáäßíåé ôï P. Ç

ðïëéêüôçôá Ý·åé ùò óõíÝðåéá ôïíêáèïñéóìü Ýíïò åßäïõò «äõúóìïý» ìåôáîýôùíðëåõñþí
ôïý P êáé ôùí ðëåõñþí ôïý P ◦r . ÐñÜãìáôé° åÜí ç F åßíáé ìéá k-äéÜóôáôç ðëåõñÜ ôïý P,
ôüôå ôï

F∆ :=
©
x ∈ P ◦r

¯̄ hx,yi = r2, ∀y, y ∈ F
ª

1Åäþ ìå hx,yi óõìâïëßæïõìå ôï óýíçèåò (åõêëåßäåéï) åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôùí x êáé y.

6



áðïôåëåß ìéá (d− k − 1)-äéÜóôáôç ðëåõñÜ ôïý P ◦r , åíþ
¡
F∆
¢∆
= F. ÅîÜëëïõ, åÜí ïé F

êáé G åßíáé äõï ðëåõñÝò ôïý P, ôüôå

F ⊆ G =⇒ F∆ ⊇ G∆.

ÓçìåéùôÝïí üôé ç ïìïéüôçôá

Rd 3 x 7−→ r2 x ∈Rd

óôÝëíåé ôï ðïëéêü P ◦1 íá áðåéêïíéóèåß óôï ðïëéêü P ◦r , ïðüôå, üôáí åñãáæüìáóôå «ùò
ðñïò ïìïéüôçôá», åßíáé áñêåôü ç üðïéá åðé·åéñçìáôïëïãßá ìáò íá ·ñçóéìïðïéåß ôç «ìï-
íáäéáßá» óöáßñá. Åðßóçò, èá ðñÝðåé íá áíáöåñèåß üôé åÜí ç v åßíáé ìéá êïñõöÞ ôïý P,
ôüôå ç Ýäñá {v}∆ ôïý P ◦r êåßôáé åðß åíüò õðåñåðéðÝäïõ L ôïýRd, ôï ïðïßï åßíáé êÜèåôï
ùò ðñïò ôï äéÜíõóìá v, åíþ ç áðüóôáóç c ôïý 0 áðü ôï L õðïëïãßæåôáé áðü ôçí éóüôçôá

c

r
=

r

kvk .

(2.10) Ïñéóìüò. ÊÜèå éóïìåôñßá, ç ïðïßá ìåôáöÝñåé Ýíá êõñôü ðïëýôïðï P óôïí åáõôü
ôïõ, ïíïìÜæåôáé áõôïìïñöéóìüò2 ôïýP.ÊÜèå áõôïìïñöéóìüò åíüòP ìåôáôÜóóåé ôéò êï-
ñõöÝò ôïýP êáôÜ ìïíïóÞìáíôï ôñüðï. ÅÜí ôï {v1, ...,vq} åßíáé ôï óýíïëï ôùíêïñõöþí
åíüò êõñôïý ðïëõôüðïõ P, ôüôå ôï êÝíôñï

c :=
v1 + · · ·+ vq

q

ôïý P åßíáé Ýíá óçìåßï, ôï ïðïßï ðáñáìÝíåé óôáèåñü ùò ðñïò êÜèå áõôïìïñöéóìü ôïý
P.

(2.11) ËÞììá. ÊÜèå áõôïìïñöéóìüò åíüò êõñôïý ðïëõôüðïõ P ìåôáöÝñåé óçìáßåò (êé
áíôéóôïß·ùò, ðëÞñåéò óçìáßåò ) ðëåõñþí ôïõ óå óçìáßåò (êé áíôéóôïß·ùò, ðëÞñåéò óç-
ìáßåò ) ðëåõñþí ôïõ.

(2.12) Ïñéóìüò. (Ç «êáíïíéêüôçôá» óå ïéåóäÞðïôå äéáóôÜóåéò) �íá êõñôü ðïëý-
ôïðï P ëÝãåôáé êáíïíéêü üôáí ãéá äõï ïéåóäÞðïôå ðëÞñåéò óçìáßåò (ðëåõñþí ôïõ)
õðÜñ·åé ðÜíôïôå Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý P , ï ïðïßïò óôÝëíåé ôç ìßá íá áðåéêïíéóèåß
óôçí Üëëç.

(2.13) ËÞììá. ÊÜèåðëåõñÜ åíüò êáíïíéêïý êõñôïýðïëõôüðïõáðïôåëåß áö' åáõôÞò Ýíá
êáíïíéêü êõñôü ðïëýôïðï. Åðßóçò, üëåò ïé ðëåõñÝò éäßáò äéáóôÜóåùò (åíüò êáíïíéêïý
êõñôïý ðïëõôüðïõ ) åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïéåò.

2Ôï óýíïëï ôùí áõôïìïñöéóìþí ôïý P óõãêñïôåß, ùò ðñïò ôç óýíèåóç áðåéêïíßóåùí, ìéá ïìÜäá, ôçí
åðïíïìáæüìåíç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí ôïý P.
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(2.14) ËÞììá. ¸óôù P Ýíá êáíïíéêü êõñôü ðïëýôïðï. Ãéá êÜèå (äõíáôÞ ) ðáãéùìÝíç
äéÜóôáóç k, ôá êÝíôñá c ôùí k-äéÜóôáôùí ðëåõñþí F ôïý P áðÝ·ïõí ôçí ßäéá áðüóôáóç
rk áðü ôï êÝíôñï, áò ôï ðïýìå (ôþñá) 0, ôïý P .

(2.15) ÐáñáôÞñçóç. ÓçìåéùôÝïí üôé ôï äéÜíõóìá
−→
0 c åßíáé êÜèåôï ðñïò ôçí (åêÜóôïôå

èåùñïýìåíç) ðëåõñÜ F , ç äå r = r0 êáëåßôáé áêôßíá ðåñéãñáöÞò3 ãéá ôï P.

(2.16) Ðñüôáóç. (ÊñéôÞñéï êáíïíéêüôçôáò) ¸íá êõñôü ðïëýôïðï P åßíáé êáíïíéêü
åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé ìéá êïñõöÞ v ôïý P, ïýôùò þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé áêüëïõèåò
óõíèÞêåò:

(á) Ãéá êÜèå êïñõöÞ v0 6= v ôïý P õðÜñ·åé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý P, ï ïðïßïò ìåôá-
öÝñåé ôï óçìåßï v óôï óçìåßï v0.

(â) ÕðÜñ·åé Ýíá êáíïíéêü êïñõöáßï ó·Þìá Q ôïý P ùò ðñïò ôï v.

(ã) Ãéá êÜèå áõôïìïñöéóìü ϕ ôÞòQ õðÜñ·åé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò f ôïý P, ôÝôïéïò þóôå

f(v) = v êáé f |Q = ϕ.

(2.17) Ïñéóìüò. («¸îï á êïñõöáßá ó Þìáôá») �óôù P Ýíá d-äéÜóôáôï êáíïíéêü
êõñôü ðïëýôïðï. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ôï v åßíáé ìéá êïñõöÞ ôïõ. Ôüôå üëåò ïé áêìÝò
ôïõ, ðïõ îåêéíïýí áðü ôçí v, áðïëÞãïõí óå êïñõöÝò, ïé ïðïßåò êåßíôáé åðß åíüò õðå-
ñåðéðÝäïõ L êáèÝôïõ ðñïò ôï äéÜíõóìá

−→
0 v. Ç êõñôÞ èÞêç áõôþí ôùí êïñõöþí, ôùí

åõñéóêïìÝíùí åðß ôïý L, êáëåßôáé ôï Ýîï ï êïñõöáßï ó Þìá ôïý P ùò ðñïò ôçí v
(excellent vertex figure at v).

(2.18) Ðñüôáóç. ¼ëá ôá Ýîï·á êïñõöáßá ó·Þìáôá åíüò d-äéáóôÜôïõ êáíïíéêïý êõñ-
ôïý ðïëõôüðïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïéá (d− 1)-äéÜóôáôá êáíïíéêÜ êõñôÜ ðïëýôïðá.

(2.19) Ïñéóìüò. (Óýìâïëï ôïý Schläfli) Ôá ìüíá äéóäéÜóôáôá êõñôÜ ðïëýôïðá åßíáé
ôá p-ãùíá, üðïõ p = 3, 4, ... Ïñßæïõìå ôï {p} ùò ôï óýìâïëï Schläfli4 åíüò (ôõ·üíôïò)
p-ãþíïõ. Óôç äéÜóôáóç 3, ïñßæïõìå ôï {p, q} ùò ôï óýìâïëï Schläfli åíüò êáíïíéêïý
ðïëõÝäñïõ, üôáí áõôü Ý·åé ùò Ýäñåò ôïõ p-ãùíá êáé ùò Ýîï·á êïñõöáßá ôïõ ó·Þìáôá
q-ãùíá. Óå áíþôåñåò äéáóôÜóåéò, ï ïñéóìüò ãßíåôáé åðáãùãéêÜ : Ôï óýìâïëï Schläfli
åíüò êáíïíéêïý êõñôïý (d+1)-äéÜóôáôïõ ðïëõôüðïõ P åßíáé ôï {p1, p2, . . . , pd} üôáí ïé
äéóäéÜóôáôåò ðëåõñÝò ôïõ åßíáé p1-ãùíá êáé ôá Ýîï·á êïñõöáßá ó·ÞìáôÜ ôïõ äéáèÝôïõí
ùò óýìâïëï Schläfli ôï {p2, . . . , pd}. (¼ìïéá êáíïíéêÜ êõñôÜ ðïëýôïðá äéáèÝôïõí ôï ßäéï
óýìâïëï ôïý Schläfli .)
3ÁõôÞ åßíáé ç áêôßíá ôÞò óöáßñáò ôÞò ðåñéãåãñáììÝíçò ðåñß ôï P ìå êÝíôñï ôçò ôï 0. ÖõóéêÜ, ìðïñåß
êáíåßò íá äåßîåé ðùò õðÜñ·åé êáé ìéá ïìüêåíôñÞ ôçò «åããåãñáììÝíç» óöáßñá (åíôüò ôïý P ). �ôóé ôï
èåþñçìá (1.5) ãåíéêåýåôáé ãéá üëåò ôéò äéáóôÜóåéò.
4Schläfli, Ludwig (15/1/1814-20/3/1895). Åëâåôüò ìáèçìáôéêüò. ÕðÞñîå êáèçãçôÞò ôïý Ðáíåðéóôç-
ìßïõ ôÞò ÂÝñíçò áðü ôï 1853. Ôï êýñéï ôìÞìá ôÞò ÝñåõíÜò ôïõ åßíáé áöéåñùìÝíï óôçí ÐïëõäéÜóôáôç
Ãåùìåôñßá êáé óôçí êëáóéêÞÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç.
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(2.20) Ïñéóìüò. �óôù P Ýíá êáíïíéêü êõñôü ðïëýôïðï, ìå ôï ìÞêïò êáèåìéÜò ôùí áê-
ìþí ôïõ ßóï ìå c êáé ìå áêôßíá ðåñéãñáöÞò ßóç ìå r. Ôüôå ôï

s(P ) :=
c

2r

êáëåßôáé áñáêôçñéóôéêüò ëüãïò ôïý P. (Ðñïöáíþò 0 < s(P ) < 1).

(2.21) ËÞììá. ¼ìïéá êáíïíéêÜ êõñôÜ ðïëýôïðá äéáèÝôïõí ôáõôüóçìïõò ·áñáêôçñé-
óôéêïýò ëüãïõò.

(2.22) ËÞììá. ÅÜí ôï P åßíáé Ýíá êáíïíéêü p-ãùíï, ôüôå

s(P ) = sin

µ
π

p

¶
.

(2.23) ËÞììá. ¸óôù P Ýíá êáíïíéêü êõñôü ðïëýôïðï. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ïé äéóäéÜ-
óôáôåò ðëåõñÝò ôïý P åßíáé p-ãùíá êáé ðùò ôï Q åßíáé Ýíá Ýîï·ï êïñõöáßï ó·Þìá ôïý
P. Ôüôå Ý·ïõìå

s(P )2 = 1−
cos2

³
π
p

´
s (Q)2

(1)

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ôï Q åßíáé Ýíá Ýîï·ï êïñõöáßï ó·Þìá ôïý P ùò ðñïò
ôçí êïñõöÞ v ôïý P , v0 ìéá êïñõöÞ ôïýQ, 0 ôï êÝíôñï ôïý P , c ôï êÝíôñï ôïýQ êáé θ ç
ãùíßá 1

2
^(v 0 v0). Ôüôå

sin (θ) =
ìÞêïò ôÞò áðÝíáíôé ðëåõñÜò
ìÞêïò ôÞò õðïôåßíïõóáò

=
c

2r
(2)

êáé

cos (θ) =
ìÞêïò ôÞò ðáñáêåßìåíçò ðëåõñÜò

ìÞêïò ôÞò õðïôåßíïõóáò
=

r0

c
,

üðïõ r0 := kv0 − ck . ÅðïìÝíùò,

s(P )2 = 1−
µ
r0

c

¶2
(3)

¼ìùò êÜèå áêìÞ ôïýQ áðïôåëåß Ýíá êïñõöáßï ó·Þìá ìéáò äéóäéÜóôáôçò ðëåõñÜò ôïý
P, ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôçí êïñõöÞ v (âë. ðñüôáóç (2.8)). ÅðïìÝíùò ôï ìÞêïò c0 ôÞò êÜèå
áêìÞò ôïýQ éóïýôáé ìå

c0 = 2c · cos
µ
π

p

¶
(4)
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Aðü ôéò (2), (3) êáé (4) óõíÜãïõìå ôåëéêþò ôçí éóüôçôá

s(P )2 = 1−
⎛⎝2r0 cos

³
π
p

´
c0

⎞⎠2

= 1− cos2
µ
π

p

¶µ
2r0

c0

¶2
,

Þôïé ôçí (1), äéüôé s(Q) = c0
2r0 . ¤

Áðü ôï ëÞììá áõôü óõíÜãåôáé (ìÝóù åðáãùãÞò) üôé ï ·áñáêôçñéóôéêüò ëüãïò s(P )

åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôï óýìâïëï Schläfli ôïý P . ÌÜëéóôá éó·ýåé êáé ôï áêüëïõèï, ðéï
éó·õñü:

(2.24) Èåþñçìá. Äõï êáíïíéêÜ êõñôÜ ðïëýôïðá åßíáé üìïéá ìåôáîý ôïõò åÜí êáé ìüíïí
åÜí äéáèÝôïõí ôï ßäéï óýìâïëï ôïý Schläfli .

ÅðåéäÞ ç ôáîéíüìçóç ôùí êáíïíéêþí êõñôþí ðïëõôüðùí èá ãßíåé «ùò ðñïò ïìïéüôçôá»,
ìðïñïýìå áðü åäþ êáé óôï åîÞò íá ôáõôßæïõìå êÜèå óýìâïëï Schläfli ìå Ýíáí åêðñü-
óùðï ôÞò ðñïêåéìÝíçò êëÜóçò éóïäõíáìßáò (ïìïéüôçôáò).

(2.25) Ðñüôáóç. Ïé k-äéÜóôáôåò ðëåõñÝò ôïý ðïëõôüðïõ ìå óýìâïëï Schläfli ôï
{p1, . . . , pd−1} åßíáé ôï ðïëýôïðï ìå óýìâïëï Schläfli ôï {p1, . . . , pk−1}.

(2.26) Ïñéóìüò. ÅÜí ôï P åßíáé Ýíá êáíïíéêü êõñôü ðïëýôïðï, ôüôå êÜèå ðïëéêü ôïõ
P ◦ ùò ðñïò ìéá óöáßñá ìå êÝíôñï ôçò ôï êÝíôñï ôïý P ëÝãåôáé äõúêü ôïý P. ¼ëá ôá
ðïëýôïðá ôá äõúêÜ ôïý P åßíáé ìåôáîý ôïõò üìïéá êáíïíéêÜ êõñôÜ ðïëýôïðá. Ôá P êáé
P ◦ äéáèÝôïõí ôï ßäéï êÝíôñï êáé ôçí ßäéá ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí. �íá åéäéêü (åíôåëþò
«öõóéêü») äõúêü ôïý P åßíáé áõôü ðïõ ó·çìáôßæåôáé ùò êõñôÞ èÞêç ôùí êÝíôñùí üëùí
ôùí åäñþí ôïý P.

(2.27) Ðñüôáóç. ÊÜèå äõúêü ôïý ðïëõôüðïõ ìå óýìâïëï Schläfli ôï {p1, . . . , pd−1} åßíáé
Ýíá ðïëýôïðï ìå óýìâïëï Schläfli ôï {pd−1, . . . , p1}.

(2.28) Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç êáíïíéêþí ðïëõôüðùí ùò ðñïò ïìïéüôçôá) Ôá ìüíá
óýìâïëá ôïý Schläfli , ôá ïðïßá ìðïñåß íá Ý·åé Ýíá êáíïíéêü ðïëýôïðï óôç äéÜóôáóç
d = 3 åßíáé ôá

Óýìâïëá Schläfli {3, 3} {3, 4} {4, 3} {3, 5} {5, 3}

s(P )2
2

3

1

2

1

3

5−√5
10

3−√5
6

óôç äéÜóôáóç d = 4 ôá
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Óýìâïëá Schläfli {3, 3, 3} {3, 3, 4} {4, 3, 3} {3, 4, 3} {3, 3, 5} {5, 3, 3}

s(P )2
5

8

1

2

1

4

1

4

3−√5
8

7− 3√5
16

êáé óå äéáóôÜóåéò d ≥ 5 ôá

Óýìâïëá Schläfli {3, 3, . . . , 3, 3} {3, 3, . . . 3, 4} {4, 3, . . . , 3, 3}

s(P )2
d+ 1

2d

1

2

1

d+ 1

ÓçìåéùôÝïí üôé õðÜñ·ïõí ðïëýôïðá ãéá üëá áõôÜ ôá åðéôñåðôÜ óýìâïëá Schläfli. Åéäé-
êüôåñá, ãéá d = 3, áõôÜ åßíáé ôá ÐëáôùíéêÜ ÓôåñåÜ 5:

ÐëáôùíéêÜ ÓôåñåÜ
ÔåôñÜåäñï

{3, 3}

ÏêôÜåäñï

{3, 4}

Êýâïò

{4, 3}

ÅéêïóÜåäñï

{3, 5}

ÄùäåêÜåäñï

{5, 3}
ðëÞèïò êïñõöþí 4 6 8 12 20

ðëÞèïò áêìþí 6 12 12 30 30

ðëÞèïò åäñþí 4 8 6 20 12

Ôï ïêôÜåäñï åßíáé äõúêü ôïý êýâïõ êáé ôï åéêïóÜåäñï åßíáé äõúêü ôïý äùäåêáÝäñïõ.

Áðüäåéîç. Ï ôýðïò (1) äßíåé ôéò áíéóüôçôåò

1

4
= cos2

³π
3

´
≤ cos2

µ
π

p

¶
< s (Q)2 (5)

(äéüôé p ≥ 3), ãéá ôï êáíïíéêü êõñôü ðïëýôïðï P ìå óýìâïëï Schläfli ôï {p, q2, . . . , qd−1}
êáé ìå êïñõöáßá ó·Þìáôá Q ìå óýìâïëï Schläfli ôï {q2, . . . , qd−1}. Îåêéíþíôáò áðü ôç
äéÜóôáóç d = 3, üðïõ ôï P Ý·åé óýìâïëï Schläfli ôï {p, q}, Ý·ïõìå Q = {q} êáé s(Q) =
sin
³
π
q

´
, ïðüôå ïé (5) ìÜò äßíïõí

1

4
≤ cos2

µ
π

p

¶
< sin2

µ
π

q

¶
(6)

5Ïé «öõóéêïß» åêðñüóùðïé ôùí Ðëáôùíéêþí Óôåñåþí åßíáé ïé áêüëïõèïé. Ùò ôåôñÜåäñï ðáßñíïõìå
áõôü ðïõ ó·çìáôßæåôáé áðü ôçí êõñôÞ èÞêç ôùí óçìåßùí (êïñõöþí) (1, 1, 1), (−1,−1, 1), (−1, 1,−1),
(1,−1,−1), ùò ïêôÜåäñï ôçí êõñôÞ èÞêç ôùí óçìåßùí (0, 0,±1), (±1, 0, 0), (0,±1, 0), ùò êýâï ôçí êõñôÞ
èÞêç ôùí óçìåßùí (±1,±1,±1), ùò åéêïóÜåäñï ôçí êõñôÞ èÞêç ôùí óçìåßùí (0,±τ,±1), (±1, 0,±τ),
(±τ ,±1, 0), êáé ùò äùäåêÜåäñï ôçí êõñôÞ èÞêç ôùí óçìåßùí (±1,±1,±1), (0,±τ−1,±τ), (±τ, 0,±τ−1),
(±τ−1,±τ , 0), üðïõ τ =

√
5+1
2 .
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Ïé áíéóüôçôåò (6) Ý·ïõí (ùò ðñïò p êáé q) áêñéâþò ôéò 5 ëýóåéò ôïý ðñþôïõ ìáò êáôáëü-
ãïõ. Ìåôáâáßíïíôáò óôçäéÜóôáóçd = 4,óå ðïëýôïðáP ìå óýìâïëï Schläfli ôï {p, q, r},
ôüôå ôo {q, r} ïöåßëåé íá âñßóêåôáé ìåôáîý ôùí ðïëõÝäñùí ôïý ðñþôïõ êáôáëüãïõ ìå
·áñáêôçñéóôéêü ëüãï s2 êáé

1

4
≤ cos2

µ
π

p

¶
< s2,

óõíèÞêåò ðïõ ìáò ïäçãïýí óôéò ôéìÝò ðïõ äßíïõìå óôïí äåýôåñï êáôÜëïãï. Êáô� áíá-
ëïãßáí, óå äéáóôÜóåéò d ≥ 5 õðÜñ·ïõí ìüíï ôñåéò äõíáôüôçôåò° áõôÝò ôïý ôñßôïõ êáôá-
ëüãïõ. Ï ôåëåõôáßïò éó·õñéóìüò áöÞíåôáé ùò Üóêçóç. ¤

3 Ôïðïëïãéêþò êáíïíéêÜ ðïëýåäñá

Óôçí ôåëåõôáßá áõôÞ åíüôçôá èá äéáðéóôþóïõìå üôé ôá ÐëáôùíéêÜ ÓôåñåÜ õëïðïéïýí
êáé ôá ðïëýåäñá åêåßíá, ôá ïðïßá åßíáé «ôïðïëïãéêþò êáíïíéêÜ». Ôïýôï óçìáßíåé üôé
ôá óõíáíôïýìå åê íÝïõ, áêüìçêáé üôáí «áðïêçñýóóïõìå» ôçí ïìïéüôçôá (ïõóéáóôéêþò
ôçí ßäéá ôç «ìåôñéêÞ» ìáò) êáé ôçí áíôéêáôáèéóôïýìå áðëþò êáé ìüíïí ìå ôçí «ôïðïëï-
ãéêÞ éóïäõíáìßá6» (ùò êñéôÞñéï ôáîéíïìÞóåùò).

(3.1) Ïñéóìüò. �íá óýóôçìá ðïëõãþíùí åíôüò ôïý ôñéóäéáóôÜôïõ Åõêëåéäåßïõ ·þñïõ
R3 ïíïìÜæåôáé ôïðïëïãéêü ðïëýåäñï üôáí ðëçñïýíôáé ïé åîÞò óõíèÞêåò:

(á) ÊÜèå ðëåõñÜ ôùí ðïëõãþíùí ôïý óõóôÞìáôïò áðïôåëåß êïéíÞ ðëåõñÜ áêñéâþò äýï
ðïëõãþíùí ôïý åí ëüãù óõóôÞìáôïò.

(â) ¼ôáí P1 êáé P2 åßíáé äõï ôõ·üíôá ðïëýãùíá ôïý óõóôÞìáôïò, v1 Ýíá óçìåßï ôïý
P1 êáé v2 Ýíá óçìåßï ôïý P2, ôüôå õðÜñ·åé ìéá ðïëõãùíéêÞ ãñáììÞ (áðü ôïí åí ëüãù
óýóôçìá) ðïõ óõíäÝåé ôï v1 ìå ôï v2.

Ïé êïñõöÝò êáé ïé ðëåõñÝò ôùí ðïëõãþíùí åíüò ôïðïëïãéêïý ðïëõÝäñïõ ïíïìÜæïíôáé
êïñõöÝò êáé áêìÝò, áíôéóôïß·ùò, ôïý ðïëõÝäñïõ. ÊÜèå ðïëýãùíï åíüò ôïðïëïãéêïý
ðïëõÝäñïõ ïñßæåé ìéá Ýäñá ôïõ.

(3.2) Èåþñçìá. (Ôýðïò ôïý Euler) ¸óôù P Ýíá ôïðïëïãéêü ðïëýåäñï. Áò óõìâïëß-
óïõìå ìå K ôï ðëÞèïò ôùí êïñõöþí ôïõ, ìå E ôï ðëÞèïò ôùí åäñþí ôïõ êáé ìå A ôï
ðëÞèïò ôùí áêìþí ôïõ. ÅÜí ôï P åßíáé ïìïéïìïñöéêü (ôïðïëïãéêþò éóïäýíáìï) ìå ôç

6Ç ôïðïëïãéêÞ éóïäõíáìßá (Þôïé ç ýðáñîç åíüò ïìïéïìïñöéóìïý) óáò åßíáé ãíùóôÞ áðü ôï ìÜèçìá ôÞò
«ÅéóáãùãÞò óôçí Ôïðïëïãßá» ôïý äåõôÝñïõ Ýôïõò.
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óöáßñá, ôüôå éó·ýåé ç ó·Ýóç

K + E = A+ 2 (7)

(3.3) Ïñéóìüò. �íá ôïðïëïãéêü ðïëýåäñï, ôï ïðïßï åßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå ôç óöáßñá,
ïíïìÜæåôáé ôïðïëïãéêþò êáíïíéêü ðïëýåäñï üôáí Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(á) ¼ëåò ïé Ýäñåò ôïõ äéáèÝôïõí ôï ßäéï ðëÞèïò áêìþí.

(â) Áðü êÜèå êïñõöÞ ôïõ äéÝñ·åôáé ôï ßäéï ðëÞèïò åäñþí (êáé, êáôÜ óõíÝðåéáí, êáé
ôï ßäéï ðëÞèïò áêìþí). [Óôïí ïñéóìü áõôü äåí õðåéóÝñ·åôáé âåâáßùò êáìßá Ýííïéá
ó·åôéæüìåíç ìå ôç ìåôñéêÞ.]

(3.4) Èåþñçìá. Ôá ôïðïëïãéêþò êáíïíéêÜ ðïëýåäñá ìå ðëÞèïò êïñõöþíK , ìå ðëÞèïò
åäñþí E êáé ìå ðëÞèïò áêìþí A, õðï·ñåïýíôáé íá áíÞêïõí óôçí êëÜóç ôùí ôïðïëïãé-
êþí ðïëõÝäñùí ìå ôá åîÞòK,A êáé E:

K 4 6 8 12 20

A 6 12 12 30 30

E 4 8 6 20 12

Áðüäåéîç. �óôù P Ýíá ôïðïëïãéêþò êáíïíéêü ðïëýåäñï. ÕðïèÝôïõìå üôé n åßíáé ï
áñéèìüò ôùí áêìþí êáèåìéÜò Ýäñáò ôïý P êáé üôé m åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí åäñþí ôïý P

ðïõ äéÝñ·ïíôáé áðü êáèåìéÜ êïñõöÞ ôïõ. ÅðåéäÞ êÜèå áêìÞðåñéÝ·åôáé óå áêñéâþò äýï
Ýäñåò, Ý·ïõìå

nE = 2A (8)

ÅîÜëëïõ, áöïý êÜèå áêìÞ ðåñéÝ·åé áêñéâþò äýï êïñõöÝò, éó·ýåé êáé ç éóüôçôá

mK = 2A (9)

ÅðïìÝíùò, ïé (7), (8) êáé (9) ìÜò äßíïõí ôç ó·Ýóç

2 = K −A+ E =
2A

m
−A+

2A

n
= A

µ
2

m
− 1 + 2

n

¶
=⇒ 1

A
=
1

m
− 1
2
+
1

n
(10)

ÓôçóõíÝ·åéá èá ðñïâïýìå óå äéá·ùñéóìü ðåñéðôþóåùí, ëáìâÜíïíôáò õð� üøéí ôéò ðñï-
öáíåßò ðåñéïñéóôéêÝò óõíèÞêåò

A ≥ 3, n ≥ 3, m ≥ 3.
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Ðñþôç ðåñßðôùóç: n = 3 (ôá ðïëýãùíá åßíáé ôñßãùíá).

1

2
>
1

A
=
1

m
− 1
2
+
1

3
=
1

m
− 1
6
> 0 =⇒ 2

3
>
1

m
>
1

6
=⇒ 3

2
< m < 6.

ÅðïìÝíùò,m ∈ {3, 4, 5}, ïðüôå âÜóåé ôÞò (10) ðáßñíïõìå

(A, n,m) ∈ {(6, 3, 3) , (12, 3, 4) , (30, 3, 5)}⇒ (K,A,E) ∈ {(4, 6, 4) , (6, 12, 8) , (12, 30, 20)}.

Äåýôåñç ðåñßðôùóç: n = 4 (ôá ðïëýãùíá åßíáé ôåôñÜãùíá).

1

2
>
1

A
=
1

m
− 1
2
+
1

4
=
1

m
− 1
4
> 0 =⇒ 3

4
>
1

m
>
1

4
=⇒ 4

3
< m < 4,

ðïõ óçìáßíåé êáô� áíÜãêçí, üôém = 3 êáé (K,A,E) = (8, 12, 6).

Ôñßôç ðåñßðôùóç: n = 5 (ôá ðïëýãùíá åßíáé ðåíôÜãùíá).

1

2
>
1

A
=
1

m
− 1
2
+
1

5
=
1

m
− 3

10
> 0 =⇒ 4

5
>
1

m
>
3

10
=⇒ 5

4
< m <

10

3
,

ðïõ óçìáßíåé êáô� áíÜãêçí, üôém = 3 êáé (K,A,E) = (20, 30, 12).

ÔÝôáñôç ðåñßðôùóç: n ≥ 6. Ç áíéóïúóüôçôá áõôÞ åßíáé áäýíáôç, äéüôé

0 <
1

A
=
1

m
− 1
2
+
1

n
≤ 1

m
− 1
2
+
1

6
=
1

m
− 1
3
=⇒ 1

m
>
1

3
=⇒ m < 3,

ðñÜãìá ðïõ äåí ìðïñåß íá óõìâåß. ¤
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