1. Quotientenringe, Quotientenmoduln und Lokalisierung

Sei A ein kommutativer Ring mit 1.

Definition 1.1. Sei S eine multiplikativ abgesclossene Teilmenge von A. Auf dem
kartesischen Produkt A x S betrachten wir die Relation “~” :

Ax S>3 (ar,s1) ~ (a2,82) E AxS<= (t,t€S:tay sy =tay s2).

»”

Es ist leicht nachzupriifen, da§ “~” in der Tat eine Aquivalenzrelation ist. (Mit —
s

bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von (a,s) € A x S). Auf

|S~1A:=Ax5/~]

definiert man Addition und Multiplikation:

al n as o a182 + asS a; a2 o a1a2

, .
S1 52 5152 S1 52 5152

Hiermit wird S~'A zu einem Ring, den sog. Quotientenring von A nach der Nen-
nermenge S.

Bemerkung. (i) 2 = 2 (fiir jedes s € S) ist das neutrale Element von S™'4 und

1
—* das inverse Element von % bzgl. der Addition. % = 2 (fiir jedes s € S) ist das
neutrale Element von S~ 1A bzgl. der Multiplikation.

(ii) Die Abbildung

LA75':A—>S_1A, a»—)%

ist offensichtlich ein Ringhomomorphismus. Witerhin gilt:

(a) va,s ist injektive=> S besteht aus lauter Nichtnullteilern.

(b) Ist S C A*, so ist 14,5 ein Ringisomorphismus.

(c) Ist A ein Integritiitsbereich und S = A~ {0}, so ist S™'4 = Quot(A) der Quo-
tientenkorper von A und t4,5 injektiv. (Beispiel: Z — Q).

Definition 1.2. Ist p ein Primideal in A und S := A\p, so heifit

die Lokalisierung von A in p. Bei Problemstellungen, die sich auf ein einziges Prim-
ideal p beziehen, ist es oft giinstig, von A zur Lokalisierung A, iiberzugehen. Sie
vergifit alles, was nichts mit p zu tun hat und bringt dafiir die auf p bezogenen
Eigenschaften klarer heraus. (Zum Beispiel ist die Zuordnung q — q A, eine 1-1
Korrespondenz zwischen den Primidealen q C p und den Primidealen von A4;).

Beispiel. Sei V C A} eine irreduzible affine K-Varietét mit Koordinatenring
K[V]=K[Xy,..,X,] /().
Wir haben schon gezeigt, dafl es einen Ringisomorphismus

o K[V] =0 (V) = { Ring der reguldren }

Funktionen auf V'



gibt. ¢ induziert fiir jeden Punkt P € V einen Monomorphismus

K [V] — OV7P

my,p

(s. 1.9(iii)), der eigentlich einen Isomorphismus bildet. Hierbei ist mp das (eindeutige)
maximale Ideal des lokalen Ringes von P auf V, d.h.

mv’p:{7€K[V]:f(P):0}COV’p .

Der Korper
k (P) = Ov,p/mv,p

wird oft Residuenklassenkdrper von V im Punkte P genannt.

Beispiel. Sei V C P} eine irreduzible projektive K-Varietdt mit homogenem Ko-
ordinatenring K [V] (K algebraisch abgeschlossen). Wir haben schon gezeigt, daf
O (V)= K. Ist my,p C K [V] das Ideal, das von der Menge der homogenen Elemente
f € K[V]mit f(P) =0 erzeugt wird, so ist my, p das maximale Ideal zu dem lokalen
Ring Oy p und es gilt:

Ovp 2K [V] ud K [V]gy 2K (V) .

my,p

Lemma 1.3. Sei A ein kommutativer Ring mit 1 und
A :={a€c A |Tb, beA:ab=1}

die Menge der Einheiten in A. Dann gilt:
(i) A* = AN U {m | m maximales Ideal von A},

(ii) ANA* bildet genau dann ein Ideal von A, wenn A genau ein maximales Ideal
besitzt.

Beweis. (i) “C”: Sei a € A* und b € A derart, dafl ab = 1. Gébe es ein maximales
Ideal m von A mit a € m, so wére auch 1 = ab € m, im Widerspruch zu m # A.

“D7: Sei a € A\U{m | m maximales Ideal von A}. Dann ist Aa ¢ m fiir alle
maximalen Ideale m von A. Da jedes echte Ideal von A in einem maximalen Ideal von
A enthalten ist, gilt Aa = A, woraus die Behauptung folgt.

(i) Sei n ein maximales Ideal von A. Da n C ANA* und ANA* ein Ideal ist, folgt
n = AN A*. Die Umkehrung ergibt sich aus (i). g

Proposition 1.4. Sei p ein Primideal von A. Dann ist A, ein lokaler Ring mit dem
maximalen Ideal

pA,:={2 |pep, se A\p}

(p Ay ist das von v 4, (p) in A, erzeugte Ideal und A, /p A, = Quot(A /p)).

Beweis. Dafl p A, in der Tat ein Ideal von A, ist, verifiziert man folgendermaflen: Sei
€A, und 2+, 22 € p A,. Dann ist

s17 8o

a a .
@ pr_ap apr €p, ts; €S,
t s tsy



und n
S S .
p1 +p_2 _ P52 T 251 mit s1,82 €S, p1Sa+p2s1 €EP .
S So 5182

Um zu beweisen, daf p A, das eindeutige maximale Ideal von A, ist, geniigt es nach

Lemma 1.3, zu zeigen: p A, besteht aus allen Nichteinheiten von A,. Sei ¢ eine

Einheit in Ay, d.h. es gebe z—: € Ap, so daf £ - ‘;—,’ = % Dann gibt es ein ¢ € A\p mit
taa' = tss' € A\p

also a € A~\p, da p ein Ideal ist und sonst taa’ € p gélte. Wir haben deswegen gezeigt:
(4p)" C Ap~p 4, .

Die umgekehrte Inklusion “D” ist klar, denn aus § € Ay,~p A, folgt, daB a,s ¢ p,
somit %, € (4,)" und deswegen ¢ € (Ap)". o

Beispiel. A =7Z,p = Zp, p Primzahl. Dann ist
Zp:Z(p):{%EQ | m,n € Z und p’(n}, pr:{%EZ@) |m€Zp} )

Definition 1.5. Falls [ ein Ideal von A und S eine multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von A ist, setzten wir

S7'I:={%]ael und seS}

Proposition 1.6. (i) S~17 ist ein Ideal von S*A. Wenn I NS # @, folgt S™1 =
STLA.

(i) Sei J ein Ideal von S™ A und I := 1};'s (J). Dann ist J = S~'I. Insbesondere
hat jedes Primideal von S~ A die Form S~'p, wobei p ein Primideal von A ist.

(iii) Wenn p ein Primideal von A ist mit pN S = @, dann ist S~'p ein Primideal von
STLA.

(iv) Wenn p ein Primideal von A ist mit pN S = &, dann gilt: LZ}S (Silp) =p.

Beweis. (i) Da§ S7'I ein Ideal ist, zeigt man wie im Beweis von 1.4 fiir p 4,. Falls
INS # @, enthilt S~ eine Einheit des Ringes S~ A.

(ii) “D”: Fiir ein beliebiges Element 2 € J gilt:

b b b b
leJ="=22ci—=bel=2ecSI.
s 1 1 s s

Die Inklusion “C” ist klar, denn 1, ¢ induziert eine Einbettung von 4/:s (J) in den
Integritéitsring (S'A4) /.J.
(iii) Seien %, 2 € S~'A mit - $2 € S~'p. Dann ist

s1’s S1

a1a .
192 _ D fireinpep, s3€S .
5152 53

Daher gibt es ein t € S mit tszajaz = ts152p € p, und wegen t, s3 ¢ p gilt:

entweder a1 € p oder as € p) = | entweder @ € S™'p oder 92 €Sy,
s s
1 2



woraus die Behauptung folgt.

(iv) “D” ist klar. Zu “C”: Sei z € A mit ;' (z) € S~'p. Dann ist £ =  fiir gewisse
p € pund s € S. Aus diesem Grund gibt es ein ¢ € S mit tsxz = p. Daraus ergibt sich
x € p, da st € S und deshalb ist st ¢ p. o

Definition 1.7. Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von A und M ein
A-Modul. Auf dem kartesischen Produkt M x S betrachten wir die Relation “~” :

M x S5 (my,s1) ~(ma,s2) E M x S<= (It, teS:tmy sy =tm s2).

. m
Es ist leicht zu beweisen, dafl auch diese “~” eine Aquivalenzrelation ist. (Mit —
s

bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von (m,s) € M x S). Man kann

|50 =M x5/ ~|

vermoge
mq n meo mi82 + Mo Sy a m am

s1 S9 5189 st st
als einen S—1'A-Modul, den sog. Quotientenmodul von M nach der Nennermenge
S, auffassen. Analog definiert man die Abbildung tprs : M — S™'M, und fiir
Primideale p von A den A,-Modul M,,. (S~'M ist natiirlich durch t4 s : A — S7'A4
auch ein A-Modul).

Definition 1.8. Sei M ein A-Modul. Ein Element a € A wird Nullteiler beziglich
M genannt, wenn es ein m € M~ {0} so gibt, dal am = 0. Weiterhin setzen wir:
NT(M) := {alle Nullteiler beziiglich M} .

Die wichtigsten Eigenschaften der Quotientenmoduln werden in der folgenden Propo-
sition zusammengefaf3t.

Proposition 1.9. Seien M, N, L,{M;,i € I} A-Moduln und S eine multiplikativ abgeschlossene
Teilmenge von A. Dann gilt:

1) ST (DBier Mi) =2@je; S M;
ii) tars : M — ST'M ist injektiv <= S besteht aus lauter Nichtnullteilern bzgl.

~—~~

EA

—

iii) Sei ¢ : M — N A-linear. Dann gibt es genau eine S~!A-lineare Abbildung

S lp: S 1M — SN, so daf8 das Diagramm
M L N
tm,s 4 O Lins
S'M — STIN
S-1p

kommutativ wird. (AuBerdem, falls ¢ : M — N ,¢ : N — L A-linear sind, gilt:
S~ (Yop)=8"1oS ).
(iv) Ist

MZNSL

eine exakte Folge von A-Modulhomomorphismen, so ist auch

-1 -1
S YsINT Y s



exakt.

(v) Wenn U ein A-Untermodul von M ist, so kann man auf kanonische Weise S~1U
als S~'A-Untermodul von S~™'M auffassen. Man hat dann einen kanonischen Iso-
morphismus

S~H(M/U)=S7IM | SIU .

(vi) Jeder S~ A-Untermodul N von S™'M ist von der Form S~'U, wobei U ein A-
Untermodul von M ist.

(vii) Sind Ny, Ny Untermoduln von M, so gilt:

St (N1 ﬁNQ) = (S_1N1) n (S_lNQ) C SIM .

(viii) Wenn M ein endlich erzeugter (bzw. Noetherscher) A-Modul ist, so ist S™' M
ein endlich erzeugter (bzw. Noetherscher) S—'A-Modul. Insbesonder ist S™'A ein
Noetherscher Ring, wenn A ein solcher ist.

Beweis. (i) Leichte Ubung.

(ii) tar,s (m) = F =0 <= (3¢, t € S : tm = 0). Da t Nichtnullteiler fiir M ist, folgt
m = 0.

(iii) Zum Beweis setze man S~ (2) := @ fir alle 2 € S™'M. Wegen der
Forderung der S—!A-Linearitit und der Kommutativitit des Diagramms muf} in der
Tat gelten:

so(2) = 57 (3 ) =35 () = HE o ms) (-
- nsee - -2 ol

Ferner ist die obige Abbildung S~'¢ wohldefiniert: Ist (m,s) ~ (m/,s’), so gibt es
ein t € S mit ts'm = tsm’, also ts'p (m) = tsp (m'). Es folgt

s (1) = £ 2 o ()

s s s’ s’

SchlieBlich ist S~'¢ eine A-lineare Abbildung, weil

%-5_1<p (%) _a p(m) _ap(m) _ 51y (@)

s! s ss! ss!
und
_ mi  ms _ m18o + MaSy @ (M1 82 + masy)
S 1g0 _— 4 — = S 1g0 = =
S1 52 5152 5152

5152 S1 52

s2p (1) + s1p(ma) _ p(ma) | p(ma) _ 51y (@) +S_1<p<

S1

(iv) Zuerst ist S~ o Slp = St (poyp) = S71(0) = 0, dh. Im(Sty) C
Ker(S‘lz/J). Betrachte nun umgekehrt = € Ker(S‘lw). Es existiert ein t € S

mo

52

).



mit tp (m) = 0 = ¢ (¢m) = 0. Nach Voraussetzung gibt es ein m' € M mit
v (m') =tm. Aus diesem Grunde ist

! !
t
51¢(2> _elm) _tm_m o (5y)
st st s

ts S

(v) Man wendet (iv) auf die exakte Sequenz 0 — U — M — M /U — 0 an.

(vi) Wihle hierfiir U = LA_;’S (N). Wenn z € U, ist £ € N, also £ = 1.2 ¢ N fiir
jedes s € S. Mithin ist S~'U C N. Wenn umgekehrt e N,dannist  =7-L €N,
alsoz € Uund £ € S7'U,dh. ST'UDN.

(vii) Man wendet (iv) auf die folgende kurze exakte Sequenz an:

O—)NlﬁNQ—)Nl—)M/NQ—)O

(viii) Wenn M von my, ..., my iiber A erzeugt wird, so ist {%, e %} offenbar ein

Erzeugendensystem von S—'M iiber S~!A. Dafl mit M auch S~'M Noethersch ist,
folgt aus (vi). o

2. Annulatoren, Trager und assoziierte Primideale von Moduln

Definition 2.1. Sei M ein A-Modul.

‘AnnA(M) ={a€A | am=0,Ym, mEM}‘

heifit der Annulator von M. Fir ein m € M heif}t

‘AnnA(m) ={a€c A |am:0}‘

der Annulator von m. Im Sinne dieser Definition bestehen die Nichtnullteiler von M
aus

AN U Anny (m).
meM~{0}
Lemma 2.2. (i) Anny (M) und Anny (m) sind Ideale von A.
(if) Maximale Elemente der Menge {Ann4 (m) | m € M~ {0} } sind Primideale.
Beweis. (i) ist trivial. Zu (ii): Sei p = Anng (m) maximal und betrachte a,b € A mit
ab € p, b ¢ p. Definiere I := Anny (bm). Fiir p € p gilt p (bm) = b (pm) = 0; somit ist
p C I. Wegen der Maximalitidt von p hat man p = 1. Da abm =0, folgt a € I =p.

Definition 2.3. Definiere

Assy (M) :=

p Primideal von A derart,
Pl dag 3 m, m € M,mit p = Anny (m)

Die Elemente von Assy (M) heiflen die zu M assoziierten Primideale.



Lemma 2.4. (i) Am =2 A / Anny (m) (Als A-Moduln!)

(ii) Ein Primideal p von A liegt genau dann in Assa (M), wenn es eine injektive A-
linerare Abbildung A |/ p — M gibt.

(iii) Ist p ein Primideal von A, so ist A |/ p ein A-Modul und Assa (A / p) = {p}. Es
gilt sogar Assa (U) = {p} fiir alle von 0 verschiedenen Untermoduln U von A [ p.

Beweis. (i) und (ii) sind klar. Zu (iii) merke, daB fiir jedes # € 4 / p~ {0}, man
Assg () = p hat. g

Lemma 2.5. Sei A Noethersch und M ein A-Modul. Die folgenden Bedingungen
sind aquivalent:

(i) M =0.
(i) Assa (M) = 2.
Beweis. Die Richtung (i) = (ii) ist offensichtlich. Zu (ii) = (i): Ist M # 0, so ist

die Menge
Ly :={Anng (m) | m € M~ {0}}

von Idealen in A nicht leer. Da A Noethersch ist, besitzt £, maximale Elemente, die
nach Lemma 2.2(b) prim und deshalb Elemente von Ass4 (M) sind, d.h. Asss (M) #
. 0

Lemma 2.6. Sei A Noethersch und M ein A-Modul. Dann ist die Menge der Null-
teiler bzgl. M die Vereinigung seiner assoziierten Primideale, d.h.

NT (M) = U {p | p Primideal von A mit p € Assy (M)}

Beweis. Fiir ein p € Ass4 (M) mit p = Anny (m) gilt am = 0, also ist a ein Nullteiler
bzgl. M. Andererseits, fiir einen Nullteiler a bzgl. M gibt es ein m € M~ {0} mit
am = 0. Nach Lemma 2.2(ii) existiert ein p € Ass4 (M) mit Anng (m) C p. g

Proposition 2.7. Seien U C M A-Moduln. Dann gilt:
Assg (U) C Assq (M) C Assa (U)U Assg (M/U) .

Daraus folgt: Ist
0— My — My — M3 — 0

eine exakte Folge von A-Moduln, so gilt:
Assg (M) C Assa (M) C Assa (My) U Assa (Ms) .

Beweis. Assa (U) C Assa (M) ist nach Definition unmittelbar klar. Sei p €Assa (M)
und E ein Untermodul von M, isomorph zu A / p. Im Falle ENU # {0} ist (nach
Lemma 2.4(iii))

{p} =Assa (ENU) C Assa(U).

Wenn aber ENU = {0} ist, ist E isomorph zum Untermodul (E+U) /U von M | U
(weil (E+U) /JU=E/ENU),dh. p€Assy (M/U). o



Proposition 2.8. Sei M ein A-Modul und
OzMO;MlgMgg---;Mn_lgMn:M

eine aufsteigende endliche Folge von A-Moduln, so daf3 M;/M;_; = A/p; mit Prim-
idealen p; ist. Dann gilt:

Assyg (M) C{p1,---,Pn} -
Beweis. Nach 2.4(iii) und 2.7 hat man die Inklusionskette
Assq (M) C Assg (Mp—1) U Assg (M, /My,_—1) = Assg (Mp—1) U{pn} C

C Assa (My—2)UAss g (Mp—1/Mp—2)U{pn} = Assa (Mp—2)U{pn—1}U{pn} C {p1,--.,pn},
woraus die Behauptung folgt. o

Proposition 2.9. Ist A Noethersch, S C A multiplikativ abgeschlossen und M ein
A-Modul, so gilt

Assg-14 (ST'M) ={S7'p |p€Assa (M) mit pNnS=a} .

Beweis. “D”: Seip € Assa (M), p=Anny (m), pNS = @. Setze I := Anng-14 (2).
Dann gilt 7 = S~'p, denn man hat die Aquivalenzen

w |2

m 0
T:I<:>Eit,t65:tam:0<:>3t, teS:taep<=acyp,
letzteres, weil p prim ist.

“C”: Sei ¢ = Anng-14 (), s € S. Nach Proposition 1.6 gilt g = S~'p fiir ein
Primideal p von A mit pNS = &. Da A Noethersch ist, gibt es Elemente p1,...,p,. € p
derart, dafl
p=Ap+Aps+---+Apr,
und es gilt
pi m

— —=0,V:, 1<i<r.
1 s

Es gibt also fiir jedes i, 1 <i <r, eint; € Smit t; p;m =0, dh. firt:=J] t; €S

i=1
gilt
(tpim=0,Vi, 1<i<r)=p CAnng(t m).
Ist andererseits atm = 0, mithin %tt—’: =0,also T € S~1p, so gibt es eine Darstellung
¢ = %, wobei p € p, s € S. Deshalb gibt es ein s” € S mit s's"a = s"p € p, und

es folgt aus pN S = @, daB a in p liegt und damit p D Anny (¢t m) gilt. Insgesamt
haben wir
p = Anny (¢ m)

mit S~1p = q gezeigt. o

Definition 2.10. Sei M ein A-Modul.

‘ Suppa (M) :={p | p Primideal von A mit M, #0} ‘

heif}t der Trager von M.



Lemma 2.11. Wenn man A als A-Modul betrachtet, ist
Suppa (A) = {p | p Primideal von A} (=:Spec(A4)) .

Beweis. Fiir jedes Primideal p von A besitzt A, das maximale Ideal p A, (siche
Proposition 1.4). Also ist A, # 0.

Theorem 2.12. Fiir einen endlich erzeugten A-Modul M gilt:
Suppa (M) ={p | p Primideal von A mit p D Anny (M)} .
(Fiir beliebige A-Moduln M gilt nur “C”).

Beweis. “C”: Angenommen, es gibe p € Suppa (M) mit p 2 Anny (M). Sei dann
t € Anny (M) \p beliebig. Es gilte

m __tm 0

=— =— =0pp,.
s st st My

Dann wére M, = 0 im Widerspruch zu p € Suppa (M).

“7 ¢ Ist
M=Ami+Ams+---+Am,,

so gilt
Anny (M) = ﬂ Anny (m;) D H Anny (m;).
i=1 =1
Ist p D Anny (M), so existiert! ein Index ig € {1,2,...,7} mit Anny (m;,) C p. Mit
p:=p / Anny (m;,) folgt

(A / Anna (my,)), = (A / Anng (my,)); # 0

wegen Lemma 2.11; also ist

(A / Anny (my,)), = (Amy, )

p p

(sieche Lemma 2.4(i)) und nach 1.9(v) ist (Am;,), ein nicht trivialer Untermodul von
M,. Deshalb auch M, # 0! g

Proposition 2.13. (i) Fir einen endlich erzeugten Modul M iiber einen Noether-
schen Ring A gilt

Suppa (M) = {p Primideal von A | 3q,q € Assq4 (M): pDq}.

(ii) Insbesondere gehéren die minimalen Primideale eines Noetherschen Rings A # {0}
zu Assy (4).

Beweis. (i) “D”: Fiir q € Assq (M) gilt ¢ D Anny (M), und nach Theorem 2.12 folgt
q € Suppa (M). Alle g umfassenden Primideale gehoren ebenfalls zu Supp 4 (M).
“C”: Sei umgekehrt M, # 0 fiir ein p € Spec(A4). Nach 2.5 enthélt Asss, (M,) ein
Element q A, mit q € Spec(R), p D q. Aus Prop. 2.9 folgt q € Assa (M).

(ii) Fiir ein minimales Ideal p von A ist A, # {0}, d.h. p € Suppa (A). Nach (i) mufl
p ein assoziiertes Primideal q von A enthalten, also mufl p = q € Suppa (A) gelten. o

1Sind I, J Ideale in A und p prim mit IJ C p, so ist entweder I C p oder J C p.



Proposition 2.14. Sei M ein A-Modul und
{0}:M0;M1;Mzg---;Mn,lgMn:M

eine aufsteigende endliche Folge von A-Moduln, so da8 M;/M;_1 = A/p; mit Prim-
idealen p; ist. Dann gilt:

ASSA (M) C {pla s 7pn} C SuppA (M) -
Diese drei Mengen besitzen dieselben minimalen Elemente (bzgl. Inklusion).

Beweis. Die erste Inklusion wurde schon in 2.8 bewiesen. Wegen M;/M;_1 = A/p;
erhélt man

07 (A/pi)y, = (M;/Mi—1),, ,

also wegen Lemma 2.5 (M;),,. # 0 und somit My, # 0, d.h. {p1,...,pn} C Suppa (M).
Es bleibt zu zeigen, daf} die minimalen Elemente von Supp (M) in Assa (M) liegen.
Sei p ein solches. Dann ist Suppa, (M,) = {pAy} (denn (M,,)qp = M,). Da

Assa, (My) #0, folgt Assa, (M,) = {pAp}, also mit 2.9, da8 p €Ass, (M). g
Aus 2.14 folgt sofort:

Proposition 2.15. Ist A Noethersch und I ein Ideal, so sind die minimalen Elemente
von Asss (A/I) genau die minimalen Primideale von A, die I enthalten.

3. Primarzerlegung von Moduln iiber Noetherschen Ringen

e Die Theorie der Zerlegungen von Idealen bzw. von endlich erzeugten Moduln iiber
Noetherschen Ringen in Primarkomponenten wurde hauptséachlich von EMANUEL
LASKER (geb. 24.12.1868 - gest. 15.1.1941) und AMALIE-EMMY NOETHER (geb.
23.3.1882 - gest. 14.4.1935) Anfang unseres Jahrhunderts? entwickelt. Sie verallge-
meinert die wohlbekannte Faktorzerlegung in faktoriellen Ringen.

Definition 3.1. Sei M ein A-Modul. Ein Element a von A heif$t nilpotent beziiglich
M, wenn es ein v € N gibt, so dal a¥ € Anny (M). Offensichtlich gilt

Menge der nilpotenten | = 47—~ p Primideal von A
{ Elemente beziiglich M } = VAnny (M) = ﬂ {p ‘ mit p € Suppa (M)

Definition 3.2. Seien M ein A-Modul und @ ein Untermodul von M. Die folgenden
Bedingungen sind dquivalent:

(i) Ista€e A, m € M~Q und am € @, so existiert ein v € N: "M C Q.

(ii) Jeder Nullteiler bzgl. M /@ ist nilpotent bzgl. M/Q.

Falls @) eine dieser Bedingungen erfiillt, dann heifit @ primdr. (Insbesondere heifit
ein Ideal I von A primdr oder Primdrideal, wenn I als Untermodul des A-Moduls

A primir ist, d.h wenn fiir a € A, b € ANT mit ab € I ein v € N existiert, so dafl
a’ €I).

2Siehe: E.LASKER: Zur Theorie der Moduln und Ideale, Math. Ann. 60, (1905), 20-116.
E.NOETHER: Idealtheorie in Ringbereichen, Math. Ann. 83, (1921), 24-66.
E.NOETHER: Eliminationstheorie und allgemeine Idealtheorie, Math. Ann. 90, (1923), 229-261.
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Lemma 3.3. Ist Q C M ein primdrer Untermodul, so ist \/Anny (M/Q) ein Prim-
ideal. Speziell ist das Radikal /T jedes Primérideals I C A ein Primideal.

Beweis. Fiir Elemente a,b € A sei ab € \/Anny (M/Q) mit b ¢ \/Ann, (M/Q).

Dann gibt es ein v € N, so dafl

(ab)” € Anny (M/Q), b” ¢ Anng (M/Q),

d.h. es gibt ein x € M/Q mit b’z # 0. Wegen (ab)’ z = a” (b”x) = 0 ist a” ein
Nullteiler von M/Q; es gibt daher ein u € N mit (a”)" € Anna (M/Q). Folglich ist
a € \/Anny (M/Q) und deswegen y/Anng (M/Q) ein Primideal. Die Aussage iiber
Primideale ergibt sich aus Anny (A/I) =1. o

Bemerkung. Nicht jedes Ideal I C A, dessen Radikal v/T ein Primideal ist, ist
primér! Ein einfaches Beispiel ist

I=(X*>XY)CK[X,Y].

Das Radikal /T = (X) ist offensichtlich prim und (X,Y)? C TG (X,Y), aber T ist

(
nicht primér, weil einerseits XY € I und andererseits X ¢ I und Y™ ¢ I fiir alle
n € N

Definition 3.4. Ist () C M ein primérer Untermodul und p = \/Anny (M/Q), so
sagt man Q sei p-primdr. Entsprechend heiBt ein Primérideal I C A mit p = /T ein
p-primdres Ideal.

Proposition 3.5. Sei A Noethersch, M ein A-Modul und Q C M ein Untermodul.
(i) Ist @ primdr, so besteht Assa (M/Q) aus genau ein Element p und @ ist p-primér.

(ii) Ist M endlich erzeugt und besteht Asss (M/Q) aus genau einem Element p, so
ist () primaér.

Beweis. (i) Nach Lemma 2.5 ist Assa (M/Q) # &. Sei p := /Anny (M/Q) und
q €Assq (M/Q) mit q = Anny () fiir ein € M/Q, © # 0. Dann ist Anny (M/Q) C
q und somit p C q. Andererseits ist jedes Element von ¢ ein Nullteiler bzgl. M/Q,
folglich nilpotent bzgl. M/Q). Daraus ergibt sich p D q, d.h. p =q.

(if) Nach Lemma 2.6 ist p genau die Menge aller Nullteiler von M/Q. Auf der anderen
Seite ist aber auch p = \/Anny (M/Q) nach 2.12 und 2.13 die Menge aller nilpotenten
Elemente bzgl. M/Q. Daher ist p-primér. o

Proposition 3.6. Sei M ein endlich erzeugter A-Modul. Der Durchschnitt endlich
vieler p-primérer Untermoduln von M ist auch p-primdr.

Beweis. Es genligt, dies fiir zwei p-primére Q1,2 Untermoduln von M. (Der Beweis
in dem allgemeinen Fall folgt leicht mittels Induktion). Zuerst erhélt man eine exakte
Folge

0—)Q1/Q1HQ2—)M/Q1PIQ2—) M/Q1—>0

Nach Prop. 2.7 gilt

Assa (Q1 /] Q1N Q2) CAssa (M /[ Q1NQ2) CAssa(Qr /] QrNQ2)UAssa (M [/ Q1) .
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Hierbei ist
Q1/QiNQ2=0Q1+Q2/ Q2
und nach 3.5,
Assa (Q1 + Q2 / Q2) CAssa (M / Q2) = {p}.

Da aber auch Assg (M / Q1) = {p} ist, folgt Assa (M / Q1 NQ2) = {p}. Die Be-
hauptung ergibt sich wieder aus der Anwendung von Prop. 3.5. g

Definition 3.7. Ein Untermodul @ eines A-Moduls M wird irreduzibel in M genannt,
falls gilt:

Sind @', Q" Untermoduln von M mit Q = Q' N Q", so ist entweder @ = Q' oder
Q=q"
(Insbesondere sind damit auch irreduzible Ideale von A selbst definiert.)

Proposition 3.8. Sei A Noethersch, M ein endlich erzeugter A-Modul und @) ein
echter irreduzibler Untermodul von M. Dann ist () primar.

Beweis. Da @ irreduzibel in M ist, ist der Nullmodul in M /@ irreduzibel. Angenom-
men, Assy (M/Q) enthielte zwei verschiedene Primideale p; und p2. Dann gibt es in
M/Q zwei Untermoduln @1 = A/p; und Q2 = A/p,. Da

Anngy (¢) =p; fir jedes ¢ge @Q;~{0}, i=1,2

ergibt sich Q1 N Q2 = {0}, im Widerspruch zu der Irreduzibilitit von {0}. Da
Assg (M/Q) # @ (nach Lemma 2.5), enthélt Assyg (M/Q) somit genau ein Element
und Prop. 3.5 liefert die Behauptung. o

Bemerkung. Die Umkehrung von 3.8 ist i.a. falsch! Ein einfaches Gegenbeispiel
geht auf eine im Jahre 1970 verdffentlichte Arbeit® von R.Kummer und B.Renschuch
zuriick. In A = M = K [X, X5] 148t sich das Primérideal

I:=(X} X3, X{Xo) C A
als Durchschnitt von zwei Idealen I = I' N I" darstellen, wobei
I'=(X},X) 21, I"=(X},X3)21.
I ist also ein reduzibles Primérideal!

Definition 3.9. Sei M ein A-Modul und U ein Untermodul von M. U besitzt eine
Primdrzerlegung, wenn es primare Untermoduln @1, ...,Qr (k> 1) von M gibt, so
daf

U=0Q:nnQ] ()
Die Primérzerlegung (x) heiflt reduziert, wenn gilt:
(i) Ist Q; ps-primér fiir alle 4, 1 <4 <k, so ist p; # p; flr i # j.
(i) Bsist () Qi ¢ Q; firj=1,....k
i#]
Die in einer reduzierten Primérzerlegung (x) auftretenden Q;’s heilen Primdarkomponenten
von U.

3Siehe: R.KUMMER, B.RENSCHUCH: Potenzproduktideale I, Publ.math. Debrecen 17, (1970),
81-98.
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Beispiel. Wenn n = pi* --- p* die Zerlegung einer natiirlichen Zahl n in ver-
schiedene Primfaktoren ist, dann ist

nZ=p'ZN --- Np*7ZL
eine Primérzerlegung von n Z in dem Noetherschen Ring Z.

Bemerkung. Ist A Noethersch, M endlich erzeugt und besitzt U C M eine Primérzerlegung,
dann auch eine reduzierte! Nach Prop. 3.6 kann man némlich die Prim&drmoduln zum

selben Primideal zum Durchschnitt bringen und damit die Bedingung 3.9(i) erreichen.

Fiir 3.9(ii) 148t man tiberfliissige Primdrmoduln einfach weg.

Theorem 3.10 (Existenz einer reduzierten Priméarzerlegung). Ist M ein endlich
erzeugter Modul iiber einem Noetherschen Ring A, so besitzt jeder echte Untermodul
U von dem Modul M eine reduzierte Primarzerlegung.

Beweis. Nach Prop. 3.8 geniigt es zu zeigen, dafl U Durchschnitt von endlich vielen
irreduziblen Untermoduln von M ist. Ware dies nicht so, so gibe es nach der Maxi-
malbedingung einen grofiten Untermodul U € M von M, fiir welchen diese Aussage
falsch ist. U wire dann irreduzibel, folglich gibe es Untermoduln Uy,Us S U von
M mit U = U NU,. Da Uy,Uy den Modul U echt umfassen, sind sie als Durch-
schnitt von endlich vielen irreduziblen Untermoduln von M darstellbar, also auch U,
ein Widerspruch. Das Theorem ist also wahr! o

Theorem 3.11 (Erster Eindeutigkeitssatz). Sei M ein Modul iiber einem Noether-
schen Ring A. Der Untermodul U besitzte eine reduzierte Primarzerlegung

U=Q:N---NQk
in p;-primére Moduln Q; C M,i=1,...,k. Dann ist
Assa (MJU) ={p1,...,px} -
Die p;’s sind somit durch M und U eindeutig bestimmt.

Beweis. Wir definieren U; := ﬂ Qj,dh. U=U;NQ; mit U #U;, Vi, 1 <@ < k.
J#i

Ui | U=2Ui+ Qi | Qi

Aus der Beziehung

folgt
@ # Assq (Us [ U) C Assa (M [ Qi) = {pi} -
Witerhin gilt:
Assa (U; JU)CAssa (M JU) = {p1,...,px} C Assa (M / U).

Um die Inklusion “D>” zu zeigen, benutzt man Induktion nach k. Der Fall £ =1 ist
trivial. Sei k > 1. Das Theorem sei fiir reduzierte Primérzerlegungen mit genau k — 1
Prim#rkomponenten schon bewiesen. Aus der Definition von U;’s ergibt sich dann

ASSA (M / Ul) :{ph"'7pi—17pi+17"'7pk} -

Nun ist
M/U=(M/U) [ (U/U)
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und aus der Proposition 2.7 erhalten wir
ASSA (M / U) C ASSA (Ul / U)UASSA (M / Ul) C {pl}U{pla -'7pi—17pi+17 7pk} = {pla ce 7pk}7
was noch zu zeigen war.

Theorem 3.12 (Primaerzerlegung und Lokalisierung). Sei M ein endlich erzeugter
Modul iiber einem Noetherschen Ring A und S ein multiplikativ abgeschlossene Teil-
menge von A.
(i) Ist Q C M ein p-priméirer Untermodul und pN S = @, so ist S~1Q C S M ein
S~ 1p-primérer Untermodul. Ist andererseits p NS # @, so ist S71Q = S~ M.
(ii) Ist

U = Ql N---N Qk
eine reduzierte Primarzerlegung eines Untermoduls U C M in p;-primire Moduln
Q;,CM,i=1,...,k, soist

ST = N STQ

{ie{1,...k} | p:nS=2}
eine reduzierte Primérzerlegung des Untermoduls S™'U von S—' M.

Beweis. Die erste Aussage in (i) folgt aus Prop. 2.9 und der Definition eines Primarmoduls.
Die zweite kann wie in 1.6(i) nachgewiesen werden. (ii) ergibt sich aus (i), weil
Lokalisierung und Durchschnittsbildung vertauschbare Orerationen (bei endlichen
Durchschnitten) sind (siehe 1.9(vii)). o

Theorem 3.13 (Zweiter Eindeutigkeitssatz). Sei M ein endlich erzeugter Modul
iiber einem Noetherschen Ring A. Fiir einen Untermodul U C M sei

U=@iN---NQ

eine reduzierte Primérzerlegung in p;-primire Moduln Q; C M, i =1,... k. Ist p;
ein minimales Element der Menge {p1,...,pr}, so ist

Qi = [’]T/Il,A\pi (Upi) )

wobei wir mit tpr a<p; : M — M,, den kanonischen Homomorphismus bezeichnen.
Die Primédrkomponenten zu den minimalen Elementen von Assa (M /U) sind durch
M und U eindeutig festgelegt.

Beweis. Sei S; := ANp;. Aus Theorem 3.12 folgt dann Si_lU = Si_lQi, weil S{le =
Si_lM = My, fiir j # iist. Fiirm € M mit ¢ € Si_lQi gibt esein s € S; mit sm € Q.
Da Q; p;-primér ist und s ¢ p;, folgt m € @Q;, d.h. Q; = LJT/}Si (Up;)- O

Definition 3.14. Die Primarkomponenten, welche zu den minimalen Elementen der
Menge Ass4 (M /U) gehoren, heiflen isolierte Primdrkomponenten von U. Die restlichen

heiflen eingebettete Primdrkomponenten von U. Der zweite Eindeutigkeitssatz beweist
die Eindeutigkeit der isolierten Primarkomponenten.
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Bemerkung. Die eingebetteten Primérkomponenten sind i.a. nicht eindeutig bes-
timmt! Zum Beispiel fiir

I=(X?XY)CKI[X,Y]
gibt es zwei reduzierte Priméarzerlegungen
I=(X)nN(X*Y)=(X)n(X*, X +Y) .

((X) ist offensichtlich ein Primideal und (X?,Y),(X? X +Y) Primérideale zum
maximalen Ideal (X,Y) C K [X,Y]). Auf der anderen Seite ist

<X2,Y> # <X2,X+Y> .
Bemerkung. Ist
I = CI1 n --- ﬁqk

eine Primérzerlegung eines Ideals in einem Noetherschen Ring A, wobei q; ein p;-
priméires Ideal ist, so gilt

VI=pinnp, <k (xx)
wobel wir mit {p1,...,m} C {p1,...,pr} (bis auf Umnumerierung der Indizes) die
minimalen Elemente der Menge {pi,...,pr} bezeichnen. Dies ergibt sich, weil nach

2.13(ii) genau dann I C p gilt, wenn p; C p fiir ein p; € Assag (A/I). p1,...,p; sind
dann gerade die minimalen Primteiler von I. (xx) ist natiirlich die Primérzerlegung

von /1.

Definition 3.15. Sei A ein kommutativer Ring mit 1. Sind I, J Ideale von A mit
I+ J = A, so heiflen I und J teilerfremd. Offensichtlich gilt:

(I,J teilerfremd) <= (Ja, a €I, und 3b, be J:a+b=1) .

Lemma 3.16. (i) Sind I, J C A teilerfremd, so gilt IJ =1nNJ.
(ii) Sind I,I' C A und I,1" C A jeweils teilerfremd, so auch I,1'T".

Beweis. (i) Offenbar ist IJ C I'NJ. Zu “D”: Ausa+b=1mit a € I, b € J folgt
durch Multiplikation mit einem beliebigen ¢ € I N J sofort ¢ = ca +cb € IJ.

(ii) Sind I,I" und I,I" teilerfremd, so gibt esa € I, b€ I' mit a+b =1 und c € I,
d € I'" mit ¢+ d = 1. Betrachte

bd=(1—-a)(l—¢c)=1—a—c+ac.
Fir e := a + ¢ — ac gilt dann bd + e = 1, d.h. auch I, I'T" sind teilerfremd.

Lemma 3.17 (Chinesischer Restsatz). (i) Sind I1,...,I; C A, k > 2, Ideale, die
paarweise teilerfremd sind, so gilt:

LI Iy=linL N--- NI .
(i) Sei 6 der Ringhomomorphismus
Adavs (a+T,a+ b, ... a+ 1) € (A/T1) x (A/I) x -+ x (A/I}) .

Wenn Iy,..., I}, paarweise teilerfremd sind, dann ist 8 surjektiv.
(iii) Ker(@) =L NI, N--- N1I;. Also:

(0 ist injektiv) <= L NI, Nn--- NI, = {0} .
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Beweis. (i) Induktion nach k. Der Fall k£ = 2 ist in Lemma 3.16(i) abgehandelt. Sei
k > 2 und die Behauptung richtig fiir Iy,..., Iy und J: =L NI, N--- NI;_4.
Nach 3.16(ii) sind I}, und J teilerfremd. Deshalb ist

LI - - Iy=J-Ip=JNnly=5L NI, N-- NI} .
(if) Wir beweisen die Surjektivitit von 6. Sei
(a1 + hL,ae+ Is,...,a + I;) € (A/I) x (A/I3) x --- x (A/I})
gegeben. Fiir i # j wahlen wir b;; € I;, ¢;; € I; mit 1 = b;; + ¢;5. Dann ist
dj =[] by €L;, fiiri#j,
I#j

und
d; +1; :H l—cj)+[;=1+1;.
I#j5
Nun definieren wir
a::a1d1+a2d2+---+akdk .

Es gilt offensichtlich

k
a+I; = Zajdj+[i:aidi+li:
j=1
= (ai+Ii)(di+Ij):(ai+Ii)(1+Ij):ai+Ii, Vi, 1<i<k,

d.h. 0 (a) = (a1 + L1,a2 + L5, ..., a + It). (iii) ist offenbar. o

Lemma 3.18. Sei A ein Noetherscher Ring und m C A ein maximales Ideal. Dann
hat man fiir ein Ideal q C A:

(q ist m-primir) <= (v, veN:m>DgDm") .

Beweis. Die Richtung “=" ist per definitionem klar. Zu “<=": Ist p ein Primideal
mit p D g D m¥, so gilt p D m, also p = m. Somit ist m das einzige Primideal mit
p C m. Aus Proposition 2.15 folgt dann Ass4 (A/q) = {m}. Deswegen ist ¢ m-primér.
O

Theorem 3.19. Sei A ein Noetherscher Ring und I C A ein Ideal derart, daf}
Ass4 (A/I) nur aus maximalen Idealen von A besteht. Ist dann

I'=qinN - Nag

eine reduzierte Primérzerlegung von I, so sind die q;’s eindeutig bestimmt (bis auf
Umnumerierung) und der kanonische Homomorphismus

AlIsa+T1+— (a+q1,a+4q2,...,a+qr) € (A/q1) x (A/q2) x -+ x (A/qr)

ist ein Isomorphismus. Insbesondere besitzt jedes A/q; genau ein Primideal.
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Beweis. Sei {m;} = Assg (A/q;), fir alle ¢, 1 <14 < k. Nach 3.11 ist
Assa (A)T) ={my,...,my} .

Da alle m;’s nach Voraussetzung in A maximal sind, sind sie alle minimal in Assg (A/I),
deshalb sind nach 3.13 die q;’s eindeutig bestimmt. Da fiir alle 4, 1 <1 < k, m; das
einzige minimale unter den ¢; enthaltenen Primidealen ist und gleichzeitig maximal
ist, ist m; das einzige Primideal von A, welches q; umfafit. Geméfl Lemma 3.18 gilt
insbesondere

m; Dq; Dm;’, fiir gewisse v; € N.

Nach Lemma 3.16(ii) sind m;»’i,m;’j fiir ¢ # j teilerfremd und deshalb erst recht q;, q;
teilerfremd. Deswegen ist die Abbildung

k
A/T=A/ ﬂqi—>(A/q1)><(A/q2)><---><(A/qk)

nach dem Chinesischen Restsatz 3.17 ein Isomorphismus.

Beispiel. Wenn n = pi' --- p* die Zerlegung einer natiirlichen Zahl n in ver-
schiedene Primfaktoren ist und q; := (p;*) fir alle i, 1 < i < k, dann ist (n) =
qi1 N -+ Ny eine reduzierte Primérzerlegung von (n) und

Zn:Z/’nZ:Zp;j XZP;‘QX"'XZPZIC.
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