
ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÁÍÁËÕÓÇ:

6oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ÅÜí ç f : C −→ C åßíáé ìéá áêåñáßá óõíÜñôçóç êáé |f 0(z)| ≤ |z| ãéá êÜèå z ∈ C, íá áðïäåé·èåß
üôé f(z) = a+ bz2, ãéá êÜðïéïõò a, b ∈ C ìå |b| ≤ 1

2 .

2. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áêåñáßá óõíÜñôçóç f : C −→ C ðïõ éêáíïðïéåß ôéò åîéóþóåéò

f(z) = f(z + 1) = f(z + i) = 0, ∀z ∈ C,

åßíáé óôáèåñÞ.

3. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áêåñáßá óõíÜñôçóç f : C −→ C, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé åßôå |f(z)| ≤ 1 åßôå
|f 0(z)| ≤ 1, ∀z ∈ C, åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï 1ïõ âáèìïý.

4. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç f : D(0; 1) −→ C õðÜñ·åé êÜðïéïò n ∈ N,
ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé f( 1n) 6= 1

n+1 .

5. ÅÜí ç äõíáìïóåéñÜ f(z) =
∞P
n=0

cnz
n Ý·åé áêôßíá óõãêëßóåùò R, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç åíüò

z0 ∈ C(0;R), ïýôùò þóôå ç óåéñÜ
∞P
n=0

cnz
n
0 íá ìçí óõãêëßíåé.

6. ÕðïèÝôïíôáò üôé f, g ∈ O(U), üðïõ U Ýíá áíïéêôü õðåñóýíïëï åíüò óõìðáãïýò ·ùñßïõ G, íá
áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

max {|f(z)|+ |g(z)| : z ∈ G} = max {|f(z)|+ |g(z)| : z ∈ ∂G} .

[Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç óõíÜñôçóç f(z)eiα + g(z)eiβ ãéá êáôÜëëçëá α, β ∈ C.]

7. ¸óôù U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý C. ÅÜí f, g ∈ O(U) êáé f(z)g(z) = 0, ∀z ∈ U, íá áðïäåé·èåß
üôé åßôå f(z) = 0, ∀z ∈ U, åßôå g(z) = 0, ∀z ∈ U.

8. ÅÜí f ∈ O(D(0; 1)) êáé ç f åßíáé óõíå·Þò óôïD(0; 1), êáé -ôáõôï·ñüíùò- õðÜñ·åé ôüîï I ⊂ C(0; 1),

ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé f |I ≡ 0, íá áðïäåé·èåß üôé f |D(0;1) ≡ 0.

9. Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï áíÜðôõãìá óå óåéñÜ Laurent

(i) ôÞò óõíáñôÞóåùò
1

z4 + z2
ðåñß ôï 0, êáé

(ii) ôÞò óõíáñôÞóåùò
1

z2 − 4 ðåñß ôï 2.

10. ÅÜí ç f åßíáé ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðåäßï ïñéóìïý ôçò ôï Cr{0} êáé éó·ýåé ç éóüôçôá
f(−z) = −f(z), ∀z ∈ Cr{0}, íá áðïäåé·èåß üôé üëïé ïé Üñôéïé üñïé ôïý áíáðôýãìáôïò ôÞò f ùò
óåéñÜò Laurent ðåñß ôï 0 åßíáé ßóïé ìå ôï 0.

11. ÅÜí ç f åßíáé ìéá áíáëõôéêÞ óõíÜñôçóç óå ìéá áíïéêôÞ ãåéôïíéÜ D åíüò óçìåßïõ z0 ∈ C åîáé-
ñïõìÝíùí ôùí üñùí ìéáò áêïëïõèßáò (zn)n∈N, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé lim

n→∞zn = z0, êáé åÜí ïé åí

ëüãù üñïé áðïôåëïýí ðüëïõò ôÞò f, íá áðïäåé·èåß üôé ç åéêüíá f(D) ôÞò D ìÝóù ôÞò f åßíáé ðõ-
êíÞ óôï ìéãáäéêü åðßðåäï (äçëáäÞ f(D) = C). [Õðüäåéîç : Íá õðïôåèåß -üðùò êáé óôçí áðüäåéîç
ôïý èåùñÞìáôïò ôùí Casorati êáé Weierstrass- üôé |f(z)− w| ≥ ε êáé íá èåùñçèåß ç óõíÜñôçóç
g(z) := 1

f(z)−w .]
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12. Íá áðïäåé·èåß üôé ç åéêüíá f(C) ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ C ìÝóù ìéáò ìç óôáèåñÞò áêåñáßáò
óõíáñôÞóåùò f åßíáé ðõêíÞ óôï C. [Õðüäåéîç : ÅÜí ç f äåí åßíáé ðïëõþíõìï, íá èåùñçèåß ç óõ-
íÜñôçóç f( 1z ).]

13. Íá õðïëïãéóèïýí âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò ïëïêëçñùôéêþí õðïëïßðùí ôá êÜôùèé ïëïêëçñþìáôá:Z
C(0;2)

1

(z − 4)(z3 − 1)dz,
Z

C(0;1)

sin

µ
1

z

¶
dz.

14. Íá õðïëïãéóèïýí ôá åîÞò ïëïêëçñþìáôá:Z +∞

−∞

x2

(1 + x2)2
dx,

Z +∞

0

x2

(x2 + 4)2 (x2 + 9)
dx.

15. Íá õðïëïãéóèåß ôï ïëïêëÞñùìá Z
E

e2

(z2 + 2)3
dz,

üðïõ E åßíáé ç åõèåßá z(t) := 1 + it, t ∈ R.
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