
ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÁÍÁËÕÓÇ:

3oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ÅÜí k ∈ N êáé z1, z2, . . . , zk ∈ C, íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï(
z ∈ C

¯̄̄̄
z =

λ1z1 + λ2z2 + · · ·+ λkzk
z1 + z2 + · · ·+ zk

, λ1, λ2, . . . , λk ∈ R≥0,
kP

j=1
λj > 0

)

åßíáé êõñôü.

2. ÅÜí z0 ∈ C êáé ïé r1, r2 åßíáé äõï èåôéêïß ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ìå r2 > r1, íá áðïäåé·èåß üôé ç
äáêôõëéáêÞ ðåñéï·Þ

D(z0; r1, r2) := {z ∈ C| r1 < |z − z0| < r2}

ðåñß ôï z0 åßíáé Ýíá ·ùñßï.

3. ÅÜí z0 ∈ Cr{0}, íá áðïäåé·èåß ç áóõíÝ·åéá ôÞò óõíáñôÞóåùò f : C −→ C ìå ôýðï

f(z) :=

(
z2, üôáí z 6= z0,

0, üôáí z = z0,

óôï óçìåßï z0.

4. Íá åîåôáóèïýí ùò ðñïò ôç óõíÝ·åéá ïé áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéò óôï óçìåßï z0 = 0:

(i) f : C −→ R ìå ôýðï

f(z) :=

(
Re(z)
|z| , üôáí z 6= 0,
0, üôáí z = 0,

(ii) g : C −→ R ìå ôýðï

g(z) :=

(
Re(z2)2

|z2| , üôáí z 6= 0,
0, üôáí z = 0,

5. Íá áðïäåé·èåß üôé ç óõíÜñôçóç f : C −→ R ìå ôýðï

f(z) :=

(
0, üôáí |z| ∈ RrQ,
p
q , üôáí |z| = p

q ∈ Q, p, q ∈ N, ìêä(p, q) = 1,

åßíáé óõíå·Þò óôï {0} ∪ {z ∈ C : |z| ∈ RrQ} êáé áóõíå·Þò óôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ.

6. Íá áðïäåé·èåß üôé ç óõíÜñôçóç f : D(0; 1) −→ C ìå ôýðï

f(z) :=
1

1− z

åßíáé óõíå·Þò, áëëÜ äåí ïìïéïìüñöùò óõíå·Þò óôïí áíïéêôü äßóêïD(0; 1).

7. Íá áðïäåé·èåß üôé ïé åîÞò óåéñÝò óõãêëßíïõí:

(i)
∞P
n=1

µ
i

2

¶n
n, (ii)

∞P
n=1

zn

n!
.

1



8. Íá áðïäåé·èåß üôé ç óåéñÜ
∞P
n=1

(−1)n√
n

åßíáé óõãêëßíïõóá, áëëÜ ü·é êáé áðïëýôùò óõãêëßíïõóá.

9. ¸íáò Üðåéñïò ðßíáêáò (wμν)μ,ν∈N0 ìéãáäéêþí áñéèìþí ïíïìÜæåôáé ðßíáêáò Toeplitz üôáí ðëçñïý-
íôáé ïé åîÞò óõíèÞêåò:

á) ÕðÜñ·åé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüòM > 0, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

∞X
ν=0

|wμν | ≤M, ∀μ ≥ 0.

â) lim
μ→∞wμ ν = 0 ãéá üëïõò ôïõò áêåñáßïõò ν ≥ 0,

ã) Ôï üñéï ôùí áèñïéóìÜôùí óôçëþí éóïýôáé ìå

lim
μ→∞

Ã ∞X
ν=0

wμ ν

!
= 1.

ÅÜí ï (wμ ν)μ,ν∈N0 åßíáé Ýíáò ðßíáêáò Toeplitz, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá êÜèå óõãêëßíïõóá áêïëïõèßá (ζn)n∈N0 , ζn ∈ C, õðÜñ·ïõí üëá ôá üñéá

zμ :=
∞X
ν=0

wμν ζν , ∀μ ≥ 0.

(ii) Ç áêïëïõèßá (zμ)μ∈N0 åßíáé óõãêëßíïõóá êáé

lim
μ→∞zμ = lim

ν→∞ζν .

10. Íá áðïäåé·èåß ìÝóù ôïý êñéôçñßïõ ôïý Weierstrass üôé ïé åîÞò óåéñÝò óõãêëßíïõí ïìïéïìüñöùò:

(i) Ç
∞P
n=1

zn

n
√
n+ 1

óôïíD(0; 1) êáé (ii) ç
∞P
n=1

1

n2 + z2
óôç äáêôõëéáêÞ ðåñéï·ÞD(0; 1, 2).
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