
ÌÉÃÁÄÉÊÇ ÁÍÁËÕÓÇ:

1oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ÅÜí w = a + bi ∈ C, íá åðéëõèåß ç åîßóùóç z2 = w. [Äéåõêñßíéóç : Æçôåßôáé ðñïóäéïñéóìüò ôùí
ëýóåþí ôçò óõíáñôÞóåé ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí a êáé b.]

2. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ëýóåéò ôÞò ãåíéêÞò äåõôåñïâáèìßïõ åîéóþóåùò (ìå ìéãáäéêïýò óõíôåëå-
óôÝò): az2 + bz + c = 0 (a ∈ Cr{0}, b, c ∈ C).

3. (i) Íá ëõèåß åíôüò ôïý C ç åîßóùóç
³
1+z
1−z

´n
= 1, üðïõ n ∈ N.

(ii) Íá ëõèåß åíôüò ôïý C ç åîßóùóç
¡
1 +
√
1− z2

¢n − ¡1−√1− z2
¢n
= 0, üðïõ n ∈ N.

4. Íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò ôáõôüôçôåò (óôéò ïðïßåò õðåéóÝñ·ïíôáé ìéãáäéêïß áñéèìïß):

(i) ¢èñïéóìá üñùí ãåùìåôñéêÞò ðñïüäïõ :

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
1− zn

1− z
, (∀n ∈ N) ∧ (∀z ∈ Cr{1}).

(ii) μñÞóéìç ãåíßêåõóç ôÞò (i):

zn − wn

z − w
= zn−1 + zn−2w + · · ·+ zwn−2 + wn−1, (∀n ∈ N) ∧ (∀z, w ∈ C : z 6= w}).

(iii) ¢èñïéóìá óõíçìéôüíùí äéáäï·éêþí ðïëëáðëáóßùí åíüò θ ∈ Cr{2mπ | m ∈ Z} :
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¢ , ∀n ∈ N.

(iv) ¢èñïéóìá çìéôüíùí äéáäï·éêþí ðïëëáðëáóßùí åíüò θ ∈ Cr{2mπ | m ∈ Z} :
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2 )

sin
¡
θ
2

¢ =
cos( θ2)− cos[

¡
n+ 1

2

¢
θ]

2 sin
¡
θ
2

¢ , ∀n ∈ N.

5. ÅÜí ôá {z1, . . . , zn}, {w1, . . . , wn} åßíáé äõï óýíïëá n ìéãáäéêþí áñéèìþí (ôï êáèÝíá), üðïõ n ≥
1, íá áðïäåé·èåß ç ëåãüìåíç ôáõôüôçôá ôïý Lagrange :¯̄̄̄
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Åî áõôÞò Ýðåôáé (ðñïöáíþò) ç ëåãïìÝíç áíéóüôçôá ôùí Cauchy êáé Schwarz :¯̄̄̄
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6. Åóôù n ∈ N êáé Ýóôù P (z) = zn +
Pn−1

j=0 cjz
j ∈ C[z] Ýíá (ìç óôáèåñü) ðïëõþíõìï ìå ìéãáäéêïýò

óõíôåëåóôÝò êáé ìå ôï 1ùòóõíôåëåóôÞ ôïý ìåãéóôïâáèìßïõ üñïõ ôïõ. ÅÜí ïw åßíáé Ýíáò ìéãáäéêüò
áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé P (w) = 0, íá áðïäåé·èåß üôé

|w| < 1 +
Ã
n−1P
j=0

|cj |
!
.
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7. Íá äïèåß ç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ:

(i) {z ∈ C : |z − a| = |z − b|} , üðïõ a, b ∈ C êáé a 6= b,

(ii) {z ∈ C : 0 ≤ Re(iz) ≤ 1} ,
(iii) {z ∈ C : |z|+Re(z) ≤ 1} .

8. Åîßóùóç êýêëïõ óôï ìéãáäéêü åðßðåäï. Íá ãñáöåß áíáëõôéêþò ç åîßóùóç ðïõ ïñßæåé êýêëï êÝ-
íôñïõ z0 ∈ C êáé áêôßíáò r > 0.

9. ÄïèÝíôùí äýïóçìåßùí z1, z2 ∈ C, z1 6= z2, êáé åíüò ðñáãìáôéêïý èåôéêïý áñéèìïý ρ, íááðïäåé·èåß
(êÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò áóêÞóåùò 8) üôé ï ãåùìåôñéêüò ôüðïò

{z ∈ C : |z − z1| = ρ |z − z2|} , ρ 6= 1,

åßíáé Ýíáò êýêëïò. (Ï åí ëüãùêýêëïò ïíïìÜæåôáéÁðïëëþíéïò êýêëïò ìå ëüãï ρ = ρ
1 .) Åí óõíå·åßá,

íá ðñïóäéïñéóèïýí ôï êÝíôñï êáé ç áêôßíá áõôïý óõíáñôÞóåé ôùí z1, z2 êáé ρ.

10. Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá ôñßãùíï êåßìåíï åðß ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ êáé Ý·ïí ôïõò ìéãáäéêïýò
áñéèìïýò z1, z2, z3 ùò êïñõöÝò ôïõ åßíáé éóüðëåõñï åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé ç éóüôçôá

z21 + z22 + z23 = z1z2 + z2z3 + z3z1.
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