
ÐáñÜñôçìá D

Ext êáé Tor

Ôá ãéíüìåíá åðåêôÜóåùò êáé ôá ãéíüìåíá óôñÝøåùò åßíáé äõíáôüí íá ïñéóèïýí

ìÝóù ðñïâïëéêþí êåñìáôéóìþí êáé õðåéóÝñ·ïíôáé óôç äéáôýðùóç êáé óôçí áðü-

äåéîç ôüóïí ôïý ðåñéþíõìïõ èåùñÞìáôïò êáèïëéêþí óõíôåëåóôþí üóïí êáé ôïý

èåùñÞìáôïò ôïý Künneth. (Âë. D.4.4, D.4.5, D.5.6, D.5.9 êáé D.5.10.)

D.1 ÊÅÑÌÁÔÉÓÌÏÉ ÌÏÄÉÙÍ

D.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò. ÊÜèå æåýãïò (P• ) áðïôåëïýìåíï áðü
Ýíá áëõóùôü óýìðëïêï P• = ( )∈Z ôÞò ìïñöÞò

· · ·
+1// 

 // −1
−1 // · · ·

2 // 1
1 // 0

0 // {0}
−1 // {0}

−2 // · · · 

üðïõ  ∼= {0} ãéá êÜèå  ≤ −1  := 0 ãéá êÜèå  ≤ 0 ï  ðñïâïëéêüò ãéá êÜèå
 ≥ 0 êáé  ∈Hom(0) Ýíáò åðéìïñöéóìüò, êáëåßôáéðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò
(projective resolution) ôïý üôáí éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i)(P•) ∼= {0} ãéá êÜèå  ≥ 1
(ii)  ◦ 1 = 0 êáé
(iii) ìÝóù ôïý  åðÜãåôáé éóïìïñöéóìüò  :0(P•)

∼=−→

Ïé óõíèÞêåò (i), (ii) êáé (iii) éóïäõíáìïýí ìå ôï üôé ç áêïëïõèßá

· · · +1 // 
 // −1

−1 // · · · 2 // 1
1 // 0

 //  // {0} (D.1)

åßíáé áêñéâÞò1. (ÐñÜãìáôé° ç óõíèÞêç (ii) éóïäõíáìåß ìå ôï üôé

Ker(0Im(1)) = Im(1) ⊆ Ker()

1Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ç (D.1) åßíáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá ç áíôéóôïé·ïýóá óôïí ðñïâïëéêü êåñìáôéóìü

(P• )
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ïðüôå êáôÜ ôï èåþñçìá A.3.24 õðÜñ·åé ìïíáäéêüò  ∈Hom(Coker(1)) ðïõ

êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

1
1 // 0


0
Im(d1) //



((QQQ
QQQQ

QQQQ
QQQQ

Q Coker(1)



²²Â
Â
Â

©



ìåôáèåôéêü, üðïõ

Coker(1) := 0 Im(1) = Ker(0) Im(1) = 0(P•)

H (iii) ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå Im(1) = Ker()

Áõôü óçìáßíåé üôé ç (D.1) åßíáé áêñéâÞò óôç èÝóç 0 Ç áêñßâåéá ôÞò (D.1) óôéò

ðñïçãïýìåíåò èÝóåéò åßíáé äéáóöáëéóìÝíç áðü ôçí (i).) Ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß

(P• ) ôïý  óôïõò ïðïßïõò ï  åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈ Z êá-
ëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, åëåýèåñïé êåñìáôéóìïß (free resolutions) ôïý 

D.1.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí  åßíáé Ýíáò-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò, ôüôå ç

{0} −→ 
id−→  −→ {0} (D.2)

åßíáé ìéá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò (D.1).

(ii) ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É., ôüôå ãéá êÜèå -ìüäéï  õðÜñ·åé ìéá áêïëïõèßá ôÞò

ìïñöÞò (D.1) «ìÞêïõò 1»:

{0} −→ 1 −→ 0 −→ −→ {0} (D.3)

ÐñÜãìáôé° êáôÜ ôï ðüñéóìá A.6.23,  ∼= 01 üðïõ 0 åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò

(êáé, êáô' åðÝêôáóç, ðñïâïëéêüò) -ìüäéïò, ï äå 1 åßíáé ùóáýôùò åëåýèåñïò äõ-

íÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò A.6.47. (ÓçìåéùôÝïí üôé áìöüôåñåò ïé (D.2) êáé (D.3) áíôé-

óôïé·ïýí óå åëåýèåñïõò êåñìáôéóìïýò.)

D.1.3 Ðñüôáóç. ÊÜèå -ìüäéïò  äéáèÝôåé Ýíáí åëåýèåñï (êáé, êáô' åðÝêôáóç,
Ýíáí ðñïâïëéêü) êåñìáôéóìü.

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ðüñéóìá A.6.23,  ∼= 00 üðïõ 0 åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò

-ìüäéïò. ÅðïìÝíùò õößóôáôáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} −→ 0
0
→ 0

³ −→ {0}

üðïõ 0 ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé  ç óýíèåóç ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý 00 êáé åíüò

éóïìïñöéóìïý

00
∼=−→
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Ìå ôïõò ßäéïõò óõëëïãéóìïýò Ýðåôáé üôé0 ∼= 11 üðïõ1 åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò

-ìüäéïò, ïðüôå äçìéïõñãåßôáé åê íÝïõ ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} −→ 1
1
→ 1

1³ 0 −→ {0}
ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞí ôç äéáäéêáóßá áðïäåéêíýïõìå åðáãùãéêþò ôçí ýðáñîç

âñá·Ýùí áêñéâþí áêïëïõèéþí

{0} −→ 

→ 

³ −1 −→ {0}
ãéá êÜèå  ≥ 1 Åí óõíå·åßá, èåùñïýìå ôéò óõíèÝóåéò  := −1 ◦  ãéá êÜèå

 ≥ 1:

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï æåýãïò (F• ) (üðïõ F• := ( )∈Z ìå  ∼= {0} ãéá
êÜèå  ≤ −1) áðïôåëåß Ýíáí åëåýèåñï êåñìáôéóìü ôïý  Ðñïò ôïýôï áñêåß íá

äåé·èåß üôé ç

· · · +1 // 
 // −1

−1 // · · · 2 // 1
1 // 0

 //  // {0}
åßíáé áêñéâÞò. Êáô' áñ·Üò ï  åßíáé åê êáôáóêåõÞò åðéìïñöéóìüò. ÅðéðñïóèÝôùò,

 ◦ 1 =  ◦ 0| {z }
=0

◦1 = 0 1 ◦ 2 = 0 ◦ 1 ◦ 1| {z }
=0

◦2 = 0

êáé, ãåíéêüôåñá,  ◦ +1 = −1 ◦  ◦ | {z }
=0

◦+1 = 0 ãéá êÜèå  ≥ 1

Åðßóçò, Ker() ⊆ Im(1) ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ Ker() = Im(0) ôüôå  = 0() ãéá

êÜðïéï  ∈ 0 ÅðåéäÞ ï 1 åßíáé åðéìïñöéóìüò,  = 1() ãéá êÜðïéï  ∈ 1

ÅðïìÝíùò,

 = 0() = (0 ◦ 1)() = 1() ∈ Im(1)
ÔÝëïò, Ker() ⊆ Im(+1) ãéá êÜèå  ≥ 1 ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ Ker() ôüôå

() = (−1 ◦ )() = 0−1 ⇒ () = 0−1

(äéüôé ï −1 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò), ïðüôå

 ∈ Ker() = Im()⇒ [∃ ∈  :  = ()]

ÅðåéäÞ ï +1 åßíáé åðéìïñöéóìüò,  = +1() ãéá êÜðïéï  ∈ +1 ÊáôÜ óõíÝ-

ðåéáí,  = (+1()) = +1() ∈ Im(+1) ¤
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D.1.4 Èåþñçìá. («Èåþñçìá óõãêñßóåùò ãéá ðñïâïëéêïýò êåñìáôéóìïýò»)

¸óôù üôé  0 åßíáé äõï -ìüäéïé êáé üôé  ∈ Hom( 0) ÅÜí (P• )
(P0• 0) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí  êáé  0 áíôéóôïß·ùò, ôüôå éó·ýïõí
ôá åîÞò :

(i) ÕðÜñ·åé áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò • : P• −→ P0• ðïõ «åðåêôåßíåé» ôïí 
Þôïé éó·ýåé  ◦  = 0 ◦ 0
(ii) ÏéïéäÞðïôå áëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß • • : P• −→ P0• «åðåêôåßíïíôåò» ôïí
 (õðü ôçí ùò Üíù Ýííïéá) åßíáé áëõóùôþò ïìüôïðïé. (Âë. åä. B.4.1.)

Áðïäåéîç. (i) ÅðåéäÞ ï 0 åßíáé ðñïâïëéêüò êáé ï 
0 åðéìïñöéóìüò, ôï äéÜãñáììá

0

◦
²²

 0
0

0
//  0 // {0}

óõìðëçñþíåôáé

óå ìåôáèåôéêü:
0

0

xxp p
p p

p p
p

◦
²²

ª

 0
0

0
//  0 // {0}

äçëáäÞ ∃0 ∈ Hom(0 
0
0) : 

0 ◦ 0 =  ◦  ÅðåéäÞ ï 1 åßíáé ðñïâïëéêüò êáé ç
ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò

1

0◦1
²²

 0
1

01
//  0
0

0
//  0

áêñéâÞò, áõôü óõìðëç-

ñþíåôáé óå ìåôáèåôéêü:
1

1

xxp p
p p

p p
p

0◦1
²²

ª

 0
1

01
//  0
0

0
//  0

(áöïý 0 ◦ 0 ◦ 1 =  ◦  ◦ 1| {z }
=0

= 0 âë. ðñüôáóç C.2.2), äçëáäÞ

∃1 ∈ Hom(1 
0
1) : 

0
1 ◦ 1 = 0 ◦ 1

ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò áðïäåéêíýïõìå üôé ôï äéÜãñáììá



−1◦
²²

 0


0
//  0

−1
0−1

//  0
−2

óõìðëçñþíåôáé

óå ìåôáèåôéêü:




wwo o
o o

o o
o

−1◦
²²

ª

 0


0
//  0

−1
0−1

//  0
−2

êáèüôé ï  åßíáé ðñïâïëéêüò êáé

0−1 ◦ −1 ◦  = −2 ◦ −1 ◦ | {z }
=0

= 0

ïðüôå (êáôÜ ôçí ðñüôáóç C.2.2) ∃ ∈ Hom( 
0
) : 

0
 ◦  = −1 ◦  ãéá

êÜèå  ≥ 1
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(ii) Áíáæçôïýíôáé ïìïìïñöéóìïß  ∈ Hom( 
0
+1) ìå ôçí éäéüôçôá

0+1 ◦  + −1 ◦  =  −  ∀ ∈ N0 (D.4)

üðïõ -åí åßäåé óõìâÜóåùò- èÝôïõìå −1 := 0Èá åñãáóèïýìå åê íÝïõ ìå ôç âïÞèåéá

ôÞò ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò. ÅðåéäÞ ï 0 åßíáé ðñïâïëéêüò, áðü ôï äéÜãñáììá

0
0

xxq q
q q

q q
q

0−0
²²

ª

 01
01

//  00
0

//  0

ìå áêñéâÞ ãñáììÞ êáé ìå

0 ◦ (0 − 0) = 0 ◦ 0 − 0 ◦ 0 =  ◦ −  ◦  = 0
óõíÜãåôáé ç ýðáñîç åíüò ïìïìïñöéóìïý0 ∈Hom(0 

0
1) : 

0
1◦0 = 0−0 (Âë.

ðñüôáóçC.2.2.) Êáô' áíáëïãßáí, åðåéäÞ ï1 åßíáé ðñïâïëéêüò, áðü ôï äéÜãñáììá

1
1

xxq q
q q

q q
q

1−1−0◦1
²²

ª

 02
02

//  01
01

//  00

ìå áêñéâÞ ãñáììÞ êáé ìå

01 ◦ (1 − 1 − 0 ◦ 1) = 01 ◦ 1 − 01 ◦ 1 − 01 ◦ 0 ◦ 1
= 0 ◦ 1 − 0 ◦ 1 − (0 − 0) ◦ 1 = 0

óõíÜãåôáé (åê íÝïõ ëüãù ôÞò C.2.2) ç ýðáñîç åíüò 1 ∈Hom(1 
0
2) :

02 ◦ 1 = 1 − 1 − 0 ◦ 1 ⇒ 02 ◦ 1 + 0 ◦ 1 = 1 − 1

ÅðáãùãéêÞ õðüèåóç. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá üëïõò ôïõò ìç áñíç-

ôéêïýò áêåñáßïõò    Ý·ïõí Þäç êáôáóêåõáóèåß  ∈ Hom( 
0
+1) ìå ôçí

éäéüôçôá (D.4).

ÏëïêëÞñùóç åðáãùãéêÞò äéáäéêáóßáò. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôçí ýðáñîç åíüò

ïìïìïñöéóìïý  ∈Hom( 
0
+1) ìå ôçí éäéüôçôá

0+1 ◦  + −1 ◦  =  −  (D.5)

Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá




wwp p
p p

p p
p

−−−1◦
²²

ª

 0+1
0+1

//  0
0
//  0−1
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ÅðåéäÞ ï  åßíáé ðñïâïëéêüò, ç ãñáììÞ ôïõ (åî ïñéóìïý) áêñéâÞò êáé

0 ◦ ( −  − −1 ◦ ) = 0 ◦  − 0 ◦  − (0 ◦ −1) ◦ 
= −1 ◦  − −1 ◦  − (−1 − −1 − −2 ◦ −1) ◦  = 0

(ëüãù ôÞò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåþò ìáò êáé ôïý üôé −1 ◦  = 0), õðÜñ·åé ðñÜã-

ìáôé Ýíáò  ∈Hom( 
0
+1) ï ïðïßïò (êáôÜ ôçí ðñüôáóç C.2.2) óõìðëçñþíåé

ìåôáèåôéêþò ôï áíùôÝñù äéÜãñáììá êáé Ý·åé ôçí åðéèõìçôÞ éäéüôçôá (D.5). ¤

D.1.5 Ðüñéóìá. ÏéïéäÞðïôå ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß (P• ) (P0• 0) ôõ·üíôïò -
ìïäßïõ åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé. (Âë. åä. B.4.9.)

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò D.1.4 õðÜñ·ïõí áëõóùôïß ìåôá-

ó·çìáôéóìïß • : P• −→ P0• êáé • : P0• −→ P• ðïõ «åðåêôåßíïõí» ôïí ôáõôïôéêü

áõôïìïñöéóìü id : −→ Åðßóçò, ïé

idP• : P• −→ P• ( ◦ )• : P• −→ P•

idP0• : P
0
• −→ P0• ( ◦ )• : P0• −→ P0•

åßíáé áëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß «åðåêôåßíïíôåò» ôïí id  Óýìöùíá ìå ôï (ii) ôïý

èåùñÞìáôïò D.1.4, ( ◦ )• ' idP• êáé ( ◦ )• ' idP0• ¢ñá ïé (P• ) êáé (P0• 0)
åßíáé üíôùò ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé. ¤

D.1.6 ËÞììá. («ËÞììá ôïý ðåôÜëïõ ãéá ðñïâïëéêïýò êåñìáôéóìïýò») ¸óôù

{0} −→ 0 −→
−→ 00 −→ {0}

ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ÅÜí
(P0• 0) (P

00
•  

00
) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí 0 êáé

00
 áíôéóôïß·ùò, ôüôå

õðÜñ·ïõí Ýíáò ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò (P• ) ôïý êáé áëõóùôïß ìåôáó·çìá-
ôéóìïß • : P0• −→ P• êáé • : P• −→ P

00
•  ïýôùò þóôå ç

0• −→ P0•
•−→ P•

•−→ P
00
• −→ 0•

íá åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí (âë. åä. B.2.10) êáé
ôï êÜôùèé äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü :

{0} // 0(P
0•)

ª

0(•) //

∼= 0
²²

0(P•)

ª

0(•)//

∼= 

²²

0(P
00•)

∼= 00
²²

// {0}

{0} //  0


//  
//  00 // {0}

(D.6)
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Áðïäåéîç. ¸óôù üôéP0• = ( 0 0)∈Z êáéP00• = ( 00  00)∈ZÔï æçôïýìåíï åßíáé
ç óõìðëÞñùóç ôïý «ðåôáëïåéäïýò äéáãñÜììáôïò»

...

03
²²

...

003
²²

 0
2

02
²²

;  00
2

002
²²

 0
1

01
²²

;  00
1

001
²²

 0
0

0

²²

;  00
0

00

²²
{0} //  0

²²


//  

//  00

²²

// {0}

{0} {0}

ìå ôçí åéóáãùãÞ ìéáò ìåóáßáò óôÞëçò ðïõ èá Ý·åé ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò. Ï

ðëÝïí ðñüóöïñïò ôñüðïò ïñéóìïý ôÞò ìåóáßáò óôÞëçò ðáñÝ·åôáé áðü ôçí ßäéá

ôç öýóç ôïý åõèÝïò áèñïßóìáôïò. ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò  :=  0 ⊕  00 ,

 : 
0
 →  0 7−→ (

0) := (0 0 00

)

êáé  :  ³  00  (0 00) 7−→ (
0 00) := 00 ãéá êÜèå  ∈ Z áñêåß íá ïñßóïõìå

ôïõò  ∈ Hom(0) êáé  ∈ Hom( −1) ãéá  ≥ 1 ùò áêïëïýèùò2:
ÅðåéäÞ ï  000 åßíáé ðñïâïëéêüò, óôï äéÜãñáììá

{0} //  0
0

0

²²

0 //

ª

0 :=  0
0 ⊕  00

0



²²Â
Â
Â

0 //  00
0



uul l
l l

l l
l l

l

00

²²²²

// {0}

{0} //  0

²²


//  

//

²²Â
Â
Â  00

²²

// {0}

{0} {0} {0}

(ìå áêñéâåßò ãñáììÝò), ∃ ∈ Hom(
00
0 ):  ◦  = 00 ¸óôù  : 0 −→  ç

áðåéêüíéóç ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

(0 00) := ( ◦ 0)(0) + (00)

2Ãéá  ≤ 0 áðëþò èÝôïõìå  := 0
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ãéá êÜèå (0 00) ∈  00 ⊕  000 =: 0 ÁõôÞ åßíáé ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí, äéüôé ãéá

ïéáäÞðïôå æåýãç (01 
0
2) ∈  00× 00 (

00
1  

00
2) ∈  000 ×

00
0 êáé (1 2) ∈ × Ý·ïõìå

(1(
0
1 

00
1) + 2(

0
2 

00
2)) = (1

0
1 + 2

0
2 1

00
1 + 2

00
2)

= ( ◦ 0)(101 + 2
0
2) + (1

00
1 + 2

00
2)

= 1( ◦ 0)(01) + 2( ◦ 0)(02) + 1(
00
1) + 2(

00
2)

= 1 (( ◦ 0)(01) + (001)) + 2 (( ◦ 0)(02) + (002))

= 1(
0
1 

00
1) + 2(

0
2 

00
2)

Åðßóçò, [( ◦ 0) (0) = (0 0 00
0
) = ( ◦ 0)(0)∀0 ∈  00]⇒  ◦ 0 =  ◦ 0 êáé

[( ◦ ) (0 00) =  (( ◦ 0)(0) + (00))

= ( ◦  ◦ )(0) + ( ◦ )(00) = 00(0(0 00))

∀(0 00) ∈  00 ⊕  000 =: 0]⇒  ◦  = 00 ◦ 0
ïðüôå ôï áíùôÝñù äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü. ÔÝëïò, åðåéäÞ áìöüôåñïé ïé 0 êáé
00 åßíáé åðéìïñöéóìïß, ï  ∈ Hom(0) ïöåßëåé íá åßíáé ùóáýôùò åðéìïñöé-

óìüò åðß ôç âÜóåé ôïý (ii) ôïý «âñá·Ýïò ëÞììáôïò ôùí ðÝíôå» B.1.8.

Åí óõíå·åßá, ïñßæïõìå ôïõò  ∈Hom( −1) ãéá  ≥ 1 ìÝóù ôïý ôýðïõ

(
0 00) := (0(0) + (

00) 00(00))

ãéá êÜèå (0 00) ∈  0 ⊕  00 =:  üðïõ ïé  ∈ Hom(
00
  

0
−1) êáèïñßæïíôáé

åðáãùãéêþò ùò åîÞò: Èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá

 001

−◦001
²²

 00
◦0

//  
//  00

Ç ãñáììÞ áõôïý åßíáé áêñéâÞò, äéüôé

Im( ◦ 0) = (Im(0)) = ( 0) = Im() = Ker()

åíþ  ◦ (− ◦ 001) = − ( ◦ ) ◦ 001 = −00 ◦ 001 = 0 ÌÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò C.2.2

óõíÜãåôáé ç ýðáñîç åíüò 1 ∈ Hom(
00
1  

0
0) ðïõ ôï óõìðëçñþíåé ìåôáèåôéêþò,

Þôïé éó·ýåé  ◦ 0 ◦ 1 = − ◦ 001 ⇒  ◦ 0 ◦ 1 +  ◦ 001 = 0

 001
1

~~~
~
~
~
−◦001
²²

 00
◦0

//  
//  00
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Ôïýôï óçìáßíåé üôé

[( ◦ 1) (0 00) =  (01(0) + 1(
00) 001(00))

= ( ◦ 0 ◦ 01| {z }
=0

)(0) + ( ◦ 0 ◦ 1 +  ◦ 001| {z }
=0

)(00) = 0 

∀(0 00) ∈  01 ⊕  001 =: 1]⇒  ◦ 1 = 0
Êáô' áíáëïãßáí, ç ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò

 002

−1◦002
²²

 01
01

//  00
◦0

// 

åßíáé áêñéâÞò, äéüôé Ker( ◦ 0) = Ker(0) = Im(01) (áöïý ï  åßíáé ìïíïìïñöé-

óìüò), åíþ

 ◦ 0 ◦ (−1 ◦ 002) = −( ◦ 0 ◦ 1) ◦ 002 =  ◦ (001 ◦ 002| {z }
=0

) = 0

ïðüôå ìå åöáñìïãÞ ôÞò C.2.2 óõíÜãåôáé ç ýðáñîç åíüò 2 ∈Hom(
00
2  

0
1) ðïõ ôï

óõìðëçñþíåé ìåôáèåôéêþò, Þôïé éó·ýåé 01 ◦ 2 + 1 ◦ 002 = 0
ÅðáãùãéêÞ õðüèåóç. ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá ïéïíäÞðïôå  ≥ 2 õðÜñ·ïõí ïìïìïñöé-

óìïß  ∈Hom(
00
  

0
−1) ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé

0−1 ◦  + −1 ◦ 00 = 0 ∀ ∈ {2  } (D.7)

ÏëïêëÞñùóç åðáãùãéêÞò äéáäéêáóßáò. Ç ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò

 00+1

−◦00+1
²²

 0
0
//  0−1

0−1
//  0−2

åßíáé áêñéâÞò (äéüôé åî õðïèÝóåùò Ker(0−1) = Im(0)), o  00+1 åßíáé ðñïâïëéêüò,
åíþ 0−1 ◦ (− ◦ 00+1) = (−0−1 ◦ ) ◦ 00+1 =

(D.7)
−1 ◦ 00 ◦ 00+1| {z }

=0

= 0 ïðüôå

∃+1 ∈Hom(
00
+1 

0
) : 

0
 ◦ +1+  ◦ 00+1 = 0 Ôïýôï óçìáßíåé üôé ãéá êÜèå

 ≥ 1
[( ◦ +1) (0 00) = 

¡
0+1(0) + +1(

00) 00+1(00)
¢

= ((0 ◦ 0+1| {z }
=0

)(0) + (0 ◦ +1 +  ◦ 00+1| {z }
=0

)(00) (00 ◦ 
00
+1| {z }

=0

)(00))

∀(0 00) ∈  0+1 ⊕  00+1 =: +1]⇒  ◦ +1 = 0



422 ext êáé tor

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï êáôáóêåõÜæåôáé ìéá óõìðëÞñùóç

ôïý áñ·éêïý «ðåôáëïåéäïýò äéáãñÜììáôïò», ïýôùò þóôå ç

0• −→ P0•
•−→ P•

•−→ P
00
• −→ 0•

íá åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí. ÅðåéäÞ ôá æåýãç

(P0• 0) (P
00
•  

00
) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí 0 êáé

00
 áíôéóôïß·ùò, áðü

ôç ìáêñÜ áêñéâÞ áêïëïõèßá ïìïëïãßáò B.2.12

óõìðåñáßíïõìå üôé (P•) ∼= {0} ãéá êÜèå  ≥ 1 ÅðéðñïóèÝôùò,  ◦ 1 = 0

êáé ôï äéÜãñáììá (D.6) åßíáé ìåôáèåôéêü (ìå áìöüôåñåò ôéò ãñáììÝò ôïõ áêñéâåßò),

ïðüôå ï åðáãüìåíïò (ìåóáßïò) ïìïìïñöéóìüò  åßíáé éóïìïñöéóìüò (ëüãù ôïý

(iii) ôïý «âñá·Ýïò ëÞììáôïò ôùí ðÝíôå» B.1.8). ÔÝëïò, ï  :=  0 ⊕  00 (ùò åõèý

Üèñïéóìá ðñïâïëéêþí) åßíáé ðñïâïëéêüò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈ Z (Âë. ðñüôáóç
C.2.13.) ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï áðïêôçèÝí æåýãïò (P• ) áðïôåëåß Ýíáí ðñïâïëéêü

êåñìáôéóìü ôïý ¤

D.1.7 Ïñéóìüò. ÊÜèå æåýãïò (Q• ) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá óõíáëõóùôü óý-
ìðëïêïQ• = ( )∈Z ôÞò ìïñöÞò

Q• : · · ·→ {0}→ {0}→ 0 0−→ 1 1−→ 2 2−→ · · · −→  −→ +1 → · · · 
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üðïõ  ∼= {0} êáé  := 0 ãéá êÜèå  ≤ −1 ï  åìâïëéêüò -ìüäéïò ãéá êÜèå
 ≥ 0 êáé  ∈Hom(0) Ýíáòìïíïìïñöéóìüò, êáëåßôáé åìâïëéêüò êåñìáôéóìüò
(injective resolution) ôïý  üôáí éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i)(Q•) ∼= {0} ãéá êÜèå  ≥ 1
(ii) 0 ◦  = 0 êáé
(iii) ìÝóù ôïý  åðÜãåôáé éóïìïñöéóìüò  :

∼=−→ 0(Q•)
Ïé óõíèÞêåò (i), (ii) êáé (iii) éóïäõíáìïýí ìå ôï üôé ç áêïëïõèßá

{0} −→

→ 0 0−→ 1 1−→ 2 2−→ · · · −→  −→ +1 −→ · · · (D.8)

åßíáé áêñéâÞò3. (ÐñÜãìáôé° åÜí ùò  : Ker(0) → 0 óõìâïëéóèåß ç óõíÞèçò Ýí-

èåóç, ç óõíèÞêç (ii) éóïäõíáìåß ìå ôï üôé

Im() ⊆ Ker(0) = Im()

ïðüôå êáôÜ ôï èåþñçìá A.3.25 õðÜñ·åé ìïíáäéêüò  ∈ Hom( Ker(0)) ðïõ

êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

Ker(0)
Â Ä  // 0

0 // 1





hhQ Q Q Q Q Q Q


OO

ìåôáèåôéêü, üðïõ 0(Q•) = Ker(0) Im(−1)| {z }
∼={0}

∼= Ker(0) H (iii) ìáò ðëçñïöïñåß

üôé ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå

Ker(0) = Im() = Im( ◦ ) = Im() =

Áõôü óçìáßíåé üôé ç (D.8) åßíáé áêñéâÞò óôç èÝóç 0 Ç áêñßâåéá ôÞò (D.8) óôéò

åðüìåíåò èÝóåéò åßíáé äéáóöáëéóìÝíç áðü ôçí (i).)

D.1.8 Ðñüôáóç. ÊÜèå -ìüäéïò äéáèÝôåé Ýíáí åìâïëéêü êåñìáôéóìü.

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò. ÊáôÜ ôï èåþñçìá C.2.18 ï åßíáé éóüìïñ-

öïò ìå Ýíáí õðïìüäéï åíüò åìâïëéêïý -ìïäßïõ 0 ÅÜí ùò  = 0 :  → 0

óõìâïëéóèåß ç öõóéêÞ åíèåôéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå ðñïêýðôåé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò

áêïëïõèßá {0} −→ 
0

→ 0
0−→ 0 0() −→ {0} üðïõ 0 := 

0

0() Ìå åê

íÝïõ åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò C.2.18 (áëëÜ áõôÞ ôç öïñÜ ìå ôï0 := 00()

3Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ç (D.8) åßíáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá ç áíôéóôïé·ïýóá óôïí åìâïëéêü êåñìáôéóìü

(Q• )
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óôç èÝóç ôïý ) óõíÜãåôáé ç ýðáñîç åíüò ìïíïìïñöéóìïý 1 : 0 → 1 üðïõ

1 Ýíáò åìâïëéêüò-ìüäéïò, áð' üðïõ ðñïêýðôåé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} −→ 0
1

→ 1
1−→ 11(0) −→ {0}

Êáôüðéí åðáíáëÞøåùò áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò ãéá ôïõò ðçëéêïìïäßïõò

 := (−1)  ≥ 0

áðïäåéêíýåôáé åðáãùãéêþò ç ýðáñîç âñá·Ýùí áêñéâþí áêïëïõèéþí

0 −→ −1 

→  −→  −→ 0

üðïõ  åìâïëéêïß -ìüäéïé ãéá êÜèå  ≥ 1 Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï

æåýãïò (Q• ) ìå

Q• = ( )∈Z  :=  ◦ −1

åßíáé Ýíáò åìâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý  (ìå åðé·åéñÞìáôá áíÜëïãá åêåßíùí ðïõ

·ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò D.1.3). ¤

D.1.9 Èåþñçìá. («Èåþñçìá óõãêñßóåùò ãéá åìâïëéêïýò êåñìáôéóìïýò») ¸óôù
üôé 0 åßíáé äõï-ìüäéïé êáé üôé  ∈Hom( 0) ÅÜí (Q• ) (Q

0• 0) åßíáé
ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí êáé 0 áíôéóôïß·ùò, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÕðÜñ·åé óõíáëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò • : Q• −→ Q
0• ðïõ «åðåêôåßíåé» ôïí

 Þôïé éó·ýåé 0 ◦  = 0 ◦ 
(ii)ÏéïéäÞðïôå óõíáëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß • • : Q• −→ Q

0• «åðåêôåßíïíôåò»
ôïí  (õðü ôçí ùò Üíù Ýííïéá) åßíáé óõíáëõóùôþò ïìüôïðïé. (Âë. åä. B.4.3.)

Áðïäåéîç. ÁíÜëïãç åêåßíçò ôïý èåùñÞìáôïò D.1.4, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé

êáôÜ ôç äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò ôùí4 ïìïìïñöéóìþí 1 2  ·ñçóéìïðïéåßôáé ç

ðñüôáóç C.2.15 áíôß ôÞò ðñïôÜóåùò C.2.2. ¤

D.1.10 Ðüñéóìá. ÏéïéäÞðïôå åìâïëéêïß êåñìáôéóìïß (Q• ) (Q
0• 0) ôõ·üíôïò -

ìïäßïõ åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé. (Âë. åä. B.4.9.)

Áðïäåéîç. ÁíÜëïãç åêåßíçò ôïý ðïñßóìáôïò D.1.5 (êÜíïíôáò, åí ðñïêåéìÝíù,

·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò D.1.9 áíôß ôïý D.1.4). ¤

D.1.11 ËÞììá. («ËÞììá ôïý ðåôÜëïõ ãéá åìâïëéêïýò êåñìáôéóìïýò») ¸óôù

{0} −→ 0 −→
−→ 00 −→ {0}

4ÅðåéäÞ ï0 åßíáé åìâïëéêüò êáé ï  ìïíïìïñöéóìüò, ∃0 ∈ Hom(
0 

00) : 0 ◦  = 0 ◦ 
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ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ÅÜí
(Q0• 0) (Q

00• 00) åßíáé åìâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí 0 êáé 00 áíôéóôïß·ùò, ôüôå
õðÜñ·ïõí Ýíáò åìâïëéêüò êåñìáôéóìüò (Q• ) ôïý  êáé óõíáëõóùôïß ìåôáó·ç-
ìáôéóìïß j• : Q0• −→ Q• êáé π• : Q• −→ Q

00• ïýôùò þóôå ç

0• −→ Q0• j•−→ Q• π•−→ Q
00• −→ 0•

íá åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá óõíáëõóùôþí óõìðëüêùí êáé ôï êÜôùèé
äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü :

{0} −→ 0(Q0•)
0(j•)−→ 0(Q•)

0(π •)−→ 0(Q
00•) −→ {0}

∼= ↓ ª ∼= ↓ ª ∼= ↓
{0} −→  0 −→


 −→


 00 −→ {0}

Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò  := 0 ⊕ 00 ç áðüäåéîç åßíáé áíÜëïãç åêåßíçò ôïý

ëÞììáôïò D.1.6 õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé êáôÜ ôç äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò ôùí

áðáéôïõìÝíùí óõóóõíïñéáêþí ôåëåóôþí ·ñçóéìïðïéåßôáé ç ðñüôáóç C.2.15 áíôß

ôÞò ðñïôÜóåùò C.2.2. ¤

D.2 ÃÉÍÏÌÅÍÁ ÅÐÅÊÔÁÓÅÙÓ

D.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò-ìüäéïò êáé ÝóôùM• = ( )∈Z Ýíá áëõóùôü

óýìðëïêï. Ùò óýìðëïêï ïìïìïñöéóìþí ôïýM• êáé ôïý  ïñßæåôáé ôï óõíáëõ-
óùôü óýìðëïêï5

Hom(M•) := (Hom( ) Hom( id ))∈Z

ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí M• = ( )∈ZM0
• = ( 0

 
0
)∈Z åßíáé äõï áëõóùôÜ

óýìðëïêá êáé • : M• −→ M0• Ýíáò áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò, ôüôå ìÝóù ôïý

• åðÜãåôáé ï óõíáëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò

Hom(• id ) : Hom(M• ) −→ Hom(M
0
• )

üðïõHom(• id ) := (Hom( id ) :Hom( ) −→Hom(
0
))∈Z

D.2.2 ËÞììá. ¸óôù üôé ôáM• = ( )∈ZM0• = ( 0
 

0
)∈Z åßíáé äõï áëõ-

óùôÜ óýìðëïêá. Ãéá äõï áëõóùôïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò • • : M• −→ M0• êáé
ôõ·üíôá -ìüäéï  éó·ýåé ç áêüëïõèç óõíåðáãùãÞ :

• ' • =⇒ Hom(• id ) ' Hom(• id )

5Ôïýôï åßíáé üíôùò óõíáëõóùôü óýìðëïêï, êáèüóïí (ëüãù ôïý ëÞììáôïò C.1.6, êáôüðéí áëëáãÞò ôÞò öïñÜò ôùí

âåëþí) Ý·ïõìå

Hom(+1 id ) ◦ Hom( id ) = Hom( ◦ +1| {z }
=0

 id) = 0
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Áðïäåéîç. ÅÜí ()∈Z : • ' • (âë. åä. B.4.1), ôüôå

 −  = 0+1 ◦  + −1 ◦  ∀ ∈ Z
ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

Hom( id )− Hom( id ) = Hom(
0
+1 ◦  id ) + Hom(−1 ◦  id )

=
C.1.6

Hom( id ) ◦ Hom(
0
+1 id ) + Hom( id) ◦ Hom(−1 id )

= Hom( id ) ◦ Hom(−1 id ) + Hom( id ) ◦ Hom(
0
+1 id)

ïðüôå (Hom( id ))∈Z : Hom(• id ) ' Hom(• id ) ¤

D.2.3 ËÞììá. ÅÜí (P• ) (P0• 0) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß åíüò-ìïäßïõ

ôüôå ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  Ý·ïõìå

(Hom(P• )) ∼= (Hom(P
0• )) ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá D.1.5 õðÜñ·ïõí áëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß

• : P• −→ P0• êáé • : P0• −→ P• ìå ( ◦)• ' idP• êáé ( ◦)• ' idP0•  Åî áõôïý

(ëüãù ôïý ëÞììáôïò D.2.2) Ýðåôáé üôé

Hom(( ◦ )• id ) ' Hom(idP•  id ) = idHom(P•)

Hom(( ◦ )• id ) ' Hom(idP0•  id ) = idHom(P0•)

ÅðåéäÞ

Hom(( ◦ )• id ) = Hom(• id ) ◦Hom(• id )

Hom(( ◦ )• id ) = Hom(• id ) ◦Hom(• id )

ôá óõíáëõóùôÜ óýìðëïêáHom(P• ) êáéHom(P
0• ) åßíáé ïìïôïðéêþò éóï-

äýíáìá êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò B.4.12. ¤

D.2.4 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé  åßíáé äõï -ìüäéïé êáé üôé (P• ) åßíáé ôõ·þí
ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý  Ùò -ïóôü ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò ôùí  êáé 

ïñßæåôáé ï -ìüäéïò

Ext() := (Hom(P• )) ∀ ∈ Z

(Ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé åöéêôüò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò D.1.3, åíþ ôï Ext()

åßíáé ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý áíåîÜñôçôï ôÞò óõãêåêñéìÝíçò åðéëïãÞò ôïý ðñïâï-

ëéêïý êåñìáôéóìïý (P• ) ôïý  ëüãù ôïý ëÞììáôïò D.2.3. ÅðéðñïóèÝôùò,

Ext() ∼= {0} ãéá êÜèå   0)

D.2.5 ËÞììá. Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò éó·ýåé :

Ext0() ∼= Hom()
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Áðïäåéîç. ¸óôù (P• ) P• = ( )∈Z ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý

ÌÝóù ôÞò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

1
1 // 0

 //  // {0}

åðÜãåôáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} // Hom()
Hom(id ) // Hom(0)

Hom(1id ) // Hom(1)

(Âë. èåþñçìá C.1.14.) ÊáôÜ ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò B.1.4,

Ker(Hom(1 id)) ∼= Hom()

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï Ext0() åßíáé ôï

0(Hom(P• )) = Ker(Hom(1 id)) Im(Hom( 0|{z}
=0

 id)) ∼= Ker(Hom(1 id ))

ïðüôå ðñÜãìáôé Ext0() ∼= Hom() ¤

D.2.6 Ïñéóìüò. ÄïèÝíôùí -ìïäßùí 0  0 ïìïìïñöéóìþí

 ∈ Hom(
0)  ∈ Hom( 0)

êáé ðñïâïëéêþí êåñìáôéóìþí (P• ) (P0• 
0) ôùí êáé 0áíôéóôïß·ùò, õðÜñ·åé

(âÜóåé ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò D.1.4) áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò • : P0• −→ P•
ðïõ «åðåêôåßíåé» ôïí  Þôïé éó·ýåé  ◦ 0 =  ◦ 0ÌÝóù ôïý • êáôáóêåõÜæåôáé ï
óõíáëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò

Hom(• ) = (Hom( ))∈Z : Hom(P• ) −→ Hom(P
0
•

0)

(Ðñâë. åä. C.1.4.) Ùò -ïóôü ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò (õðåñÜíù ôïý ) ôùí  êáé

 ïñßæåôáé ï ïìïìïñöéóìüò

Ext() := (Hom(• )) : Ext() −→ Ext(
0  0)

ãéá êÜèå  ∈ Z

D.2.7 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé 0 00  0  00 åßíáé Ýîé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom(
0) 0 ∈ Hom( 00)

 ∈ Hom(
0 ) 0 ∈ Hom( 00)

ôüôå

Ext(
0 ◦ 0 ◦ ) = Ext(

0) ◦ Ext(0 ) ∀ ∈ Z
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Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôéò ðñïôÜóåéò B.2.22, C.1.9 êáé B.2.22, êáé ôï èåþ-

ñçìá D.1.4. ¤

D.2.8 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò éó·ýåé :

Ext(id  id ) ∼= idExt() ∀ ∈ Z
Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ëÞììá C.1.8 êáé ôçí ðñüôáóç B.2.23. ¤

D.2.9 Èåþñçìá. (Ðñþôç ìáêñÜ áêñéâÞò Ext-áêïëïõèßá) ¸óôù

{0} −→  0 −→ 
−→  00 −→ {0}

ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé Ýóôù
 ôõ·þí -ìüäéïò. Ôüôå õößóôáôáé ìéá ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá

Áðïäåéîç. ¸óôù (P• ) P• = ( )∈Z ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý

ÅðåéäÞ êÜèå  åßíáé ðñïâïëéêüò-ìüäéïò, ôï èåþñçìá C.2.7 ìáò ðëçñïöïñåß

üôé ïé

åßíáé âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò ãéá êÜèå  ∈ Z Ôïýôï üìùò óçìáßíåé üôé ç

(D.9)

åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá óõíáëõóùôþí óõìðëüêùí. Ç áíùôÝñù ìá-

êñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá
óõíïìïëïãßáò ãéá ôçí (D.9). (Âë. èåþñçìá B.2.28.) ¤

D.2.10 Èåþñçìá. (Äåýôåñç ìáêñÜ áêñéâÞò Ext-áêïëïõèßá) ¸óôù

{0} −→ 0 −→
−→ 00 −→ {0}

ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé Ýóôù
 ôõ·þí -ìüäéïò. Ôüôå õößóôáôáé ìéá ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá
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Áðïäåéîç. ÅÜí (P0• 0) (P
00
•  

00
) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí  0 êáé 

00


áíôéóôïß·ùò, ôüôå (óýìöùíá ìå «ëÞììá ôïý ðåôÜëïõ» D.1.6) õðÜñ·ïõí Ýíáò ðñï-

âïëéêüò êåñìáôéóìüò (P• ) ôïý êáé áëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß • : P0• −→ P•
êáé • : P• −→ P

00
•  ïýôùò þóôå ç 0• −→ P0•

•−→ P•
•−→ P

00
• −→ 0• íá åßíáé

âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí («åðåêôåßíïõóá» ôïõò  êáé )

êáé ìÜëéóôá Ý·ïõóá ôéò åðéìÝñïõò âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò

{0} −→  0
−→ 

−→  00 −→ {0}
äéáóðþìåíåò ãéá êÜèå  ∈ ZÊáôÜ ôï èåþñçìá C.1.15 ïé âñá·åßåò áêïëïõèßåò

åßíáé ùóáýôùò áêñéâåßò êáé äéáóðþìåíåò ãéá êÜèå  ∈ Z ÉäéáéôÝñùò, ôïýôï óç-

ìáßíåé üôé ç

(D.10)

åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá óõíáëõóùôþí óõìðëüêùí. Ç áíùôÝñù ìá-

êñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá
óõíïìïëïãßáò ãéá ôçí (D.10). (Âë. èåþñçìá B.2.28 êáé ëÞììá D.2.5.) ¤

D.2.11 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí -ìüäéï ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) O åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) Ext1() ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï 

(iii) Ext() ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï  êáé ãéá êÜèå  ≥ 1
Áðïäåéîç. (i)⇒(iii) ÅÜí ï åßíáé ðñïâïëéêüò, ôüôå ôï (P• )P• = ( )∈Z
ìå

 :=

½
 üôáí  = 0

{0} üôáí  ∈ Zr{0}  := 0 ∀ ∈ Z  := id 

áðïôåëåß Ýíáí ðñïâïëéêü êåñìáôéóìü ôïý  ïðüôå Ext() ∼= {0} ãéá êÜèå

-ìüäéï  êáé ãéá êÜèå  ≥ 1
(iii)⇒(ii) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò.

(ii)⇒(i)¸óôù {0} −→  0 −→ 
−→  00 −→ {0} ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí. ÊáôÜ ôï èåþñçìá D.2.9 ç

åßíáé áêñéâÞò. ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò) Ext1( 0) ∼= {0} ëáìâÜíïõìå ôç âñá-
·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

ïðüôå ï åßíáé ðñïâïëéêüò åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò C.2.7. ¤
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D.2.12 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé ïé äõï -ìüäéïé, ôüôå

Ext() ∼=
⎧⎨⎩

Hom() üôáí  = 0

Coker(Hom( id )) üôáí  = 1

{0} üôáí  ∈ Zr{0 1}

üðïõ  :  →  åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò-ìïäßùí åìöáíéæüìåíïò óå ìéá âñá·åßá
áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} −→ 

→ 


³ −→ {0} (D.11)

ìå ôïí  åëåýèåñï.

Áðïäåéîç. Ãéá   0 ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò. Ãéá  = 0 âë. ëÞììá D.2.5. ¼ðùò

Ý·åé Þäç ðñïáíáöåñèåß óôï (ii) ôïý åä. D.1.2, õðÜñ·åé ðÜíôïôå ìéá âñá·åßá áêñé-

âÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò (D.11), üðïõ ï  (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé ï  ëüãù

ôïý èåùñÞìáôïò A.6.47) åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò. ÅðïìÝíùò áìöüôåñïé ïé  êáé

 åßíáé ðñïâïëéêïß. (Âë. ðñüôáóç C.2.4.) Áðü ôï èåþñçìá D.2.11 êáé ôç äåýôåñç

ìáêñÜ Ext-áêïëïõèßá (âë. èåþñçìá D.2.10) ëáìâÜíïõìå

ãéá  = 1 (ðñâë. B.1.4 (ii)) êáé

ãéá  ≥ 2 ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

D.2.13 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) O  åßíáé åìâïëéêüò.

(ii) Ext1() ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï

(iii) Ext() ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï êáé ãéá êÜèå  ≥ 1
Áðïäåéîç. (i)⇒(iii) ¸óôù  ôõ·þí -ìüäéïò êáé Ýóôù (P• ) Ýíáò ðñïâïëéêüò
êåñìáôéóìüò áõôïý. ÅðåéäÞ ï  åßíáé (åî õðïèÝóåùò) åìâïëéêüò, ç åðáãïìÝíç
áêïëïõèßá

{0}→ Hom()→ Hom(0 )→ · · ·→ Hom()→ Hom(+1)→ · · ·

ðáñáìÝíåé áêñéâÞò (âë. åä. C.2.23) ïðüôå Ext() ∼= {0} ãéá êÜèå  ≥ 1
(iii)⇒(ii) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò.
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(ii)⇒(i) ¸óôù {0} −→  0 −→ 
−→  00 −→ {0} ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõ-

èßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí. ÊáôÜ ôï èåþñçìá D.2.10 ç

åßíáé áêñéâÞò. ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò) Ext1(
00 ) ∼= {0} ëáìâÜíïõìå ôç âñá-

·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

ïðüôå ï  åßíáé åìâïëéêüò åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò C.2.22. ¤

D.2.14 Ðñüôáóç. ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí êáé  ôõ·þí -
ìüäéïò, ôüôå

Ext(
L
∈

  ) ∼=
Q
∈

Ext(  ) ∀ ∈ Z (D.12)

êáé

Ext(
Q
∈

) ∼=
Q
∈

Ext(  ) ∀ ∈ Z (D.13)

Áðïäåéîç ôçò (D.12). ÅÜí ôï æåýãïò (P•  ) åßíáé ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìá-
ôéóìüò ôïý  ãéá êÜèå  ∈  ôüôå ôï (

L
∈ P• 

L
∈ ) áðïôåëåß ðñïâïëéêü

êåñìáôéóìü ôïý åõèÝïò áèñïßóìáôïò
L

∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ Z éó·ýåé

Ext

(
L
∈

  ) ∼= 

(Hom(

L
∈

P•  )) ∼=
C.1.11



(
Q
∈

Hom(P•  )) ∼=
B.2.9

Q
∈

Ext

(  )

Áðïäåéîç ôçò (D.13). ÅÜí (P• ) åßíáé ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý 
ôüôå

Ext

(

Q
∈

) ∼= (Hom(P•
Q
∈

)) ∼=
C.1.11

(
Q
∈

Hom(P•)) ∼=
B.2.9

Q
∈

Ext

(  )

ãéá êÜèå  ∈ Z ¤

I μñÞóéìïé õðïëïãéóìïß üôáí ï  åßíáé Ð.Ê.É. ¼ôáí ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò

ìáò åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå áðü ôï ðüñéóìá D.2.12 åßíáé ãíùóôü üôé ôá ìüíá åíäéáöÝñï-

íôá (Þôïé ôá ìüíá ðéèáíþò ìç ôåôñéììÝíá) ãéíüìåíá åðåêôÜóåùò Ext() åßíáé

áõôÜ ãéá ôá ïðïßá  ∈ {0 1} Ôï ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò Ext1() üôáí ïé

åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé êáé ìç åëåýèåñïé, õðïëïãßæåôáé

ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò D.2.16.

D.2.15 ËÞììá. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. ÅÜí   ∈  ôüôå

Ext1( hi  ) ∼=  hi êáé Ext1( hi   hi) ∼=  hi 
üðïõ  ∈ÌÊÄ( )
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Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôç âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} −→ 
 id
→ 

hi
³  hi −→ {0}

Ôï ðüñéóìá D.2.12 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

Ext1( hi  ) = Coker(Hom( id id))

üðïõ Hom( idid) : Hom() −→ Hom()  7−→  ÅðåéäÞ

Hom() ∼=  ç åéêüíá ôïýHom( idid) åßíáé éóüìïñöç ôïý êýñéïõ éäåþ-

äïõò hi åíôüò ôïý  ïðüôå ï óõìðõñÞíáò ôïõ åßíáé ∼=  hi  Êáô' áíáëïãßáí,

Ext1( hi   hi) = Coker(Hom( id idhi))

üðïõ Hom( ididhi) : Hom( hi) −→ Hom( hi)  7−→ 

ÅðåéäÞ6 Hom( hi) ∼=  hi  ï ïìïìïñöéóìüò Hom( ididhi) ìðïñåß
íá éäùèåß ùò ï ðïëëáðëáóéáóìüò ìå  :

 hi 3 + hi  idhi7−→ (+ hi) = + hi ∈  hi 
Ðñïöáíþò, Coker( idhi) := ( hi) Im( idhi) = ( hi)( hi) üðïõ

( hi) = {+ 0 + hi|  0 ∈ } = (hi+ hi)  hi 
ïðüôå ( hi) (hi+ hi)  hi ∼=  (hi+ hi) ìå7 hi+ hi = hi  ¤

D.2.16 Èåþñçìá. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. Áò õðïèÝóïõìå üôé åßíáé äõï ìç ôåôñéì-
ìÝíïé, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé, ìç åëåýèåñïé-ìüäéïé. ÅÜí áõôïß ãñáöïýí õðü
ôç ìïñöÞ = tors ()⊕ frp()  = tors ()⊕ frp() üðïõ(

tors () = tors () (1)⊕ · · ·⊕ tors () ()

tors () = tors () (1)⊕ · · ·⊕ tors () (0)

)

åßíáé ïé åõèåßåò áðïóõíèÝóåéò ôùí õðïìïäßùí óôñÝøåþò ôïõò óôéò ðñùôåýïõóåò óõ-
íéóôþóåò ôïõò êáé⎧⎨⎩ tors () () ∼=

¡

­
1

®¢⊕ ¡ ­1®¢⊕ · · ·⊕ (DE)
tors () () ∼= ( h1i)⊕ ( h2i)⊕ · · ·⊕ ( h i)

⎫⎬⎭
ïé (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíåò) áðïóõíèÝóåéò áõôþí óå åõèÝá
áèñïßóìáôá êõêëéêþí õðïìïäßùí ìå

1 ≤ 1 ≤ · · · ≤  êáé 1 ≤ 1 ≤ · · · ≤ 

6Âë. ðñüôáóç C.1.2.

7Âë. [87], èåþñçìá 5214
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ãéá êÜèå ( ) ∈ {1  } × {1  0} (üðùò óôï äïìéêü èåþñçìá A.7.30), ôüôå

Ext1() ∼= Ext1(tors() )

∼=
Ã

L
=1

L
=1

0L
=1

L
=1

Ext1(
D


E
  h i)

!
⊕
Ã

L
=1

L
=1

(
D


E
)

! rank()


(D.14)

êáé

Ext1(
­


®
  hi) ∼= 

­
d(;)

®
 (D.15)

üðïõ 8 d(;) ∈ÌÊÄ(
  )

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç D.2.14,

Ext1() ∼= Ext1(frp() frp())⊕ Ext1(frp() tors())

⊕ Ext1(tors() tors())⊕ Ext1(tors() frp())| {z }
= Ext1(tors())



ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï èåþñçìá D.2.11) ïé äýï ðñþôïé åõèåßò ðñïóèåôÝïé åßíáé ôåôñéììÝ-
íïé9, ëáìâÜíïõìå ôïí ðñþôïí åê ôùí éóïìïñöéóìþí (D.14). Ï äåýôåñïò ðñïêýðôåé
áðåõèåßáò áðü ôçí ðñüôáóç D.2.14, äéüôé

frp() ∼= fr-rank() ⇒ Ext1(tors() frp()) ∼= Ext1(tors() )fr-rank()

üðïõ

Ext1(tors() ) ∼= Ext1(
L

=1

L
=1


D


E
 ) ∼=

L
=1

L
=1

Ext1(
D


E
 )

êáé

Ext1(tors() tors()) ∼= Ext1(
L

=1

L
=1

(
D


E
)

0L
=1

L
=1

 hi)

∼=
L

=1

L
=1

0L
=1

L
=1

Ext1(
D


E
  hi)

ÔÝëïò, ôï ëÞììá D.2.15 äßäåé Ext1(
­


®
 ) ∼= 

­


®
 êáèþò êáé ôïí éóï-

ìïñöéóìü (D.15). ¤

D.2.17 Óçìåßùóç. ÅÜí (óôç äéáôýðùóç ôïý èåùñÞìáôïò D.2.16) åðéôñÝøïõìå
óôïí  íá åßíáé åëåýèåñïò, ôüôå ëáìâÜíïõìå áðëþò10

Ext1() ∼= Ext1(tors()) ∼=
Ã

L
=1

L
=1

(
D


E
)

!fr-rank()



8ÅÜí  6∼
óõí.

 ôüôå ôï ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò (D.15) åßíáé ôåôñéììÝíï. ÅÜí  ∼
óõí.

 ôüôå ùò d(;) ìðïñåß íá ëçöèåß

ôï óôïé·åßï 
min

n


o
 (Âë. [87], èåþñçìá 5613)

9ÓçìåéùôÝïí üôé ï frp() (üíôáò åëåýèåñïò) åßíáé ðñïâïëéêüò. (Âë. ðñüôáóç C.2.4.)

10ÁíôéèÝôùò, åÜí õðïèÝôáìå üôé ï åßíáé åëåýèåñïò, ôüôå ôï Ext1() èá Þôáí ðñïöáíþò ôåôñéììÝíïò R-ìüäéïò.
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D.2.18 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ïé  åßíáé ìç ôåôñéììÝíåò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-
ìåíåò, ìç åëåýèåñåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò. ÃñÜöïíôáò ôéò ôÜîåéò ôùí õðïïìÜäùí óôñÝ-
øåþò ôïõò õðü ôç ìïñöÞ |tors ()| = 11 22 · · ·   |tors ()| = 

01
1 

02
2 · · · 0 

ãéá êÜðïéïõò ðñþôïõò áñéèìïýò 1   ∈ N ìå 1  · · ·   (üôáí  ≥ 2), üðïõ
1   ∈ N0 (êáé áíôéóôïß·ùò, 01  0 ∈ N0) ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åî áõôþí 6= 0
ëáìâÜíïõìå

tors () =
L

{∈{1}: 6=0}
 ()  tors () =

L
{∈{1}:0 6=0}

 ()

êáé (ãéá áõôïýò ôïõò äåßêôåò  )

 () ∼= Z1

⊕ · · ·⊕ Z




  () ∼= Z1

⊕ · · ·⊕ Z







üðïõ (1  ) ∈ Π () êáé (1) ∈ Π (0) (üðùò óôï èåþñçìá
A.7.32), ïðüôå

Ext1() ∼=
Ã L
{∈{1}: 6=0}

L
{∈{1}:0 6=0}

L
=1

L
=1

Z

min{}

!

⊕
Ã L
{∈{1}: 6=0}

L
=1

Z



!fr-rank()



I Åíáëëáêôéêüò ïñéóìüò ãéíïìÝíùí åðåêôÜóåùò. Áõôüò èåóðßæåôáé ìå ôç âïÞèåéá

åìâïëéêþí êåñìáôéóìþí.

D.2.19 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù N• = ( )∈Z Ýíá óõíá-

ëõóùôü óýìðëïêï. Ùò óýìðëïêï ïìïìïñöéóìþí ôïý  êáé ôïý N• ïñßæåôáé ôï

óõíáëõóùôü óýìðëïêï11

Hom(N•) := (Hom() Hom(id  ))∈Z

D.2.20 ËÞììá. ¸óôù üôé ôáN• = ( )∈ZN
0• = ( 0 

0)∈Z åßíáé äõï óõ-
íáëõóùôÜ óýìðëïêá. Ãéá óõíáëõóùôïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò • • : N• −→ N

0•

êáé ôõ·üíôá -ìüäéï éó·ýåé ç áêüëïõèç óõíåðáãùãÞ :

• ' • =⇒ Hom(id  •) ' Hom(id  •)

Áðïäåéîç. Ðáñüìïéá åêåßíçò ôïý ëÞììáôïò D.2.2 (êÜíïíôáò, åí ðñïêåéìÝíù,

·ñÞóç ôïý ðïñßóìáôïò D.1.10). ¤
11Ôïýôï åßíáé üíôùò óõíáëõóùôü óýìðëïêï, êáèüóïí (ëüãù ôïý ëÞììáôïò C.1.7)

Hom(id  +1) ◦ Hom(id  ) = Hom(id   ◦ +1| {z }
=0

) = 0
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D.2.21 ËÞììá. ÅÜí (Q• ) (Q
0• 0) åßíáé åìâïëéêïß êåñìáôéóìïß åíüò-ìïäßïõ

ôüôå ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï Ý·ïõìå

(Hom(Q•)) ∼= (Hom(Q
0•)) ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Ðáñüìïéá åêåßíçò ôïý D.2.3 (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý D.2.20). ¤

D.2.22 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé åßíáé äõï -ìüäéïé êáé üôé (Q• ) åßíáé ôõ·þí
åìâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý  ÈÝôïõìå

Ext


() := (Hom(Q•)) ∀ ∈ Z

Ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé åöéêôüò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò D.1.8, åíþ ôï Ext() åß-

íáé ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý áíåîÜñôçôï ôÞò óõãêåêñéìÝíçò åðéëïãÞò ôïý åìâïëéêïý

êåñìáôéóìïý (Q• ) ôïý  ëüãù ôïý ëÞììáôïò D.2.21. Ùóôüóï, äåí ïäçãåß óôç
äçìéïõñãßá ìéáò Üëëçò ïíôüôçôáò, üðùò ðáñåìöáßíåôáé áðü ôï åîÞò:

D.2.23 Èåþñçìá. ÅÜí åßíáé ôõ·üíôåò -ìüäéïé, ôüôå

Ext() ∼= Ext


() ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Âë., ð.·., Vermani [121], Theorem 624 óåë. 151-153 Þ Rotman [103],

Theorem 667 óåë. 374 ¤

I Áðü ðïý ðñïÝñ·åôáé ï üñïò «ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò»; ÊÜèå âñá·åßá áêñéâÞò

áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

0 // 
 // 

 //  // 0

êáëåßôáé åðÝêôáóç ôïý  ìÝóù ôïý  êáé óçìåéþíåôáé ùò ( ) (ÄïèÝíôùí

äõï -ìïäßùí õðÜñ·åé ðÜíôïôå ôïõëÜ·éóôïí ìßá åðÝêôáóç ôïý ìÝóù ôïý

) Áò óõìâïëßóïõìå ùò ext() ôï óýíïëï üëùí ôùí åðåêôÜóåùí ôïý ìÝóù

ôïý  Åðß ôïý ext() ïñßæåôáé ìéá ó·Ýóç éóéäõíáìßáò ∼åð.ùò áêïëïýèùò:

(1 1 1) ∼åð. (2 2 2)⇐⇒
ïñó

∙ ∃ ∈ Hom(1 2):

 ◦ 1 = 2 êáé  ◦ 1 = 2

¸


D.2.24 Èåþñçìá. ÅÜí åßíáé äõï-ìüäéïé, ôüôå õößóôáôáé ìéá öõóéêÞ áìößñ-
ñéøç :

ext() ∼åð.←→ Ext1()

Áðïäåéîç. Âë., ð.·., Vermani [121], Theorem 715 óåë. 169-171 Þ Rotman [103],

Theorem 730 óåë. 425-426 ¤
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D.3 ÃÉÍÏÌÅÍÁ ÓÔÑÅØÅÙÓ

D.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò-ìüäéïò êáé ÝóôùM• = ( )∈Z Ýíá áëõóùôü

óýìðëïêï. Ùò ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôïýM• êáé ôïý  ïñßæåôáé ôï áëõóùôü óý-

ìðëïêï12

M• ⊗  := ( ⊗  ⊗ id )∈Z

ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí M• = ( )∈ZM0• = ( 0
 

0
)∈Z åßíáé äõï áëõóùôÜ

óýìðëïêá êáé • : M• −→ M0• Ýíáò áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò, ôüôå ìÝóù ôïý

• åðÜãåôáé o áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò

•⊗ id :M• ⊗  −→M0• ⊗ 

üðïõ •⊗ id := (⊗id : ⊗  −→ 0
 ⊗ )∈Z

D.3.2 ËÞììá. ¸óôù üôé ôáM• = ( )∈ZM0• = ( 0
 

0
)∈Z åßíáé äõï áëõ-

óùôÜ óýìðëïêá. Ãéá äõï áëõóùôïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò • • : M• −→ M0
• êáé

ôõ·üíôá -ìüäéï  éó·ýåé ç áêüëïõèç óõíåðáãùãÞ :

• ' • =⇒ •⊗ id ' •⊗ id 

Áðïäåéîç. ÅÜí ()∈Z : • ' • (âë. åä. B.4.1), ôüôå

[ −  = 0+1 ◦  + −1 ◦  ∀ ∈ Z]
⇒ ⊗ id − ⊗ id = (

0
+1 ◦ )⊗ id + (−1 ◦ )⊗ id

=
C.5.5

(0+1⊗ id ) ◦ (⊗ id ) + (−1⊗ id ) ◦ (⊗ id )

ïðüôå (⊗ id )∈Z : •⊗ id ' •⊗ id  ¤

D.3.3 ËÞììá. ÅÜí (P• ) (P0• 0) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß åíüò-ìïäßïõ

ôüôå ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  Ý·ïõìå

(P• ⊗ ) ∼= (P
0• ⊗ ) ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá D.1.5 õðÜñ·ïõí áëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß
• : P• −→ P0• êáé • : P

0
• −→ P• ìå ( ◦)• ' idP• êáé ( ◦)• ' idP0•  Åî áõôïý

(ëüãù ôïý ëÞììáôïò D.3.2) Ýðåôáé üôé

( ◦ )•⊗ id ' idP•⊗ id = idP•⊗  ( ◦ )•⊗ id ' idP0•⊗ id = idP0•⊗ 

12Ôïýôï åßíáé üíôùò áëõóùôü óýìðëïêï, êáèüóïí Ý·ïõìå

(⊗ id ) ◦ (+1⊗ id ) = ( ◦ +1)⊗ id = 0⊗ id = 0
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ÅðåéäÞ

( ◦ )•⊗ id = (•⊗ id ) ◦ (•⊗ id ) ( ◦ )•⊗ id = (•⊗ id ) ◦ (•⊗ id )

ôá áëõóùôÜ óýìðëïêá P• ⊗  êáé P0• ⊗  åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá êáé ï

éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò B.4.10. ¤

D.3.4 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé  åßíáé äõï -ìüäéïé êáé üôé (P• ) åßíáé ôõ·þí
ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý  Ùò -ïóôü ãéíüìåíï óôñÝøåùò ôùí  êáé 

ïñßæåôáé ï -ìüäéïò

Tor () := (P• ⊗ ) ∀ ∈ Z

(Ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé åöéêôüò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò D.1.3, åíþ ôï Tor ()

åßíáé ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý áíåîÜñôçôï ôÞò óõãêåêñéìÝíçò åðéëïãÞò ôïý ðñïâï-

ëéêïý êåñìáôéóìïý (P• ) ôïý  ëüãù ôïý ëÞììáôïò D.3.3. ÅðéðñïóèÝôùò,

Tor () ∼= {0} ãéá êÜèå   0)

D.3.5 ËÞììá. Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò éó·ýåé :

Tor0 () ∼= ⊗ 

Áðïäåéîç. ¸óôù (P• ) P• = ( )∈Z ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý

ÌÝóù ôÞò áêñéâïýò áêïëïõèßáò 1
1−→ 0

−→ −→ {0} åðÜãåôáé ç áêñéâÞò

áêïëïõèßá

1 ⊗ 
1⊗id // 0 ⊗ 

⊗id //  ⊗  // {0}
(Âë. èåþñçìá C.5.9.) ÊáôÜ ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò B.1.4,

Coker(1⊗ id ) := 0 ⊗  Im(1⊗ id ) ∼= ⊗ 

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

Tor

0 () = 0(P• ⊗ ) = Ker(0⊗ id ) Im(1⊗ id) = 0 ⊗  Im(1⊗ id)

ïðüôå ðñÜãìáôé Tor0 () ∼= ⊗  ¤

D.3.6 Ïñéóìüò. ÄïèÝíôùí -ìïäßùí 0  0 ïìïìïñöéóìþí

 ∈ Hom( 0)  ∈ Hom( 0)

êáé ðñïâïëéêþí êåñìáôéóìþí (P• ) (P0• 0) ôùí êáé 0áíôéóôïß·ùò, õðÜñ·åé
(âÜóåé ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò D.1.4) áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò • : P• −→ P0•
ðïõ «åðåêôåßíåé» ôïí  Þôïé éó·ýåé  ◦  = 0 ◦ 0ÌÝóù ôïý • êáôáóêåõÜæåôáé ï
áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò •⊗ id : P•⊗ −→ P0•⊗Ùò -ïóôü ãéíüìåíï
óôñÝøåùò (õðåñÜíù ôïý ) ôùí  êáé  ïñßæåôáé ï ïìïìïñöéóìüò

Tor () := (•⊗ ) : Tor () −→ Tor (
0  0) ∀ ∈ Z
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D.3.7 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé 0 00  0  00 åßíáé Ýîé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom( 0) 0 ∈ Hom(
0 00)

 ∈ Hom( 0) 0 ∈ Hom(
0  00)

ôüôå

Tor (
0 ◦ 0 ◦ ) = Tor (

0 0) ◦ Tor () ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôéò ðñïôÜóåéò C.5.5 êáé B.2.6. ¤

D.3.8 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò éó·ýåé :

Tor (id  id ) ∼= idTor () ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôéò ðñïôÜóåéò C.5.4 êáé B.2.7. ¤

D.3.9 Èåþñçìá. (Ðñþôç ìáêñÜ áêñéâÞò Tor-áêïëïõèßá) ¸óôù

{0} −→  0 −→ 
−→  00 −→ {0}

ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé Ýóôù
 ôõ·þí -ìüäéïò. Ôüôå õößóôáôáé ìéá ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá

· · · +1 // Tor ( 0)
Tor (id ) // Tor ()

Tor (id ) // Tor ( 00)
 // · · ·

· · · 2 // Tor1 ( 0)
Tor1 (id ) // Tor1 ()

Tor1 (id ) // Tor1 ( 00) = <B C
F 1

³ºÄ́ÄÄ
Ä
//  ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 

id⊗ //  ⊗  00 // {0}

Áðïäåéîç. ¸óôù (P• ) ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý  ÅðåéäÞ (êáôÜ
ôï èåþñçìá C.5.25) ï  åßíáé éóüðåäïò ãéá êÜèå  ∈ Z ç ðñüôáóç C.5.19 ìáò
ðëçñïöïñåß üôé ïé âñá·åßåò áêïëïõèßåò

{0} //  ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 
id⊗ //  ⊗  00 // {0}

åßíáé áêñéâåßò ãéá êÜèå  ∈ Z Ôïýôï üìùò óçìáßíåé ç

0• // P• ⊗  0 idP•⊗ // P• ⊗ 
idP•⊗ // P• ⊗  00 // 0•

(D.16)

åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí. Ç áíùôÝñù ìáêñÜ

áêñéâÞò áêïëïõèßá äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá ïìï-
ëïãßáò ãéá ôçí (D.16). (Âë. èåþñçìá B.2.12.) ¤
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D.3.10 Èåþñçìá. (Äåýôåñç ìáêñÜ áêñéâÞò Tor-áêïëïõèßá) ¸óôù

{0} −→ 0 −→
−→ 00 −→ {0}

ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé Ýóôù
 ôõ·þí -ìüäéïò. Ôüôå õößóôáôáé ìéá ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá

· · ·
e+1 // Tor ( 0)

Tor (id ) // Tor ()
Tor (id ) // Tor (

00 )
e // · · ·

· · · e2 // Tor1 (
0)

Tor1 (id ) // Tor1 ()
Tor1 (id ) // Tor1 (

00 ) = <B C
F e1

³ºÄ́ÄÄ
Ä
//  0 ⊗ 

⊗id //  ⊗ 
⊗id //  00 ⊗  // {0}

Áðïäåéîç. ÅÜí (P0• 0) (P
00
•  

00
) åßíáé ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß ôùí  0 êáé 

00


áíôéóôïß·ùò, ôüôå (óýìöùíá ìå «ëÞììá ôïý ðåôÜëïõ» D.1.6) õðÜñ·ïõí Ýíáò ðñï-

âïëéêüò êåñìáôéóìüò (P• ) ôïý êáé áëõóùôïß ìåôáó·çìáôéóìïß • : P0• −→ P•
êáé • : P• −→ P

00
•  ïýôùò þóôå ç 0• −→ P0•

•
→ P•

•³ P
00
• −→ 0• íá åßíáé âñá-

·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí («åðåêôåßíïõóá» ôïõò  êáé ) êáé

ìÜëéóôá Ý·ïõóá ôéò åðéìÝñïõò âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò

{0} −→  0
−→ 

−→  00 −→ {0}

äéáóðþìåíåò ãéá êÜèå  ∈ ZÊáôÜ ôï èåþñçìá C.5.15 ïé âñá·åßåò áêïëïõèßåò

{0} //  0
 ⊗ 

⊗id //  ⊗ 
⊗id //  00

 ⊗  // {0}

åßíáé ùóáýôùò áêñéâåßò êáé äéáóðþìåíåò ãéá êÜèå  ∈ Z ÉäéáéôÝñùò, ôïýôï óç-
ìáßíåé üôé ç

{0} // P0• ⊗ 
•⊗id // P• ⊗ 

•⊗id // P00• ⊗  // {0}
(D.17)

åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí. Ç áíùôÝñù ìáêñÜ

áêñéâÞò áêïëïõèßá äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá ïìï-
ëïãßáò ãéá ôçí (D.17). (Âë. èåþñçìá B.2.12.) ¤

D.3.11 ËÞììá. ¸óôù üôé åßíáé äõï -ìüäéïé. ÅÜí åßôå ï åßíáé ðñïâïëéêüò
åßôå ï  éóüðåäïò, ôüôå

Tor () ∼=
½

 ⊗  üôáí  = 0

{0} üôáí  ∈ Zr{0}
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Áðïäåéîç. Ãéá  = 0 ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò (·ùñßò ðåñáéôÝñù ðåñéïñéóôéêÝò

óõíèÞêåò åðß ôùí êáé ). Âë. ëÞììá D.3.5.

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí ï  åßíáé ðñïâïëéêüò -ìüäéïò, ôüôå ôï æåýãïò (P• )
P• = ( )∈Z ìå

 :=

½
 üôáí  = 0

{0} üôáí  ∈ Zr{0}  := 0∀ ∈ Z êáé  := id

åßíáé ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý ïðüôå Tor () ∼= {0} ∀ ∈ Zr{0}
Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí ï åßíáé éóüðåäïò êáé (P• ) ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìá-
ôéóìüò ôïý ôüôå ìÝóù ôÞò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

· · · 3−→ 2
2−→ 1

1−→ 0
−→ −→ {0}

åðÜãåôáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá

· · · // 2 ⊗ 
2⊗id // 1 ⊗ 

1⊗id // 0 ⊗ 
⊗id //  ⊗  // {0}

(Ðñâë. èåùñÞìáôá C.5.9 êáé C.5.15.) Åî áõôÞò Ýðåôáé üôé

Tor () ∼= (P• ⊗ ) ∼= {0}

ãéá êÜèå  ∈ Zr{0} ¤

D.3.12 Èåþñçìá. (Ìåôáèåôéêüôçôá ôïý ãéíïìÝíïõ óôñÝøåùò) ÅÜí ïé åßíáé
-ìüäéïé, ôüôå õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò 13

Tor () ∼= Tor () ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ôüóïí üôáí   0 (ðñïäÞëùò) üóïí êáé

üôáí  = 0 (åÜí êáíåßò ëÜâåé õð' üøéí ôï èåþñçìá C.4.1 êáé ôï ëÞììá D.3.5). Áò

õðïèÝóïõìå, áðü åäþ êáé óôï åîÞò, üôé  ≥ 1ÊáôÜ ôï ðüñéóìá A.6.23, ∼= 

üðïõ  åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò-ìüäéïò. ÅðïìÝíùò õößóôáôáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò

áêïëïõèßá

{0} −→ 

→ 

³ −→ {0} (D.18)

üðïõ  ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé  ç óýíèåóç ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý  ³ 

êáé åíüò éóïìïñöéóìïý 
∼=−→ Èá ·ñçóéìïðïéçèïýí ïé äýï ìáêñÝò áêñéâåßò

áêïëïõèßåò ðïõ åðÜãïíôáé ìÝóù ôÞò (D.18) (ïé êáôáóêåõáóèåßóåò óôá èåùñÞìáôá

D.3.9 êáé D.3.10) êáé ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí 

13Åí áíôéèÝóåé ðñïò ôï ãéíüìåíï óôñÝøåùò, ôï ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò äåí åßíáé ìåôáèåôéêü, äéüôé, ð.·., õðÜñ·ïõí -

ìüäéïé ìå ôïõò Hom() êáé Hom() ìç éóüìïñöïõò. (Âë. C.1.3 (ii) êáé (iii).)
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• ÅÜí  = 1 ôüôå ðñïêýðôåé ôï åîÞò äéÜãñáììá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -
ìïäßùí:

Tor1 ()
∼= {0}

Tor1 (id ) // Tor1 ()
e1 // ⊗ 

⊗id //

 ∼=

²²
ª

 ⊗ 

0∼=

²²
Tor1 ( )

∼= {0}
Tor1 (id) // Tor1 ()

1 //  ⊗ 
id⊗ //  ⊗ 

ìå áêñéâåßò ãñáììÝò, üðïõ ùò   0 óõìâïëßæïíôáé ïé êáíïíéóôéêïß éóïìïñöéóìïß
ôïý èåùñÞìáôïò C.4.1. Ôá ðñþôá åî áñéóôåñþí åìöáíéæüìåíá ãéíüìåíá óôñÝøåùò
åßíáé ôåôñéììÝíïé-ìüäéïé, êáèþò ï (ùò åëåýèåñïò) åßíáé ôüóïíðñïâïëéêüò üóïí
êáé éóüðåäïò. (Âë. ëÞììá D.3.11). Ùò åê ôïýôïõ, ïé óõíäåôéêïß ïìïìïñöéóìïß

1 e1 åßíáé ìïíïìïñöéóìïß êáé
Tor1 () ∼= Ker(⊗ id ) = Ker( 0−1 ◦ (id⊗) ◦ ) ∼= Ker(id⊗)) ∼= Tor1 ()

• ÅÜí  ≥ 2 õðïèÝôïõìå üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá ôïí − 1Áðü ôçí 1ç
êáé ôç 2ç ìáêñÜ áêñéâÞ Tor-áêïëïõèßá ðñïêýðôåé ôï åîÞò äéÜãñáììá -ìïäßùí
êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí:

Tor ()
∼= {0}

Tor (id ) // Tor ()
e // Tor−1()

Tor−1(id )
//

∼=
²²

ª

Tor−1()

∼=
²²

Tor ( )
∼= {0}

Tor (id) // Tor ()
 // Tor−1()

Tor−1(id)
// Tor−1( )

ìå áêñéâåßò ãñáììÝò. ¢ñá Tor () ∼= Tor () (ãéá ôïí ßäéï ëüãï, ìå ôïõò

éóïìïñöéóìïýò ïöåéëüìåíïõò óôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç). ¤

D.3.13 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé  åßíáé äõï -ìüäéïé. ÅÜí Ýíáò (ôïõëÜ·éóôïí) åê
ôùí åßíáé éóüðåäïò, ôüôå

Tor () ∼=
½

 ⊗  üôáí  = 0

{0} üôáí  ∈ Zr{0}
Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ëÞììá D.3.11 êáé ôï èåþñçìá D.3.12. ¤

D.3.14 Ðüñéóìá. Ãéá Ýíáí -ìüäéï ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) O åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Tor1 () ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï 

(iii) Tor () ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï  êáé ãéá êÜèå  ≥ 1
Áðïäåéîç. Ïé óõíåðáãùãÝò (i)⇒(ii), (i)⇒(iii) Ýðïíôáé áðü ôï ðüñéóìá D.3.13,
åíþ ç (iii)⇒(ii) åßíáé ðñïöáíÞò. Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß ç éó·ýò ôÞò óõíåðáãù-

ãÞò (ii)⇒(i). ¸óôù {0} −→  0 −→ 
−→  00 −→ {0} ìéá âñá·åßá áêñéâÞò
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áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí. ÊáôÜ ôï èåþñçìá D.3.9 ç

Tor1 ( 00)
1 //  ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 

id⊗ //  ⊗  00 // {0}

åßíáé áêñéâÞò. ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò) Tor1 ( 00) ∼= {0} ëáìâÜíïõìå ôç âñá-
·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} //  ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 
id⊗ //  ⊗  00 // {0}

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé ï åßíáé éóüðåäïò. (Âë. ðñüôáóç C.5.17.) ¤

D.3.15 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé ïé äõï -ìüäéïé, ôüôå

Tor () ∼=
⎧⎨⎩

 ⊗  üôáí  = 0

Ker(⊗id ) üôáí  = 1

{0} üôáí  ∈ Zr{0 1}
üðïõ  :  →  åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò-ìïäßùí åìöáíéæüìåíïò óå ìéá âñá·åßá
áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} −→ 

→ 


³ −→ {0} (D.19)

ìå ôïí  åëåýèåñï.

Áðïäåéîç. Ãéá  = 0 âë. ëÞììá D.3.5. ¼ðùò Ý·åé Þäç ðñïáíáöåñèåß óôï (ii) ôïý
åä. D.1.2, õðÜñ·åé ðÜíôïôå ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò (D.19),
üðïõ ï (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé ï) åßíáé åëåýèåñïò-ìüäéïò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,
ôï æåýãïò (P• ) P• = ( )∈Z ìå

 :=

⎧⎨⎩
 üôáí  = 0

 üôáí  = 1

{0} üôáí  ∈ Zr{0 1}
 :=

½
 üôáí  = 1

0 üôáí  ∈ Zr{1}

êáé  :=  áðïôåëåß Ýíáí ðñïâïëéêü êåñìáôéóìü ôïý ïðüôå ãéá êÜèå  ∈ Zr{0}
Ý·ïõìå

Tor () ∼= (P• ⊗ ) ∼=
½

Ker(⊗id ) üôáí  = 1

{0} üôáí  6= 1
(äéüôé Im(2⊗id ) ∼= {0}) êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

D.3.16 Ðñüôáóç. ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí êáé  ôõ·þí -
ìüäéïò, ôüôå

Tor (
L
∈

  ) ∼=
L
∈

Tor (  ) ∀ ∈ Z

êáé

Tor (
L
∈

) ∼=
L
∈

Tor (  ) ∀ ∈ Z
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Áðïäåéîç. ÅÜí ôï æåýãïò (P•  ) åßíáé ôõ·þí ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïý

ãéá êÜèå  ∈  ôüôå ôï (
L

∈ P• 
L

∈ ) áðïôåëåß ðñïâïëéêü êåñìáôéóìü ôïý

åõèÝïò áèñïßóìáôïò
L

∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ Z éó·ýåé

Tor

 (
L
∈

  ) ∼= ((
L
∈

P•)⊗ ) ∼=
B.2.9

L
∈

(P• ⊗ ) ∼= L
∈

Tor

 (  )

Ï äåýôåñïò éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò D.3.12. ¤

I μñÞóéìïé õðïëïãéóìïß üôáí ï  åßíáé Ð.Ê.É. ¼ôáí ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò

ìáò åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå áðü ôï ðüñéóìá D.3.15 åßíáé ãíùóôü üôé ôá ìüíá åíäéáöÝñï-

íôá (Þôïé ôá ìüíá ðéèáíþò ìç ôåôñéììÝíá) ãéíüìåíá åðåêôÜóåùò Tor () åßíáé

áõôÜ ãéá ôá ïðïßá  ∈ {0 1} Ôï ãéíüìåíï åðåêôÜóåùò Tor1 () üôáí ïé

åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé êáé ìç åëåýèåñïé, õðïëïãßæåôáé

ùò áêïëïýèùò:

D.3.17 Èåþñçìá. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. Áò õðïèÝóïõìå üôé åßíáé äõï ìç ôåôñéì-
ìÝíïé, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé, ìç åëåýèåñïé -ìüäéïé 14. ÅÜí áõôïß ãñáöïýí
õðü ôç ìïñöÞ = tors ()⊕ frp()  = tors ()⊕ frp() üðïõ(

tors () = tors () (1)⊕ · · ·⊕ tors () ()

tors () = tors () (1)⊕ · · ·⊕ tors () (0)

)
åßíáé ïé åõèåßåò áðïóõíèÝóåéò ôùí õðïìïäßùí óôñÝøåþò ôïõò óôéò ðñùôåýïõóåò óõ-
íéóôþóåò ôïõò êáé⎧⎨⎩ tors () () ∼=

¡

­
1

®¢⊕ ¡ ­1®¢⊕ · · ·⊕ (DE)
tors () () ∼= ( h1i)⊕ ( h2i)⊕ · · ·⊕ ( h i)

⎫⎬⎭
ïé (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíåò) áðïóõíèÝóåéò áõôþí óå åõèÝá
áèñïßóìáôá êõêëéêþí õðïìïäßùí ìå

1 ≤ 1 ≤ · · · ≤  êáé 1 ≤ 1 ≤ · · · ≤ 

ãéá êÜèå ( ) ∈ {1  } × {1  0} (üðùò óôï äïìéêü èåþñçìá A.7.30), ôüôå

Tor1 () ∼= Tor1 (tors() tors())

∼=
L

=1

0L
=1

L
=1

L
=1

Tor1 (
­


®
  hi)

(D.20)

êáé

Tor1 (
­


®
  hi) ∼= 

­
d(;)

®
 (D.21)

14EÜí õðïèÝôáìå üôé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí  åßíáé åëåýèåñïò, ôüôå ôï Tor1 () èá Þôáí ðñïöáíþò ôå-
ôñéììÝíïò R-ìüäéïò.
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üðïõ 15 d(;) ∈ÌÊÄ(
  )

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç D.3.16,

Tor1 () ∼= Tor1 (frp() frp())⊕ Tor1 (frp() tors())

⊕ Tor1 (tors() frp())⊕ Tor1 (tors() tors())

ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï ðüñéóìáD.3.13) ïé ôñåéò ðñþôïé åõèåßò ðñïóèåôÝïé åßíáé ôåôñéììÝ-

íïé, ëáìâÜíïõìå ôïí ðñþôïí åê ôùí éóïìïñöéóìþí (D.20). Ï äåýôåñïò ðñïêýðôåé

áðåõèåßáò áðü ôçí ðñüôáóç D.3.16. ¸óôù ôþñá d(;) ∈ ÌÊÄ(
  )

ÃñÜöïõìå  = ()d(;) êáé 
 = ()d(;) ãéá êáôÜëëçëá (ó·åôéêþò

ðñþôá) óôïé·åßá () () ∈ r{0} êáé èåùñïýìå ôç âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõ-

èßá {0} −→ 
 id
→ 




³ 
­


® −→ {0} Ôï ðüñéóìá D.3.15 ìáò

ðëçñïöïñåß üôé Tor1 (
­


®
  hi) ∼= Ker(( id)⊗ idh i) Ëáì-

âÜíïíôáò õð' üøéí ôïí éóïìïñöéóìü () :  ⊗  hi ∼=−→  hi (ôïí
êáôáóêåõáóèÝíôá óôï èåþñçìá C.4.3) óõìðåñáßíïõìå üôé

Tor1 (
­


®
  hi) ∼= Ker(())

üðïõ () := () ◦ (( id)⊗ idh i) ◦ −1() Ðñïöáíþò,

Ker(()) =
n
+ h i|  ∈  êáé  (+ h i) ∈ h i

o
=
n
+ h i|  ∈  êáé  ∈ h i

o
=
n
+ h i|  ∈  êáé  | 

o
=
©
+ h i|  ∈  êáé () | ()

ª
=
©
+ h i|  ∈  êáé () | 

ª
=
­
()

®
 h i = ()

 ∼=
A.7.25

d(;) =
­
d(;)

®


áð' üðïõ Ýðåôáé êáé ç ýðáñîç éóïìïñöéóìïý (D.21). ¤

D.3.18 Óçìåßùóç. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É., ôüôå, üðùò èá äéáðéóôþóïõìå óôï

èåþñçìá D.3.26, Ýíáò éóïìïñöéóìüò Tor1 () ∼= Tor1 (tors()tors())

åîáêïëïõèåß íá õößóôáôáé êáé ãéá ôõ·üíôåò -ìïäßïõò êáé 

D.3.19 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ïé  åßíáé ìç ôåôñéììÝíåò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-
ìåíåò, ìç åëåýèåñåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò. ÃñÜöïíôáò ôéò ôÜîåéò ôùí õðïïìÜäùí óôñÝ-
øåþò ôïõò õðü ôç ìïñöÞ

|tors ()| = 11 22 · · ·   |tors ()| = 
01
1 

02
2 · · · 0 

15ÅÜí  6∼
óõí.

 ôüôå ôï ãéíüìåíï óôñÝøåùò (D.21) åßíáé ôåôñéììÝíï. ÅÜí  ∼
óõí.

 ôüôå ùò d(;) ìðïñåß íá ëçöèåß

ôï óôïé·åßï 
min

n


o
 (Âë. [87], èåþñçìá 5613)
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ãéá êÜðïéïõò ðñþôïõò áñéèìïýò 1   ∈ N ìå 1  · · ·   (üôáí  ≥ 2), üðïõ
1   ∈ N0 (êáé áíôéóôïß·ùò, 01  0 ∈ N0) ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åî áõôþí 6= 0
ëáìâÜíïõìå

tors () =
L

{∈{1}: 6=0}
 ()  tors () =

L
{∈{1}:0 6=0}

 ()

êáé (ãéá áõôïýò ôïõò äåßêôåò  )

 () ∼= Z1

⊕ · · ·⊕ Z




  () ∼= Z1

⊕ · · ·⊕ Z







üðïõ (1  ) ∈ Π () êáé (1) ∈ Π (0) (üðùò óôï èåþñçìá

A.7.32), ïðüôå

Tor1 ()
∼= L
{∈{1}: 6=0}

L
{∈{1}:0 6=0}

L
=1

L
=1

Z
min{} 

ÐåñáéôÝñù «êñéôÞñéá éóïðåäüôçôáò». ÐÝñáí ôïý èåùñÞìáôïòC.5.30, äßäïíôáé êáé

Üëëá ôñßá åðéðñüóèåôá êñéôÞñéá ãéá ôï ðüôå Ýíáò-ìüäéïò åßíáé éóüðåäïò. (ÂëÝðå
èåùñÞìáôá D.3.22, D.3.23 êáé D.3.25.)

D.3.20 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò. Ç áâåëéáíÞ ïìÜäá

Pontr. := HomZ(QZ)

êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

×Pontr. −→Pontr. ( ) 7−→ ( 7−→ ())

êáé êáëåßôáé êáôÜ Pontrjagin äõúêüò ôïý (Þ ìüäéïò ·áñáêôÞñùí ôïý).

D.3.21 ËÞììá. ÅÜí  :  −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí, ôüôå ôá
áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) Ï Pontr. := HomZ( idQZ) : 
Pontr. −→Pontr. åßíáé åðéìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Áðü ôçí áêñßâåéá ôÞò {0} −→ Ker()

→

−→  Ýðåôáé ç áêñßâåéá

ôÞò Pontr. 
Pontr.

−→ Pontr. 
Pontr.

−→ Ker()Pontr. → {0} (Âë. C.1.14.) ÅðåéäÞ (âÜóåé ôïý
(ii) ôÞò ðñïôÜóåùò B.1.4) Ker()Pontr. ∼= Coker(Pontr.) := Pontr. Im(Pontr.) ãéá
ôçí áðüäåéîç ôÞò éóïäõíáìßáò ôùí (i) êáé (ii) áñêåß íá äåé·èåß ç áìößðëåõñç óõíå-
ðáãùãÞ: Ker() = {0} ⇐⇒ Ker()Pontr. = {0Pontr.} Ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇒'' åßíáé
ðñïöáíÞò. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò ‘‘⇐'' õðïèÝôïõìå üôé ï Ker() äåí åßíáé ôåôñéììÝ-
íïò. Ôüôå áõôüò ðåñéÝ·åé êÜðïéï ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ¸óôù ç êõêëéêÞ ïìÜäá
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ç ðáñáãüìåíç áðü ôï  Ôüôå ïñßæåôáé Ýíáò ìç ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí
 :  −→ QZ ùò åîÞò:

 3  7−→ () :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
½

ïéïäÞðïôå ìç ìçäåíéêü

óôïé·åßï ôÞò QZ

¾
 åÜí ç  åßíáé Üðåéñç,

1
ord()

+ Z åÜí ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíç

ÅðåéäÞ ç ïìÜäá QZ åßíáé Ýíáò åìâïëéêüò Z-ìüäéïò, ç  ìðïñåß (óýìöùíá ìå ôï

êñéôÞñéï ôïý Baer C.2.24) íá åðåêôáèåß óå Ýíáí (ðñïöáíþò ìç ìçäåíéêü) ïìïìïñ-

öéóìü ̃ : Ker() −→ QZ ¢ñá ï Ker()Pontr. äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò. ¤

D.3.22 Èåþñçìá. Ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäý-
íáìåò :

(i) Ï åßíáé éóüðåäïò.

(ii) ÏPontr. åßíáé åìâïëéêüò

Áðïäåéîç. ¸óôù  :  0 −→  Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí. ÂÜóåé ôùí ðñïá-

íáöåñèÝíôùí óôç óçìåßùóç C.5.33 êáôáóêåõÜæåôáé ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

Hom(Pontr.)

ª∼=
²²

Hom(idPontr. ) // Hom(
0Pontr.)

∼=
²²

( ⊗ )Pontr.
(⊗id )Pontr.

// ( 0 ⊗ )Pontr.

(ìå ôá êáôáêüñõöá âÝëç ôïõ éóïìïñöéóìïýò). ÅðåéäÞ ïPontr. åßíáé åìâïëéêüò

⇐⇒
∙

ÏHom( idPontr.) åßíáé åðéìïñöéóìüò

ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü  :  0 −→ 

¸
(âë. ðñüôáóç C.2.16)

⇐⇒
∙

Ï (⊗id )Pontr. åßíáé åðéìïñöéóìüò
ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü  :  0 −→ 

¸
(âë. áíùôÝñù äéÜãñáììá)

⇐⇒
∙

Ï ⊗id åßíáé ìïíïìïñöéóìüò

ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü  :  0 −→ 

¸
(âë. ëÞììá D.3.21)

⇐⇒ [Ï åßíáé éóüðåäïò ] (âë. ðüñéóìá C.5.20)

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

D.3.23 Èåþñçìá. Ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäý-
íáìåò :

(i) Ï åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Tor1 () ∼= {0} ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò  ôïý 
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Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá C.5.30,

[ï åßíáé éóüðåäïò]⇐⇒
∙
 ⊗  ∼=  ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíùò

ðáñáãüìåíï éäåþäåò  ôïý 

¸


ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò 2çò ìáêñÜò áêñéâïýò Tor-áêïëïõèßáò ôÞò åðáãïìÝíçò ìÝóù

ôÞò âñá·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò {0} −→ 

→ 

³  −→ {0} ëáìâÜíïõìå

Tor1 ()

∼=
²²

Tor1 (

 id ) // Tor1 ()

e1
²²

 

{0}  ⊗ 
⊗id // ⊗ 

∼=

OO

 ⊗id //  ⊗ 

∼=

OO

üðïõ ï ðñþôïò éóïìïñöéóìüò Ýðåôáé áðü ôï ëÞììá C.5.24 êáé ôï ðüñéóìá D.3.13,

ï äåýôåñïò áðü ôï èåþñçìá C.4.3 êáé ï ôñßôïò áðü ôï ðüñéóìá C.5.11. ÊáôÜ óõ-

íÝðåéáí, Tor1 ()
∼= {0} ⇐⇒  ⊗  ∼= Ker( ⊗ id ) ∼=  áð' üðïõ

óõíÜãåôáé ç éóïäõíáìßá ôùí óõíèçêþí (i) êáé (ii). ¤

D.3.24 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå

Tor1 ( hi ) ∼= [] ∀ ∈ r{0}

üðïõ [] := { ∈ | = 0 }  (Âë. A.7.12 (i).)

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ r{0} ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò 

åßíáé åî õðïèÝóåùò áêåñáßá ðåñéï·Þ, ç  id :  −→   7−→  åßíáé ìïíïìïñ-

öéóìüò. Ìå ôç âïÞèåéá áõôïý äçìéïõñãåßôáé ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} −→ 
 id−→ 

³  hi −→ {0}
Ôï ðüñéóìá D.3.15 ìáò ðëçñïöïñåß üôé Tor1 ( hi ) ∼= Ker(( id)⊗ id )

ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôïí éóïìïñöéóìü  : ⊗
∼=−→ (ôïí êáôáóêåõáóèÝíôá

óôï èåþñçìá C.4.3) êáé èÝôïíôáò  :=  ◦ (( id)⊗ id ) ◦ −1 óõìðåñáßíïõìå üôé
Tor1 ( hi ) ∼= Ker() Ðñïöáíþò, Ker() = [] ¤

D.3.25 Èåþñçìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå ôá áêüëïõèá
åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ï åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Ï óôåñåßôáé óôñÝøåùò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò Ð.Ê.É., êÜèå éäåþäåò ôïõ åßíáé êýñéï

(êáé, ùò åê ôïýôïõ, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï). ÊáôÜ ôï èåþñçìá D.3.23,

[ï åßíáé éóüðåäïò]⇐⇒
∙

Tor1 ()
∼= {0}

ãéá êÜèå éäåþäåò  ôïý 

¸

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ÅÜí  åßíáé ôõ·üí éäåþäåò ôïý ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  :  = hi ÅÜí  = 0
ôüôå

Tor1 () = Tor1 ({0}) ∼= Tor1 ()
∼= {0}

ëüãù ôïý ëÞììáôïò C.5.24 êáé ôïý ðïñßóìáôïò D.3.13. ÅÜí  6= 0 ôüôå ôï ëÞììá

D.3.24 äßäåé Tor1 () = Tor1 ( hi ) ∼=  [] ÅðïìÝíùò ç éóïäõíáìßá

ôùí (i) êáé (ii) Ýðåôáé áðü ôçí áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

tors() = {0}⇐⇒ ( [] = {0} ∀ ∈ r{0})
¼ìùò áõôÞ Ý·åé Þäç áðïäåé·èåß óôçí ðñüôáóç A.7.14. ¤

I Åðéðñüóèåôåò åðéóçìÜíóåéò. Óôï ôÝëïò áõôÞò ôÞò åíüôçôáò ðáñáôßèåíôáé êáé

êÜðïéåò Üëëåò ·áñáêôçñéóôéêÝò éäéüôçôåò ôïý ãéíïìÝíïõ óôñÝøåùò.

D.3.26 Èåþñçìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé ôõ·üíôåò -ìüäéïé, ôüôå

Tor1 () ∼= Tor1 ( tors()) (D.22)

êáé

Tor1 () ∼= Tor1 (tors() tors()) (D.23)

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ëÞììá A.7.5 ï ðçëéêïìüäéïò tors() óôåñåßôáé óôñÝøåùò.

ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò 1çò ìáêñÜò áêñéâïýò Tor-áêïëïõèßáò ôÞò åðáãïìÝíçò ìÝóù

ôÞò âñá·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

{0} −→ tors()

→ 

tors()

³ tors() −→ {0}
ëáìâÜíïõìå

Tor2 (tors())

∼=
²²

2 // Tor1 ( tors())
Tor1 (id ) // Tor1 ()

Tor1 (id tors())

²²
{0} {0} ∼= Tor1 (tors())

ìå ôïõò áêñáßïõò -ìïäßïõò ôåôñéììÝíïõò ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò D.3.25 êáé ôïý

ðïñßóìáôïò D.3.13. Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï áðïêôïýìå Ýíáí éóïìïñöéóìü (D.22).

Óôïí (D.23) êáôáëÞãïõìå ùò áêïëïýèùò:

Tor1 () ∼=
(D.22)

Tor1 ( tors()) ∼=
D.3.12

Tor1 (tors())

∼= Tor1 (tors() tors())
∼=

D.3.12
Tor1 (tors() tors())

üðïõ o ôñßôïò éóïìïñöéóìüò ðñïêýðôåé áðü ôïí (D.22) åöáñìïæüìåíïí ãéá ôïõò

-ìïäßïõò tors() êáé (óôç èÝóç ôùí êáé  áíôéóôïß·ùò). ¤
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D.3.27 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé  Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå ôá áêüëïõèá
åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ï óôåñåßôáé óôñÝøåùò.

(ii) Tor1 () ∼= {0} ãéá êÜèå -ìüäéï 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôo èåþñçìá D.3.25 êáé ôï ðüñéóìá D.3.14. ¤

D.3.28 Óçìåßùóç. (i) Áðü éóôïñéêÞ óêïðéÜ, ôï ðüñéóìáD.3.27 (ãéá = Z) Ýäùóå
ôï Ýíáõóìá ãéá ôçí åéóáãùãÞ ôïý üñïõ (êáé óõìâüëïõ) ‘‘Tor''.

(ii) Áîßæåé íá åðéóçìáíèåß üôé ç óõíåðáãùãÞ (ii)⇒(i) óôï ðüñéóìá D.3.27 éó·ýåé

êáé ãéá áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò  ðïõ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí Ð.Ê.É.

D.3.29 Óçìåßùóç. Ðáñáôçñþíôáò êáíåßò ðñïóåêôéêÜ ôïí ïñéóìü D.3.4 åßíáé åý-

ëïãï íá èÝóåé ôï åñþôçìá ôïý êáôÜ ðüóïí èá Þôáí äõíáôüí íá ïñéóèåß Ýíá åßäïò

-ïóôïý ãéíïìÝíïõ óôñÝøåùò -ìïäßùí êáé  ôáíýïíôáò Ýíáí ðñïâïëéêü êåñ-

ìáôéóìü (P• ) ôïý  åî áñéóôåñþí ìå ôï  :

Tor


 () := ( ⊗ P•) ∀ ∈ Z

Ðáñüôé ï ïñéóìüò áõôüò óôÝêåé (êáèüóïí åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß üôé ìÝ·ñéò éóï-
ìïñöéóìïý äåí åîáñôÜôáé áðü ôç óõãêåêñéìÝíç åðéëïãÞ ôïý (P• )), äåí ïäçãåß
óôç äçìéïõñãßá ìéáò Üëëçò ïíôüôçôáò, üðùò ðáñåìöáßíåôáé áðü ôï åîÞò:

D.3.30 Èåþñçìá. ÅÜí åßíáé ôõ·üíôåò -ìüäéïé, ôüôå

Tor () ∼= Tor


 () ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Âë., ð.·., Vermani [121], Theorem 621 óåë. 147-149 Þ Rotman [103],

Theorem 632 óåë. 355-356 ¤

D.3.31 Óçìåßùóç. Óôï ðëáßóéï áõôþí ôùí ðáñáäüóåùí åßíáé (·ñïíéêþò êáé ôå·-

íéêþò) áäýíáôç ç åíáó·üëçóÞ ìáò ìå ôïõò ðïëõðïßêéëïõò óõó·åôéóìïýò ôùí ãéíï-
ìÝíùí åðåêôÜóåùò êáé óôñÝøåùò. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ïé åíäéáöåñüìåíïé áíáãíþ-

óôåò ðáñïôñýíïíôáé íá áíáôñÝîïõí óå åéäéêÞ âéâëéïãñáößá. Áò ìáò åðéôñáðåß,

ùóôüóï, óôï óçìåßï áõôü ç ðáñÜèåóç åíüò èåùñÞìáôïò áõôïý ôïý åßäïõò.

D.3.32 Èåþñçìá. ¸óôù üôé ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò ìáò  åßíáé íáéôåñéáíüò. ÅÜí
 åßíáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò-ìüäéïò, ôõ·þí-ìüäéïò êáé  Ýíáò
åìâïëéêüò -ìüäéïò, ôüôå

Tor (Hom()) ∼= Hom(Ext

() ) ∀ ∈ Z

Áðïäåéîç. Âë. Rotman [103], 932 óåë. 555-556 ¤
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D.4 ÈÅÙÑÇÌÁ ÊÁÈÏËÉÊÙÍ ÓÕÍÔÅËÅÓÔÙÍ

¸óôù C• = ( )∈Z Ýíá áëõóùôü óýìðëïêï -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -

ìïäßùí êáé Ýóôù(C•) := (C•)(C•) ï -ïóôüò ìüäéïò ïìïëïãßáò ôïýC•
üðïõ (C•) := Ker() êáé (C•) := Im(+1)∀ ∈ Z (Âë. åä. B.2.2.)

D.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ôõ·þí -ìüäéïò. Èåùñïýìå ôï áëõóùôü óýìðëïêï

C• ⊗  := ( ⊗ ⊗ id )∈Z

(Âë. åä. D.3.1.) Ï -ïóôüò ìüäéïò ïìïëïãßáò

(C• ⊗ ) := (C• ⊗ )(C• ⊗ )

ôïý C• ⊗  êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, -ïóôüò ìüäéïò ïìïëïãßáò ôïý C• ìå ôïí
 ùò ìüäéï óõíôåëåóôþí Þ -ïóôüò ìüäéïò ïìïëïãßáò ôïý C• ìå óõíôåëåóôÝò
åéëçììÝíïõò áðü ôïí êáé óõìâïëßæåôáé ùò åîÞò:

(C•;) := (C• ⊗ )

D.4.2 Óçìåßùóç. ÅÜí óõìâïëßóïõìå ùò  := 
(C•)
(C•)

: (C•) −→ (C•) êáé

 := 
(C•⊗)
(C•⊗) : (C• ⊗ ) −→ (C•;)

ôïõò öõóéêïýò åðéìïñöéóìïýò êáé èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈ (C•) êáé
 ∈ ôüôå, ãéá êÜèå  ∈ (C•) ìå () =  Ý·ïõìå

(⊗ id)( ⊗ ) = ()⊗  = 0−1 ⊗  = 0C•⊗ ⇒  ⊗  ∈ (C• ⊗ )

ãéá êÜèå  ∈ Z ÅðéðñïóèÝôùò, ôï óôïé·åßï ( ⊗ ) ∈ (C•;) äåí åîáñ-
ôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôïý  (ïðüôå åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíï áðü ôá  êáé ).

ÐñÜãìáôé° åÜí èåùñÞóïõìå Ýíá 0 ∈ (C•) ìå (0) =  ôüôå

() = (
0)⇒  − 0 ∈ Ker() = (C•) = Im(+1)

⇒ [∃ ∈ +1 :  − 0 = +1()]

⇒  ⊗  − 0 ⊗  = (+1⊗ id )( ⊗ ) ∈ (C• ⊗ )

⇒ ( ⊗ ) = (
0 ⊗ )

D.4.3 ËÞììá. Çáðåéêüíéóç  : (C•)⊗ −→ (C•;) ç ïñéæüìåíç ìÝóù
ôïý ôýðïõ  ⊗  7−→ ( ⊗ ) üðïõ () =  åßíáé ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí.
ÌÜëéóôá, åÜí ï åßíáé éóüðåäïò, ôüôå ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò.



§ D.4 èåùñçìá êáèïëéêùí óõíôåëåóôùí 451

Áðïäåéîç. Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï

åä. D.4.2, êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç)  åßíáé ïìïìïñöéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå,

áðü åäþ êáé óôï åîÞò, üôé ï åßíáé éóüðåäïò. ÅÜí ùò

 : (C•) → (C•)  : (C•) → 

óõìâïëßóïõìå ôéò óõíÞèåéò åíèÝóåéò êáé ùò ̌ ôïí åðéìïñöéóìü ðïõ äçìéïõñãåßôáé

áðü ôïí  ýóôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôïõ åðß ôÞò åéêüíáò ôïõ, ôüôå

ðñïêýðôåé ôï åîÞò ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

ìå ôçí êåíôñéêÞ ãñáììÞ êáé ôéò óôÞëåò ôïõ áêñéâåßò. Ôáíýïíôáò åê äåîéþí ìå ôïí

 ëáìâÜíïõìå ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

Óýìöùíá ìå ôá èåùñÞìáôá C.5.8 êáé C.5.9 ïé óôÞëåò ôïõ åßíáé áêñéâåßò. Åðéðñï-
óèÝôùò, åðåéäÞ ï åßíáé éóüðåäïò, êáé ç êåíôñéêÞ ôïõ ãñáììÞ åßíáé áêñéâÞò. (Âë.
ðñüôáóç C.5.19.) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç B.1.4 õðÜñ·åé éóïìïñöéóìüò

 : (C•)⊗ 
∼=−→ Coker(⊗ id ) := (C•)⊗  Im(⊗ id )

êáèþò êáé éóïìïñöéóìüò (C•)⊗
∼=−→ Ker(⊗ id ) ìÝóù ôïý ïðïßïõ åðÜ-

ãåôáé éóïìïñöéóìüò

 : (C•)⊗  Im(+1⊗ id )
∼=−→ Ker(⊗ id ) Im(+1⊗ id )

óå åðßðåäï ðçëéêïìïäßùí. ÅîÜëëïõ, ëüãù ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý áíùôÝñù äéá-

ãñÜììáôïò Ý·ïõìå (⊗ id )(Im(⊗ id )) = Im(+1⊗ id ) Eî áõôïý Ýðå-
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ôáé üôé õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò  ðïõ óõìðëçñþíåé ôï êÜôùèé ìåôáèåôéêü äéÜ-

ãñáììá. (Âë. èåþñçìá A.4.10.)

Ï  =  ◦  ◦  åßíáé üíôùò éóïìïñöéóìüò (ùò óýíèåóç éóïìïñöéóìþí). ¤

D.4.4 Èåþñçìá. («Èåþñçìá êáèïëéêþí óõíôåëåóôþí ãéá ìïäßïõò ïìïëïãßáò»)

¸óôù C• = ( )∈Z Ýíá áëõóùôü óýìðëïêï -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí
-ìïäßùí, êáé Ýóôù Ýíáò -ìüäéïò.
(i) ÅÜí Tor1 ((C•)) ∼= {0} ∼= Tor1 ((C•)) ∀ ∈ Z ôüôå ãéá êÜèå
 ∈ Z õößóôáôáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí
-ìïäßùí

{0} −→ (C•)⊗ 
−→ (C•;)

−→ Tor1 (−1(C•)) −→ {0} (D.24)

(ii) ÅÜí, óõí ôïéò Üëëïéò, ï (C•) åßíáé ðñïâïëéêüò ãéá êÜèå  ∈ Z ôüôå ç (D.24)

åßíáé äéáóðþìåíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá.

Áðïäåéîç16. (i) Áðü ôç 2ç ìáêñÜ áêñéâÞ Tor-áêïëïõèßá ôçí åðáãïìÝíç ìÝóù

ôÞò âñá·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

{0} −→ (C•)

→ 

̌³ −1(C•) −→ {0} (D.25)

(âë. èåþñçìá D.3.10) ëáìâÜíïõìå ôç âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} −→ (C•)⊗ 
⊗ id−→  ⊗ 

̌⊗ id−→ −1(C•)⊗  −→ {0} (D.26)

êáèüóïí Tor1 (−1(C•)) ∼= {0} êáé ç ̌⊗ id åßíáé åðéìïñöéóìüò. (Âë. ôï

(ii) ôÞò ðñïôÜóåùò C.5.6). Åí óõíå·åßá èåùñïýìå ôá õðïóýìðëïêá

Z• := ((C•) |(C•))∈Z êáé B• := ((C•) |(C•))∈Z

16Óå áõôÞí èá äéáôçñçèïýí ïé óõìâïëéóìïß ïé åéóá·èÝíôåò óôá åäÜöéá D.4.1, D.4.2 êáé D.4.3.
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ôïýC• = ( )∈Z ÓçìåéùôÝïí üôé

|(C•) = 0 êáé |(C•) = 0 ∀ ∈ Z
(ÐñÜãìáôé° ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈ (C•) Ý·ïõìå () = 0−1  åíþ ãéá êÜèå

óôïé·åßï  ∈ (C•) õðÜñ·åé ∈ +1 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  = +1() ïðüôå

() = ( ◦ +1| {z }
=0

)() = 0−1 ) Ùò åê ôïýôïõ,

(Z•) ∼= (C•) êáé (B•) ∼= (C•) ∀ ∈ Z
Êáô' áíáëïãßáí, ãéá ôá õðïóýìðëïêá

Z• ⊗  := ((C•)⊗  |(C•)⊗ id| {z }
=0

)∈Z

êáé B• ⊗  := ((C•)⊗  |(C•)⊗ id| {z }
=0

)∈Z

ôïýC• ⊗  Ý·ïõìå(Z• ⊗ ) ∼= (C•)⊗  êáé

(B• ⊗ ) ∼= (C•)⊗  ∀ ∈ Z
Áðü ôçí (D.26) äçìéïõñãïýìå (ìå ôç âïÞèåéá ôùí áíùôÝñù ìçäåíéêþí óõíïñéáêþí

ôåëåóôþí) ìéá âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí :

0• −→ Z• ⊗ 
•⊗ id−→ C• ⊗ 

̌•⊗ id−→ B•−1 ⊗  −→ 0•

êáé èåùñïýìå ôçí áíôßóôïé·ç ìáêñÜ áêñéâÞ áêïëïõèßá ïìïëïãßáò ãéá áõôÞí:

ìå ôïí  ùò óõíäåôéêü ïìïìïñöéóìü. (Âë. èåþñçìá B.2.12.) Êáôüðéí ôïýôïõ, ðá-

ñáôçñïýìå üôé ç 2ç ìáêñÜ áêñéâÞ Tor-áêïëïõèßá ç åðáãïìÝíç ìÝóù ôÞò âñá·åßáò

áêñéâïýò áêïëïõèßáò

{0} −→ −1(C•)
−1
→ −1(C•)

−1³ −1(C•) −→ {0} (D.27)

äßäåé ôçí
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äéüôé (åî õðïèÝóåùò) Tor1 (−1(C•)) ∼= {0} Ôïðïèåôïýìå ôéò áíùôÝñù óôç

2ç êáé óôçí 3ç óôÞëç ôïý ìåãÜëïõ äéáãñÜììáôïò :

H ðñþôç óôÞëç áõôïý åßíáé ùóáýôùò áêñéâÞò âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò C.5.9 êáé ôÞò

(D.27) (õðïêáèéóôþíôáò óå áõôÞí ôïí − 1 ìå ôïí ).
Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç B.1.12 (ìå ôïõò ⊗ id êáé ⊗ id óôç èÝóç

ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí  0 êáé  áíôéóôïß·ùò) õðÜñ·åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò
(C•)⊗ −→ (C•;) ï ïðïßïò óõìðëçñþíåé ôï äéÜãñáììá ìåôáèåôéêþò.

Áõôüò ïöåßëåé íá éóïýôáé ìå ôïí  ôïí ïñéóèÝíôá óôï ëÞììáD.4.3 (êáèüóïí ï 
ðëçñïß ôçí åí ëüãù óõíèÞêç). Åðßóçò, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç B.1.10 (ìå ôïõò

̃1 êáé −1⊗ id óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí 0 êáé  áíôéóôïß·ùò) õðÜñ·åé
ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò

 : (C•;) −→ Tor1 (−1(C•))

ï ïðïßïò óõìðëçñþíåé ôï äéÜãñáììá ìåôáèåôéêþò. ÊáôÜ ôï «ëÞììá ôùí ôåóóÜ-

ñùí» B.1.6 (ii) (êáé áíôéóôïß·ùò, B.1.6 (i)) ï  (êáé áíôéóôïß·ùò, ï) åßíáé ìïíï-

ìïñöéóìüò (êáé áíôéóôïß·ùò, åðéìïñöéóìüò). Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß ç áêñßâåéá

ôÞò ó·çìáôéæïìÝíçò âñá·åßáò áêïëïõèßáò (ìÝóù ôùí äéáêåêïììÝíùí âåëþí) óôïí

ìåóáßï üñï (C•;) ÅðåéäÞ  = −1⊗ id ãéá êÜèå  ∈ Z äçìéïõñãïýíôáé
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âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò

Coker(+1)
 // (C•;)

 // Ker()

(C•)⊗ Im(+1) Im((̌⊗id ))

üðïõ ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ (C•)  ∈  ∈ (C•;)

((⊗ ) + Im(+1)) := (⊗ id)(⊗ ) = (⊗ ) + Im(+1⊗ id )

() := (̌⊗ id )()

Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôåé ôï áêüëïõèï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

Coker(+1)

©

 //

∼=
²²

(C•;)

©

 // Ker()

∼=
²²

(C•)⊗ 
 // (C•;)

 // Tor1 (−1(C•))

üðïõ ïé ðëåõñéêïß éóïìïñöéóìïß åîÜãïíôáé áðü ôçí ðñüôáóç B.1.4. ÅðåéäÞ ç Üíù

ãñáììÞ ôïõ åßíáé áêñéâÞò, êáé ç êÜôù ôïõ ãñáììÞ ïöåßëåé íá åßíáé áêñéâÞò.

(ii) ÅðåéäÞ ï(C•) åßíáé åî õðïèÝóåùòðñïâïëéêüò, ôï èåþñçìáC.2.7 ìáò ðëçñï-

öïñåß üôé ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá (D.25) äéáóðÜôáé óôïí üñï  Áò õðï-

èÝóïõìå üôé  :  −→ (C•) åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí ï ïðïßïò

áðïôåëåß áñéóôåñü áíôßóôñïöï ôïý  (Âë. èåþñçìá B.1.28.) ÊÜíïíôáò ·ñÞóç

ôùí óõíèÝóåùí  ◦  :  −→ (C•)  ∈ Z êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí áëõóùôü

ìåôáó·çìáôéóìü17

( ◦ )•⊗ id : C• ⊗  −→ •(C•)⊗ 

ìÝóù ôïý ïðïßïõ åðÜãïíôáé ïìïìïñöéóìïß -ìïäßùí

 : (C•;) −→ (C•)⊗ 

ìå ôýðï ïñéóìïý ôïõò ôïí

(⊗ ) + Im(+1⊗ id ) 7−→


(())⊗  = (() + Im(+1))⊗ 

Ãéá êÜèå  ∈ Ker() =: (C•) êáé  ∈ Ý·ïõìå

( ◦ ) ((+(C•))⊗ ) = ((⊗ ) + Im(+1⊗ id ))

= (() +(C•))⊗  =
∈(C•)

(+(C•))⊗ 

17ÓçìåéùôÝïí üôé ï óõíïñéáêüò ôåëåóôÞò ôïý•(C•)⊗  åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò.
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Ôïýôï óçìáßíåé üôé  ◦  = id(C•)⊗ êáé üôé ç (D.24) äéáóðÜôáé óôïí üñï

(C•;) (åê íÝïõ ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò B.1.28). ¤

Ìåðáñüìïéï ôñüðï (áëëÜ ìåôáâáßíïíôáò áðü ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï êáôÜëëçëùí
áëõóùôþí óõìðëüêùí ìå ôï  óôï óýìðëïêï ïìïìïñöéóìþí áðü áõôÜ óôï )

áðïäåéêíýåôáé ôï áêüëïõèï:

D.4.5 Èåþñçìá. («Èåþñçìá êáèïëéêþí óõíôåëåóôþí ãéá ìïäßïõò óõíïìïëïãßáò»)
¸óôù C• = ( )∈Z Ýíá áëõóùôü óýìðëïêï -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí
-ìïäßùí, êáé Ýóôù Ýíáò -ìüäéïò.
(i) ÅÜí Ext1((C•)) ∼= {0} ∼= Ext1((C•)) ∀ ∈ Z ôüôå ãéá êÜèå  ∈ Z
õößóôáôáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí

{0} −→ Ext1(−1(C•)) −→ (Hom(C•)) −→ Hom((C•)) −→ {0} (D.28)

(ii) ÅÜí, óõí ôïéò Üëëïéò, ï  åßíáé ðñïâïëéêüò ãéá êÜèå  ∈ Z êáé êÜèå éäåþäåò
ôïý äáêôõëßïõ áíáöïñÜò  åßíáé ðñïâïëéêüò õðïìüäéüò ôïõ, ôüôå ç (D.28) åßíáé
äéáóðþìåíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá.

Áðïäåéîç. Âë. Vermani [121], Theorem 921 óåë. 206-209 ¤

D.4.6 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíá óþìá. ÅÜí V• = ( )∈Z åßíáé Ýíá áëõóùôü óý-
ìðëïêï -äéáíõóìáôéêþí ·þñùí êáé ôõ·þí -äéáíõóìáôéêüò ·þñïò, ôüôå ãéá
êÜèå  ∈ Z Ý·ïõìå

(V•; ) ∼= (V•)⊗  êáé (Hom(V• )) ∼= Hom((V•) )

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá èåùñÞìáôá D.4.4 êáé D.4.5, äéüôé óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç ôá ðñþôá ãéíüìåíá óôñÝøåùò êáé åðåêôÜóåùò (ôá åìöáíéæüìåíá óôéò

(D.24) êáé (D.28)) åßíáé ðñïäÞëùò ôåôñéììÝíá. ¤

D.5 ÈÅÙÑÇÌÁ ÔÏÕ KÜNNETH

Ôï ðáñÜñôçìá áõôü èá êëåßóåé ìå ôç äéáôýðùóç êáé ôçí áðüäåéîç ôÞò áëãåâñéêÞò
åêäï·Þò ôïý ëåãïìÝíïõ èåùñÞìáôïò ôïýKünneth ðïõ áöïñÜ óôïí ôñüðï õðïëïãé-

óìïý ôùí ìïäßùí ïìïëïãßáò ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ äõï áëõóùôþí óõìðëüêùí
(êáé ìðïñåß íá éäùèåß ùò ãåíßêåõóç ôïý èåùñÞìáôïò D.4.4). Áò õðïèÝóïõìå üôé

ôá C• = ( )∈Z êáé C0• = (0 0)∈Z åßíáé äõï äïèÝíôá áëõóùôÜ óýìðëïêá.

ÈÝôïõìå, ùò óõíÞèùò,(
(C•) := Ker() (C•) := Im(+1) (C•) := (C•)(C•)

(C
0
•) := Ker(0) (C

0
•) := Im(

0
+1) (C

0
•) := (C

0
•)(C

0
•)

)
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D.5.1 Ïñéóìüò. ÈÝôïíôáò ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ Z× Z

 :=  ⊗ 0  := id⊗ 0  := ⊗ id0



ïñßæïõìå ùò ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùíC• êáéC0• ôï áëõóùôü óýìðëïêï

D̃• := (̃ ̃)∈Z üðïõ ̃ :=
L

+= êáé

̃ : ̃ −→ ̃−1 ̃ :=

Ã L
+=



!
+

Ã L
+=

(−1)
!


ÓõãêåêñéìÝíá, ç åéêüíá êÜèå áðïóõíôéèÝìåíïõ ôáíõóôÞ  ⊗  ôïý  ( ∈ 

 ∈  0 êáé +  = ) ìÝóù ôïý ̃ åßíáé ç18

̃(⊗ ) := ⊗ 0() + (−1)()⊗ 

Ôï D̃• Ý·åé ôïõò

(D̃•) := Ker(̃) (D̃•) := Im(̃+1) (D̃•) := (D̃•)(D̃•)

ùò-ïóôü-ìüäéï êõêëçìÜôùí, -ïóôü-ìüäéï óõíüñùí êáé-ïóôü-ìüäéï ïìï-

ëïãßáò, áíôéóôïß·ùò.

D.5.2 Óçìåßùóç. (i) Óôïí ïñéóìü ôïý ̃ åêëáìâÜíïõìå ôïí  (êáé áíôéóôïß·ùò,

ôïí ) ùò ïìïìïñöéóìü áðü ôïí óôïí−1 (êáé áíôéóôïß·ùò, áðü ôïí

óôïí −1) êáé êáôüðéí åíôüò ôïý ̃−1 Åðßóçò, ôáõôßæïíôáò êÜèå  ìå ôçí

åéêüíá ôïõ åíôüò ôïý ̃+ õðïèÝôïõìå üôé  ⊆ ̃+

(ii) ÅÜí 
∼= {0} ãéá êÜèå   0 êáé 0 ∼= {0} ãéá êÜèå   0 ôüôå ãéá êÜèå

 ≥ 0 ï -ìüäéïò ̃ :=
L

+= Ý·åé ôï ðïëý  + 1 ìç ôåôñéììÝíïõò åõèåßò

ðñïóèåôÝïõò.

18Ãéá êÜèå áðïóõíôéèÝìåíï ôáíõóôÞ ⊗  ôïý ( ∈   ∈ 0
 +  = + 1) Ý·ïõìå

(̃ ◦ ̃+1)(⊗ ) = ̃(̃+1(⊗ ))

= ̃(⊗ 0() + (−1)()⊗ ) = ̃(⊗ 0()) + (−1) ̃(()⊗ )

= ⊗ (0−1 ◦ 0| {z }
=0

)() + (−1)−1(()⊗ 0())

+(−1)(()⊗ 0()) + (−1)2(−1 ◦ | {z }
=0

)()⊗  = 0̃−1 

äéüôé + ( − 1) =  = (− 1) +  (!)
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D.5.3 ËÞììá. Ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ Z× Z ïñßæåôáé o ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí
 : (C•)× (C

0•) −→ +(D̃•)

( ) 7−→ ⊗  ++(D̃•)

êáé õößóôáíôáé ìïíáäéêïß ïìïìïñöéóìïß ̂ êáé ̃ ðïõ êáèéóôïýí ôï äéÜãñáììá

(C•)× (C
0•)


(C•)×(C0•)
(C•)×(C0•)

²²

 // +(D̃•)

(C•)× (C
0•)(C•)×(C

0•)

̂

66

 ∼=
²²

((C•)(C•))× ((C0•)(C
0
•))

(C•)×(C
0•)

̃

CC

ìåôáèåôéêü. Åí ðñïêåéìÝíù, o  åßíáé ï éóïìïñöéóìüò 19

(C•)× (C
0
•)(C•)×(C

0
•)

∼=−→


((C•)(C•))× ((C0
•)(C

0
•))

( ) + ((C•)×(C
0
•)) 7−→ (+(C•)  +(C

0
•))

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üòðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïéïíäÞðïôå áðïóõíôéèÝìåíï ôáíõóôÞ

⊗  ∈ (C•)⊗ (C
0•) éó·ýåé

̃+(⊗ ) = ⊗ 0()| {z }
=00

−1

+(−1) ()| {z }
=0−1

⊗ = 0̃+−1 

ïðüôå  ⊗  ∈ +(D̃•) êáé ç åéêüíá ôÞò áðåéêïíßóåùò  üíôùò åìðåñéÝ·åôáé

óôïí ìüäéï ïìïëïãßáò +(D̃•) ÌÜëéóôá, åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé áõôÞ

áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí. ÅðéðñïóèÝôùò,

(C•)×(C
0
•) ⊆ Ker() (D.29)

(ÐñÜãìáôé° åÜí ( ) ∈ (C•)×(C
0•) ôüôå õðÜñ·åé  ∈ +1 ìå  = +1()

êáé  ∈ (C
0
•) êáèþò (C

0
•) ⊆ (C

0
•) Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

 ⊗  = ̃++1((−1)⊗ ) ∈ +(D̃•) üðïõ ⊗  ∈ +1 ⊆ ̃++1

äéüôé +1(⊗ ) = 0+1−1 êáé +1(⊗ ) =  ⊗  ïðüôå

( ) = 0+(D̃•) = +(D̃•)

19Âë. ôïí ðñþôïí åê ôùí éóïìïñöéóìþí ôÞò ðñïôÜóåùò A.5.24.
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êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò.)

Ëüãù ôïý åãêëåéóìïý (D.29) ç êáèïëéêÞ éäéüôçôá A.4.6 ôùí ðçëéêïìïäßùí åããõÜ-

ôáé ôçí ýðÜñîç åíüò êáé ìüíïí ïìïìïñöéóìïý ̂ ðïõ êëåßíåé ôï ó·åôéêü äéÜ-

ãñáììá ìåôáèåôéêþò:

̂ : (C•)× (C
0•)(C•)×(C

0•) −→ +(D̃•)

( ) +(C•)×(C
0•) 7−→ ( )

Åí óõíå·åßá, áñêåß íá èÝóïõìå ̃ := ̂◦ −1  ¤

D.5.4 Ïñéóìüò. ÅðåéäÞ ç áíùôÝñù êáôáóêåõáóèåßóá áðåéêüíéóç

̃ : (C•)×(C
0
•) −→ +(D̃•)

(+(C•)  +(C
0
•)) 7−→ ⊗  ++(D̃•)

( ∈ (C•)  ∈ (C
0•)) åßíáé (åêôüò áðü ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí) êáé -

äéãñáììéêÞ, õößóôáôáé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò  ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

(C•)×(C
0•)

̃

²²

ôáíõóôéêü

ãéíüìåíï
// (C•)⊗ (C

0•)



wwo o
o o

o o
o o

o o
o o

o

+(D̃•)

ìåôáèåôéêü. (Âë. åä. C.3.6.) Ùò ïìïìïñöéóìü ôïý Künneth ãéá ôï D̃• ïñßæïõìå
ôïí

Ψ :=
L

+=

 :
L

+=

((C•)⊗ (C
0
•)) −→ (D̃•)

L
+=

(( +(C•))⊗ ( +(C
0
•)))

Ψ7−→
Ã P
+=

 ⊗ 

!
+(D̃•)

üðïõ  ∈ (C•) êáé  ∈ (C
0•).

D.5.5 ËÞììá. ÅÜí ãéá êÜèå  ∈ Z ï 0 åßíáé éóüðåäïò -ìüäéïò êáé 0 = 0 ôüôå ï
ïìïìïñöéóìüò Ψ ôïý Künneth åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈ Z

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò,

[0 = 0 ∀ ∈ Z]⇒ [ = 0 ∀( ) ∈ Z× Z]⇒ ̃ =
L

+=
(−1)
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Eî áõôïý Ýðåôáé üôé

(D̃•) ∼=
L

+=
((C•)⊗ 0) êáé (D̃•) ∼=

L
+=

((C•)⊗ 0) (D.30)

(Âë. (A.15) êáé (A.16).) ÅðåéäÞ ï 0 åßíáé åî õðïèÝóåùò éóüðåäïò, ìÝóù ôÞò âñá-

·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

{0} −→ (C•)

→ (C•)

³ (C•) −→ {0}

(üðïõ  ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé  := 
(C•)
(C•)

) åðÜãåôáé (êáôÜ ôï èåþñçìá D.3.10

êáé ôï ðüñéóìá D.3.13) ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

(C•)⊗ 0
⊗id0 // (C•)⊗  0

⊗id0 // (C•)⊗ 0

²²
{0}

OO

{0}

êáé, ùò åê ôïýôïõ, ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

L
+=

((C•)⊗ 0
)

L
+=

(⊗id0
)

// L
+=

((C•)⊗ 0
)

L
+=

(⊗id0
)

// L
+=

((C•)⊗ 0
)

²²
{0}

OO

{0}

(Âë. ðñüôáóçB.1.5.) Åöáñìüæïíôáò ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò B.1.4 ãéá ôçí ôåëåõôáßá

âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá ëáìâÜíïõìå⎡⎢⎢⎢⎢⎣
(D̃•) := (D̃•)(D̃•)

∼=
(D.30)

(
L

+=
((C•)⊗ 0))(

L
+=

((C•)⊗  0))

= Coker(
L

+=
(⊗ id0


)) ∼= L

+=
((C•)⊗ 0)

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (D.31)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

[0 = 0 ∀ ∈ Z]⇒ [(C
0
•) ∼=  0 ∀ ∈ Z] (D.32)

Åê ôùí (D.31) êáé (D.32) óõíÜãåôáé üôé ï ïìïìïñöéóìüò Ψ ôïý Künneth åßíáé

ðñÜãìáôé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈ Z ¤

D.5.6 Èåþñçìá. (ÃåíéêåõìÝíï èåþñçìá ôïý Künneth)

ÅÜí ïé (C0•) (C
0•) åßíáé éóüðåäïé ãéá êÜèå  ∈ Z ôüôå õðÜñ·åé åðéìïñöéóìüò

Φ : (D̃•) −→
L

+=−1
Tor1 ((C•)(C

0
•)) 
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ôÝôïéïò þóôå ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} // L
+=

((C•)⊗ (C
0•))

Ψ // (D̃•) = <B C
F Φ

³ºÄ́ÄÄ
ÄÄ
ÄÄ

// L
+=−1

Tor1 ((C•)(C
0•))

// {0}

íá åßíáé áêñéâÞò ãéá êÜèå  ∈ Z
Áðïäåéîç. Èåùñþíôáò ôÞ âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} −→ (C
0
•)


→ 0

̌0³ −1(C0•) −→ {0}

(üðïõ  ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé ̌0 ï åðéìïñöéóìüò ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôïí 0
ýóôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôïõ åðß ôÞò åéêüíáò ôïõ) êáé ôçí ìÝóù

áõôÞò åðáãïìÝíç 1ç ìáêñÜ áêñéâÞ Tor-áêïëïõèßá (ôïý èåùñÞìáôïò D.3.9) êáôá-

ëÞãïõìå óôç âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} //  ⊗ (C
0•)

id⊗ //  ⊗ 0 = <B C
F id⊗̌0

³ºÄ́ÄÄ
ÄÄ

//  ⊗ −1(C0•) // {0}

(D.33)

ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ Z×Z êáèüóïí Tor1 ( −1(C0•)) ∼= {0}. (Ï−1(C0•)
åßíáé åî õðïèÝóåùò éóüðåäïò. Âë. ðüñéóìá D.3.13.) Åí óõíå·åßá èåùñïýìå ôá

õðïóýìðëïêá

Z0• := ((C
0
•) 

0


¯̄
(C0•)

)∈Z êáé B0• := ((C
0
•) 

0


¯̄
(C0•)

)∈Z

ôïýC0• = ( 0 0)∈Z ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå  ∈ Z
[0
¯̄
(C0•)

= 0 êáé 0
¯̄
(C0•)

= 0]⇒ [(Z
0
•) = (C

0
•) êáé(B

0
•) = (C

0
•)]

¸óôù D̃0• := (̃0
 ̃

0
)∈Z ìå

̃0
 :=

L
+=

( ⊗ (C
0
•)) êáé ̃0 :=

L
+=

(−1)⊗ id(C0•)

ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí áëõóùôþí óõìðëüêùí C• = ( )∈Z êáé Z0• êáé
Ýóôù D̃• := (̃

 ̃

)∈Z ìå

̃
 :=

L
+=

( ⊗ 
 (C

0
•)) êáé ̃ :=

L
+=

(−1)⊗ id
 (C

0•)



462 ext êáé tor

ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí áëõóùôþí óõìðëüêùí C• êáé B• := B0•−1 ÊÜíï-

íôáò ·ñÞóç ôÞò ðñïôÜóåùò B.1.5 (ãéá ôç ìåôÜâáóÞ ìáò óôá åõèÝá áèñïßóìáôáL
+= ) äçìéïõñãïýìå ìÝóù ôÞò (D.33) ìéá âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá áëõ-

óùôþí óõìðëüêùí :

{0} −→ D̃0
•
(id⊗)•−→ D̃•

(id⊗̌0)•−→ D̃
• −→ {0} (D.34)

üðïõ (id ⊗)• :=
L

+=•(id⊗) êáé (id ⊗̌0)• :=
L

+=•(id⊗̌0). ¸óôù

· · · +1 // (D̃
0•)

((id⊗)•) // (D̃•)
((id⊗̌0)•) // (D̃

•) = <B C
F 

³ºÄ́ÄÄ
ÄÄ

// −1(D̃0•)
−1((id⊗)•) // −1(D̃•)

−1((id⊗̌0)•) // · · ·
(D.35)

ç ìáêñÜ áêñéâÞò áêïëïõèßá ïìïëïãßáò ôÞò (D.34). (Âë. èåþñçìá B.2.12.) Áðü
ôçí (D.35) óõíÜãåôáé ç ýðáñîç âñá·Ýùí áêñéâþí áêïëïõèéþí

{0} // Coker(+1)
 // (D̃•)

 // Ker() // {0}

(D̃
0
•)Im(+1)

(D.36)

üðïõ ãéá êÜèå  ∈ (D̃
0•) êáé êÜèå  ∈ (D̃•)

(+ Im(+1)) := ((id⊗)•)() () := ((id⊗̌0)•)()
H 1ç ìáêñÜ áêñéâÞ Tor-áêïëïõèßá (ôïý èåùñÞìáôïò D.3.9) ðïõ åðÜãåôáé ìÝóù
ôÞò âñá·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

{0} // (C
0
•)

0 // (C0
•)

0 // (C
0
•) // {0}


+1(C

0
•)

(üðïõ 0 ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé 0 := 
(C

0
•)

(C0•)
) äßäåé

{0} // Tor1
¡
(C•)(C

0
•)
¢ 1 // (C•)⊗ 

+1(C
0
•) = <B C

F id(C•)⊗
0


³ºÄ́ÄÄ
Ä

// (C•)⊗ (C
0
•)

id(C•)⊗
0
 // (C•)⊗ (C

0
•) // {0}

(D.37)
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êáèüóïí Tor1 ((C•) (C0•)) ∼= {0}. (Ï (C
0•) åßíáé åî õðïèÝóåùò éóüðåäïò.

Âë. ðüñéóìá D.3.13.) ÅðåéäÞ áìöüôåñïé ïé (C
0
•) êáé (C

0
•) åßíáé éóüðåäïé,

ëáìâÜíïõìå êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý ëÞììáôïò D.5.5 ãéá ôá D̃• êáé D̃0• (áíôß ôïý
D̃•) ôï åîÞò äéÜãñáììá:L

+=

((C•)⊗ (C
0
•))

L
+=

((C•)⊗ (C
0
•))

L
+=

¡
(C•)⊗ 

+1(C
0
•)
¢

∼=
²²

L
+=

((C•)⊗ (C
0
•))

∼=
²²

(D̃

•)

+1 // (D̃
0
•)

(D.38)

üðïõ ôá ‘‘∼='' óõìâïëßæïõí ôïõò éóïìïñöéóìïýò ôïý Künneth ãéá ôá D̃• êáé D̃0•
áíôéóôïß·ùò. ÊÜíïíôáò åê íÝïõ ·ñÞóç ôÞò ðñïôÜóåùò B.1.5 (ãéá ôç ìåôÜâáóÞ ìáò

óôá åõèÝá áèñïßóìáôá
L

+=  óå êáèÝíáí åê ôùí üñùí ôÞò (D.37)) êáé ëáìâÜ-

íïíôáò õð' üøéí ôïõò éóïìïñöéóìïýò ôïý (D.38) ïäçãïýìåèá óôç âñá·åßá áêñéâÞ

áêïëïõèßá

Ç ðñüôáóç B.1.4 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç éóïìïñöéóìþí

+1 :
L

+=
Tor1 ((C•)(C

0
•))

∼=−→ Ker(+1)

êáé

+1 : Coker(+1)
∼=−→ L

+=
((C•)⊗ (C

0
•)) 

Åßíáé åýêïëá äéáðéóôþóéìï üôé Ψ =  ◦ −1+1 ÈÝôïíôáò Φ := −1 ◦  êáôá-

ëÞãïõìå (ìÝóù ôÞò (D.36)) óôçí åðéèõìçôÞ âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá. ¤

D.5.7 Ðüñéóìá. ÅÜí ïé (C0•) êáé (C
0
•) åßíáé ðñïâïëéêïß ãéá êÜèå  ∈ Z ôüôå

ï ïìïìïñöéóìüò Ψ ôïý Künneth åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈ Z
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï(C

0
•) åßíáé ðñïâïëéêüò, ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} −→ (C
0
•)

0
→ (C

0
•)

0³ (C
0
•) −→ {0}
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(üðïõ 0 ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé 0 := 
(C

0
•)

(C0•)
) åßíáé äéáóðþìåíç. (Âë. èåþñçìá

C.2.7.) Ôïýôï óçìáßíåé üôé

(C
0
•)⊕(C

0
•) ∼= (C

0
•)

(Âë. èåþñçìá B.1.28.) ÅðåéäÞ ï (C
0•) åßíáé ðñïâïëéêüò, ï (C

0•) åßíáé ùóáý-
ôùò ðñïâïëéêüò. (Âë. ðñüôáóç C.2.6.) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá C.5.25 áìöüôåñïé

ïé (C
0•) êáé(C

0•) åßíáé éóüðåäïé, ïðüôå õðÜñ·åé ç äõíáôüôçôá åöáñìïãÞò ôïý

ãåíéêåõìÝíïõ èåùñÞìáôïò ôïýKünneth. Áñêåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé êáèÝíáò åê

ôùí åõèÝùí ðñïóèåôÝùí Tor1 ((C•)(C
0•)) (ìå  +  =  − 1) åßíáé ôåôñéì-

ìÝíïò, êáèþò ï(C
0
•) (ùò ðñïâïëéêüò) åßíáé éóüðåäïò. (Âë. èåþñçìá C.5.25 êáé

ðüñéóìá D.3.13). ¤

D.5.8 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé Ýíá óþìá êáé ôá C• êáé C0• áëõóùôÜ óýìðëïêá -
äéáíõóìáôéêþí ·þñùí, ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò Ψ ôïý Künneth åßíáé éóïìïñöéóìüò
ãéá êÜèå  ∈ Z

D.5.9 Èåþñçìá. (ÊëáóéêÞ åêäï·Þ ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Künneth)

ÅÜí ôáC• êáéC0• åßíáé åëåýèåñá áëõóùôÜ óýìðëïêá (âë. åäÜöéï B.4.18) êáé ï äá-
êôýëéïò áíáöïñÜò ìéá Ð.Ê.É., ôüôå ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôïý èåùñÞìáôïò
D.5.6 åßíáé äéáóðþìåíç, ïðüôå ãéá êÜèå  ∈ Z Ý·ïõìå

(D̃•) ∼=
Ã L
+=

¡
(C•)⊗ (C

0
•)
¢! ⊕ Ã L

+=−1
Tor1

¡
(C•)(C

0
•)
¢!


Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï0 åßíáé åî õðïèÝóåùò åëåýèåñïò-ìüäéïò êáé ï ìéáÐ.Ê.É.,

ïé õðïìüäéïé (C
0•) ⊆ (C

0•) ⊆  0 åßíáé ùóáýôùò åëåýèåñïé êáé, ùò åê ôïýôïõ,

éóüðåäïé. (Âë. èåþñçìá A.6.47, ðñüôáóç C.2.4 êáé èåþñçìá C.5.25.) ¢ñá ôï

èåþñçìá D.5.6 åßíáé Üìåóá åöáñìüóéìï. Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé ç åí ëüãù

âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá åßíáé äéáóðþìåíç. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôéò âñá·åßåò

áêñéâåßò áêïëïõèßåò

{0} −→ (C•)

→ 

̌³ −1(C•) −→ {0} (D.39)

Ùò õðïìüäéïò ôïý åëåýèåñïõ -ìïäßïõ −1 (ìå ôïí  Ð.Ê.É.) o −1(C•) åßíáé
åëåýèåñïò. (Âë. èåþñçìáA.6.47.) ¢ñá ïé (D.39) åßíáé äéáóðþìåíåò. (Âë. ðüñéóìá

B.1.30.) ÅðéðñïóèÝôùò,

∃ ∈ Hom( (C•)) :  ◦  = id(C•)

(Bë. èåþñçìá B.1.28.) ÅÜí  := 
(C•)
(C•)

: (C•) −→ (C•) åßíáé ï öõóéêüò

åðéìïñöéóìüò, ôüôå ðñïêýðôåé ï ïìïìïñöéóìüò

 :=  ◦  :  −→ (C•) ìå |(C•)
=  ◦  = 
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Êáô' áíáëïãßáí ó·çìáôßæåôáé êáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò

0 : 
0
 −→ (C

0
•) ìå 0

¯̄
(C0•)

= 0

ÅÜí èåùñçèåß ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï

⊗0 :  ⊗ 0 −→ (C•)⊗ (C
0
•)

êáé ôï åõèý Üèñïéóìá

Θ :=
L

+=
⊗0 :

L
+=

¡
 ⊗  0

¢ −→ L
+=

((C•)⊗ (C
0
•))

êáé ëçöèåß õð' üøéí üôé (C•) ⊆ Ker() (C
0
•) ⊆ Ker(0) ôüôå

 ⊗ (C
0
•) ⊆ Ker(⊗0) (C•)⊗  0 ⊆ Ker(⊗0)

ïðüôå ãéá ôõ·üí óôïé·åßï ôïý ̃+1 Ý·ïõìå
20

̃+1

Ã L
+=+1

ÃP

 ⊗ 0

!!

=
L

+=

ÃP


¡
+1 ⊗ 0+1(

0
+1) + (−1)+1(+1)⊗ 0+1

¢!
| {z }

∈
L

+=
(⊗(C0•)+(C•)⊗0

)



ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

(D̃•) ⊆
L

+=

¡
 ⊗ (C

0
•) +(C•)⊗ 0

¢
⊆ L

+=
Ker(⊗0) = Ker(Θ)

Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç A.4.6 õðÜñ·åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò Θ̂ ï ïðïßïò

êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

(D̃•)

(D̃•)
(D̃•)

zzvvv
vvv
vvv
v

Θ|(D̃•)
((RRR

RRRR
RRRR

RR

ª

(D̃•)
Θ̂

//_________
L

+=
((C•)⊗ (C

0•))

20Åí ðñïêåéìÝíù, ôï⊗(C
0
•) ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò õðïìüäéïò ôïý⊗0

 êáèüôé ï åßíáé éóüðåäïò,

ïðüôå ìÝóù ôÞò åíèÝóåùò (C
0
•) → 0

 åðÜãåôáé ìéá Ýíèåóç  ⊗ (C
0
•) →  ⊗ 0

 Êáô' áíáëïãßáí,

ôï(C•)⊗ 0
 ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò õðïìüäéïò ôïý ⊗ 0


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ìåôáèåôéêü. ÅðåéäÞ |(C•) =  0
¯̄
(C0•)

= 0 êáé

[ ∈ (C•) êáé 0 ∈ (C
0
•)]⇒ ⊗ 0 ∈ +(D̃•)

Ý·ïõìå Θ =
L

+=
(⊗0)¸óôù ôõ·üí

 =
P

+=
(
P

 ⊗ 0) ∈ (D̃•) ⊆ ̃

Ðñïöáíþò,

Ψ

³
Θ̂(+(D̃•))

´
= Ψ (Θ()) = Ψ(

L
+=

(⊗0)())

= Ψ

ÃP

( +(C•))⊗ (0 +(C

0•))

!
=
P

Ψ
¡
( +(C•))⊗ (0 +(C

0•))
¢
= +(D̃•)

¢ñáΨ◦ Θ̂ = id(D̃•)áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ç áñ·éêÞ âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

åßíáé üíôùò äéáóðþìåíç. (Âë. èåþñçìá B.1.28.) ¤

Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé ôï áêüëïõèï:

D.5.10 Èåþñçìá. (ÄõúêÞ åêäï·Þ ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Künneth)

¸óôù üôé C• = ( )∈Z êáé C0• = (
0
 

0
)∈Z åßíáé äõï áëõóùôÜ óýìðëïêá -

ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí.
(i) ÅÜí ïé  êáé p(C•) åßíáé ðñïâïëéêïß ãéá êÜèå  ∈ Z ôüôå ãéá êÜèå  ≥ 0
õößóôáôáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí

{0} // Q
−=−1

Ext1((C•)−(C0
•)

// (Hom(C•C0
•)) = <B C

F
³ºÄ́ÄÄ
ÄÄÄ

// Q
−=

Hom((C•) −(C0
•))

// {0}

(ii)ÅÜí, óõí ôïéò Üëëïéò, êÜèå éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ áíáöïñÜò åßíáé ðñïâïëéêüò
õðïìüäéüò ôïõ, ôüôå ç áíùôÝñù âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá åßíáé äéáóðþìåíç ãéá
êÜèå  ≥ 0
Áðïäåéîç. Âë. Rotman [103], Theorem 1085 óåë. 682 ¤


