
ÐáñÜñôçìá F

Êáôçãïñßåò êáé óõíáñôçôÝò

Ôï ôåëåõôáßï ðáñÜñôçìá ðåñéëáìâÜíåé êÜðïéåò èåìåëéþäåéò Ýííïéåò áðü ôç Èåù-
ñßá Êáôçãïñéþí 1, ïé ïðïßåò èá áðïâïýí éäéáßôåñá ·ñÞóéìåò ãéá ôç óõóôçìáôéêü-

ôåñç ðáñïõóßáóç ôüóïí ïñéóìÝíùí åê ôùí ðñïçãçèÝíôùí åííïéþí (ðïõ ·áñáêôç-

ñßæïõí åéäéêïýò -ìïäßïõò) üóïí êáé ðïéêßëùí óõíáñôçôþíðïõ åßíáé áðáñáßôçôïé

ãéá ôá êåöÜëáéá 2 Ýùò 7

F.1 ÊÁÔÇÃÏÑÉÅÓ

F.1.1 Ïñéóìüò. Ìéá êáôçãïñßá C óõíßóôáôáé áðü ìéá êëÜóç2 áíôéêåéìÝíùíOb(C)
êáé ìéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí MorC() ãéá ïéáäÞðïôå áíôéêåßìåíá  ∈Ob(C)
(ôá óôïé·åßá ôùí ïðïßùí êáëïýíôáé ìïñöéóìïß áðü ôï  óôï ) ìå

MorC() ∩MorC(0 0) = ∅ üôáí  6= 0 Þ  6= 0

êáèþò êáé áðü ìéá ðñÜîç (ïñéæüìåíç ãéá ïéáäÞðïôå ôñéÜäá áíôéêåéìÝíùí)

MorC()×MorC() −→MorC() ( ) 7−→  ◦ 
(ðïõ êáëåßôáé óýíèåóç ôùí  êáé ) ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) Ç ‘‘◦'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, äçëáäÞ ( ◦ ) ◦  =  ◦ ( ◦ ) 
(ii) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíï ∈Ob(C) õðÜñ·åé Ýíáò (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò) ìïñ-
öéóìüò id ∈MorC() ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

 ◦ id =  id ◦  =  ∀ ∈MorC() ∀ ∈MorC()
1Ïé áíáãíþóôåò ðïõ åíäéáöÝñïíôáé ãéá ëåðôïìåñÞ ìåëÝôç ôÞò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí ìðïñïýí íá áíáôñÝîïõí óå

åéäéêÜ óõããñÜììáôá, üðùò, ð.·., óå áõôÜ ôùí Mac Lane [68] êáé Schubert [109].
2«ÊëÜóç» õðü ôçí Ýííïéá ôÞò ÁîéùìáôéêÞò Óõíïëïèåùñßáò ôùí J. von Neumann (1925-27), P. Bernays (1937-54)
êáé K. Gdel (1940). Ðñâë. [53], óåë. 237-242.
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¸íáò  ∈ MorC() êáëåßôáé C-éóïìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé  ∈ MorC()
ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýïõí ïé éóüôçôåò  ◦  = id êáé  ◦  = id ÄïèÝíôïò åíüò

C-éóïìïñöéóìïý  ∈ MorC() Ýíáò ôÝôïéïò ìïñöéóìüò  åßíáé êáô' áíÜãêçí

ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò (ùò ðñïò ôï íá ðëçñïß ôéò áíùôÝñù éóüôçôåò) êáé áö'

åáõôïý C-éóïìïñöéóìüò, óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò −1 êáé êáëåßôáé áíôßóôñïöïò
ôïý 

F.1.2 Óçìåßùóç. ¸óôù C ìéá êáôçãïñßá. ¸íá ∈Ob(C) êáëåßôáé ìçäåíéêü áíôé-
êåßìåíï ôÞò C üôáí áìöüôåñá ôá MorC() êáé MorC() åßíáé ìïíïóýíïëá.
¸íá ìçäåíéêü áíôéêåßìåíï ôÞò C üôáí õðÜñ·åé, åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìÝ-

·ñéò C-éóïìïñöéóìïý.

F.1.3 Ïñéóìüò. ¸óôù C ìéá êáôçãïñßá. Ìéá õðïêáôçãïñßá C0 ôÞò C åßíáé ìéá êá-

ôçãïñßá ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(a) ÊÜèå áíôéêåßìåíï ôÞò C0 åßíáé êáé áíôéêåßìåíï ôÞò C
(b) Ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Ob(C0) Ý·ïõìå MorC0() ⊆MorC()

(c) Ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò ( ) ∈MorC0()×MorC0() ç óýíèåóç ◦ åíôüò

ôÞò C0 éóïýôáé ìå ôç óýíèåóç  ◦  åíôüò ôÞò C

F.1.4 Ïñéóìüò. Ìéá õðïêáôçãïñßá C0 ìéáò êáôçãïñßáò C êáëåßôáé ðëÞñçò õðïêá-
ôçãïñßá ôÞò C üôáí MorC0() =MorC() ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Ob(C0)

F.1.5 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Oé êáôçãïñßåò Sets Groups êáéMod ôùí óõíüëùí, ôùí
ïìÜäùí êáé ôùí -ìïäßùí 3 (ìå ôéò óõíÞèåéò áðåéêïíßóåéò, ôïõò ïìïìïñöéóìïýò

ïìÜäùí êáé ôïõò ïìïìïñöéóìïýò -ìïäßùí, áíôéóôïß·ùò, ùò ìïñöéóìïýò ôïõò4).

(ii) Ç êáôçãïñßá FSets ôùí óõíüëùí ðïõ åßíáé ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíá, ç ïðïßá áðï-

ôåëåß ìéá ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáòSets

(iii) Ç êáôçãïñßá Abgroups ôùí áâåëéáíþí ïìÜäùí, ç ïðïßá áðïôåëåß ìéá ðëÞñç

õðïêáôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáò Groups

(iv) Ç êáôçãïñßá ModZ ôùí áêïëïõèéþí -ìïäßùí ìå ôï Z ùò ôï óýíïëï ôùí
(êáôéüíôùí) äåéêôþí ôïõò (ç ïðïßá Ý·åé ôéò áêïëïõèßåò ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí

( :  −→ )∈Z ùò ìïñöéóìïýò ôçò). Åðßóçò, ç êáôçãïñßá Compch(Mod)

ôùí áëõóùôþí óõìðëüêùí (ìå ôïõò áëõóùôïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò ùò ìïñöéóìïýò
ôçò). Âë. åäÜöéá5 B.2.1, B.2.4. Êáô' áíáëïãßáí ïñßæåôáé êáé ç êáôçãïñßá
Compcoch(Mod) ôùí óõíáëõóùôþí óõìðëüêùí (ìå ôïõò óõíáëõóùôïýò ìåôáó·ç-
ìáôéóìïýò ùò ìïñöéóìïýò ôçò).

(v) Ç êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí (ìå ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ùò

3-ìïäßùí õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý A.2.1.

4Ç êáôçãïñßá Sets äåí äéáèÝôåé ìçäåíéêÜ áíôéêåßìåíá. ÁíôéèÝôùò, ç Groups Ý·åé êÜèå ôåôñéììÝíç ïìÜäá êáé ç

Mod êÜèå ôåôñéììÝíï-ìüäéï ùò ìçäåíéêü ôçò áíôéêåßìåíï.

5ÓçìåéùôÝïí üôé ç êáôçãïñßá Compch(Mod) Ý·åé ôï 0• ùò ìçäåíéêü áíôéêåßìåíï.
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ìïñöéóìïýò ôçò êáé ôïõò ïìïéïìïñöéóìïýò ùò ôïõò Top-éóïìïñöéóìïýò).

(vi) Ç êáôçãïñßá Top[2] ôùí ôïðïëïãéêþí æåõãþí (ç ïðïßá Ý·åé ùò áíôéêåßìåíÜ ôçò

ôá ôïðïëïãéêÜ æåýãç () êáé ùò ìïñöéóìïýò ôçò áðü Ýíá ôïðïëïãéêü æåýãïò

() óå Ýíá ôïðïëïãéêü æåýãïò () ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ôïðïëïãéêþí æåõ-
ãþí  : () −→ () Þôïé óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò  :  −→  ìå () ⊆ 

H Top ìðïñåß íá éäùèåß ùò ðëÞñçò õðïêáôçãïñßá ôÞò Top[2] åÜí ôáõôßóïõìå êÜèå

æåýãïò ôÞò ìïñöÞò (∅) ìå ôïí ßäéïí ôïí

(vii) ¢ëëç ìéá åíäéáöÝñïõóá (ìç ðëÞñçò) õðïêáôçãïñßá ôÞò Top[2] åßíáé ç êá-
ôçãïñßá ôùí åóôéãìÝíùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí Top åóô, Þôïé ç êáôçãïñßá ðïõ Ý·åé

ôïðïëïãéêÜ æåýãç ôÞò ìïñöÞò ( {0}) ùò áíôéêåßìåíÜ ôçò (üðïõ 0 ∈ ) êáé

óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò

 : ( {0}) −→ ( {0})
ìå (0) = 0 ùò ìïñöéóìïýò ôçò.

(viii) Ç êáôçãïñßá SComp ôùí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí (Ý·ïõóá ôéò ìïíï-
ðëåêôéêÝò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò) áðïôåëåß ìéá ðëÞñç õðïêáôçãïñßá

ôÞò Top êáé ç êáôçãïñßá SComp[2] ôùí æåõãþí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí ìéá
ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôÞò Top[2] (Âë. åäÜöéá 1.19.27 êáé 1.19.29.)

(ix) Ç êáôçãïñßá TopCW ôùí CW-·þñùí (ðïõ åßíáé õðïêáôçãïñßá ôÞò Top ìå

ôéò êõôôáñéêÝò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò, âë. åä. 1.20.19) êáé ç êáôçãïñßá
Top

[2]
CW ôùí CW-æåõãþí (âë. åä. 1.20.11, ðïõ åßíáé õðïêáôçãïñßá ôÞò Top[2] ìå

ôéò êõôôáñéêÝò áðåéêïíßóåéò CW-æåõãþí  : () −→ () Þôïé ìå êõôôáñéêÝò

áðåéêïíßóåéò  :  −→  üðïõ () ⊆  ùò ìïñöéóìïýò ôçò).

(x) Ç êáôçãïñßá ïìïôïðßáò Htp Ý·ïõóá ôïõò ôïðïëïãéêïýò ·þñïõò ùò áíôéêåßìåíÜ

ôçò êáé ôéò êëÜóåéò ïìïôïðßáò (óõíå·þí áðåéêïíßóåùí ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí

·þñùí) ùò ìïñöéóìïýò ôçò6 . (Âë. åä. 1.17.3 êáé 1.17.5.)

F.1.6 Ïñéóìüò. Ìéá êáôçãïñßá C êáëåßôáé ðñïðñïóèåôéêÞ üôáí éó·ýïõí ôá áêü-

ëïõèá:

(i) Ç C äéáèÝôåé ìçäåíéêü áíôéêåßìåíï.

(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Ob(C) ôï óýíïëï MorC() áðïôåëåß ìéá ðñïóèåôéêÞ

áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(iii) Ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ Ob(C) õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç

> :MorC()×MorC() −→MorC()

ìå

( + )>  =  > +  >  êáé  > (+ ) =  > +  > 

ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈MorC() êáé   ∈MorC()
6Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ç Htp äåí åßíáé õðïêáôçãïñßá ôÞò Top
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F.1.7 Ðáñáäåßãìáôá. Ïé êáôçãïñßåò Abgroups Mod êáé Compch(Mod) åßíáé

ðñïðñïóèåôéêÝò, åíþ ïéSets Groups êáé Top äåí åßíáé.

F.1.8 Ïñéóìüò. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá áíôéêåéìÝíùí ìéáò êáôçãïñßáò C
¸íá áíôéêåßìåíï  ôÞò C ìáæß ìå ìéá ïéêïãÝíåéá ( ∈MorC())∈ (ôá ìÝëç

ôÞò ïðïßáò êáëïýíôáé ðñïâïëÝò) åßíáé Ýíá ãéíüìåíï (ôùí ìåëþí) ôÞò ïéêïãå-

íåßáò ()∈ üôáí ãéá ïéïäÞðïôå áíôéêåßìåíï  ôÞò C êáé ïéáäÞðïôå ïéêïãÝíåéá

ìïñöéóìþí ( ∈ MorC())∈ (ìå ôï ßäéï óýíïëï äåéêôþí) õðÜñ·åé Ýíáò ìï-

íïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò  ∈MorC() ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  ◦ =   ∀ ∈ 

Þôïé ôÝôïéïò, þóôå ôï äéÜãñáììá
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íá åßíáé ìåôáèåôéêü.

F.1.9 Ðñüôáóç. ¸íá ãéíüìåíï (ôùí ìåëþí) ìéáò ïéêïãåíåßáò ()∈ áíôéêåéìÝ-
íùí ìéáò êáôçãïñßáò C üôáí õðÜñ·åé, åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìÝ·ñéò C-
éóïìïñöéóìïý.

Áðïäåéîç. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôá

 ( ∈MorC())∈ êáé 0 (0 ∈MorC(0 ))∈

åßíáé äõï ãéíüìåíá (ôùí ìåëþí) ìéáò ïéêïãåíåßáò ()∈ áíôéêåéìÝíùí ôÞò C ôüôå
õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïé

 ∈MorC(
0 )  ∈MorC(

0) :  ◦  = 0 êáé 0 ◦  =  ∀ ∈ 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 ◦  ◦  = 
 ◦ id = 

¾
⇒  ◦  = id êáé

0 ◦  ◦  = 0
0 ◦ id0 = 0

¾
⇒  ◦  = id0 

¢ñá ï  åßíáé Ýíáò C-éóïìïñöéóìüò. ¤

F.1.10 Ïñéóìüò. Ìéá ðñïðñïóèåôéêÞ êáôçãïñßá C êáëåßôáéðñïóèåôéêÞ üôáí êÜèå
æåýãïò áíôéêåéìÝíùí ôÞò C äéáèÝôåé Ýíá ãéíüìåíï.

F.1.11 Ðáñáäåßãìáôá. Ïé êáôçãïñßåò Abgroups Mod êáé Compch(Mod) åßíáé

ðñïóèåôéêÝò. ÁíôéèÝôùò, ç TopCW äåí åßíáé ðñïóèåôéêÞ.
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F.2 ÓÕÍÁÑÔÇÔÅÓ

F.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé CD åßíáé äõï êáôçãïñßåò. ¸íáò óõíáëëïßùôïò (êáé

áíôéóôïß·ùò, áíôáëëïßùôïò) óõíáñôçôÞò F : C Ã D óõíßóôáôáé áðü ìéá áðåéêü-
íéóç áíôéêåéìÝíùí

F : Ob(C) −→ Ob(D)  7−→ F()

êáé ìéá áðåéêüíéóç ìïñöéóìþí

F :MorC() −→MorD(F()F())   7−→ F()

(êáé áíôéóôïß·ùò, MorC() −→MorD(F()F())  7−→ F())

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) F(id) = idF()∀ ∈ Ob(C)
(ii) Ãéá êÜèå ( ) ∈MorC()×MorC() éó·ýåé ç éóüôçôá

F( ◦ ) = F() ◦F() (êáé áíôéóôïß·ùò, F( ◦ ) = F() ◦ F()).

F.2.2 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé F : C Ã D êáé G : D Ã E åßíáé äõï óõíáñôçôÝò.

Ùò óýíèåóç áõôþí ïñßæåôáé ï óõíáñôçôÞòG ◦ F : C Ã E ï óõíéóôþìåíïò áðü ôéò

áðåéêïíßóåéò (ìåôáîý áíôéêåéìÝíùí êáé ìïñöéóìþí, áíôéóôïß·ùò):

Ob(C) 3  7−→G(F()) ∈ Ob(E) MorC() 3  7−→G(F())

(ÏG ◦ F åßíáé óõíáëëïßùôïò üôáí áìöüôåñïé ïé F êáéG åßíáé åßôå óõíáëëïßùôïé

åßôå áíôáëëïßùôïé, êáé áíôáëëïßùôïò üôáí ï Ýíáò åê ôùí FG åßíáé óõíáëëïßùôïò

êáé ï Üëëïò áíôáëëïßùôïò.)

F.2.3 Ïñéóìüò. ¸íáò (óõíáëëïßùôïò Þ áíôáëëïßùôïò) óõíáñôçôÞò F : C Ã D
ìåôáîý äõï ðñïðñïóèåôéêþí êáôçãïñéþí C êáé D êáëåßôáé ðñïóèåôéêüò üôáí

F( + ) = F() +F() ∀ ( ) ∈MorC()×MorC()

F.2.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Åðß ïéáóäÞðïôå êáôçãïñßáò C ïñßæåôáé ï ôáõôïôéêüò óõ-
íáñôçôÞò idC : C Ã C ìå idC() :=  ãéá êÜèå  ∈ Ob(C) êáé idC() :=  ãéá

êÜèå  ∈MorC() Ãåíéêüôåñá, åÜí C0 åßíáé ìéá õðïêáôçãïñßá ìéáò êáôçãïñßáò

C ôüôå ïñßæåôáé ï åíèåôéêüò óõíáñôçôÞò ι : C0 Ã C ìå ι() :=  ∀ ∈ Ob(C0) êáé
ι() :=  ãéá êÜèå  ∈MorC0()

(ii) Ïé åðéëÞóìïíåò (óõíáëëïßùôïé) óõíáñôçôÝò

GroupsÃ Sets Mod Ã Sets TopÃ Sets
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åßíáé áõôïß ðïõ «îå·íïýí» ôéò åêÜóôïôå (áëãåâñéêÝò Þ ôïðïëïãéêÝò) äïìÝò.

(iii) Ï óõíáñôçôÞò áâåëéáíïðïéÞóåùò F : GroupsÃ Abgroups åßíáé ï óõíáëëïßù-

ôïò óõíáñôçôÞò

Ob(Groups) 3  7−→ F() := ab := [] ∈ Ob(Abgroups)

MorGroups() 3  7−→ F() :=  ∈MorAbgroups(
abab)

üðïõ [] åßíáé ç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá ôÞò  ç ðáñáãüìåíç áðü üëïõò ôïõò

ìåôáèÝôåò [ 0] := 0−1(0)−1  0 ∈  êáé

 : ab −→ ab [] 7−→ ()[]

(iv) Hom-óõíáñôçôÝò. ÅÜí  ∈ Ob(Mod) ôüôå ïñßæåôáé Ýíáò óõíáëëïßùôïò óõ-

íáñôçôÞò

Hom(−) :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ Hom() ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) =:MorMod( 0) 3  7−→ Hom(id )

êáé Ýíáò áíôáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

Hom(− ) :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ Hom() ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) =:MorMod( 0) 3  7−→ Hom( id)

(Âë. ëÞììáôá C.1.7 êáé C.1.6.) Áìöüôåñïé ïé Hom(−) êáé Hom(− ) åßíáé
ðñïóèåôéêïß óõíáñôçôÝò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý F.2.3).

(v) ÓõíáñôçôÝò äçìéïõñãïýìåíïé ìÝóù ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ -ìïäßùí. ÅÜí

 ∈ Ob(Mod) ôüôå ïñßæåôáé Ýíáò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

⊗ − :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ ⊗  ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ id⊗ ∈ Hom(⊗ ⊗  0)
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êáèþò êáé Ýíáò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

−⊗  :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ ⊗  ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ ⊗id ∈ Hom( ⊗  0 ⊗ )

(Âë. ðñïôÜóåéò C.5.4 êáé C.5.5.) Áìöüôåñïé ïé óõíáñôçôÝò  ⊗ − êáé − ⊗ 

åßíáé ðñïóèåôéêïß (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý F.2.3).

(vi) ÓõíáñôçôÝò ïìïëïãßáò êáé óõíïìïëïãßáò. Ãéá êÜèå  ∈ Z ïñßæåôáé Ýíáò ðñï-

óèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

(−) : Compch(Mod)ÃMod

Ob(Compch(Mod)) 3M• = ( )∈Z 7−→ (M•) ∈ Ob(Mod)

MorCompch(Mod)(M•M0
•) 3 • 7−→ () ∈ Hom((M•)(M

0
•))

ï ëåãüìåíïò -ïóôüò óõíáñôçôÞò ïìïëïãßáò. (Âë. ôïí ïñéóìü B.2.2 êáé ôéò ðñïôÜ-

óåéò B.2.5, B.2.6 êáé B.2.7.)

Êáô' áíáëïãßáí, ãéá êÜèå  ∈ Z ïñßæåôáé Ýíáò ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõ-

íáñôçôÞò

(−) : Compcoch(Mod)ÃMod

Ob(Compcoch(Mod)) 3M• = ( )∈Z 7−→ (M•) ∈ Ob(Mod)

MorCompcoch(Mod)(M
•M0•) 3 • 7−→ (•) ∈ Hom(

(M•)(M0•))

ï ëåãüìåíïò -ïóôüò óõíáñôçôÞò óõíïìïëïãßáò. (Âë. ôïí ïñéóìü B.2.18 êáé ôéò

ðñïôÜóåéò B.2.21, B.2.22 êáé B.2.23.)

(vii) ÓõíáñôçôÝò äçìéïõñãïýìåíïé ìÝóù ôùí ãéíïìÝíùí åðåêôÜóåùò. ÅÜí  ∈ N0
êáé  ∈ Ob(Mod) ôüôå ïñßæåôáé Ýíáò ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

Ext(−) :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ Ext() ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ Ext(id ) ∈ Hom(Ext

()Ext


(

0))
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êáèþò êáé Ýíáò ðñïóèåôéêüò áíôáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

Ext(− ) :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ Ext() ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ Ext( id) ∈ Hom(Ext

()Ext(

0 ))

(Âë. ïñéóìoýò D.2.4 êáé D.2.6, êáé ðñïôÜóåéò D.2.7 êáé D.2.8.) Ï Ext(−) (êáé
áíôéóôïß·ùò, ï Ext(− )) êáëåßôáé ï åê äåîéþí ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ôïý
Hom(−) (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïýHom(− )).
(viii) ÓõíáñôçôÝò äçìéïõñãïýìåíïé ìÝóù ôùí ãéíïìÝíùí óôñÝøåùò. ÅÜí  ∈ N0 êáé
 ∈ Ob(Mod) ôüôå ïñßæåôáé Ýíáò ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

Tor (−) :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ Tor () ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ Tor (id ) ∈ Hom(Tor

 ()Tor (

0))

êáèþò êáé Ýíáò ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò

Tor (− ) :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ Tor () ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ Tor ( id) ∈ Hom(Tor

 ()Tor (

0 ))

(Âë. ïñéóìoýò D.3.4 êáé D.3.6, êáé ðñïôÜóåéò D.3.7 êáé D.3.8.) Ï Tor (−) (êáé
áíôéóôïß·ùò, ï Tor (− )) êáëåßôáé ï åî áñéóôåñþí ðáñÜãùãïò óõíáñôçôÞò ôïý
⊗ − (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý −⊗ ).

(ix) Ï óõíáñôçôÝò ïé äçìéïõñãïýìåíïé ìÝóù êëÜóåùí ïìïôïðßáò. Áò õðïèÝóïõìå

üôé åßíáé ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ï óõíáñôçôÞò

[−]ïì. : HtpÃ Sets

Ob(Htp) 3  7−→ [ ]ïì. ∈ Ob(Sets)

( :  −→  óõíå·Þò) 7−→ ( : [ ]ïì. −→ []ïì.)
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ìå ([ ]
ïì.
 ) := [ ◦  ]ïì.  ∀[ ]ïì. ∈ [ ]ïì. åßíáé óõíáëëïßùôïò, åíþ ï óõíáñ-

ôçôÞò

[−]ïì. : HtpÃ Sets

Ob(Htp) 3  7−→ []ïì. ∈ Ob(Sets)

( :  −→  óõíå·Þò) 7−→ ( : []ïì. −→ []ïì.)

ìå ([]ïì.) := [ ◦ ]ïì.  ãéá êÜèå []ïì. ∈ []ïì. åßíáé áíôáëëïßùôïò. (Âë.
åä. 1.17.5.)

(x) Ï óõíáñôçôÞò ï äçìéïõñãïýìåíïò ìÝóù ôÞò èåìåëéþäïõò ïìÜäáò. (Âë. §?? êáé,
éäéáéôÝñùò, ôçí ðñüôáóç 2.2.3.) Ðñüêåéôáé ãéá ôïí óõíáëëïßùôï óõíáñôçôÞ

π1 : Top
åóô Ã Groups

Ob(Top åóô) 3 ( {0}) 7−→ π1(0) ∈ Ob(Groups)

( : ( {0}) −→ ( {0}) óõíå·Þò) 7−→ (π1() : π1(0) −→ π1( 0))

F.2.5 Ïñéóìüò. ¸óôù F : Mod Ã Mod Ýíáò ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò (êáé

áíôéóôïß·ùò, áíôáëëïßùôïò) óõíáñôçôÞò êáé Ýóôù

{0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0}

ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí. (Âë. åä.

B.1.1.) Ï F êáëåßôáé

(i) åî áñéóôåñþí áêñéâÞò óõíáñôçôÞò üôáí ç

{0} −→ F()
F()−→ F()

F()−→ F()

(êáé áíôéóôïß·ùò, ç {0} −→ F()
F()−→ F()

F()−→ F())

åßíáé êáô' áíÜãêçí áêñéâÞò,

(ii) åê äåîéþí áêñéâÞò óõíáñôçôÞò üôáí ç

F()
F()−→ F()

F()−→ F() −→ {0}

(êáé áíôéóôïß·ùò, ç F()
F()−→ F()

F()−→ F() −→ {0})
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åßíáé êáô' áíÜãêçí áêñéâÞò êáé

(iii) áêñéâÞò óõíáñôçôÞò üôáí ç

{0} −→ F()
F()−→ F()

F()−→ F() −→ {0}

(êáé áíôéóôïß·ùò, ç {0} −→ F()
F()−→ F()

F()−→ F() −→ {0})
åßíáé êáô' áíÜãêçí (âñá·åßá) áêñéâÞò.

F.2.6 Ðáñáäåßãìáôá. Áò õðïèÝóïõìå üôé åßíáé äõï (ðáãéùìÝíïé) -ìüäéïé.

(i) Ï ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò Hom(−) åßíáé åî áñéóôåñþí

áêñéâÞò áëë' åí ãÝíåé ìç áêñéâÞò7. (Âë. èåþñçìá C.1.17 êáé óçìåßùóç C.1.19.)

(ii) Ï ðñïóèåôéêüò áíôáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò Hom(− ) åßíáé åî áñéóôåñþí

áêñéâÞò áëë' åí ãÝíåé ìç áêñéâÞò. (Âë. èåþñçìá C.1.14 êáé óçìåßùóç C.1.16.)

(iii) Ïé ðñïóèåôéêïß óõíáëëïßùôïé óõíáñôçôÝò⊗− êáé−⊗ åßíáé åê äåîéþí

áêñéâåßò áëë' åí ãÝíåé ìç áêñéâåßò. (Âë. èåùñÞìáôá C.5.8 êáé C.5.9, êáé óçìåßùóç

C.5.10.)

(iv) Ï ðñïóèåôéêüò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò − ⊗Z Q : Abgroups Ã Abgroups

åßíáé áêñéâÞò.

F.2.7 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) O åßíáé ðñïâïëéêüò⇐⇒ ï Hom(−) åßíáé áêñéâÞò.
(ii) O åßíáé åìâïëéêüò⇐⇒ ï Hom(−) åßíáé áêñéâÞò.
(iii) O åßíáé éóüðåäïò⇐⇒ ï ⊗ − åßíáé áêñéâÞò.
Áðïäåéîç. Âë. èåùñÞìáôá C.2.7 êáé C.2.22, êáé ôçí ðñüôáóç C.5.17. ¤

F.3 ÖÕÓÉÊÏÉ ÌÅÔÁÓμÇÌÁÔÉÓÌÏÉ

F.3.1 Ïñéóìüò. (i) ¸óôù üôé ïé FG : C Ã D åßíáé äõï óõíáëëïßùôïé (êáé

áíôéóôïß·ùò, äõï áíôáëëïßùôïé óõíáñôçôÝò). ¸íáò öõóéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò

 : F −→G åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí

{() ∈MorD(F()G()) |  ∈ Ob(C)} 
ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå  ∈MorC() ôï äéÜãñáììá

F()

©F()

²²

() // G()

G()

²²
F()

()
// G()

7¼ôáí ï åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò, ï Hom(−) åßíáé áêñéâÞò.
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êáé áíôéóôïß·ùò, ôï äéÜãñáììá

F()

©F()

²²

() // G()

G()

²²
F()

()
// G()

íá åßíáé ìåôáèåôéêü.

(ii) ¼ôáí üëá ôá ìÝëç ôÞò ïéêïãåíåßáò ìïñöéóìþí

{() ∈MorD(F()G()) |  ∈ Ob(C)}

åßíáé D-éóïìïñöéóìïß, ôüôå ï  êáëåßôáé öõóéêÞ éóïäõíáìßá ìåôáîý ôùí óõíáñ-

ôçôþí F êáé G, êáé ïé F êáé G ïíïìÜæïíôáé öõóéêþò éóïäýíáìïé (Åí ôïéáýôç

ðåñéðôþóåé ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò F ∼=
ö.é.
G ãéá íá õðïäçëïß ôçí ýðáñîç

ìéáò öõóéêÞò éóïäõíáìßáò ìåôáîý ôùí F êáéG)

F.3.2 ÐáñáôÞñçóç. (i) H (öõóéêþò) ïñéæüìåíç óýíèåóç 0 ◦  : F1 −→ F3 äõï

öõóéêþí ìåôáó·çìáôéóìþí  : F1 −→ F2 êáé 0 : F2 −→ F3 ìåôáîý êÜðïéùí

óõíáëëïßùôùí (êáé áíôéóôïß·ùò, áíôáëëïßùôùí) óõíáñôçôþí F1F2F3 : C Ã D
áðïôåëåß áö' åáõôÞò öõóéêü ìåôáó·çìáôéóìü. (ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí áìöüôåñïé ïé

 êáé 0 åßíáé öõóéêÝò éóïäõíáìßåò, ç óýíèåóç 0 ◦ åßíáé ùóáýôùò öõóéêÞ éóïäõ-

íáìßá.)

(ii) Ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí åßíáé äõíáôüí íá äïèåß Ýíáò ðñïóÞêùí ïñéóìüò

ôÞò éóïäõíáìßáò äõï êáôçãïñéþí : ËÝìå üôé äõï êáôçãïñßåò C êáé D åßíáé éóïäýíá-

ìåò üôáí õößóôáíôáé äõï óõíáñôçôÝò F : C Ã D êáé G : D Ã C ìåG ◦ F ∼=
ö.é.
idC

êáé F ◦G ∼=
ö.é.
idD

F.3.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¼ôáí C = D = Sets ôüôå õößóôáôáé Ýíáò öõóéêüò ìå-

ôáó·çìáôéóìüò  : idSets −→ P áðü ôïí ôáõôïôéêü óõíáñôçôÞ F.2.4 (i) óôïí

óõíáñôçôÞ ôïý äõíáìïóõíüëïõ

P : SetsÃ Sets

Ob(Sets) 3  7−→ P() := {Γ|Γ ⊆ } ∈ Ob(Sets)

(áðåéêüíéóç  :  −→ ) 7−→ (P() : P() −→ P())

üðïõ P()(Γ) := (Γ) ∀Γ ∈ P() ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò

 () :  −→ P()  7−→  () () := {} ∀ ∈ Ob(Sets)
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ôï äéÜãñáììá



©

²²

() // P()

P()

²²


()
// P()

åßíáé ìåôáèåôéêü ãéá ïéáäÞðïôå áðåéêüíéóç  :  −→ 

(ii) ¼ôáí C = D = Groups ôüôå õößóôáôáé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò
 : idGroups −→ ι ◦ F

áðü ôïí ôáõôïôéêü óõíáñôçôÞ idGroups óôç óýíèåóç

Groups
FÃ Abgroups

ιÃ Groups

üðïõ F åßíáé ï óõíáñôçôÞò áâåëéáíïðïéÞóåùò êáé ι ï åíèåôéêüò óõíáñôçôÞò. (Âë.

åä. F.2.4 (i) êáé (iii).) ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò

()() := [] ∀ ∈  êáé ∀ ∈ Ob(Groups)

ôï äéÜãñáììá



©

²²

() // ab



²²


()
// ab

åßíáé ìåôáèåôéêü ãéá ïéïíäÞðïôå ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí  :  −→ 

(iii) ¼ôáí C = D =Mod ôüôå õößóôáôáé Ýíáò öõóéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò
 : idMod −→ F

áðü ôïí ôáõôïôéêü óõíáñôçôÞ idMod óôïí óõíáñôçôÞ

F :Mod ÃMod

Ob(Mod) 3 7−→ F() := Hom(Hom() ) ∈ Ob(Mod)

Hom( 0) 3  7−→ (F() : Hom(Hom() ) −→ Hom(Hom(
0 ) ))

F()() :=  ◦ |  ∀ ∈ Hom(Hom() ) üðïõ

Hom(
0 ) 3 

|7−→ | () :=  ◦  ∈ Hom()

ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò ãéá êÜèå ∈ Ob(Mod)

() : −→ Hom(Hom() )  7−→ ()()
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üðïõ ()()() := () ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈ Hom() ôï äéÜ-

ãñáììá



©

²²

() // Hom(Hom() )

F()

²²
 0

( 0)
// Hom(Hom(

0 ) )

åßíáé ìåôáèåôéêü ãéá ïéïíäÞðïôå ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí  : −→ 0ÌÜëéóôá,

åÜí ðåñéïñéóèïýìå óôçí õðïêáôçãïñßá Mod åë.ð.ð.
 ôÞò Mod ìå áíôéêåßìåíÜ ôçò

ôïõò åëåýèåñïõò êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïõò -ìïäßïõò, ôüôå êÜèå ïìïìïñ-

öéóìüò () åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïðüôå ï  : idMod åë.ð.ð.


−→ F êáèßóôáé öõóéêÞ
éóïäõíáìßá.

(iv) ¸óôù  ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù 0 ∈  Ýíá ðáãéùìÝíï óçìåßï

áíáöïñÜò. ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý ïìïéïìïñöéóìïý8

η : ∆1
≈−→ I η((1− )e10 + e11) :=  ∀ ∈ I

ïñßæåôáé ï ïìïìïñöéóìüò ôïý Hurewicz

({0}) : π1(0) −→ sing
1 (;Z) = sing

1 (;Z)sing
1 (;Z)

[]ïì. 7−→ ({0})([]
ïì.) :=  ◦ η +sing

1 (;Z)

üðïõ []ïì. åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò åíüò âñü·ïõ  : I −→  åíôüò ôïý  ìå

(0) = (1) = 0 ùò ðñïò ôçí ‘‘' ó·{0 1}'' ÌÝóù áõôïý ðñïäéïñßæåôáé Ýíáò

öõóéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò áðü ôïí óõíáñôçôÞ

π1 : Top
åóô Ã Groups

(âë. F.2.4 (ix)) óôïí óõíáñôçôÞ ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôéò óõíèÝóåéò óõíáñôçôþí

Top åóô Ã Top


sing
1Ã Abgroups (=ModZ)

ιÃ Groups

üðïõ ï Top åóô Ã Top áðëþò «îå·íÜ» ôá óçìåßá áíáöïñÜò, ï ι åßíáé ï åíèåôéêüò

óõíáñôçôÞò êáé

Ob(Top) 3  7−→ 
sing
1 (;Z) ∈ Ob(Abgroups)

( :  −→  óõíå·Þò) 7−→ (sing
1 () : sing

1 (;Z) −→ sing
1 (;Z))

8Åí ðñïêåéìÝíù, ∆1 åßíáé ôï ôñßãùíï (åíôüò ôïý R2) ðïõ Ý·åé ôá óçìåßá (0 0) e10 := (1 0) êáé e11 := (0 1) ùò
êïñõöÝò ôïõ, êáé I := [0 1]



484 êáôçãïñéåò êáé óõíáñôçôåò

êáèüóïí ôï êÜôùèé äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü

π1(0)

©π1()

²²

({0}) // sing
1 (;Z)


sing
1 ()

²²
π1( 0) ({0})

// sing
1 ( ;Z)

ÅÜí ðåñéïñéóèïýìå óôçí õðïêáôçãïñßá Top åóô. äñóõí. ôÞò Top åóô ìå áíôéêåßìåíÜ

ôçò ôïõò åóôéãìÝíïõò äñïìïóõíåêôéêïýò ôïðïëïãéêïýò ·þñïõò, ôüôå êÜèå ïìïìïñ-
öéóìüò ôïý Hurewicz ({0}) åßíáé åðéìïñöéóìüò Ý·ùí ôç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá

ôÞò èåìåëéþäïõò ïìÜäáò π1(0) ùò ðõñÞíá ôïõ. Ùò åê ôïýôïõ, ç óýíèåóç ôùí

óõíáñôçôþí

Top åóô. äñóõí. π1Ã Groups
FÃ Abgroups

(üðïõ F ï óõíáñôçôÞò áâåëéáíïðïéÞóåùò) åßíáé öõóéêþò éóïäýíáìç ìå ôç óýí-

èåóç ôùí óõíáñôçôþí

Top åóô. äñóõí. Ã Top


sing
1Ã Abgroups

áöïý ãéá êÜèå []ïì. ∈ π1(0) ïé

π1(0)
ab 3 []ïì. • [π1(0)π1(0)] 7−→ ({0})([]

ïì.) ∈ 
sing
1 (;Z)

åßíáé éóïìïñöéóìïß (áâåëéáíþí ïìÜäùí).


