
ÐáñÜñôçìá C

Hom êáé ⊗

Ïé ìüäéïé ïìïìïñöéóìþí êáé ôá ôáíõóôéêÜ ãéíüìåíá áðïôåëïýí óçìáíôéêÜ ôå·íéêÜ

åñãáëåßá, ç êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôùí ïðïßùí ïäçãåß óå ìéá ðñùôáñ·éêÞ, áäñïìåñÞ
éåñÜñ·çóç ôùí -ìïäßùí (âë. åä. C.5.31).

C.1 ÌÏÄÉÏÉ ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé, ôüôå ôï óýíïëï Hom() ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü

ôïí óôïí  (âë. (A.3)) áðïôåëåß áö' åáõôïý Ýíáí -ìüäéï. Óôçí ðáñïýóá åíü-

ôçôá èá ðáñáôåèïýí ìüíïí êÜðïéåò óôïé·åéþäåéò éäéüôçôÝò ôïõ.

C.1.1 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé-ìüäéïé, ôüôå ôï Hom() åßíáé Ýíáò õðïìü-
äéïò ôïý -ìïäßïõ  (âë. A.2.5 (viii)).

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò, 0 := 0 ∈ Hom() ⇒ Hom() 6= ∅ ÅÜí
  ∈ Hom() êáé  ∈  ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç (12) ∈  × êáé
(1 2) ∈ × ëáìâÜíïõìå

( + ) (11 + 22) =  (11 + 22) +  (11 + 22)

= 1(1) + 2(2) + 1(1) + 2(2)

= 1 ((1) + (1)) + 2 ((2) + (2)) = 1( + )(1) + 2( + )(2)

êáé

() (11 + 22) =  ( (11 + 22)) =  (1(1) + 2(2))

= 1(1) + 2(2) = 1 () (1) + 2 () (2)

ïðüôå  +  ∈Hom() êáé  ∈Hom() ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.3.¤
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C.1.2 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå -ìüäéï õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò

Hom()
∼=−→

Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : Hom() −→  7−→ () := (1)

Ãéá êÜèå (1 2) ∈ × êáé êÜèå (1 2) ∈Hom()×Hom() Ý·ïõìå

(11 + 22) = (11 + 22)(1) = 11(1) + 22(1) = 1(1) + 2(2)

ïðüôå ç  áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí. Ãéá ïéïõóäÞðïôå ïìïìïñöéóìïýò

1 2 ∈ Hom() ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé (1) = (2) Ý·ïõìå

1(1) = 2(1)⇒ 1() = 1(1) = 2(1) = 2()

ãéá êÜèå  ∈  ïðüôå 1 = 2 êáé ï ïìïìïñöéóìüò  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÔÝ-

ëïò, åðåéäÞ ï  åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò (Ý·ùí ôï {1} ùò ìéá âÜóç ôïõ),

èåùñþíôáò ãéá ôõ·üí  ∈ ôçí áðåéêüíéóç

 : {1} −→ (1) := 

õößóôáôáé (êáôÜ ôï èåþñçìá A.6.20)  ∈ Hom() ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýåé

|{1} =  Þôïé () = (1) = (1) :=  Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ï ïìïìïñöé-

óìüò  åßíáé êáé åðéìïñöéóìüò. ¤

C.1.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç C.1.2,

HomZ(ZZ) ∼= Z HomZ(ZZ) ∼= Z HomZ(ZZ) ∼= Z
ãéá êÜèå  ∈ N  ≥ 2 êáé HomZ(ZQ) ∼= Q
(ii) ¸·ïõìå HomZ(QZ) À HomZ(ZQ) ∼= Q ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ HomZ(QZ) êáé
åÜí õðïèÝóïõìå üôé (1) 6= 0 ôüôå

[(1) = ( 1)⇒  | (1) ∀ ∈ Zr{0}]

Áðü ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôÞò ÁñéèìçôéêÞò Ýðåôáé üôé ï (1) ∈ Zr{0} äéáèÝôåé
ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áêåñáßïõò äéáéñÝôåò. ÅðåéäÞ ï ùò Üíù  ∈ Zr{0} åßíáé
áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíïò, êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï! Ùò åê ôïýôïõ, (1) = 0 Ãéá

ïéïõóäÞðïôå ∈ Zr{0} Ý·ïõìå

0 = (1) = () = ( 1) = ( )⇒ ( ) = 0

¢ñá ï  åßíáé êáô' áíÜãêçí ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò êáé HomZ(QZ) ∼= {0}
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(iii) Êáô' áíáëïãßáí, HomZ(ZZ) À HomZ(ZZ) ∼= Z ãéá êÜèå  ∈ N  ≥ 2
ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈HomZ(ZZ) ôüôå

([1]) = ([]) = ([0]) = 0⇒ ([1]) = 0

ïðüôå ([]) = ([1]) = 0 ãéá êÜèå  ∈ Z áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ï  åßíáé êáô'

áíÜãêçí ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò êáé HomZ(ZZ) ∼= {0} (Óçìåßùóç. Ìå ðá-

ñüìïéá åðé·åéñÞìáôá äåß·íåé êáíåßò üôé HomZ(ZQ) ∼= {0})

C.1.4 Ïñéóìüò. ÅÜí 0  0 åßíáé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom(
0)  ∈ Hom( 0)

ôüôå ïñßæïõìå ùò Hom( ) ôïí ïìïìïñöéóìü

Hom() 3  7−→Hom( )() :=  ◦  ◦  ∈Hom(
0  0)

C.1.5 ÐáñáôÞñçóç. ÏïìïìïñöéóìüòHom( ) åíôÜóóåôáé óôï áêüëïõèï ìåôá-
èåôéêü äéÜãñáììá:

Hom(
0)

Hom(id0 ) //

©

Hom(
0 0)

Hom()

Hom()rrrrrrrrrr

88rrrrrrrrrr
Hom(id )

OO

Hom(id )
// Hom( 0)

ª

Hom(id0 )

OO

C.1.6 ËÞììá. ÅÜí 0 00  åßíáé -ìüäéïé êáé

1 ∈ Hom(
0) 2 ∈ Hom( 00)

ôüôå

Hom(2 ◦ 1 id ) = Hom(1 id ) ◦Hom(2 id )

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,

Hom(2 ◦ 1 id )() = id ◦  ◦ (2 ◦ 1)
= id ◦ ( ◦ 2) ◦ 1 = Hom(1 id )( ◦ 2)
Hom(1 id )(id ◦  ◦ 2) = (Hom(1 id ) ◦Hom(2 id ))()

ãéá êÜèå  ∈ Hom(
00) ¤
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C.1.7 ËÞììá. ÅÜí  0  00 åßíáé -ìüäéïé êáé

1 ∈ Hom(
0) 2 ∈ Hom( 00)

ôüôå

Hom(id  2 ◦ 1) = Hom(id  2) ◦Hom(id  1)

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,

Hom(id  2 ◦ 1)() = (2 ◦ 1) ◦  ◦ id
= 2 ◦ (1 ◦ ) ◦ id = Hom(id  2)(1 ◦ )
Hom(id  2)(1 ◦  ◦ id ) = (Hom(id  2) ◦Hom(id  1))()

ãéá êÜèå  ∈ Hom( 00) ¤

C.1.8 ËÞììá. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé, ôüôå

Hom(id id ) = idHom()

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,

Hom(id  id )() = id ◦  ◦ id = 

ãéá êÜèå  ∈ Hom() ¤

C.1.9 Ðñüôáóç. ÅÜí 0 00 êáé 0 00 åßíáé -ìüäéïé êáé

1 ∈ Hom(
0) 2 ∈ Hom( 00)

1 ∈ Hom(
0 ) 2 ∈ Hom( 00)

ôüôå

Hom(2 ◦ 1 2 ◦ 1) = Hom(1 2) ◦Hom(2 1)

Áðïäåéîç. BÜóåé ôÞò ðáñáôçñÞóåùò C.1.5 Ý·ïõìå

Hom(1 2) ◦Hom(2 1)

= Hom(id0  2) ◦Hom(1 id ) ◦Hom(2 id ) ◦Hom(id00  1)

=
C.1.6

Hom(id0  2) ◦Hom(2 ◦ 1 id ) ◦Hom(id00  1)

= Hom(2 ◦ 1 2) ◦Hom(id00  1) = Hom(2 ◦ 1 2 ◦ 1)

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤
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C.1.10 Ðüñéóìá. ÅÜí 0  0 åßíáé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom(
0)  ∈ Hom( 0)

åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï Hom( ) åßíáé éóïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò õðÜñ·ïõí  ∈ Hom( 0) êáé  ∈ Hom(
0)

ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

 ◦  = id 0   ◦  = id   ◦  = id   ◦  = id 0 

Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá C.1.8 ïé óõíèÝóåéò

Hom( ) ◦Hom( ) Hom( ) ◦Hom( )

åßíáé ïé ôáõôïôéêÝò áðåéêïíßóåéò ôùí Hom() êáé Hom(
0 0) áíôéóôïß-

·ùò. ¢ñá ï Hom( ) åßíáé üíôùò éóïìïñöéóìüò. ¤

C.1.11 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá -
ìïäßùí. Ôüôå õößóôáíôáé êáíïíéóôéêïß éóïìïñöéóìïß

Hom(
L
∈

 )
∼=−→ Q

∈
Hom( )

êáé

Hom(
Q
∈

)
∼=−→ Q

∈
Hom()

Áðïäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : Hom(
L
∈

 ) −→
Q
∈

Hom( )  7−→ () := ( ◦ in)∈ 

üðïõ in ç öõóéêÞ Ýíèåóç (üðùò óôï åä. A.5.4). Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç

 áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü. ¸óôù ôõ·üí ()∈ ∈
Q

∈Hom() Ôüôå õðÜñ-

·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùò  ∈ Hom(
L

∈  ) ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜ-

ãñáììá

N n
in

}}{{
{{
{{
{{ 

ÁÁ=
==
==
==
==

ªL
∈




//_______ 

ìåôáèåôéêü. ÅðåéäÞ () = (◦ in)∈ = ()∈  ï ïìïìïñöéóìüò  åßíáé åðéìïñ-

öéóìüò. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí  ∈ Ker() ôüôå 0 = () = (◦ in)∈  ïðüôå êÜèå
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äéÜãñáììá ôÞò ìïñöÞò

N n
in

}}{{
{{
{{
{{

0

ÁÁ=
==
==
==
==

ªL
∈




// 

åßíáé ìåôáèåôéêü. ÅðåéäÞ ôï (
L

∈   (in)∈) åßíáé óõãêéíüìåíï ôùí ìåëþí ôÞò

ïéêïãåíåßáò ()∈ êáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò áðü ôïí
L

∈  óôïí óõ-

ìðëçñþíåé ìåôáèåôéêþò ïéïäÞðïôå äéÜãñáììá áõôïý ôïý åßäïõò, Ý·ïõìå (ëüãù ôïý

èåùñÞìáôïò A.5.9)  = 0 ïðüôå ï  åßíáé êáé ìïíïìïñöéóìüò. Ï ôñüðïò áðïäåß-

îåùò ôïý äåýôåñïõ éóïìïñöéóìïý åßíáé ðáñüìïéïò1. ¤

C.1.12 Ðñüôáóç. ÅÜí 0  0 åßíáé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom(
0)  ∈ Hom( 0)

ôüôå êáé ðõñÞíáò ôïý Hom( ) éóïýôáé ìå ôïí õðïìüäéï  ôïý Hom()

ôïí ïñéæüìåíïí ùò åîÞò :

 := { ∈ Hom()|(Im()) ⊆ Ker()} 

Áðïäåéîç. Áò èÝóïõìå  := Hom( ) Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé  ⊆ Ker()

èåùñïýìå ôõ·üíôá  ∈  Áñêåß íá äåé·èåß üôé  () = 0Hom( 0 0) Ãéá êÜèå

 ∈ 0 Ý·ïõìå

() ∈ Im()⇒ (()) ∈ Ker()

⇒  () () = ( ◦  ◦ )() = ((())) = 0 0 

ïðüôå  () = 0Hom( 00) êáé, êáô' åðÝêôáóç, ⊆Ker()Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

 ∈ Ker() ôüôå

 ◦  ◦  =  () = 0Hom( 0 0) ⇒ (Im()) ⊆ Ker()

ïðüôå  ∈  êáé éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò Ker() ⊆  ¤

C.1.13 Ðüñéóìá. ÅÜí 0 0 åßíáé -ìüäéïé,  :  0 −→  Ýíáò åðéìïñöé-
óìüò êáé  :  −→  0 Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí, ôüôå ï

Hom( ) : Hom() −→ Hom(
0  0)

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
1Áñêåß íá áíôéêáôáóôáèåß ï

L
∈  ìå ôïí

Q
∈   íá áíôéóôñáöïýí ôá ·ñçóéìïðïéïýìåíá âÝëç êáé íá ïñé-

óèåß ùò  ç () := (pr ◦ )∈ 
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C.1.14 Èåþñçìá. ÅÜí 
−→ 

−→  −→ {0} åßíáé ìéá áêñéâÞò áêïëïõèßá -
ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé ôõ·þí -ìüäéïò, ôüôå ç áêïëïõèßá

{0} −→ Hom()
∗−→ Hom()

∗−→ Hom()

üðïõ ∗ :=Hom( id ) êáé ∗ := Hom( id ) åßíáé áêñéâÞò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé ç id ìïíïìïñöéóìüò, ï ∗ åßíáé
ìïíïìïñöéóìüò åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò C.1.13. ÅðåéäÞ  ◦  = 0 Ý·ïõìå

Hom( ◦  id ) = 0⇒ ∗ ◦ ∗ =
C.1.9

Hom( ◦  id ◦ id )

= Hom( ◦  id ) = 0⇒ Im(∗) ⊆ Ker(∗)

Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé Ker(∗) ⊆ Im(∗) Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí óôïé-
·åßï  ôïý Hom() áíÞêïí óôïí Ker(∗) êáé èÝôïõìå := Im() (=Ker())
ÅðåéäÞ ∗ := Hom(id ), Ý·ïõìå

 () = (Im()) ⊆
C.1.12

Ker(id) = {0}⇒  () = {0}

Eî áõôïý Ýðåôáé ç ýðáñîç åíüò (êáé ìüíïí)  ∈ Hom() ìå  ◦  = 

(Âë. ðñüôáóç A.4.6.) ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò Ý·ùí ôïí 

ùò ðõñÞíá ôïõ, õößóôáôáé êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò  : 
∼=−→  (Âë. ðñüôáóç

B.1.4 (ii).) Ùò åê ôïýôïõ, ðñïêýðôåé ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá



ª




??~~~~~~~~


ÂÂ@
@@
@@
@@
@

 // 


∼=

bbDDDDDDDD

||zz
zz
zz
zz



©

ÅðåéäÞ ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò, ïñßæåôáé ï  :=  ◦ −1 ∈ Hom() ãéá ôïí

ïðïßïí éó·ýåé ∗() =  ◦  =  ◦ ¡−1 ◦ ¢ =  ◦  =  ïðüôå  ∈ Im(∗) ¤

C.1.15 Èåþñçìá. ÅÜí {0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0} åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò
êáé äéáóðþìåíç áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé  ôõ·þí
-ìüäéïò, ôüôå ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} −→ Hom()
∗−→ Hom()

∗−→ Hom() −→ {0}

üðïõ ∗ :=Hom( id ) êáé ∗ :=Hom( id ) åßíáé áêñéâÞò êáé äéáóðþìåíç.
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Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá B.1.28 ï  äéáèÝôåé áñéóôåñü áíôßóôñïöï,

Þôïé ∃ ∈Hom() :  ◦  = id ÅðåéäÞ

Hom( id ) ◦Hom( id ) =
C.1.6

Hom( ◦  id )

= Hom(id id ) =
C.1.8

idHom()

ï Hom(id ) =: 
∗ åßíáé åðéìïñöéóìüò. (Âë. ëÞììá A.3.22.) Õðïëåßðåôáé ç

åöáñìïãÞ ôùí èåùñçìÜôùí C.1.14 êáé B.1.28. ¤

C.1.16 Óçìåßùóç. ÅÜí {0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0} åßíáé ìéá âñá·åßá

áêñéâÞò ìç äéáóðþìåíç áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, ôüôå

ï ∗äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéìïñöéóìüò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñþíôáò ôÞí

{0} −→ Z 
→ Q

QZ³ QZ −→ {0}
(ìå  = Z  = Z), äéáðéóôþíïõìå üôé ï

∗ : HomZ(QZ) ∼=
C.1.3 (ii)

{0} −→ HomZ(ZZ) ∼=
C.1.3 (i)

Z

åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, ï ïðïßïò äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò.

C.1.17 Èåþñçìá. ÅÜí {0} −→ 
−→ 

−→  åßíáé ìéá áêñéâÞò áêïëïõèßá -
ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé ôõ·þí -ìüäéïò, ôüôå ç áêïëïõèßá

{0} −→ Hom()
∗−→ Hom()

∗−→ Hom()

üðïõ ∗ := Hom(id  ) êáé ∗ := Hom(id  ) åßíáé áêñéâÞò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ç id åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé o  ìïíïìïñöéóìüò, ï ∗ åßíáé
ìïíïìïñöéóìüò åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò C.1.13. ÅðåéäÞ  ◦  = 0 Ý·ïõìå

Hom(id   ◦ ) = 0⇒ ∗ ◦ ∗ =
C.1.9

Hom(id ◦ id   ◦ )

= Hom(id   ◦ ) = 0⇒ Im(∗) ⊆ Ker(∗)

Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé Ker(∗) ⊆ Im(∗) Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí óôïé-
·åßï ôïýHom()áíÞêïí óôïíKer(∗)ÅðåéäÞ ∗ :=Hom(id  ) Ý·ïõìå

 () = (Im(id )) ⊆
C.1.12

Ker() = Im()

Êáé åðåéäÞ ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, õðÜñ·åé éóïìïñöéóìüò  : Im()
∼=−→  (âë.

ðñüôáóç B.1.4 (i)), ïýôùò þóôå ç óýíèåóç  ◦  íá åßíáé ç óõíÞèçò Ýíèåóç ôÞò åé-

êüíáò Im() ôïý  åíôüò ôïýÙò åê ôïýôïõ, ïñßæåôáé ï := ◦ ∈Hom()

ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýåé

[∗()() = ((())) = () ∀ ∈ ]⇒ ∗() = 

ïðüôå  ∈ Im(∗) ¤
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C.1.18 Èåþñçìá. ÅÜí {0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0} åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò
êáé äéáóðþìåíç áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, êáé  ôõ·þí
-ìüäéïò, ôüôå ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} −→ Hom()
∗−→ Hom()

∗−→ Hom() −→ {0}
üðïõ ∗ := Hom(id  ) êáé ∗ := Hom(id  ) åßíáé áêñéâÞò.

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá B.1.28 ï  äéáèÝôåé äåîéü áíôßóôñïöï, Þôïé

∃ ∈Hom() :  ◦  = id  ÅðåéäÞ

Hom(id  ) ◦Hom(id  ) =
C.1.7

Hom(id   ◦ )

= Hom(id  id) =
C.1.8

idHom()

ï Hom(id  ) =: ∗ åßíáé åðéìïñöéóìüò. (Âë. ëÞììá A.3.22.) Õðïëåßðåôáé ç

åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò C.1.17. ¤

C.1.19 Óçìåßùóç. ÅÜí {0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0} åßíáé ìéá âñá·åßá áêñé-

âÞò ìç äéáóðþìåíç áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, ôüôå ï ∗
äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åðéìïñöéóìüò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, èåùñþíôáò ôÞí

{0} −→ Z 
→ Q

QZ³ QZ −→ {0}
(ìå  = Z  = Z  ≥ 2), äéáðéóôþíïõìå üôé ï

(QZ )∗ : HomZ(ZQ) ∼=
C.1.3 (iii)

{0} −→ HomZ(ZQZ) ∼= Z

åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò, ï ïðïßïò äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò.

C.2 ÐÑÏÂÏËÉÊÏÉ ÊÁÉ ÅÌÂÏËÉÊÏÉ ÌÏÄÉÏÉ

C.2.1 Ïñéóìüò. ¸íáò -ìüäéïò  êáëåßôáé ðñïâïëéêüò üôáí ãéá êÜèå ïìïìïñöé-

óìü -ìïäßùí  :  −→  êáé êÜèå åðéìïñöéóìü -ìïäßùí  :  −→  õðÜñ-

·åé êÜðïéïò (ü·é êáô' áíÜãêçí ìïíáäéêüò)  ∈ Hom() ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé2

 ◦  =  Óôç ãëþóóá ôùí äéáãñáììÜôùí ç «ðñïâïëéêüôçôá» äéáôõðþíåôáé ùò

åîÞò: ¸íáò -ìüäéïò  åßíáé ðñïâïëéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå äéÜãñáììá

-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ôÞò ìïñöÞò





²²
 

//  // {0}
2ÊÜèå ôÝôïéïò  êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ðñïâïëéêÞ áíýøùóç ôïý 
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ìå ôç ãñáììÞ ôïõ áêñéâÞ õðÜñ·åé  ∈ Hom() ðïõ ôï óõìðëçñþíåé:



ÄÄ¡
¡
¡
¡



²²
 

//  // {0}

C.2.2 Ðñüôáóç. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò -ìïäßùí êáé ïìï-
ìïñöéóìþí -ìïäßùí





²²
 

// 
0

// 

åßíáé áêñéâÞò, üôé ï  åßíáé ðñïâïëéêüò êáé üôé 0 ◦ = 0 õðÜñ·åé  ∈Hom()

ìå ôçí éäéüôçôá  ◦  = 



ÄÄ~
~
~
~



²²
 

// 
0

// 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0 ◦  = 0 Ý·ïõìå Im() ⊆ Ker(0) = Im() êáé ôï äéÜãñáììá





²²


̌
// Im() // 0

Ý·åé áêñéâÞ ãñáììÞ (ìå ôoí ̌ ïñéóìÝíoí üðùò óôï A.3.14 (iii)). Áñêåß ëïéðüí ç

áðåõèåßáò åöáñìïãÞ ôïý ïñéóìïý A.3.25. ¤

C.2.3 Ðñüôáóç. Ãéá Ýíáí -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) Ãéá êÜèå åðéìïñöéóìü -ìïäßùí  :  −→  o

∗ := Hom(id  ) : Hom() −→ Hom()

åßíáé ùóáýôùò åðéìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Ï ïìïìïñöéóìüò ∗ åßíáé (åî ïñéóìïý) åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí

åÜí ãéá êÜèå  ∈ Hom() õðÜñ·åé  ∈ Hom() ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

∗() =  ◦ ◦ id =  ◦  =  Ùò åê ôïýôïõ, ïé óõíèÞêåò (i) êáé (ii) åßíáé éóïäý-

íáìåò. (Âë. åä. C.2.1.) ¤
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C.2.4 Ðñüôáóç. ÊÜèå åëåýèåñïò -ìüäéïò åßíáé ðñïâïëéêüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò. ÅÜí ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå
áõôüò åßíáé ðñïäÞëùò ðñïâïëéêüò3. Áò õðïèÝóïõìå (áðü åäþ êáé óôï åîÞò) üôé ï
åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò êáé üôé X åßíáé ìéá âÜóç áõôïý. ÅÜí åßíáé äõï-ìüäéïé,
 ∈Hom() êáé  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò, ôüôå ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç
 : X −→  ùò åîÞò: Ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï  ∈ X Ý·ïõìå () ∈  ÅðåéäÞ ï 
åßíáé åðéìïñöéóìüò, ∃ ∈  : () = () ÈÝôïõìå  () :=  ∀ ∈ X  ÊáôÜ ôï
èåþñçìá A.6.20 ôÞò «ãñáììéêÞò åðåêôÜóåùò» õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò
 ∈Hom() ìå |X = ¸óôù ôþñá ôõ·üí óôïé·åßï  ∈  ÅðåéäÞ ôï X åßíáé
ìéá âÜóç ôïý  õðÜñ·ïõí 1   ∈ X êáé 1   ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

 =
P

=1  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

(()) =
P

=1

(()) =
P

=1

(()) =
P

=1

() = ()

ïðüôå  ◦  =  Áõôü óçìáßíåé üôé ï  åßíáé ðñïâïëéêüò. ¤

C.2.5 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí ðÜìðïëëïé ðñïâïëéêïß-ìüäéïé ðïõ äåí åßíáé åëåýèå-
ñïé. (Âë. ðáñáäåßãìáôá C.2.9 (i) êáé (ii).) Ùò åê ôïýôïõ, ç êëÜóç ôùí ðñïâïëéêþí

-ìïäßùí åßíáé åõñýôåñç åêåßíçò ôùí åëåõèÝñùí.

C.2.6 Ðñüôáóç. ÊÜèå åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò ðñïâïëéêïý -ìïäßïõ åßíáé ðñïâïëé-
êüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò ðñïâïëéêüò -ìüäéïò ï ïðïßïò ðáñßóôáôáé ùò åõèý
Üèñïéóìá  =  ⊕  0 äõï õðïìïäßùí ôïõ  êáé  0 ¸óôù  ∈ Hom() êáé
Ýóôù ôõ·þí åðéìïñöéóìüò -ìïäßùí  :  −→  Óõìâïëßæïíôáò ùò  :  → 
ôç óõíÞèç Ýíèåóç êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ï  åßíáé ðñïâïëéêüò, åîáóöáëß-
æïõìå ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ  ∈ Hom() ìå  ◦  = ◦ pr1

 =  ⊕  0



§§

pr1

²²
◦pr1

vv



ª

ª



OO



vvm m
m m

m m
m m

m



²²
 

//  // {0}

ÅðåéäÞ pr1 ◦  = id  èÝôïíôáò  :=  ◦  :  −→  óõìðåñáßíïõìå üôé

 ◦  =  ◦  ◦  =  ◦ pr1 ◦  = 

Áõôü óçìáßíåé üôé ï  åßíáé ðñïâïëéêüò. ¤
3Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, áñêåß íá èåùñÞóïõìå ùò  óôïí ïñéóìü C.2.1 ôïí ìçäåíéêü ïìïìïñöéóìü.
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C.2.7 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) ÅÜí åßíáé -ìüäéïé, ôüôå êÜèå âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

{0} −→ 
−→

−→  −→ {0} (C.1)

åßíáé äéáóðþìåíç.

(iii) ÅÜí  åßíáé õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  ∼= 

ôüôå ï  áðïôåëåß åõèý ðñïóèåôÝï ôïý

(iv) Ï  åßíáé åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ.

(v) Ãéá êÜèå åðéìïñöéóìü -ìïäßùí  :  −→  o

∗ := Hom(id  ) : Hom() −→ Hom()

åßíáé ùóáýôùò åðéìïñöéóìüò.

(vi) Ãéá êÜèå âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí

{0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0}
ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} −→ Hom()
∗−→ Hom()

∗−→ Hom() −→ {0}
åßíáé áêñéâÞò.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá



id

²²
 

//  // {0}

ìå áêñéâÞ ãñáììÞ. ÅðåéäÞ ï  åßíáé ðñïâïëéêüò, õðÜñ·åé  ∈ Hom() ìå

 ◦  = id  Åî áõôïý Ýðåôáé üôé êÜèå âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

(C.1) åßíáé äéáóðþìåíç. (Âë. èåþñçìá B.1.28.)

(ii)⇒(iii) ÅÜí  åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

 ∼=  ôüôå ç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} −→  →
³  ∼=  −→ {0}

äéáóðÜôáé óôïí ïðüôå ∼=  ⊕  (Âë. èåþñçìá B.1.28.)

(iii)⇒(iv) ÊáôÜ ôï ðüñéóìá A.6.23 ï  åßíáé éóüìïñöïò åíüò ðçëéêïìïäßïõ

üðïõ ï åßíáé åëåýèåñïò. ÅðïìÝíùò ï  åßíáé åßíáé åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò åëåõ-

èÝñïõ -ìïäßïõ.
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(iv)⇒(i) ÕðïèÝôïõìå üôé ï  åßíáé åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ

Ï  (ùò åëåýèåñïò) åßíáé ðñïâïëéêüò. (Âë. ðñüôáóç C.2.4.) Ùò åê ôïýôïõ, ï 

ùò åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò ðñïâïëéêïý-ìïäßïõ, åßíáé ðñïâïëéêüò. (Âë. ðñüôáóç

C.2.6.)

(v)⇔(i) Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðñüôáóç C.2.3.

(vi)⇔(v) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá C.1.17. ¤

C.2.8 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  åßíáé ðñïâïëéêüò êáé

· · · −2−→ −1
−1−→ 

−→+1
+1−→ · · · (C.2)

ïéáäÞðïôå áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, ôüôå ç

· · · −2∗−→ Hom(−1)
−1∗−→ Hom()

∗−→ Hom(+1)
+1∗−→ · · · (C.3)

èá åßíáé ùóáýôùò áêñéâÞò, áöïý áðü ôçí áêñßâåéá ôÞò (C.2) Ýðåôáé ç áêñßâåéá

ôùí

{0} −→ Ker()

→

̌³ Im() −→ {0} ∀ ∈ Z
êáé (êáô' åðÝêôáóç, ìÝóù ôÞò óõíåðáãùãÞò C.2.7 (i)⇒(vi)) ç áêñßâåéá ôùí

{0} −→ Hom(Ker())
∗−→ Hom()

̌∗−→ Hom( Im()) −→ {0} (C.4)

ãéá êÜèå  ∈ Z Oé (C.4) (áíáóõíôéèÝìåíåò óå ìßá áêñéâÞ áêïëïõèßá) äßäïõí ôçí

(C.3).

C.2.9 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí   ∈ N  ≥ 2  ≥ 2 êáé ìêä( ) = 1 ôüôå õößóôá-
íôáé éóïìïñöéóìïß Z-ìïäßùí

Z ∼= ZZ ∼= ZZ⊕ ZZ ∼= Z ⊕ Z

Ïé Z-ìüäéïé Z êáé Z ùò åõèåßò ðñïóèåôÝïé ôïý åëåõèÝñïõ Z-ìïäßïõ Z åßíáé
ðñïâïëéêïß. (Âë. C.2.7 (i)⇔(iv).) Ùóôüóï, äåí åßíáé åëåýèåñïé. (Bë. åä. A.6.19.)

(ii) ÅÜí  = Z[
√−5] ôüôå ôï éäåþäåò  :=


2 1 +

√−5® (ùò õðïìüäéïò ôïý -

ìïäßïõ ) åßíáé Ýíáò ìç åëåýèåñïò -ìüäéïò. (Âë. åä. A.6.48.) Ùóôüóï, åßíáé ðñï-
âïëéêüò. ÐñÜãìáôé° åÜí  åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò âáèìßäáò 2 äçëáäÞ åÜí

 = 1 ⊕2 (ãéá êáôÜëëçëá ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá 1 2 ∈  ) êáé ïñßóïõìå

ôïí åðéìïñöéóìü -ìïäßùí

 :  −→  (11 + 22) := 21 + (1 +
√−5)2 ∀(1 2) ∈ ×

êáèþò êáé ôïí ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí

 :  −→  () := −1 + ( 1−
√−5
2 )2 ∀ ∈ 
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ôüôå4

( ◦ ) () = (−1 + ( 1−
√−5
2

)2) = −2+ 
2
(1 +

√−5)(1−√−5)| {z }
=6

= 

ãéá êÜèå  ∈  ïðüôå ◦ = id =⇒  ∼=Ker()⊕  êáé ï-ìüäéïò  åßíáé üíôùò

ðñïâïëéêüò (ùò åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ).

(iii) ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå ï Z-ìüäéïò Z äåí åßíáé ïýôå åëåýèåñïò ïýôå ðñïâïëé-
êüò. (Âë. åä. A.6.15 (i), C.1.19 êáé ôçí éóïäõíáìßá ôùí óõíèçêþí (i) êáé (v) ôïý

èåùñÞìáôïò C.2.7.)

Áðü ôï èåþñçìá C.2.7 ðñïêýðôåé êáé Ýíá ìåñéêü áíôßóôñïöï ôÞò C.2.4.

C.2.10 Ðüñéóìá. ÅÜí åßíáé ìéáÐ.Ê.É., ôüôå êÜèå ðñïâïëéêüò-ìüäéïò åßíáé åëåý-
èåñïò.

Áðïäåéîç. ÅÜí åßíáé ôõ·þí ðñïâïëéêüò-ìüäéïò, üðïõ ìéáÐ.Ê.É., ôüôå ï

üíôáò (êáôÜ ôï èåþñçìá C.2.7) åõèýò ðñïóèåôÝïò (êáé, ùò åê ôïýôïõ, õðïìüäéïò )
åíüò åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ, åßíáé êáô' áíÜãêçí åëåýèåñïò (Ýíåêá ôïý èåùñÞìáôïò

A.6.47). ¤

C.2.11 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É., ôüôå êÜèå õðïìüäéïò åíüò ðñïâïëéêïý -
ìïäßïõ åßíáé ðñïâïëéêüò.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò C.2.4 êáé ôïý ðïñßóìáôïò C.2.10) ïé

Ýííïéåò åëåýèåñïò êáé ðñïâïëéêüò åßíáé éóïäýíáìåò ãéá ìïäßïõò ïñéæüìåíïõò õðå-

ñÜíù Ð.Ê.É., ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò A.6.47. ¤

C.2.12 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  äåí åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå ôï ðüñéóìá C.2.11 ðáýåé íá

éó·ýåé. Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí  = Z4Z ôüôå ï  (ùò åëåýèåñïò -ìüäéïò) åß-

íáé ðñïâïëéêüò. Ùóôüóï, ï õðïìüäéüò ôïõ 2Z4Z äåí åßíáé ðñïâïëéêüò, äéüôé åÜí
Þôáí, ôüôå ãéá ôïí åðéìïñöéóìü

Z4Z 3 + 4Z 7−→ 2+ 4Z = 2(+ 4Z) ∈ 2Z4Z
èá õðÞñ·å  ∈ÇomZ4Z(2Z4ZZ4Z) ðïõ èá êáèéóôïýóå ôï äéÜãñáììá

2Z4Z


zzv
v
v
v
v

id2Z4Z

²²
Z4Z 

// 2Z4Z // {0}
4Åí ðñïêåéìÝíù, åöáñìüæïõìå ôï èåþñçìá B.1.28 ãéá ôç âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá

{0} −→ Ker() → 
−→  −→ {0} 
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ìåôáèåôéêü êáé ãéá êÜèå  ∈ Z èá ßó·õå

2+ 4Z = id2Z4Z(2+ 4Z) = ((2+ 4Z)) = 2((2+ 4Z))

= (2(2+ 4Z)) = (4+ 4Z) = (4Z) = (02Z4Z) = 0Z4Z = 4Z

Þôïé êÜôé ðïõ èá ìáò ïäçãïýóå óå Üôïðï5.

C.2.13 Ðñüôáóç. Ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá-ìïäßùí ()∈ ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé
éóïäýíáìåò :

(i) Ôï åõèý Üèñïéóìá  :=
L

∈  åßíáé ðñïâïëéêüò -ìüäéïò.

(ii) Ï  åßíáé ðñïâïëéêüò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈ 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ï  åßíáé ðñïâïëéêüò, ôüôå (êáôÜ ôï èåþñçìá C.2.7,

(i)⇒(iv)) õðÜñ·åé Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò  êáé Ýíáò õðïìüäéïò  0 áõôïý, ïý-
ôùò þóôå íá éó·ýåé  =  ⊕  0 ÅðïìÝíùò,

 =

ÃL
∈



!
⊕  0 ∼=

A.5.13
 ⊕

ÃÃ L
∈r{}



!
⊕  0

!
 ∀ ∈ 

êáé ï  åßíáé ðñïâïëéêüò ãéá êÜèå  ∈  (Âë. C.2.7, (iv)⇒(i).)

(ii)⇒(i) ÅÜí ï  åßíáé ðñïâïëéêüò ãéá êÜèå  ∈  ôüôå õðÜñ·åé (êáôÜ ôï èåþñçìá

C.2.7, (i)⇒(iv)) Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò  êáé Ýíáò õðïìüäéïò 
0
 áõôïý, ïýôùò

þóôå íá éó·ýåé  =  ⊕  0  ÅðïìÝíùò,

L
∈

 =
L
∈
( ⊕  0) ∼=

A.5.13
 ⊕

ÃL
∈

 0

!


ìå ôïí
L

∈  åëåýèåñï (ùò åõèý Üèñïéóìá åëåõèÝñùí, âë. A.6.17). Áñêåß ëïéðüí

íá åöáñìïóèåß åê íÝïõ ç óõíåðáãùãÞ (iv)⇒(i) ôïý èåùñÞìáôïò C.2.7. ¤

C.2.14 Ïñéóìüò. ¸íáò -ìüäéïò  êáëåßôáé åìâïëéêüò üôáí ãéá êÜèå ïìïìïñöé-

óìü -ìïäßùí  :  −→  êáé ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü -ìïäßùí  :  −→ 

õðÜñ·åé êÜðïéïò (ü·é êáô' áíÜãêçí ìïíáäéêüò)  ∈ Hom() ãéá ôïí ïðïßï

éó·ýåé  ◦  =  Óôç ãëþóóá ôùí äéáãñáììÜôùí ç «åìâïëéêüôçôá» äéáôõðþíåôáé

ùò åîÞò: ¸íáò-ìüäéïò åßíáé åìâïëéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå äéÜãñáììá

-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ôÞò ìïñöÞò

{0} // 
 //



²²





5Ð.·., ãéá  = 1 Ý·ïõìå 2 ∈ 4Z
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ìå ôç ãñáììÞ ôïõ áêñéâÞ õðÜñ·åé  ∈ Hom() ðïõ ôï óõìðëçñþíåé:

{0} // 
 //



²²



¡¡¡
¡
¡
¡



C.2.15 Ðñüôáóç. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç ãñáììÞ ôïý äéáãñÜììáôïò-ìïäßùí êáé ïìï-
ìïñöéóìþí -ìïäßùí


0 // 



²²

 // 



åßíáé áêñéâÞò, üôé ï  åßíáé åìâïëéêüò êáé üôé  ◦ 0 = 0 õðÜñ·åé  ∈ Hom()

ìå ôçí éäéüôçôá  ◦  = 


0 // 



²²

 // 

ÄÄÄ
Ä
Ä
Ä



Áðïäåéîç. ¸óôù  := Ker() = Im(0) ÅðåéäÞ  ◦ 0 = 0⇒  ⊆ Ker() ç ðñü-

ôáóç A.4.6 ìáò ðëçñïöïñåß üôé õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ïìïìïñöéóìüò

-ìïäßùí  :  −→  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá  ◦  =  êáèþò êáé

üôé õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí  :  −→ 

ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá ◦ =   ÅðåéäÞ ï åßíáé åìâïëéêüò, õðÜñ·åé

 ∈ Hom() ìå ôçí éäéüôçôá  ◦  =  Ç áðüäåéîç áðïðåñáôïýôáé ðáñáôç-

ñþíôáò üôé  =  ◦  = ( ◦ ) ◦  =  ◦ ( ◦ ) =  ◦  ¤

C.2.16 Ðñüôáóç. Ãéá Ýíáí -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé åìâïëéêüò.

(ii) Ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü -ìïäßùí  :  −→  o

∗ := Hom( id) : Hom() −→ Hom()

åßíáé åðéìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Ï ïìïìïñöéóìüò ∗ åßíáé (åî ïñéóìïý) åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí

åÜí ãéá êÜèå  ∈ Hom() õðÜñ·åé  ∈ Hom() ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

∗() = id◦◦ = ◦ = Ùò åê ôïýôïõ, ïé óõíèÞêåò (i) êáé (ii) åßíáé éóïäýíáìåò.

(Âë. åä. C.2.14.) ¤
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C.2.17 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéóìÝíïò õðåñÜíù åíüò

óþìáôïò åßíáé åìâïëéêüò-ìüäéïò.

(ii) Ïé (ðñïóèåôéêÝò, áâåëéáíÝò) ïìÜäåò Q QZ êáé Z(∞) (âë. åä. A.3.21 (ii))

åßíáé åìâïëéêïß Z-ìüäéïé. ÁíôéèÝôùò, ï Z-ìüäéïò Z  ∈ N  ≥ 2 äåí åßíáé

åìâïëéêüò.

C.2.18 Èåþñçìá. ÊÜèå-ìüäéïò åßíáé éóüìïñöïò ìå Ýíáí õðïìüäéï åíüò åìâïëéêïý
-ìïäßïõ.

Áðïäåéîç. Âë. Mac Lane [69], Theorem 74 óåë. 93-94 ¤

C.2.19 Ðñüôáóç. ÊÜèå åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò åìâïëéêïý -ìïäßïõ åßíáé åìâïëé-
êüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù Ýíáò åìâïëéêüò-ìüäéïò ï ïðïßïò ðáñßóôáôáé ùò åõèý Üèñïé-
óìá  :=  ⊕  0 äõï õðïìïäßùí ôïõ  êáé  0 ¸óôù  ∈ Hom() êáé Ýóôù
ôõ·þí ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí  :  −→  Óõìâïëßæïíôáò ùò  :  →  ôç
óõíÞèç Ýíèåóç êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ï åßíáé åìâïëéêüò, åîáóöáëßæïõìå
ôçí ýðáñîç êÜðïéïõ  ∈ Hom() ìå  ◦  =  ◦ 

{0} // 

◦

%%



²²

 // 


vvm m
m m

m m
m m

m



ww



©

©



²²
 =  ⊕  0

pr1

OO

ÅðåéäÞ pr1 ◦  = id  èÝôïíôáò  := pr1 ◦  :  −→  óõìðåñáßíïõìå üôé

 ◦  = pr1 ◦  ◦  = pr1 ◦  ◦  = 

Áõôü óçìáßíåé üôé ï  åßíáé åìâïëéêüò. ¤

C.2.20 Ðñüôáóç. Ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí ()∈ ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åß-
íáé éóïäýíáìåò :

(i) Ôï åõèý ãéíüìåíï  :=
Q

∈  åßíáé åìâïëéêüò -ìüäéïò.

(ii) Ï  åßíáé åìâïëéêüò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈ 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ï  åßíáé åìâïëéêüò,  ∈ Hom()∀ ∈  êáé

 :  −→  ôõ·þí ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí, ôüôå èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá

{0} // 



²²

 // 



²²



xxq q
q
q
q
q
q



 // 
pr

oo
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Ðñïöáíþò, ∃ ∈ Hom() :  ◦  =  ◦  ∀ ∈  Èåùñþíôáò ôÞ óýíèåóç
 := pr ◦  ëáìâÜíïõìå

 ◦  = (pr ◦ ) ◦  = pr ◦ ( ◦ ) = pr ◦ ( ◦ ) = (pr ◦ ) ◦  =   ∀ ∈ 

Áõôü óçìáßíåé üôé ï  åßíáé åìâïëéêüò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈ 

(ii)⇒(i) ÅÜí ï  åßíáé åìâïëéêüò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈   ∈ Hom() êáé

 :  −→  ôõ·þí ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí, ôüôå èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá

{0} // 



²²

 // 



²²



xxq q
q
q
q
q
q


pr

// 

Ðñïöáíþò, ∃ ∈Hom() :  ◦  = pr ◦ ∀ ∈ Èåùñþíôáò ôüí ïìïìïñ-
öéóìü  :  −→   7−→ () := (())∈  äéáðéóôþíïõìå üôé

( ◦ )() = ((()))∈ = (pr(()))∈ = () ∀ ∈ 

¢ñá ï  åßíáé åìâïëéêüò. ¤

C.2.21 Óçìåßùóç. (i) To åõèý Üèñïéóìá ïéáóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíçò ïéêïãåíåßáò

åìâïëéêþí -ìïäßùí åßíáé åìâïëéêüò -ìüäéïò (áöïý ôï åõèý Üèñïéóìá ðåðåñá-

óìÝíïõ ðëÞèïõò -ìïäßùí éóïýôáé ìå ôï åõèý ãéíüìåíï áõôþí).

(ii) To åõèý Üèñïéóìá ôõ·ïýóáò ïéêïãåíåßáò åìâïëéêþí-ìïäßùí åßíáé åìâïëéêüò

-ìüäéïò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò. (Âë. Rotman [103],

Proposition 331 óåë. 119 êáé Theorem 339 óåë. 123-124)

C.2.22 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé åìâïëéêüò.

(ii) ÅÜí åßíáé -ìüäéïé, ôüôå êÜèå âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò

{0} −→ 
−→

−→  −→ {0} (C.5)

åßíáé äéáóðþìåíç.

(iii) Ï  åßíáé åõèýò ðñïóèåôÝïò åíüò åìâïëéêïý -ìïäßïõ

(iv) Ãéá êÜèå ìïíïìïñöéóìü -ìïäßùí  :  −→  o

∗ := Hom( id) : Hom() −→ Hom()

åßíáé åðéìïñöéóìüò.

(v) Ãéá êÜèå âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí

{0} −→ 
−→ 

−→  −→ {0}
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ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} −→ Hom()
∗−→ Hom()

∗−→ Hom() −→ {0}

åßíáé áêñéâÞò.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá

{0} // 
 //

id

²²





ìå áêñéâÞ ãñáììÞ. ÅðåéäÞ ï  åßíáé åìâïëéêüò, ∃ ∈ Hom() :  ◦  = id

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé êÜèå âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá ôÞò ìïñöÞò (C.5) åßíáé äéá-

óðþìåíç. (Âë. èåþñçìá B.1.28.)

(ii)⇒(iii) Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá C.2.18, õðÜñ·åé ìïíïìïñöéóìüò  :  → 0

ìå ôïí 0 åìâïëéêü. Ùò åê ôïýôïõ, Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ó·çìáôéóìïý ôÞò âñá-

·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò {0} −→ 

→ 0


0

Im()−→ 0 Im() −→ {0} ÅðåéäÞ
áõôÞ äéáóðÜôáé (åî õðïèÝóåùò) óôïí 0 ï Im() = Ker(

0

Im())
∼=  åßíáé åõèýò

ðñïóèåôÝïò ôïý0

(iii)⇒(i) Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðñüôáóç C.2.19.

(iv)⇔(i) Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðñüôáóç C.2.16.

(iv)⇔(v) ¢ìåóç óõíÝðåéá ôïý èåùñÞìáôïò C.1.14. ¤

C.2.23 Óçìåßùóç. ÅÜí ï  åßíáé åìâïëéêüò êáé

· · · −2−→ −1
−1−→ 

−→+1
+1−→ · · ·

ïéáäÞðïôå áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, ôüôå ç

· · · 
∗
+1−→ Hom(+1 )

∗−→ Hom( )
∗−1−→ Hom(−1 )

∗−2−→ · · ·

èá åßíáé ùóáýôùò áêñéâÞò. (Ðñâë. óçìåßùóç C.2.8.)

C.2.24 Èåþñçìá. (ÊñéôÞñéï ôïý Baer.) ¸íáò-ìüäéïò åßíáé åìâïëéêüò åÜí êáé
ìüíïí åÜí êÜèå ïìïìïñöéóìüò-ìïäßùí  :  −→ áðü Ýíá éäåþäåò  ôïý óôïí
 ìðïñåß íá åðåêôáèåß óå Ýíáí ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí ̃ :  −→

Áðïäåéîç. Âë. Rotman [103], Theorem 330 óåë. 118-119 ¤
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C.3 ÔÁÍÕÓÔÉÊÏ ÃÉÍÏÌÅÍÏ

C.3.1 Ïñéóìüò. ÄïèÝíôùí ôñéþí -ìïäßùí êáé  ìéá áðåéêüíéóç

 : × −→ 

êáëåßôáé -äéãñáììéêÞ üôáí éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) (11 + 22 ) = 1(1 ) + 2(2 )

(ii) ( 11 + 22) = 1( 1) + 2( 2)

ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 ∈   1 2 ∈  êáé  1 2 ∈  μñçóéìïðïéïýìåíïò

óõìâïëéóìüò:

Bil( ;) := { : × −→ | -äéãñáììéêÞ} 

C.3.2 ÐáñáôÞñçóç. Ôï óýíïëï Bil( ;) åßíáé åöïäéáóìÝíï êáôÜ ôñüðï öõ-

óéêü ìå ôç äïìÞ åíüò-ìïäßïõ, êáèüôé ìðïñåß íá éäùèåß ùò õðïìüäéïò ôïý × 
(Âë. A.2.5 (viii).)

C.3.3 Óçìåßùóç. ÅÜí  åßíáé äõï -ìüäéïé êáé  ∈ Hom ()  ôüôå, ùò

ãíùóôüí, ï ðõñÞíáò Ker() ôÞò  åßíáé õðïìüäéïò ôïý  êáé ç åéêüíá Im() ôÞò

 åßíáé õðïìüäéïò ôïý  (Bë. A.3.5 (ii) êáé (iv).) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, äïèÝíôùí

ôñéþí -ìïäßùí  êáé  ïé -äéãñáììéêÝò áðåéêïíßóåéò  ∈ Bil( ;)

åíäÝ·åôáé íá ìçí äéáôçñïýí ðëÞñùò ôç äïìÞ ôïý -ìïäßïõ, õðü ôçí Ýííïéá ôïý üôé

åßíáé äõíáôüí ôüóïí ôï óýíïëï

{ ( ) ∈ × |  ( ) = 0} ⊆ ×

üóïí êáé ç åéêüíá

Im () = { ( ) | ( ) ∈ ×} ⊆ 

ìéáò ôÝôïéáò  íá ìçí åßíáé õðïìüäéïé.

C.3.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç áðåéêüíéóç

 : × −→  ( ) 7−→  (( )) := 

åßíáé -äéãñáììéêÞ° ùóôüóï, åÜí õðïèÝóïõìå üôé ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå

ôï óýíïëï

{ ( ) ∈ × |  (( )) = 0} = (× {0}) ∪ ({0} ×)

äåí åßíáé õðïìüäéïò ôïý × (Ðñïöáíþò, ôï (1 0) + (0 1) = (1 1) äåí

áíÞêåé óå áõôü ôï óýíïëï.)
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(ii) ¸óôù Ýíá óþìá. Ç áðåéêüíéóç  : 2 ×2 −→ 4 üðïõ

 (( )  ( )) := (   − )  ∀ (( )  ( )) ∈ 2 ×2

åßíáé-äéãñáììéêÞ. Ç åéêüíá Im () ôÞò  ðåñéÝ·åé ôá óôïé·åßá ôÞò âÜóåùò

X := {(1  0  0  0) (0  1  0  0) (0  0  1  1) (0  0  0  1)}
ôïý-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ4 äéüôé⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−1 ((1  0  0  0)) =
©¡¡

 −1
¢
 (0 0)

¢ ¯̄
 ∈ r{0}

ª


−1 ((0  1  0  0)) =
©¡
(0 0) 

¡
 −1

¢¢ ¯̄
 ∈ r{0}

ª


−1 ((0  0  1  1)) =
©¡
( 0)  (0 −1)

¢ ¯̄
 ∈ r{0}

ª


−1 ((0  0  0  1)) =
©¡
(0 )  (−−1 0)¢ ¯̄  ∈ r{0}

ª


áëëÜ6 −1 ((0  0  1  0)) = ∅ ⇒ (0  0  1  0) ∈ Im ()  Ùò åê ôïýôïõ, ç

Im () äåí åßíáé ãñáììéêüò õðü·ùñïò7 ôïý4.

C.3.5 Óçìåßùóç. ËüãùáõôÞò ôÞò éäéüññõèìçò óõìðåñéöïñÜò ôùí-äéãñáììéêþí

áðåéêïíßóåùí, åÜí ìáò äïèïýí äõï -ìüäéïé  êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí åéäéêü
-ìüäéï êáèþò êáé ìéá åéäéêÞ -äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

 : × −→

ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåé ìéá -ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç e ∈ Hom () ãéá ïéáäÞ-
ðïôå  ∈ Bil( ; ) (üðïõ  ôõ·þí -ìüäéïò), ïýôùò þóôå ç e íá ðåñéãñÜ-

öåé ïõóéþäåéò éäéüôçôåò ôÞò . Áõôü ôï æåýãïò () êáëåßôáé «ôáíõóôéêü ãéíü-

ìåíï» ôùí  êáé  êáé -ðÝñáí ôïý üôé ðëçñïß ôçí ðñïáíáöåñèåßóá «êáèïëéêÞ

óõíèÞêç»- åßíáé êáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï. (Âë. èåùñÞìáôá C.3.8 êáé C.3.9).

C.3.6 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé êáé  åßíáé äõï -ìüäéïé. ÊÜèå æåýãïò () áðï-

ôåëïýìåíï áðü Ýíáí -ìüäéï êáé ìéá -äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

 : × −→

êáëåßôáé ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí êáé  õðåñÜíù ôïý  üôáí ðëçñïß ôçí áêü-

ëïõèç êáèïëéêÞ óõíèÞêç : Ãéá êÜèå -äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç  áðü ôïí  × 

6Ïé åîéóþóåéò  = 0   = 0   = 1   = −1 äåí äéáèÝôïõí êïéíÝò ëýóåéò (( )  ( )) åíôüò ôïý
2 ×2.

7ÅÜí ç Im () Þôáí ãñáììéêüò õðü·ùñïò ôïý-äéáí. ·þñïõ  = 4, ôüôå Im () = Lin (Im ()) êáé

X ⊆ Im () ⊆  =⇒  = Lin (X ) ⊆ Lin (Im ()) ⊆ Lin ( ) = 

ïðüôå èá åß·áìå Im () =  , ðñÜãìá Üôïðï, äéüôé (0  0  1  0) ∈ Im ().
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óå Ýíáí ôõ·üíôá -ìüäéï õðÜñ·åé Ýíáò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ïìïìïñöéóìüòe ∈Hom (), ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

 ×
 //



""E
EE

EE
EE

EE
EE

EE
EE

EE
E 

©

e∈ Hom()

²²


ìåôáèåôéêü, Þôïé

( ) = e ( ( ))  ∀ ( ) ∈ ×

(Ç ðñüôáóç C.3.7 ìáò ðáñÝ·åé äýï ·ñçóôéêÝò éäéüôçôåò ãéá ôï æåýãïò (), ïé

ïðïßåò, üôáí éó·ýïõí áðü êïéíïý, éóïäõíáìïýí ìå ôçí ùò Üíù êáèïëéêÞ óõí-

èÞêç. ÅîÜëëïõ, ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò C.3.11 áðïäåéêíýåôáé êáôáóêåõáóôéêþò ç
ýðáñîç ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò êáé  . Ðñïçãåßôáé

ôï èåþñçìá C.3.8, ôï ïðïßï ìáò åããõÜôáé ôç ìïíáäéêüôçôÜ ôïõ.)

C.3.7 Ðñüôáóç. ¸íá æåýãïò () áðïôåëïýìåíï áðü Ýíáí -ìüäéï  êáé ìéá
-äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç  :  × −→  åßíáé Ýíá ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí -
ìïäßùí êáé  åÜí êáé ìüíïí åÜí Ý·åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) H åéêüíá Im () ôÞò  ðáñÜãåé ôïí , Þôïé éó·ýåé Lin(Im ()) =

(ii) Ãéá êÜèå -äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç  áðü ôïí × óå Ýíáí ôõ·üíôá -ìüäéï
 õðÜñ·åé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò e ∈Hom (), ôÝôïéïò þóôå  = e ◦ 
Áðïäåéîç. ‘‘⇒''¸óôù () Ýíá ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí êáéÇéäéüôçôá (ii)

ðåñéÝ·åôáé óôïí ïñéóìü C.3.6. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôÞò (i) èåùñïýìå ôïí õðïìüäéï

 := Lin(Im ()) ôïý êáé ôçí -äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

 : × −→  ( ) 7−→ ( ) := ( )

Ç êáèïëéêÞ óõíèÞêç ðïõ ðëçñïß ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí  êáé  åããõÜôáé

ôçí ýðáñîç ìïíáäéêïý e ∈Hom () ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá


e

¯¯
ª

 ×


;;vvvvvvvvv


// 
0 P



``AAAAAAAA

ìåôáèåôéêü (üðïõ  :  → ç óõíÞèçò Ýíèåóç). ÅðïìÝíùò,e ◦  =  ⇒ ( ◦ e) ◦  =  ◦ (e ◦ ) =  ◦  =  = id ◦ 
⇒  ◦ e = id (ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôÝôïéïõ ïìïìïñöéóìïý, âë. C.3.6)

=⇒
A.3.22

[ç  åßíáé åðßññéøç]⇒  = Im() =
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‘‘⇐'' Áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôç ìïíáäéêüôçôá ôïý ïìïìïñöéóìïý e ìå ôçí éäéüôçôá

 = e ◦  ÅÜí õðÜñ·åé e0 ∈Hom () ìå  = e0 ◦  ôüôå
e0 ◦  = e ◦ ⇒ e0 ¯̄̄

Im()
= e ¯̄̄

Im()
⇒ e0 = e

(ëüãù ôÞò (i)). ¤

C.3.8 Èåþñçìá. (Ìïíáäéêüôçôá ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ) ÅÜí ôá () êáé
( 0 0) åßíáé ôáíõóôéêÜ ãéíüìåíá ôùí-ìïäßùí êáé , ôüôå õðÜñ·åé Ýíáò ìïíï-
óçìÜíôùò ïñéóìÝíïò éóïìïñöéóìüò  :

∼=−→ 0, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ◦ = 0

Áðïäåéîç. Áðü ôçí êáèïëéêÞ óõíèÞêç ðïõ ðëçñïýí ôá ôáíõóôéêÜ ãéíüìåíá

() êáé ( 0 0) (âë. C.3.6)

[∃ ∈ Hom ( 0) :  ◦  = 0] êáé [∃0 ∈ Hom (
0 ) : 0 ◦ 0 = ]

åðß ôç âÜóåé ôïý áêüëïõèïõ ìåôáèåôéêïý äéáãñÜììáôïò:



©

 ×

0

²²

oo  // 

oo

©

 00

]]

áöïý èÝóïõìå  := 0  := 0 êáé e :=  óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, êáé, áíôéóôïß-

·ùò,  := :=  êáé e := 0 óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç. ÅðïìÝíùò,

(0 ◦ ) ◦  =  = id ◦ 
0 ◦  ∈ Hom ( )

id ∈ Hom ( )

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒ 0 ◦  = id

(åîáéôßáò ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý ïìïìïñöéóìïý ìå ôçí åí ëüãù éäéüôçôá) êáé êáô'

áíáëïãßáí  ◦ 0 = id 0 Áõôü óçìáßíåé üôé áìöüôåñïé ïé  0 åßíáé éóïìïñöéóìïß
ìå 0 = −1 ¤

C.3.9 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí ôï () åßíáé Ýíá ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí-ìïäßùí

êáé  êáé  : 
∼=−→  Ýíáò éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí, ôüôå, ìå áíÜëïãç óõëëïãé-

óôéêÞ, äåß·íïõìå üôé êáé ôï (  ◦ ) åßíáé Ýíá ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí êáé  .

(ii) Êáô' ïõóßáí, ôï èåþñçìá C.3.8 ìáò ðëçñïöïñåß üôé Ýíá ôáíõóôéêü ãéíüìåíï

() ôùí êáé  , åöüóïí õðÜñ·åé, åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï «ìÝ·ñéò éóï-

ìïñöéóìïý». ÌÜëéóôá, üðùò èá äïýìå áñãüôåñá (óôï åä. C.5.37), óôçí åéäéêÞ

ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá áìöüôåñïé ïé êáé åßíáé åëåýèåñïé êáé ðåðåñáóìÝ-

íùò ðáñáãüìåíïé, õðÜñ·åé êáé ç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò åíüò «êáëïý åêðñïóþðïõ»

áðü ôçí êëÜóç ôùí (áíÜ äýï éóïìüñöùí) æåõãþí ()
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C.3.10 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé  êáé  åßíáé äõï -ìüäéïé. Èåùñïýìå ôïí åëåý-

èåñï -ìüäéï (×) ìå ôï óýíïëï

Im () =
©
()

¯̄
( ) ∈ ×

ª
ùò ìéá âÜóç ôïõ, üðïõ ç  åßíáé ç åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç

 : × −→ (×) ( ) 7−→ ()

ìå

 × 3 ( ) 7−→ () ( ) :=

½
1 üôáí ( ) = ( )

0 üôáí ( ) 6= ( )

(Âë. A.6.5 êáé A.6.12.) Åí óõíå·åßá ïñßæïõìå ôïí õðïìüäéï Ξ () ôïý
(×)

ôïí ðáñáãüìåíï áðü ôá óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò

(i) (1+20)− 1 ()− 2 (0) ( 
0 ) ∈ × × (1 2) ∈ × êáé

(ii) (1+20) − 1 () − 2 (0) (  
0) ∈ × × (1 2) ∈ ×

êáé óõìâïëßæïõìå áðëþò ùò  ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü


(×)

Ξ ()
: (×) −→ (×) Ξ () 

Ôþñá ðëÝïí Ý·ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò üëá åêåßíá ôá ôå·íéêÜ ìÝóá, ôá ïðïßá èá

áðáéôçèïýí ãéá ôçíêáôáóêåõÞ ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò

 êáé  .

C.3.11 Èåþñçìá. (¾ðáñîç ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ)

Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò êáé  , ôï æåýãïò (), üðïõ

 := (×) Ξ ()   :=  ◦  (C.6)

áðïôåëåß ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí êáé 

Áðïäåéîç. ÁõôÞ èá ðáñïõóéáóèåß óå ôñßá äéáäï·éêÜ âÞìáôá.

ÂÞìá 1ï. Ç áðåéêüíéóç  :=  ◦  : × −→ åßíáé-äéãñáììéêÞ. ÐñÜãìáôé°

ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 ∈  1 2 ∈ êáé  ∈  Ý·ïõìå⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(11 + 22 ) = (11+22) + Ξ () 

1(1 ) + 2(2 ) = 1(1) + 2(2) + Ξ () 

C.3.10⇒ (11+22) − (1(1) + 2(2)) ∈ Ξ () 

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
Åî áõôþí Ýðåôáé üôé (11 + 22 ) = 1(1 ) + 2(2 ) Ðáñïìïßùò, ãéá

ïéáäÞðïôå 1 2 ∈   ∈ êáé 1 2 ∈ 

( 11 + 22) = 1( 1) + 2( 2)
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ÂÞìá 2ï. ¸óôù  ôõ·þí -ìüäéïò êáé Ýóôù  ∈ Bil( ;) Êáôüðéí

äéðëÞò åöáñìïãÞò ôÞò êáèïëéêÞò óõíèÞêçò ðïõ ðëçñïß ï åëåýèåñïò -ìüäéïò

((×) ) åðß ôïý  ×  ãéá ôéò áðåéêïíßóåéò  êáé  (âë. A.6.1 êáé A.6.5)

ëáìâÜíïõìå ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïõò

 ∈ Hom(
(×) ) :  ◦  =  êáé  ∈ Hom(

(×) ) :  ◦  = 

ÓçìåéùôÝïí üôé  =  (ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý  ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, êá-

èüóïí  ◦  =: ) Ùò åê ôïýôïõ, ðñïêýðôåé ôï åîÞò ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:



 ×



OO

yyrrr
rr
rr
rr
r


##F

FF
FF

FF
FF

ª

©

(×)

=

22



// 

ÂÞìá 3ï. Áðü ôçí -äéãñáììéêüôçôá ôÞò  Ýðåôáé üôé Ξ () ⊆ Ker() Ëüãù

áõôïý ôïý åãêëåéóìïý åßíáé äõíáôÞ ç åöáñìïãÞ ôÞò êáèïëéêÞò éäéüôçôáò A.4.6 (i)

ãéá ôïí ðçëéêïìüäéï óôïí  êáé ç áðüêôçóç åíüò êáé ìüíïí

e ∈ Hom() : e ◦  = e ◦  = 

Ðñïöáíþò, e ◦  = e ◦ ( ◦ ) = (e ◦ ) ◦  =  ◦  = 



e

¯¯

U
N
B
4
*

"

¿

 ×



OO

yyrrr
rr
rr
rr
r


##F

FF
FF

FF
FF

ª

© ©

(×)

=

22



// 

Ãéá íá äåßîïõìå üôé ï e åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò êáé ùò ðñïò áõôÞí ôçí éäéü-
ôçôá áñêåß (äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò C.3.7) íá äåßîïõìå üôé ç åéêüíá ôÞò  åßíáé

Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôïý Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôéò éóüôçôåò

Lin(Im ()) = Lin(( ×)) = Lin((( ×)))

= (Lin(( ×))) = (Lin(Im())) = ((×)) =

ìå ôçí ôñßôç åî áõôþí ïöåéëüìåíç óôçí åðéññéðôéêüôçôá ôïý  êáé ìå ôçí ðÝìðôç

ðñïêýðôïõóá áðü ôï ëÞììá A.6.2 êáé ôï èåþñçìá A.6.5. ¤
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C.3.12 Ïñéóìüò. ÄïèÝíôùí äõï -ìïäßùí  êáé  , êáôáóêåõÜæïõìå ôï æåýãïò

() ìÝóù ôïý (C.6) êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí (êëáóéêü) óõìâïëéóìü:

 ⊗  :=

ÄõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò C.3.8 êáé ôÞò óçìåéþóåùòC.3.9 ìðïñïýìå, áíáöåñüìåíïé

-áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò- óôï ( ⊗ ), íá ïìéëïýìå ãéá ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï

ôùí-ìïäßùí êáé . Åðßóçò, ïíïìÜæïõìå ôçí  ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý .

C.3.13 Ïñéóìüò. Ôáóôïé·åßá ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝ-

íïõ ( = ⊗ ) ôùí-ìïäßùí êáé ïíïìÜæïíôáé ôáíõóôÝò. ÉäéáéôÝñùò,

êÜèå ôáíõóôÞò ôÞò ìïñöÞò

⊗  :=  ( ) ∈ Im ()  ãéá êÜðïéá  ∈ ∈ 

êáëåßôáé áðïóõíôéèÝìåíïò (Þ óôïé·åéþäçò) ôáíõóôÞò8 ôïý

C.3.14 Ðüñéóìá. ¸óôù ( = ⊗ ) ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí-ìïäßùí
êáé  Ôüôå éó·ýïõí ïé áêüëïõèïé õðïëïãéóôéêïß êáíüíåò ãéá ôïõò áðïóõíôéèÝìå-
íïõò ôáíõóôÝò ôïý :

(i) (1 + 2)⊗  = (1 ⊗ ) + (2 ⊗ )  ãéá êÜèå 1 2 ∈ êáé êÜèå  ∈ 

(ii) ⊗ (1 + 2) = (⊗ 1) + (⊗ 2)  ãéá êÜèå  ∈ êáé êÜèå 1 2 ∈ 

(iii)  (⊗ ) = (⊗ ) = (⊗ )  ãéá êÜèå  ∈ ∈  êáé êÜèå  ∈ 

(iv) 0 ⊗  = 0 = ⊗ 0  ãéá êÜèå  ∈ êáé  ∈  .

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ⊗ =  ( ), üëïé ïé áíáãñáöüìåíïé õðïëïãéóôéêïß êáíüíåò

Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôçí -äéãñáììéêüôçôá ôÞò  : × −→ . ¤

C.3.15 Ðüñéóìá. ¸óôù ( = ⊗ ) ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí-ìïäßùí
êáé  Ôüôå ãéá êÜèå ôáíõóôÞ  ∈  õðÜñ·ïõí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá
 ∈ ∈  êáé  ∈  1 ≤  ≤   ∈ N ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

 =
X
=1

 ( ⊗ )  (C.7)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ Lin(Im ()) =  (êáôÜ ôçí ðñüôáóç C.3.7), êÜèå óôïé·åßï

ôïý ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò áðïóõíôéèÝìåíùí ôáíõóôþí. ¤

C.3.16 Ðüñéóìá. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé, ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åî áõôþí ôåôñéì-
ìÝíï, ôüôå êáé ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ⊗  åßíáé ôåôñéììÝíïò -ìüäéïò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ðüñéóìá C.3.15 êáé áðü ôï (iv) ôïý ðïñßóìáôïò

C.3.14. ¤
8Ãéá äïèÝíôá áðïóõíôéèÝìåíï ôáíõóôÞ ⊗ , ôá  êáé  ïíïìÜæïíôáé åíßïôå ðáñÜãïíôÝò ôïõ.
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C.3.17 Óçìåßùóç. Ôï áíôßóôñïöï ôïý ðïñßóìáôïò C.3.16 äåí åßíáé áëçèÝò áí äåí

ðëçñïýíôáé êÜðïéåò åðéðñüóèåôåò óõíèÞêåò. (Âë. ðáñÜäåéãìá C.3.20 (ii), êáèþò

êáé ôï (ii) ôïý ðïñßóìáôïò C.4.11.)

C.3.18 Ðüñéóìá. ¸óôù = ⊗ ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí-ìïäßùí êáé
 Ôüôå êÜèå  ∈  ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áðïóõíôéèÝ-
ìåíùí ôáíõóôþí.

Áðïäåéîç. H ðáñÜóôáóç (C.7) ôõ·üíôïò  ∈ ìðïñåß (ìÝóù ôÞò C.3.14 (iii)) íá

ãñáöåß ùò:

 =
X
=1

 ( ⊗ ) =
X
=1

( ⊗ ) =
X
=1

( ⊗ ) 

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

C.3.19 ÐáñáôÞñçóç. (i) Åî üóùí áíáöÝñïíôáé óôçí áðüäåéîç ôïý C.3.18 ç ðáñÜ-

óôáóç (C.7) êáé ç ðáñÜóôáóç åíüò ôáíõóôÞ  ∈  ùò Üèñïéóìá ðåðåñáóìÝíïõ

ðëÞèïõò áðïóõíôéèÝìåíùí ôáíõóôþí äåí åßíáé -åí ãÝíåé- ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝ-

íåò.

(ii) Èá ðñÝðåé, åðéðñïóèÝôùò, íá åðéóçìáíèåß üôé -åí ãÝíåé- åßíáé äõíáôÞ ç ýðáñîç
ìç áðïóõíôéèÝìåíùí ôáíõóôþí  ∈ . Ãéá Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá âë. C.4.9.

C.3.20 Ðáñáäåßãìáôá. Óôï óçìåßï áõôü äßíïõìå êÜðïéá ðñþôá «áðôÜ» ðáñáäåßã-

ìáôá ôáíõóôéêþí ãéíïìÝíùí ⊗  äõï -ìïäßùí êáé  .

(i) ÅÜí  = Z êáé =  = Z2 ôüôå

Z2 ⊗Z Z2 ∼= Z2
ÐñÜãìáôé° ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôùí êáé  åßíáé ôï

{([0]2  [0]2)  ([0]2  [1]2)  ([1]2  [0]2)  ([1]2  [1]2)}
ÅðïìÝíùò ï (×) åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò Z-ìüäéïò âáèìßäáò 4 ìå ôo

{([0]2[0]2) ([0]2[1]2) ([1]2[0]2) ([1]2[1]2)}

ùò ìéá âÜóç ôïõ. ÄåäïìÝíïõ üôé 2 []2 = [2]2 = [0]2 ãéá êÜèå  ∈ Z Ý·ïõìå⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

([0]2[0]2)
− 0 · ([0]2[0]2) = ([0]2[0]2)

∈ Ξ () 

([0]2[1]2)
− 0 · ([0]2[1]2) = ([0]2[1]2)

∈ Ξ () 

([1]2[0]2)
− 0 · ([1]2[0]2) = ([1]2[0]2)

∈ Ξ () 

êáé 2([]2[]2)
= ([0]2[0]2)

∈ Ξ ()  ∀ ( ) ∈ Z× Z



380 hom êáé ⊗

Ùóôüóï, üðùò äéáðéóôþíåé êáíåßò åýêïëá, ([1]2[1]2)
∈ Ξ (), ïðüôå

 ⊗  = (×)Ξ () =
n
Ξ ()  ([1]2[1]2)

+ Ξ ()
o ∼= Z2

(ii) Ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï äõï ìç ôåôñéììÝíùí ìïäßùí äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç

ôåôñéììÝíï. (Ðñâë. C.4.11). Ð.·., åÜí = Z  =Z êáé = Z üðïõ ∈ N
ìå ìêä() = 1 ôüôå

Z ⊗Z Z ∼= {0}

ÐñÜãìáôé° ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï üôé

[] ⊗ [] = 0Z⊗ZZ  ∀ ( ) ∈ Z× Z

óå óõíäõáóìü ìå ôï ðüñéóìá C.3.18. Ç åí ëüãù éóüôçôá áðïäåéêíýåôáé ùò åîÞò:

ÅðåéäÞ ∃ ( ) ∈ Z× Z : +  = 1 Ý·ïõìå

[] ⊗ [] = 1 · ([] ⊗ []) = (+ ) ([] ⊗ [])
=  ([] ⊗ []) +  ([] ⊗ [])
= ( [] ⊗ []) + ([] ⊗  [])

= ( []| {z }
=[0]

⊗ []) + ([] ⊗  []| {z }
=[0]

)

= 0Z⊗ZZ + 0Z⊗ZZ = 0Z⊗ZZ 

(Bë. ðüñéóìá C.3.14.) ÓçìåéùôÝïí üôé, ãåíéêüôåñá, ãéá ïéïõóäÞðïôå  ∈ N
Ý·ïõìå9

Z ⊗Z Z ∼= Zìêä() (C.8)

(iii) ¸óôù åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò. Ôüôå ãéá êÜèå óýíïëï  6= ∅ éó·ýåé

 () ∼= () ⊗ 

ÐñÜãìáôé° ç áðåéêüíéóç

 : () × −→ () (()∈  ) 7−→ ()∈ 

åßíáé -äéãñáììéêÞ êáé ãéá êÜèå ()∈ ∈ () Ý·ïõìå

()∈ =
P
∈

 (  ) 

9Âë. ðáñáôÞñçóç C.5.13.
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üðïõ ()∈ åßíáé ç óõíÞèçò âÜóç ôïý (), ïðüôå

Lin(Im ()) = ()

ÅîÜëëïõ, åÜí åßíáé ôõ·þí-ìüäéïò êáé ∈Bil
¡
() ;

¢
 ôüôå ç áðåéêüíéóç

e : () −→  e(()∈) := P
∈

 (  )

áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåée(((()∈  ))) = e(()∈) = P
∈

 (  )

=
P
∈

 (  ) = (()∈  ) ∀(()∈  ) ∈ () ×

Ùò åê ôïýôïõ, ôï æåýãïò ( () ) åßíáé (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ôï ôáíõóôéêü ãé-

íüìåíï ôùí () êáé  (Bë. C.3.7 êáé C.3.8). Ðñïöáíþò, üôáí  ∈ N êáé

 = {1 }, ëáìâÜíïõìå
 = × · · · ×| {z }

 öïñÝò

∼=  ⊗ 

(iv) ÅÜí  ∈ N ôüôå ï -ìüäéïò Mat× () üëùí ôùí (× )-ðéíÜêùí ìå

ôéò åããñáöÝò ôïõò åéëçììÝíåò áðü ôïí  (âë. A.2.5 (v)) ìðïñåß íá éäùèåß ùò ôï

ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí  êáé , êáèüôé

Mat× () ∼=Mat×1 ()⊗ Mat×1 () ∼=  ⊗ 

ÐñÜãìáôé° ç áðåéêüíéóç

 :Mat×1 ()×Mat×1 () −→Mat× () 



⎛⎜⎜⎜⎜⎝
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠
|

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
11 · · · 1
21 · · · 2
... · · ·

...

1 · · · 

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 

åßíáé -äéãñáììéêÞ êáé ãéá êÜèå ðßíáêáA = () ∈Mat× () Ý·ïõìå

A =
P
=1


³
E
(1)
  (1 2 )

´


üðïõ ⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩E
(1)
 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄ 1 ≤  ≤ 

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭



382 hom êáé ⊗

åßíáé ç óõíÞèçò âÜóç ôïý Mat×1 () (ìå ôï  íá åêöñÜæåé -ùò åßèéóôáé- ôï óýì-
âïëï ôïý Kronecker), ïðüôå Lin(Im ()) =Mat× (). ÅîÜëëïõ, åÜí ç⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩E

(2)
 :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄ 1 ≤  ≤ 

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭
åßíáé ç óõíÞèçò âÜóç ôïý Mat×1 ()  ç ïéêïãÝíåéá ðéíÜêùí³

E := 
³
E
(1)
 E

(2)


´´
1≤≤ 1≤≤

åßíáé ç óõíÞèçò âÜóç ôïý åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ Mat× () (üðïõ, ãéá äïèÝíôá

 , ç óôçí -óôÞ ãñáììÞ êáé -óôÞ óôÞëç åõñéóêïìÝíç åããñáöÞ ôïý ðßíáêá (E)

åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï 1 ôïý åíþ ïé õðüëïéðåò åããñáöÝò åßíáé= 0). ÅÜí

ëïéðüí ï  åßíáé ôõ·þí -ìüäéïò êáé

 ∈ Bil (Mat×1 () Mat×1 () ;) 

ôüôå ç áðåéêüíéóç

e : Mat× () −→  e (E) := (E
(1)
 E

(2)
 )∀ ( ) ∈ {1 } × {1  }

áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåéhe((E(1) E
(2)
 )) = (E

(1)
 E

(2)
 )∀ ( ) ∈ {1 } × {1  }

i
=⇒ e ◦  = 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï æåýãïò (Mat× ()  ) åßíáé (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ôï ôá-
íõóôéêü ãéíüìåíï ôùí Mat×1 () ∼=  êáé Mat×1 () ∼=  ôï ïñéæüìåíï õðå-
ñÜíù ôïý  (Bë. C.3.7, C.3.8 êáé C.5.6 (iii).) Ðñïöáíþò, åðåéäÞ ãéá êÜèå⎛⎜⎜⎜⎜⎝

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈Mat×1 ()×Mat×1 ()

Ý·ïõìå ⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠⊗
⎛⎜⎜⎜⎜⎝

1
2
...



⎞⎟⎟⎟⎟⎠ =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
11 · · · 1
21 · · · 2
... · · ·

...

1 · · · 

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ 

ç ùò Üíù äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ìðïñåß íá åêôåëåóèåß

êáé ãéá ãñáììïðßíáêåò (óôç èÝóç ôùí óôçëïðéíÜêùí).
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C.4 ÉÄÉÏÔÇÔÅÓ ÔÁÍÕÓÔÉÊÏÕ ÃÉÍÏÌÅÍÏÕ

Ãéá ôç äéåõêüëõíóç ôùí õðïëïãéóìþí ðïõ áðáéôïýíôáé ãéá ôïí ðñïóäéïñéóìü ôïý

ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ äýï äïèÝíôùí -ìïäßùí ðáñáôßèåíôáé ïé êýñéåò éäéüôçôåò

ôïý ‘‘⊗'' (óôá èåùñÞìáôá C.4.1, C.4.5, C.4.6 êáé C.4.7).

C.4.1 Èåþñçìá. (Ìåôáèåôéêüôçôá ôïý “⊗ ”)
Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò

 ⊗ 
∼=−→  ⊗ 

ï ïðïßïò ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï

 ⊗  3 ⊗  7−→  ⊗  ∈  ⊗ 

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôá ôáí. ãéíüìåíá ( =⊗) êáé ( 0 = ⊗0)
Ç áðåéêüíéóç

 : × −→  ⊗  ( ) 7−→ ( ) :=  ⊗  = 0( )

åßíáé -äéãñáììéêÞ. ¢ñá õðÜñ·åé ìïíáäéêüò e ∈Hom( 0) ìå

e(( )) = e(⊗ ) = ( ) =  ⊗  ∀( ) ∈ ×

 ⊗  = e
((R

RR
RR

RR

©

 ×


77oooooooooooo


//  ⊗  (=: )

Åðßóçò, ç áðåéêüíéóç

 :  × −→ ⊗  ( ) 7−→ ( ) := ⊗  = ( )

åßíáé -äéãñáììéêÞ. ¢ñá õðÜñ·åé ìïíáäéêüò e ∈Hom(
0 ) ìå

e(0( )) = e( ⊗ ) = ( ) = ⊗  ∀( ) ∈ ×

 ⊗  = 0

e
))R

RR
RR

RR

©

 ×

0
77oooooooooooo


//  ⊗  (=: )
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Ãéá êÜèå ( ) ∈ × Ý·ïõìå ðñïöáíþò⎧⎨⎩ (e ◦ e)(0( )) = e(⊗ ) = 0( )

(e ◦ e)(( )) = e( ⊗ ) = ( )

⎫⎬⎭⇒

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(e ◦ e)¯̄̄

Im(0)
= id 0 |Im(0)

(e ◦ e)¯̄̄
Im()

= id |Im()

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 

ïðüôå e ◦ e = id 0 êáé e ◦ e = id  (Lin(Im ()) =  êáé Lin(Im (
0)) =  0

âë. C.3.7). Áõôü óçìáßíåé üôé áìöüôåñïé ïé e e åßíáé éóïìïñöéóìïß ìå e = e−1¤
C.4.2 Óçìåßùóç. Ç ìåôáèåôéêüôçôá áõôÞ éó·ýåé ãéá -ìïäßïõò ìå áêñßâåéá éóï-

ìïñöéóìïý. Ùóôüóï, üôáí  =  êáé 1 2 ∈  ïé áðïóõíôéèÝìåíïé ôáíõóôÝò

1⊗2 êáé 2⊗1 ôïý ⊗ äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ßóïé (áöïý ï õöéóôÜìåíïò

áõôïìïñöéóìüò ôïý ⊗  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç).

C.4.3 Èåþñçìá. Ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  õößóôáíôáé êáíïíéóôéêïß éóïìïñöé-
óìïß

⊗ 
∼=−→ ⊗ 

∼=−→

Áðïäåéîç. Ãéá ôïí ðñþôï éóïìïñöéóìü âë. èåþñçìá C.4.1 (ìå ôïõò  êáé óôç

èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí êáé  áíôéóôïß·ùò). Ç áðåéêüíéóç

 : × −→ ( ) 7−→ ( ) := 

åßíáé-äéãñáììéêÞ.Ùò åê ôïýôïõ, åÜí åßíáé ç ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý⊗
ôüôå õðÜñ·åé ìïíáäéêüò e ∈Hom( ⊗ ) ìå e ◦  = 

 ⊗ 
e

¶¶

` X M
>
1
*ª

 ×


99ssssssssss


//  (=: )

0

ffMMMMMMMMMM

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç áðåéêüíéóç

0 : −→ ⊗   7−→ 0() := ⊗ 1

áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí, ãéá êÜèå  ∈ Ý·ïõìå

e(0()) = e(⊗ 1) = e(( 1)) = ( 1) = 1 = 

ïðüôå e ◦ 0 = id  åíþ ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ × Ý·ïõìå

0(e(( ))) = 0(( )) = 0() = ()⊗ 1
= (⊗ 1) = ⊗  = ( )
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ïðüôå (0 ◦ e)¯̄̄
Im()

= id⊗|Im() ⇒ 0 ◦ e = id⊗ (äéüôé êáôÜ ôçí ðñüôáóç

C.3.7, Lin(Im ()) =  ⊗ ). Åî áõôþí Ýðåôáé üôé áìöüôåñïé ïé e 0 åßíáé
éóïìïñöéóìïß ìå 0 = e−1 ¤

C.4.4 ÐáñáôÞñçóç. Åéäéêüôåñá, ãéá =  Ý·ïõìå ⊗  ∼= 

C.4.5 Èåþñçìá. (Ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôïý “⊗ ”)
Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò  õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò

(⊗ )⊗ 
∼=−→ ⊗ ( ⊗ )

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôá ôáíõóôéêÜ ãéíüìåíá ( = ⊗ )

( = (⊗ )⊗ ) êáé ( 0 = ⊗ ( ⊗ ) 0)

Ðáãéþíïíôáò Ýíá  ∈  äéáðéóôþíïõìå (ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò C.3.14) üôé ç áðåé-

êüíéóç

 : × −→  0 ( ) 7−→ ( ) := ⊗ ( ⊗ )

åßíáé -äéãñáììéêÞ. Áðü ôïí ïñéóìü C.3.6 ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ () äéá-

óöáëßæåôáé ç ýðáñîç åíüò êáé ìüíïí e ∈Hom( 0) ìå e◦ = Ðñïöáíþò,

ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ ×e(( )) = e(⊗ ) = ( ) = ⊗ ( ⊗ )


]

ÃÃB
B

B
B

©

×


;;wwwwwwwww



//  0

ÅðéðñïóèÝôùò, ëüãù ôùí éó·õüíôùí õðïëïãéóôéêþí êáíüíùí (ôïý C.3.14), êáé ç
áðåéêüíéóç  :  ×  −→  0 ç ïñéæüìåíç åðß ôùí áðïóõíôéèÝìåíùí ôáíõóôþí

ôïý ìÝóù ôïý ôýðïõ

((⊗ ) ) := ( ) = ⊗ ( ⊗ ) ∀ ∈ 

åßíáé -äéãñáììéêÞ. Áðü ôïí ïñéóìü C.3.6 ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ () äéá-

óöáëßæåôáé ç ýðáñîç åíüò êáé ìüíïí e ∈Hom(
0) ìå ôçí éäéüôçôá: e ◦ = 

 e
ÃÃA

A
A

A

©

 ×



;;wwwwwwwww


//  0
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Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå ôñéÜäá (  ) ∈ × ×

e((( ) )) = e((⊗  )) = (⊗  ) = ( ) = ⊗ ( ⊗ )

Ðáñïìïßùò, åßíáé äõíáôüò ï ðñïóäéïñéóìüò ìéáò -äéãñáììéêÞò áðåéêïíßóåùò  :

× ( ⊗ ) −→  ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé ìïíáäéêüò e ∈ Hom(
0 ) ìå ôçí

éäéüôçôá: e ◦ 0 =  üðïõe(⊗ ( ⊗ )) = (⊗ )⊗  ∀(  ) ∈ × ×

 0 e
ÂÂ?

?
?

?

©

× ( ⊗ )

0
88qqqqqqqqqqq


// 

ÅðåéäÞ Lin(Im ()) =  êáé Lin(Im
¡
0
¢
) =  0 Ý·ïõìå⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

(e ◦ e)¯̄̄
Im()

= id |Im()

(e ◦ e)¯̄̄
Im(0)

= id0 |Im(0)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒
( e ◦ e = ide ◦ e = id0

)


áð' üðïõ Ýðåôáé üôé áìöüôåñïé ïé e e åßíáé éóïìïñöéóìïß ìå e = e−1 ¤

C.4.6 Èåþñçìá. (ÅðéìåñéóôéêÞ éäéüôçôá) Ãéá ïéåóäÞðïôå ïéêïãÝíåéåò -ìïäßùí
()∈ êáé ()∈Λ õößóôáôáé êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò

(
L
∈

)⊗ (
L
∈Λ

)
∼=−→ L

()∈×Λ
( ⊗ )

Áðïäåéîç. ÈÝôïõìå :=
L

()∈×Λ
( ⊗ )

 :=
L
∈

 êáé  :=
L
∈Λ



êáé ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : × −→ (()∈  ()∈Λ) := ( ⊗ )()∈×Λ

Èá áðïäåßîïõìå üôé ôï æåýãïò () áðïôåëåß ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí  êáé 

¸óôù  ôõ·þí -ìüäéïò êáé Ýóôù  ∈ Bil( ;) Áò óõìâïëßóïõìå ùò

in : → in :  →  êáé in : ⊗  →

ôéò öõóéêÝò åíèÝóåéò êáèåíüò ðñïóèåôÝïõ åíôüò ôùí åõèÝùí áèñïéóìÜôùí 

êáé áíôéóôïß·ùò, êáé ùò

 : × −→ ⊗ 
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ç ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý  ⊗  ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈  × Λ Åöáñìü-
æïíôáò ôçí êáèïëéêÞ óõíèÞêç ðïõ ðëçñïß ôï ( ⊗  ) ãéá ôçí

 :=  ◦ (in × in ) ∈ Bil(  ;)

ëáìâÜíïõìå ìïíáäéêüí e ∈Hom( ⊗  ) ìå e ◦  = 

 ×

ª

_Ä

in ×in

²²


))SSS

SSS
SSS

SSS
SSS

S

 //  ⊗  v¹
in

±±

© e
²²Â
Â
Â



ª

©

 ×
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// 



eeK
K
K
K
K
K

Åí óõíå·åßá, åöáñìüæïíôáò ãéá ôïõò ïìïìïñöéóìïýò e ôçí êáèïëéêÞ óõíèÞêç

ôïý óõãêéíïìÝíïõ ( (in)()∈×Λ) (âë. A.5.7 êáé A.5.12) ëáìâÜíïõìå ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíïõò

 ∈ Hom() :  ◦ in = e ∀( ) ∈  × Λ
ÅÜí  :=

L
()∈×Λ

 ôüôå ãéá êÜèå (()∈  ()∈Λ) ∈ × Ý·ïõìå

( ◦ ) (()∈  ()∈Λ) = (( ⊗ )()∈×Λ) =
P

()∈×Λ
e( ⊗ )

=
P

()∈×Λ
(  ) =

P
()∈×Λ

( ◦ (in × in ))(  )

=
P

()∈×Λ
(in () in


 ()) = (

P
∈

 
P
∈Λ

) = (()∈  ()∈Λ)

Þôïé ◦ = ÅîÜëëïõ, áðü ôïí ïñéóìü ôÞò åßíáé öáíåñü üôé =Lin(Im())

Óõíåðþò ôï () áðïôåëåß ðñÜãìáôé ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí êáé (Âë. ðñü-

ôáóç C.3.7.) Áñêåß, ôÝëïò, íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá C.3.8. ¤

C.4.7 Èåþñçìá. (Ôáíõóôéêü ãéíüìåíï äõï åëåõèÝñùí -ìïäßùí) ÅÜí  åß-
íáé äõï åëåýèåñïé -ìüäéïé, ôüôå êáé ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíü ôïõò  ⊗  åßíáé
Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò. Åéäéêüôåñá, åÜí ()∈ êáé ()∈Λ åßíáé âÜóåéò ôùí
êáé  áíôéóôïß·ùò, ôüôå ç ïéêïãÝíåéá { ⊗ | ( ) ∈  × Λ} óõíéóôÜ ìéá âÜóç
ôïý ⊗  Ùò åê ôïýôïõ,

rank( ⊗ ) = rank() rank() (C.9)

Áðïäåéîç. ÅÜí Ýíáò åê ôùí  åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé

ðñïäÞëùò áëçèÞò. ¸óôù üôé áìöüôåñïé åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé. Åî õðïèÝóåùò,
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 =
L
∈

 êáé  =
L
∈Λ

 Áðü ôï èåþñçìá C.4.6 óõíÜãåôáé üôé

 ⊗  =

µL
∈



¶
⊗

µL
∈Λ



¶
∼= L

()∈×Λ
( ⊗ ) =

L
()∈×Λ

 ( ⊗ ) 

Ç (C.9) åßíáé åðáêüëïõèï ôïý üôé rank ( ⊗ ) = card()· card(Λ) ¤

C.4.8 Ðüñéóìá. ÅÜí 1 2 åßíáé äéáíõóìáôéêïß ·þñïé ïñéæüìåíïé õðåñÜíù åíüò
óþìáôïò ôüôå

dim(1 ⊗ 2) = dim(1)dim(2) (C.10)

C.4.9 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù Ýíá óþìá êáé Ýóôù {1 = (1  0) 2 = (0  1)} ç
óõíÞèçò âÜóç ôïý-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ2ÅÜí := 2⊗2, ôüôå ç (C.10)

äßäåé dim ( ) = 4 êáé ôï óýíïëï { ⊗  |   ∈ {1 2}} áðïôåëåß ìéá âÜóç ôïý

 . ÓçìåéùôÝïí üôé ï ôáíõóôÞò  ∈  ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôïý ôýðïõ

 := 1 ⊗ 2 + 2 ⊗ 1

äåí åßíáé áðïóõíôéèÝìåíïò. ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí äéáíýóìáôá

 = 11 + 22 ∈ 2  = 11 + 22 ∈ 2

ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  = ⊗, ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôïõò õðïëïãéóôéêïýò êáíüíåò
ôïý ðïñßóìáôïò C.3.14 ëáìâÜíïõìå

1 ⊗ 2 + 2 ⊗ 1 = 11 (1 ⊗ 1) + 12 (1 ⊗ 2) + 21 (2 ⊗ 1) + 22 (2 ⊗ 2) 

Þ -éóïäõíÜìùò-

11 (1 ⊗ 1) + (12 − 1) (1 ⊗ 2) + (21 − 1) (2 ⊗ 1) + 22 (2 ⊗ 2) = 0 

áð' üðïõ óõíÜãåôáé üôé

11 = 12 − 1 = 21 − 1 = 22 = 0 

Ôïýôï åßíáé ðñïäÞëùò Ýíá óýóôçìá ìç óõìâéâáóôþí éóïôÞôùí. ¢ôïðï!

C.4.10 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ïé êáé åßíáé äõï-ìüäéïé êáé üôé ï åßíáé åëåýèå-
ñïò Ý·ùí ôçí ïéêïãÝíåéá ()∈ ùò ìéá âÜóç ôïõ. Ôüôå ç áðåéêüíéóç

 () −→ ⊗  ()∈ 7−→
P
∈

 ⊗  
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åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò-ìïäßùí êáé -ùò åê ôïýôïõ- êÜèå ôáíõóôÞò  ∈ ⊗

ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò 10 õðü ôç ìïñöÞ

 =
P
∈

 ⊗    ∈ ()

Áðïäåéîç. Ç åí ëüãù âÜóç êáèïñßæåé Ýíáí ïìïìïñöéóìü -ìïäßùí

 :() −→ ⊗  ∼= ⊗

L
∈

 ∼= L
∈

( ⊗ ) (∼= ⊗ ())

(()∈) :=
P
∈

 ⊗  

(Ðñâë. C.3.20 (iii) êáé èåþñçìá C.4.6. ÓçìåéùôÝïí üôé, ãéá êÜèå äåßêôç  ∈  ,

 ⊗  ∼= ⊗  ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò ⊗ 1 7−→ ⊗ ). Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, ç áðåéêüíéóç

 : × −→ () (
P
∈

) :=
¡


¢
∈



åßíáé-äéãñáììéêÞ, ïðüôå (êáôÜ ôá C.3.6, C.3.8, C.3.11 êáé C.3.12) õðÜñ·åé ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíïò e ∈Hom

¡
 ⊗  ()

¢
, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

e(⊗ P
∈

) =
¡


¢
∈



ÅðåéäÞ (ðñïöáíþò)  ◦ e = id⊗ êáé e ◦  = id()  ï  åßíáé Ýíáò éóïìïñ-

öéóìüò -ìïäßùí (êáé −1 = (e)−1). Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå  ∈  ⊗  ãñÜöåôáé

ìïíïóçìÜíôùò õðü ôç ìïñöÞ  =
P

∈  ⊗    ∈ () êáèüôé ôï () åßíáé

éóüìïñöï ìå Ýíá åõèý Üèñïéóìá. (Âë. A.5.14, A.5.15 êáé A.5.16 (i)). ¤

C.4.11 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ïé êáé åßíáé äõï åëåýèåñïé-ìüäéïé êáé ìéá áêå-
ñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí  ∈ êáé  ∈  , ôüôå

⊗  = 0⊗ ⇐⇒ ( = 0 Þ  = 0 )

(ii) ÅÜí ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ⊗  åßíáé ôåôñéììÝíïò -ìüäéïò, ôüôå ôïõëÜ·é-
óôïí Ýíáò åê ôùí êáé  ïöåßëåé íá åßíáé ôåôñéììÝíïò.

10ÄïèÝíôùí äõï ôáíõóôþí =
P

=1 ⊗ êáé0 =
P0

=1 
0
⊗0 áðü ôï⊗ , ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå

-·ùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò- (åéóÜãïíôáò, åí áíÜãêç, ìçäåíéêïýò üñïõò ôÞò ìïñöÞò 0 ⊗   ∈ ) üôé  = 0.
Ç éäéüôçôá ôïý «ìïíïóÞìáíôïõ», ç ïðïßá õðïíïåßôáé (ãéá áèñïßóìáôá ìå ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò üñùí ) óôç äéáôýðùóç

ôïý ðïñßóìáôïò, óçìáßíåé üôé áðü êÜèå éóüôçôá
P

=1  ⊗  =
P

=1 
0
 ⊗  óõìðåñáßíïõìå üôé  = 0 , ãéá

üëïõò ôïõò äåßêôåò , 1 ≤  ≤  ÓçìåéùôÝïí üôé, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éó·ýåé

X
=1

 ⊗  = 0⊗ (=
X
=1

0 ⊗ )

ëáìâÜíïõìå  = 0 , ãéá êÜèå , 1 ≤  ≤ 
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Áðïäåéîç. (i) Áñêåß íá áðïäåé·èåß ìüíïí ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇒''. (Âë. C.3.14 (iv).)

ÕðïèÝôïõìå üôé ç ()∈ åßíáé ìéá âÜóç ôïý êáé ç ()∈ ìéá âÜóç ôïý . Ôüôå

 =
P
∈

 ∈ ()  =
P
∈

 ∈  ()

ãéá êÜðïéá (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò)  êáé  ∈ . ÅðïìÝíùò, êáôÜ ôï C.4.10,

0⊗ = ⊗  =
P
∈

µP
∈

¡¡


¢

¢¶ ⊗  ⇒ P

∈

¡


¢
 = 0  ∀ ∈ 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

 = 0 ∀ ( ) ∈  ×  (C.11)

äéüôé ç ()∈ åßíáé ìéá âÜóç ôïý  . Áò õðïèÝóïõìå üôé  6= 0 . Ôüôå õðÜñ-

·åé Ýíáò ôïõëÜ·éóôïí äåßêôçò • ∈ , ïýôùò þóôå íá éó·ýåé • 6= 0. ÅðåéäÞ o

äáêôýëéïò  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ç (C.11) äçëïß üôé

[ = 0 ∀ ∈  ] =⇒  = 0 

Êáô' áíáëïãßáí, åÜí õðïèÝóïõìå üôé  6= 0 , êáôáëÞãïõìå óôï üôé  = 0 .

(ii) ÅÜí áìöüôåñïé ïé  êáé  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé, ôüôå õðÜñ·ïõí äýï óôïé·åßá

 ∈ r{0} êáé  ∈ r{0}. Ôïýôï óçìáßíåé üôé êáé ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï

 ⊗  åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç ôåôñéììÝíï, äéüôé -ëüãù ôÞò (i)- ⊗  6= 0⊗ .¤

C.4.12 Óçìåßùóç. Ôá (i) êáé (ii) ôïý ðïñßóìáôïò C.4.11 äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí

áëçèÞ üôáí ïé  äåí åßíáé åëåýèåñïé, üðùò Ý·ïõìå Þäç äéáðéóôþóåé ìÝóù ôïý

ðáñáäåßãìáôïò C.3.20 (ii). (Ðñâë. C.2.9 (iii).)

C.5 ÔÁÍÕÓÔÉÊÏ ÃÉÍÏÌÅÍÏ ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

H Ýííïéá ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ãåíéêåýåôáé êáôÜ ôñüðï öõóéêü áêüìç êáé

ãéá ïìïìïñöéóìïýò -ìïäßùí.

C.5.1 Ðñüôáóç. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  0  êáé  0 åßíáé ôÝóóåñåéò -ìüäéïé,
ôüôå ãéá êÜèå  ∈ Hom( 0) êáé êÜèå  ∈ Hom( 0) õðÜñ·åé Ýíáò ìïíï-
óçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ïìïìïñöéóìüò

⊗ ∈ Hom( ⊗  0 ⊗  0)

ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôçí

(⊗) (⊗ ) = ()⊗  ()  ∀( ) ∈ × (C.12)
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êáé êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

 ×

×
²²

 //

©

 ⊗ 

⊗
²²Â
Â
Â

 0 × 0
0

//  0 ⊗  0
(C.13)

ìåôáèåôéêü. Åí ðñïêåéìÝíù, ç  (êáé áíôéóôïß·ùò, ç 0) óõìâïëßæåé ôçí ôáíõóôéêÞ
áðåéêüíéóç ôïý ⊗  (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý 0 ⊗  0).

Áðïäåéîç. Ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : × −→ 0 ⊗  0  ( ) := ()⊗  ()  ∀( ) ∈ ×

Êáíåßò åëÝã·åé åýêïëá üôé ç  åßíáé -äéãñáììéêÞ (ëüãù ôùí õðïëïãéóôéêþí êá-

íüíùí ôïý ðïñßóìáôïò C.3.14 êáé ôïý üôé ïé  êáé  åßíáé-ãñáììéêÝò). ÅðïìÝíùò,

êáôÜ ôïí ïñéóìü C.3.6, õðÜñ·åé ìßá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) ãñáììéêÞ áðåéêü-

íéóç e ∈ Hom( ⊗  0 ⊗  0)

ç ïðïßá êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

 ⊗  e
&&N

NN
NN

N

©

 ×


88rrrrrrrrrr


//  0 ⊗  0

ìåôáèåôéêü. ÈÝôïíôáò ⊗ := e ëáìâÜíïõìå ôçí (C.12), äéüôé ç åéêüíá e( ⊗ )

ôïý áðïóõíôéèÝìåíïõ ôáíõóôÞ  ⊗  ìÝóù ôÞò e éóïýôáé ìå () ⊗  () ãéá êÜèå

( ) ∈ × . ÅðéðñïóèÝôùò,

(⊗) (( )) = (⊗) (⊗ ) = ()⊗  ()

= 0 (() ()) = 0 (( × ) ( ))

ãéá êÜèå ( ) ∈  ×  , äçëáäÞ ôï äéÜãñáììá (C.13) åßíáé üíôùò ìåôáèåôéêü,

åíþ ãéá ïéïíäÞðïôå ïìïìïñöéóìü  ∈ Hom( ⊗  0 ⊗  0) ìå áõôÞí ôçí

éäéüôçôá (:  ◦  = 0 ◦ ( × )) Ý·ïõìå

|Im() = (⊗)|Im() 
ïðüôå êáô' áíÜãêçí  = ⊗, äéüôé Lin (Im ()) = ⊗  . ¤

C.5.2 Ïñéóìüò. Ï ⊗ ∈Hom( ⊗ 0⊗ 0) ï ïñéóèåßò ìÝóù ôÞò ðñïôÜ-

óåùò C.5.1 êáëåßôáé ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôùí ïìïìïñöéóìþí  êáé .
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C.5.3 Óçìåßùóç. Ôï óýìâïëï ‘‘⊗'' åéóÞ·èç áíôß ôïý ‘‘⊗'' ðñïêåéìÝíïõ íá åðéôåõ-

·èåß óáöÞò äéÜêñéóç ìåôáîý ôïý ïìïìïñöéóìïý ⊗ êáé ôïý ôáíõóôÞ

 ⊗  ∈ Hom( 0)⊗ Hom( 0)

Þôïé ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ôùí  êáé  èåùñïõìÝíùí ùò óôïé·åßùí ôùí ìïäßùí
ôùí ïìïìïñöéóìþí Hom( 0) êáé Hom( 0) áíôéóôïß·ùò. Åí ãÝíåé, äåí

åßíáé äõíáôÞ ç ·ñÞóç ôïý åíüò óôç èÝóç ôïý Üëëïõ, üðùò äéáðéóôþíïõìå ìÝóù ôïý

ðáñáäåßãìáôïò C.5.35. ¼ìùò -åê ðáñáëëÞëïõ- èá ðñÝðåé íá åðéóçìáíèåß, üôé ïé

éêáíÝò óõíèÞêåò, õðü ôéò ïðïßåò ï (êáíïíéóôéêüò) ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí

Hom( 0)⊗ Hom( 0) −→ Hom( ⊗  0 ⊗  0)

êáèßóôáôáé éóïìïñöéóìüò, åßíáé éäéáßôåñá åíäéáöÝñïõóåò áðü èåùñçôéêÞò ðëåõ-

ñÜò. (Bë. èåþñçìá C.5.34.)

C.5.4 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò êáé  éó·ýåé ç éóüôçôá

id⊗id = id⊗  (C.14)

Áðïäåéîç. ¸óôù  : × −→ ⊗  ç ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý ⊗ 

Ôï äéÜãñáììá

 ×
 //

id×id

²²
©

 ⊗ 

id⊗
²²

 × 
//  ⊗ 

åßíáé ìåôáèåôéêü, äéüôé

id⊗ ( ( )) = id⊗ (⊗ ) = ⊗  =  ( ) =  ((id × id ) ( ))

ãéá êÜèå ( ) ∈ × , ïðüôå ç (C.14) åßíáé ðñïöáíÞò áðü ôçí C.5.1. ¤

C.5.5 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí Ýîé-ìïäßùí 0 00 êáé 0  00 êáèþò êáé ôåó-
óÜñùí ïìïìïñöéóìþí⎧⎨⎩

 ∈ Hom( 0)  0 ∈ Hom(
0 00)

 ∈ Hom( 0) 0 ∈ Hom(
0  00)

⎫⎬⎭ 

ç óýíèåóç ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ôùí ïìïìïñöéóìþí ôÞò ðñþôçò êáé ôïý ôáíõ-
óôéêïý ãéíïìÝíïõ ôùí ïìïìïñöéóìþí ôÞò äåýôåñçò óôÞëçò (ôïý áíùôÝñù ðáñáôå-
èÝíôïò êáôáëüãïõ) éóïýôáé ìå ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ôÞò óõíèÝóåùò ôùí ïìïìïñ-
öéóìþí ôÞò ðñþôçò ãñáììÞò êáé ôÞò óõíèÝóåùò ôùí ïìïìïñöéóìþí ôÞò äåýôåñçò
ãñáììÞò, Þôïé

( 0⊗0) ◦ (⊗) = ( 0 ◦ )⊗ (0 ◦ )  (C.15)



§ C.5 ôáíõóôéêï ãéíïìåíï ïìïìïñöéóìùí 393

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò, ( 0 × 0)◦( × ) = ( 0 ◦ )×(0 ◦ ) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé
ïé0 00 åßíáé ïé ôáíõóôéêÝò áðåéêïíßóåéò ôùí⊗ , 0⊗ 0 êáé 00⊗ 00,
áíôéóôïß·ùò, ôüôå, ëüãù ôÞò ìåôáèåôéêüôçôáò ôïý äéáãñÜììáôïò

 ×

( 0◦)×(0◦)

$$

×
²²

ª

 //  ⊗ 

⊗
²²

( 0⊗0)◦(⊗)

zz

 0 × 0

ª 0×0
²²

0
//  0 ⊗  0

 0⊗0
²²

 00 × 00
00

//  00 ⊗  00

ç éóüôçôá (C.15) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç C.5.1. ¤

C.5.6 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé 0  êáé  0 åßíáé ôÝóóåñåéò äïèÝíôåò -ìüäéïé êáé
üôé  ∈Hom( 0) êáé  ∈Hom( 0). Ôüôå ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ⊗ ôùí
 êáé  Ý·åé ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò :

(i) Im (⊗) = Lin ({()⊗  () | ( ) ∈ ×}).
(ii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé åðéìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï ⊗ åßíáé åðéìïñöéóìüò.
(iii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï ⊗ åßíáé éóïìïñöéóìüò, êáé
ìÜëéóôá éó·ýåé (⊗)−1 = −1⊗−1
Áðïäåéîç. (i) ÅÜí ç  :  × −→  ⊗  åßíáé ç ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý
 ⊗  ôüôå

Im (⊗) = (⊗) ( ⊗ ) = (⊗) ( ( ( ×)))

= Lin ((⊗) ( ( ×))) = Lin ({(⊗) (⊗ ) | ( ) ∈ ×})
= Lin ({()⊗  () | ( ) ∈ ×}) 

(ii) ÕðïèÝôïõìå üôé ç 0 :  0 ×  0 −→  0 ⊗  0 åßíáé ç ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç

ôïý 0 ⊗  0. ÊáôÜ ôï (i) Ý·ïõìå

Im (⊗) = Lin(Im(
0|()×()))

ÅÜí ëïéðüí ïé  êáé  åßíáé åðéìïñöéóìïß, ôüôå  () = 0 () =  0 ïðüôå

Im (⊗) = Lin (Im (
0)) = 0 ⊗  0

(iii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå äéáèÝôïõí áíôéóôñüöïõò

−1 ∈ Hom(
0) êáé −1 ∈ Hom(

0)

áíôéóôïß·ùò, ïðüôå½
 ◦ −1 = id0   ◦ −1 = id0

−1 ◦  = id  −1 ◦  = id

¾
=⇒

½ ¡
 ◦ −1¢⊗ ¡ ◦ −1¢ = id0⊗id0¡
−1 ◦ ¢⊗ ¡−1 ◦ ¢ = id⊗id

¾
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μñçóéìïðïéþíôáò ôéò (C.14) êáé (C.15) ïé ðñïêåßìåíåò éóüôçôåò ãñÜöïíôáé ùò

åîÞò: (
(⊗) ◦ ¡−1⊗−1¢ = id 0⊗ 0 ¡
−1⊗−1¢ ◦ (⊗) = id⊗

)


¢ñá ç áðåéêüíéóç ⊗ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò êáé (⊗)−1 = −1⊗−1 ¤

C.5.7 Óçìåßùóç. ÓõìðÝñáóìááíÜëïãï ôùí (ii), (iii) ôÞòC.5.6 äåí éó·ýåé -åí ãÝíåé-
êáé ãéá ìïíïìïñöéóìïýò  êáé  (Bë. óçìåßùóç C.5.10.) ÏñéóìÝíåò éêáíÝò óõí-

èÞêåò õðü ôéò ïðïßåò Ý·ïõìå äéáôÞñçóç ôÞò ðñïêåéìÝíçò éäéüôçôáò ðåñéãñÜöïíôáé

óôï ðüñéóìá C.5.22.

C.5.8 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò. Ôüôå ìÝóù êÜèå áêñéâïýò áêïëïõèßáò
-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ôÞò ìïñöÞò

 0  // 
 //  00 // {0}

åðÜãåôáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá

 ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 
id⊗  //  ⊗  00 // {0}

Áðïäåéîç. (i) Im(id⊗) ⊆ Ker(id⊗) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç C.5.5,

(id⊗) ◦ (id⊗) = (id ◦ id| {z }
=id

)⊗( ◦ |{z}
=0

) = 0

(ii) Ker(id⊗) ⊆ Im(id⊗) Èåùñïýìå ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü

⊗
Im(id⊗) : ⊗  −→ ( ⊗ ) Im(id⊗)

Ëüãù ôïý åãêëåéóìïý ôïý áðïäåé·èÝíôïò óôï (i) Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá åöáñìïãÞò

ôÞò êáèïëéêÞò éäéüôçôáò A.4.6 ôïý ðñïêåéìÝíïõ ðçëéêïìïäßïõ. Óõíåðþò õößóôá-

ôáé ìïíáäéêüò

 ∈ Hom(( ⊗ ) Im(id⊗) ⊗  00)

o ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

 ⊗ 

⊗
Im(id⊗)

uullll
lll
lll
lll
l

id⊗

&&MM
MMM

MMM
MMM

ª

( ⊗ )Im(id⊗)


//__________  ⊗  00
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ìåôáèåôéêü. Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (äéüôé ôüôå èá

Ý·ïõìå Ker(⊗
Im(id⊗)) = Im(id⊗) = Ker(id⊗) äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò A.

3.24). ÄïèÝíôùí äõï óôïé·åßùí 1 2 ∈  ìå (1) = (2) ðáñáôçñïýìå üôé

1 − 2 ∈ Ker() = Im()⇒ [∃0 ∈  0 : 1 − 2 = (0)]

⇒ [⊗ 1 − ⊗ 2 = ⊗ (0) ∈ Im(id⊗)∀ ∈ ]

ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò åðéìïñöéóìüò, ïñßæåôáé êáëþò (ëüãù ôùí ðñïáíá-

öåñèÝíôùí) ç -äéãñáììéêÞ áðåéêüíéóç

 : × 00 −→ ( ⊗ ) Im(id⊗)
( 00) 7−→ ( 00) := (⊗ ) + Im(id⊗)

üðïõ  ∈  åßíáé ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () = 00 Óýìöùíá ìå ôçí êáèïëéêÞ

óõíèÞêç ðïõ ðëçñïß ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ⊗  00, õößóôáôáé ìïíáäéêüò

e ∈ Hom( ⊗  00 ( ⊗ ) Im(id⊗))
o ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

 ⊗  00

e
))S

SS
SS

SS

©

 × 00

ôáí. áð.

88qqqqqqqqqqq


// ( ⊗ )Im(id⊗)

ìåôáèåôéêü. ÅðåéäÞ ãéá êÜèå ( ) ∈ × Ý·ïõìå

(e ◦ ) ((⊗ ) + Im(id⊗)) = e((id⊗)(⊗ ))

= e(⊗ ()) = ( ()) = (⊗ ) + Im(id⊗)
ç óýíèåóç e ◦  éóïýôáé ìå ôçí ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç åðß åíüò óõóôÞìáôïò ãåííç-

ôüñùí ôïý ðçëéêïìïäßïõ ( ⊗ ) Im(id⊗)ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

e ◦  = id(⊗) Im(⊗) =⇒A.3.23
[ï  åßíáé üíôùò ìïíïìïñöéóìüò]

(iii) O id⊗ åßíáé åðéìïñöéóìüò. Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá (áðü ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò

C.5.6) ëüãù ôïý üôé áìöüôåñïé ïé id êáé  åßíáé åðéìïñöéóìïß. ¤

Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé ôï áêüëïõèï (ôï ïðïßï ìðïñåß íá åêëçöèåß, ôñüðïí

ôéíÜ, ùò äõúêü ôïý èåùñÞìáôïò C.5.8).

C.5.9 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò. Ôüôå ìÝóù êÜèå áêñéâïýò áêïëïõèßáò
-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ôÞò ìïñöÞò

 0  // 
 //  00 // {0}
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åðÜãåôáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá

 0 ⊗ 
⊗ id //  ⊗ 

 ⊗ id //  00 ⊗  // {0}

C.5.10 Óçìåßùóç. Ïé åðáãüìåíåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò ôùí èåùñçìÜôùí C.5.8 êáé

C.5.9 äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò, áêüìç êáé üôáí ïé

äïèåßóåò «áêïëïõèßåò åêêéíÞóåùò» åßíáé âñá·åßåò áêñéâåßò áêïëïõèßåò11. Åðß ðá-

ñáäåßãìáôé, åÜí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå ìÝóù ôÞò âñá·åßáò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

{0} −→ Z  idZ−→ Z −→ Z −→ {0}
(üðïõ () := []∀ ∈ Z âë. B.1.3 (iv)) åðÜãåôáé ç áêñéâÞò áêïëïõèßá

Z ⊗Z Z
idZ⊗( idZ) // Z ⊗Z Z

idZ⊗ // Z ⊗Z Z // {0}

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå ( ) ∈ Z× Z
(idZ⊗( idZ))([] ) = [] ⊗  = [] ⊗  = [0] ⊗  = 0Z⊗ZZ

ïðüôå ï idZ⊗( idZ) åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò ìå ðõñÞíá ôïõ ïëüêëçñïí

ôïí

Z ⊗Z Z ∼= Z À {0}
ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï idZ⊗( idZ) äåí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

C.5.11 Ðüñéóìá. ÅÜí åßíáé Ýíáò-ìüäéïò êáé  Ýíá éäåþäåò ôïý ôüôå õößóôá-
ôáé éóïìïñöéóìüò


∼=−→ ()⊗  (C.16)

Áðïäåéîç. ¸óôù  :  →  ç óõíÞèçò Ýíèåóç. ÌÝóù ôÞò âñá·åßáò áêñéâïýò

áêïëïõèßáò

{0} −→ 

→ 

³  −→ {0}
åðÜãåôáé (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá C.5.9) ç áêñéâÞò áêïëïõèßá

 ⊗ 
⊗id // ⊗ 

 ⊗id // ()⊗  // {0}

Ùò ãíùóôüí, ï ïìïìïñöéóìüò  : ⊗  −→ ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôïý ôýðïõ

( ⊗ ) :=  ∀( ) ∈ ×

11Ìéá éêáíÞ óõíèÞêç, õðü ôçí ïðïßá Ý·ïõìå äéáôÞñçóç ôÞò ðñïêåéìÝíçò éäéüôçôáò, äßäåôáé óôá èåùñÞìáôá C.5.14

êáé C.5.15.
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åßíáé éóïìïñöéóìüò 12, Ý·ùí ùò áíôßóôñïöü ôïõ  := −1 ôïí

 :
∼=−→ ⊗   7−→ () := 1 ⊗ 

O åðéìïñöéóìüò ( ⊗ id ) ◦  Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí åéêüíá

Im( ◦ (⊗id )) = (Im(⊗id )) = 

ôïý  ◦ (⊗id ) üðùò ðñïêýðôåé áðü ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

 ⊗ 

◦(⊗id )
))RR

RRR
RRR

RRR
RRR

RR
⊗id // ⊗ 

 ⊗id //

∼=
££

© ©

()⊗  // {0}



( ⊗id )◦

55kkkkkkkkkkkkkkkkk

 ∼=
CC

Áðü ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí A.4.7 Ýðåôáé üôé ∼= ()⊗  ¤

C.5.12 Ðüñéóìá. ÅÜí ôá   åßíáé éäåþäç ôïý  ôüôå õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò

( + )
∼=−→ ()⊗ () (C.17)

Áðïäåéîç. Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ =  ï (C.16) äßäåé

( + ) ∼= ()( + ) = ()()
∼=−→ ()⊗ ()

Þôïé ôïí (C.17). ¤

C.5.13 ÐáñáôÞñçóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå  ∈ N Ý·ïõìå (ëüãù ôïý (C.17))

(ZZ)⊗ (ZZ) ∼= Z(Z+ Z)

áð' üðïõ Ýðåôáé (ìÝóù ôïý A.4.8) ï (C.8), êáèþòZ+ Z= ìêä()Z

C.5.14 Èåþñçìá. ÅÜí ç {0} //  0  // 
 //  00 // {0} åßíáé ìéá äéá-

óðþìåíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, ôüôå
êáé ç åðáãïìÝíç áêïëïõèßá

{0} //  ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 
id⊗ //  ⊗  00 // {0}

åßíáé ìéá äéáóðþìåíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá.

12Ðñâë. áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò C.4.3.
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Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá B.1.28,

∃ ∈ Hom( 0) :  ◦  = id 0 

ÅðïìÝíùò ãéá êÜèå ( ) ∈ × 0 Ý·ïõìå

((id⊗) ◦ (id⊗))( ) =
C.5.5

(id ◦ id| {z }
=id

)⊗( ◦ | {z }
=id0

)( )

= ( )⇒ (id⊗) ◦ (id⊗) = id⊗ 0 

ïðüôå ï id⊗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. (Âë. ëÞììá A.3.23.) Õðïëåßðåôáé ç åöáñ-

ìïãÞ ôùí èåùñçìÜôùí C.5.8 êáé B.1.28. ¤

Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé êáé ôï áêüëïõèï (ôï ïðïßï ìðïñåß íá åêëçöèåß, ôñüðïí

ôéíÜ, ùò äõúêü ôïý èåùñÞìáôïò C.5.14).

C.5.15 Èåþñçìá. ÅÜí ç {0} //  0  // 
 //  00 // {0} åßíáé ìéá äéá-

óðþìåíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí, ôüôå
êáé ç åðáãïìÝíç áêïëïõèßá

{0} //  0 ⊗ 
⊗ id //  ⊗ 

 ⊗ id //  00 ⊗  // {0}

åßíáé ìéá äéáóðþìåíç âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá.

C.5.16 Ïñéóìüò. ¸íáò -ìüäéïò  êáëåßôáé éóüðåäïò (flat -module) üôáí ãéá

êÜèå ìïíïìïñöéóìü -ìïäßùí  :  0 →  ï åðáãüìåíïò ïìïìïñöéóìüò

id⊗ : ⊗  0 −→ ⊗ 

åßíáé ùóáýôùò ìïíïìïñöéóìüò.

C.5.17 Ðñüôáóç. Ãéá Ýíáí -ìüäéï ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) O åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -
ìïäßùí

{0} //  0  // 
 //  00 // {0}

ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} //  ⊗  0 id⊗ //  ⊗ 
id⊗ //  ⊗  00 // {0}

åßíáé áêñéâÞò.
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Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá C.5.8, óå óõíäõáóìü ìå ôïí ïñéóìü C.

5.16. ¤

C.5.18 ÐáñÜäåéãìá. EÜí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå o Z-ìüäéïò Z äåí åßíáé éóüðåäïò. (Âë.
åä. C.5.10.)

C.5.19 Ðñüôáóç. Ãéá Ýíáí -ìüäéï ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) O åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå âñá·åßá áêñéâÞ áêïëïõèßá -ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí -
ìïäßùí

{0} //  0  // 
 //  00 // {0}

ç âñá·åßá áêïëïõèßá

{0} //  0 ⊗ 
⊗id //  ⊗ 

⊗id //  00 ⊗  // {0}

åßíáé áêñéâÞò.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅðåéäÞ ï  åßíáé éóüðåäïò, åÜí ëÜâïõìå õð' üøéí ôçí ðñü-
ôáóç C.5.17 êáé ôï èåþñçìá C.5.9 ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï ìåôáèåôéêü
äéÜãñáììá

{0} //  ⊗  0

©

id⊗ //

∼=
²²

 ⊗ 
id⊗ //

∼=
²²

©

 ⊗  00

∼=
²²

// {0}

 0 ⊗ 
⊗id

//  ⊗ 
⊗id

//  00 ⊗  // {0}

ðïõ Ý·åé áêñéâåßò ãñáììÝò êáé êáôáêüñõöá âÝëç ôá ïðïßá õðïäçëïýí ôïõò éóï-

ìïñöéóìïýò ôïõò êáôáóêåõáóèÝíôåò óôï èåþñçìá C.4.1. Áðü áõôü Ýðåôáé üôé

Ker(⊗id ) ∼= Ker(id⊗) ∼= {0}
(ii)⇒(i) ÅðåéäÞ ç áíùôÝñù âñá·åßá áêïëïõèßá åßíáé åî õðïèÝóåùò áêñéâÞò, åÜí
ëÜâïõìå õð' üøéí ôï èåþñçìá C.5.8 ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ôï ìåôáèåôéêü
äéÜãñáììá

 ⊗  0

©

id⊗ //

∼=
²²

 ⊗ 
id⊗ //

∼=
²²

©

 ⊗  00

∼=
²²

// {0}

{0} //  0 ⊗ 
⊗id

//  ⊗ 
⊗id

//  00 ⊗  // {0}

ðïõ Ý·åé áêñéâåßò ãñáììÝò êáé êáôáêüñõöá âÝëç ôá ïðïßá õðïäçëïýí ôïõò éóï-

ìïñöéóìïýò ôïõò êáôáóêåõáóèÝíôåò óôï èåþñçìá C.4.1. Áðü áõôü Ýðåôáé üôé

Ker(id⊗) ∼= Ker(⊗id ) ∼= {0} Þôïé üôé ï åßíáé éóüðåäïò. ¤
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C.5.20 Ðüñéóìá. ¸íáò -ìüäéïò åßíáé éóüðåäïò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå ìï-
íïìïñöéóìü -ìïäßùí  :  0 →  ï ⊗id åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

C.5.21 Ðüñéóìá. ÅÜí Ýíáò -ìüäéïò åßíáé éóüðåäïò, ôüôå ãéá êÜèå ìïíïìïñöé-
óìü-ìïäßùí  :  0 →  áìöüôåñïé ïé id⊗ êáé ï ⊗id åßíáé ìïíïìïñöéóìïß.

C.5.22 Ðüñéóìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé 0 êáé 0 åßíáé ôÝóóåñåéò-ìüäéïé êáé
üôé  ∈ Hom( 0) êáé  ∈ Hom( 0) ÅÜí éó·ýåé ôïõëÜ·éóôïí ìßá åê ôùí
óõíèçêþí :

(i) ïé 0 êáé  åßíáé éóüðåäïé,

(ii) ïé êáé  0 åßíáé éóüðåäïé,

ôüôå ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï ⊗ ôùí  êáé  Ý·åé ôçí åîÞò éäéüôçôá : ÅÜí áìöüôåñïé
ïé  êáé  åßíáé ìïíïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ôï ⊗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Ôï äéÜãñáììá

 ⊗  0

ª
⊗id0 ))SSS

SSS
SSS

SSS
SS

 ⊗ 

⊗
²²

id⊗oo ⊗id //  0 ⊗ 

id0⊗uukkkk
kkk
kkk
kkk
k

©

 0 ⊗  0

åßíáé ìåôáèåôéêü, äéüôé (êáôÜ ôçí ðñüôáóç C.5.5)

⊗ = (id 0⊗) ◦ (⊗id ) = (⊗id 0) ◦ (id⊗)

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò äõíÜìåé ôùí ðïñéóìÜôùí C.5.20 êáé C.5.21, êáé

ôùí (i) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.15. ¤

C.5.23 Ðñüôáóç. Ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí ()∈ ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åß-
íáé éóïäýíáìåò :

(i) Ôï åõèý Üèñïéóìá :=
L

∈  åßíáé éóüðåäïò -ìüäéïò.

(ii) Ï åßíáé éóüðåäïò -ìüäéïò ãéá êÜèå  ∈ 

Áðïäåéîç. ÅÜí  :  0 →  åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò-ìïäßùí, ôüôå ðñïêýðôåé

ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

 ⊗  0

∼=
²²

id⊗ //

©

 ⊗ 

∼=
²²L

∈
( ⊗  0) L

∈
(id

⊗)
//
L
∈
( ⊗ )
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ôá êáôáêüñõöá âÝëç ôïý ïðïßïõ óõìâïëßæïõí ôïõò éóïìïñöéóìïýò ðïõ Ý·ïõí èå-
óðéóèåß óôï èåþñçìá C.4.6. Ðñïöáíþò,

[O id⊗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò]⇔ [o
L
∈

¡
id⊗

¢
åßíáé ìïíïìïñöéóìüò]

⇔ [o id⊗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈  ]

üðïõ ç ôåëåõôáßááìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ Ýðåôáé áðü ôç äåýôåñç åê ôùí éóïôÞôùí

(A.15) êáé áðü ôçí ðñüôáóç A.3.13. ¤

C.5.24 ËÞììá. Ï -ìüäéïò  åßíáé éóüðåäïò.

Áðïäåéîç. ÅÜí  :  0 →  åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò-ìïäßùí, ôüôå ðñïêýðôåé

ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

 0  //

©



∼=
²²

⊗  0

∼=
OO

id⊗
// ⊗ 

ôá êáôáêüñõöá âÝëç ôïý ïðïßïõ óõìâïëßæïõí ôïõò éóïìïñöéóìïýò ðïõ Ý·ïõí èå-

óðéóèåß óôï èåþñçìá C.4.3. O id⊗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (ùò óýíèåóç ìïíïìïñ-

öéóìþí). ¤

C.5.25 Èåþñçìá. ÊÜèå ðñïâïëéêüò -ìüäéïò åßíáé éóüðåäïò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·þí ðñïâïëéêüò-ìüäéïò. ÅÜí ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå

áõôüò åßíáé ðñïäÞëùò éóüðåäïò13. Áò õðïèÝóïõìå (áðü åäþ êáé óôï åîÞò) üôé ï

 åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá C.2.7 ï  åßíáé åõèýò ðñïóèå-

ôÝïò åíüò (êáô' áíÜãêçí ìç ôåôñéììÝíïõ) åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ  ÅðïìÝíùò õðÜñ-

·åé õðïìüäéïò  0 ôïý  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  =  ⊕ 0¸óôù X ìéá âÜóç ôïý

 Ôüôå  ∼= (X ) ∼= L
∈X  üðïõ  ∼=  ∀ ∈ X  (Âë. A.6.6 êáé A.6.16.)

ÅðåéäÞ ï ßäéïò ï (ùò-ìüäéïò) åßíáé éóüðåäïò (êáôÜ ôï ëÞììá C.5.24), ï  åßíáé

éóüðåäïò ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò C.5.23. Êáé åðåéäÞ  =  ⊕ 0 áìöüôåñïé ïé  êáé

 0 ïöåßëïõí íá åßíáé éóüðåäïé (êáé ðÜëé ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò C.5.23). ¤

C.5.26 Óçìåßùóç. Õðïìüäéïé éóüðåäùí -ìïäßùí äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí éóüðå-

äïé.

(i) Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï äáêôýëéïò  = Z4Z ùò -ìüäéïò åßíáé éóüðåäïò (óýì-

öùíá ìå ôï ëÞììá C.5.24). Ùóôüóï, ôï éäåþäåò ôïõ  := 2Z4Z (éäùèÝí ùò õðïìü-

äéüò ôïõ) äåí åßíáé éóüðåäïò -ìüäéïò, äéüôé åÜí  : 2Z4Z → Z4Z åßíáé ç óõíÞèçò

13Âë. ðüñéóìá C.3.16 êáé ïñéóìü C.5.16.
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Ýíèåóç, ôüôå ç óýíèåóç

(2Z4Z)⊗Z4Z (2Z4Z)
id2Z4Z⊗ //

◦(id2Z4Z⊗)

66
(2Z4Z)⊗Z4Z (Z4Z) 

∼=
// 2Z4Z

üðïõ  ï éóïìïñöéóìüò ôïý èåùñÞìáôïò C.4.3, åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò,
áöïý ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ Z× Z Ý·ïõìå

((id2Z4Z⊗)((2+ 4Z)⊗ (2+ 4Z)) = ((2+ 4Z)⊗ (2+ 4Z))
= (2+ 4Z)(2+ 4Z) = 4+ 4Z = 4Z = 02Z4Z

¢ñá êáé ç ßäéá ç id2Z4Z⊗ åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò êáé åðåéäÞ

2Z4Z⊗Z4Z2Z4Z ∼= 2Z4Z

ï ðõñÞíáò ôçò åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò.

(ii) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, üôáí ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò åßíáé ìéá Ð.Ê.É., êÜèå õðï-

ìüäéïò åíüò éóüðåäïõ -ìïäßïõ åßíáé éóüðåäïò. (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ïé Ýí-

íïéåò éóüðåäïò êáé óôåñïýìåíïò óôñÝøåùò åßíáé éóïäýíáìåò. Âë. èåþñçìá D.3.25.

Êáé åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå õðïìüäéïò åíüò-ìïäßïõ óôåñïõìÝíïõ óôñÝøåùò äåí

ìðïñåß íá äéáèÝôåé áö' åáõôïý óôñÝøç.)

C.5.27 ËÞììá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé êáé åßíáé äõï-ìüäéïé êáé üôé õðÜñ·ïõí
óôïé·åßá 1   ∈ 1   ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

P
=1

 ⊗  = 0⊗  (C.18)

Ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéïò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìüäéïò 0 ôïý êáé êÜ-
ðïéïò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìüäéïò  0 ôïý  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé
1   ∈ 0 1   ∈  0 êáé

P
=1

 ⊗  = 0 0⊗ 0  (C.19)

Áðïäåéîç. Ôáõôßæïíôáò ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï  ⊗  (ìå áêñßâåéá éóïìïñöé-

óìïý) ìå ôïí ðçëéêïìüäéï(×)Ξ () (üðùò óôï èåþñçìá C.3.11) ç (C.18)

éóïäõíáìåß ìå ôï üôé
P

=1 ( ) ∈ Ξ () Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôï ÜèñïéóìáP
=1 ( ) ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôÞò ìïñöÞò C.3.10 (i)

Þ/êáé (ii), Þôïé üôé

P
=1

( ) =
P

=1
 (C.20)
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ãéá êÜðïéá 1   ∈  êáé 1   ∈ Ξ () ÅðåéäÞ óôçí (C.20) åßíáé ðáñü-

íôá ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÞò âÜóåùò
©
()

¯̄
( ) ∈ ×

ª
ôïý (×) õðÜñ·åé ç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò åíüò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõ

õðïìïäßïõ 0 ôïý êáé åíüò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõ õðïìïäßïõ  0 ôïý 

êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå

( ) ∈ 0 × 0 ⇔
∙

ôï () åìöáíßæåôáé óå êÜðïéï

åê ôùí äýï ìåëþí ôÞò (C.20)

¸


Áñêåß ðñïò ôïýôï íá èÝóïõìå

 0 := Lin

µ
{1  } ∪

½
 ∈

¯̄̄̄
ôï () åìöáíßæåôáé óôï äåýôåñï

ìÝëïò ôÞò (C.20) ãéá êÜðïéï  ∈ 

¾¶
êáé, êáô' áíáëïãßáí,

 0 := Lin

µ
{1  } ∪

½
 ∈ 

¯̄̄̄
ôï () åìöáíßæåôáé óôï äåýôåñï

ìÝëïò ôÞò (C.20) ãéá êÜðïéï  ∈

¾¶


Ðñïöáíþò,
P

=1 ( ) ∈ Ξ 0 0() ÅðåéäÞ äå ôï  0 ⊗  0 ôáõôßæåôáé (ìå

áêñßâåéá éóïìïñöéóìïý) ìå ôïí ðçëéêïìüäéï (
0× 0)Ξ 00() áõôÞ ç ó·Ýóç

éóïäõíáìåß ìå ôçí (C.19). ¤

C.5.28 Ðñüôáóç. ÅÜí ï  åßíáé Ýíáò -ìüäéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé üôé êÜèå ðå-
ðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìüäéüò ôïõ ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéïí éóüðåäï õðïìüäéü
ôïõ, ôüôå êáé ï ßäéïò ï ïöåßëåé íá åßíáé éóüðåäïò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  :  −→  Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí êáé Ýóôù ôõ·üí

óôïé·åßï  ∈Ker(id⊗)ÅðåéäÞ  ∈⊗ õðÜñ·ïõí (óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá

C.3.18)  ∈ N 1   ∈ êáé 1   ∈  ìå

 =
P

=1
 ⊗  ⇒ 0⊗ = (id⊗)() =

P
=1

 ⊗ ()

ÊáôÜ ôï ëÞììá C.5.27 õðÜñ·åé êÜðïéïò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìüäéïò

 0 ôïý  êáé êÜðïéïò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìüäéïò  0 ôïý  ïýôùò

þóôå íá éó·ýåé 1   ∈ 0 (1)  () ∈  0 êáé

P
=1

 ⊗ () = 0 0⊗ 0 

Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·åé êÜðïéïò éóüðåäïò õðïìüäéïò  00 ôïý  ìå  0 ⊆  00
¸óôù üôé ïé 1 : 

0 →  00 2 :  00 →  êáé 3 : 
0 →  åßíáé ïé óõíÞèåéò

åíèÝóåéò êáé üôé

 :=
P

=1

 ⊗  ∈ 0 ⊗ 
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Èåùñïýìå ôï áêüëïõèï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

 ⊗ 
id⊗ //

©

 ⊗ 

 0 ⊗ 

ª
(2◦1)⊗id

55kkkkkkkkkkkkkk

1⊗id
//  00 ⊗ 

id00⊗
//

2⊗id

OO

 00 ⊗ 

2⊗id

OO

 0 ⊗  0

(2◦1)⊗3
iiSSSSSSSSSSSSSS
©

1⊗3
oo

ÅðåéäÞ

(id 00⊗)((1⊗id)()) = (id 00⊗)
Ã

P
=1

 ⊗ 

!

=
P

=1
 ⊗ () = (1⊗3)(

P
=1

 ⊗ ()| {z }
=00⊗0

) = 0 00⊗ 

Ý·ïõìå

(1⊗id)() ∈ Ker(id00⊗)
 00 éóüðåäïò⇒ Ker(id00⊗) = {000⊗}

)
⇒ (1⊗id)() = {000⊗}

⇒  = ((2 ◦ 1)⊗id)() = (2⊗id)((1⊗id)()) = (2⊗id)(000⊗)| {z }
=0⊗



ïðüôåKer(id⊗) = {0⊗} =⇒
A.3.13

ï id⊗ åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Ùò åê ôïýôïõ,

ï åßíáé éóüðåäïò. ¤

C.5.29 Ðüñéóìá. Ï Z-ìüäéïò Q åßíáé éóüðåäïò êáé ìç ðñïâïëéêüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìüäéïò ôïý Z-ìïäßïõ
Q ÅÜí ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå ðåñéÝ·åôáé óôïí åëåýèåñï (êáé, êáô' åðÝêôáóç,

éóüðåäï) Z-ìüäéï Z $ Q ÅÜí ï  äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå áõôüò ãñÜöåôáé õðü

ôç ìïñöÞ

 = LinZ(1  )  =


    ∈ Zr{0}

ãéá êÜèå  ∈ {1  } ¸óôù  := åêð(1  ) ÊÜèå  ∈  åêöñÜæåôáé ùò áêÝ-

ñáéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò

 =
P

=1
 =

P
=1




= 1


Ã
P

=1


!


üðïõ  :=



ãéá êÜèå  ∈ {1  } ¢ñá  ⊆ 1
Z êé åðåéäÞ

1
Z ∼= Z ï  åßíáé

éóüìïñöïò ìå Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ Z, Þôïé ìå Ýíáí õðïìüäéï ôïý åëåõèÝñïõ
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(êáé, êáô' åðÝêôáóç, éóüðåäïõ) Z-ìïäßïõ Z $ QÁðü ôçí ðñüôáóç C.5.28 óõíÜãå-

ôáé üôé ï Z-ìüäéïòQ åßíáé éóüðåäïò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ïQ äåí åßíáé ðñïâïëéêüò
Z-ìüäéïò, äéüôé åÜí Þôáí, èá Ýðñåðå íá åßíáé åëåýèåñïò, áöïý ï Z åßíáé Ð.Ê.É. (Âë.

ðüñéóìá C.2.10.) ÅÜí ï Q Þôáí åëåýèåñïò Z-ìüäéïò, ôüôå

Q ∼= Z() ∼=L∈ Z

(üðïõ ()∈ ìéá âÜóç) êáé ï áñéèìüò 1 èá åãñÜöåôï ìïíïóçìÜíôùò ùò

1 =
P
∈

  üðïõ  ∈ Z êáé 1 ≤ card({ ∈  | 6= 0}) ∞

ÅðéëÝãïíôáò Ýíáí äåßêôç • ∈  ìå • 6= 0 êáé Ýíáí  ∈ Zr{0} ìå  - •  ôï
êëÜóìá 1

 ∈ Q èá åãñÜöåôï ìïíïóçìÜíôùò ùò

1


=
P
∈

  üðïõ  ∈ Z êáé 1 ≤ card({ ∈  |  6= 0}) ∞

ïðüôå èá åß·áìå

1 =
P
∈

 =
P
∈
() ⇒ • = • ⇒  | • 

¢ôïðï! ¤

C.5.30 Èåþñçìá. Ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäý-
íáìåò :

(i) Ï åßíáé éóüðåäïò.

(ii) Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò  ôïý  ï ïìïìïñöéóìüò

⊗id :  ⊗  −→ ⊗  ∼= (C.21)

ï åðáãüìåíïò ìÝóù ôÞò óõíÞèïõò åíèÝóåùò  :  →  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (Þ,
éóïäõíÜìùò,  ⊗  ∼=  ⊆).

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Ôïýôï åßíáé ðñüäçëï ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò C.5.20.

(ii)⇒(i) ÂÞìá 1ï. Êáô' áñ·Üò, ãéá êÜèå (ü·é êáô' áíÜãêçí ðåðåñáóìÝíùò ðáñá-
ãüìåíï) éäåþäåò  ôïý äáêôõëßïõ  ï ïìïìïñöéóìüò ⊗id (üðïõ  :  →  ç

óõíÞèçò Ýíèåóç) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÐñÜãìáôé° åÜí  åßíáé ôõ·üí éäåþäåò ôïý

êáé  ∈Êer(⊗id ) ôüôå ôï  (ùò óôïé·åßï ôïý  ⊗ ) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 =
P

=1
 ⊗  üðïõ 1   ∈  êáé 1   ∈

(Âë. ðüñéóìáC.3.18.) ÅðåéäÞ õößóôáôáé êÜðïéïðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþ-
äåò  ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôá 1   ï ðåñéïñéóìüò ⊗id |⊗ åßíáé åî õðï-
èÝóåùò ìïíïìïñöéóìüò. ÅðïìÝíùò,  = 0⊗ = 0⊗  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

Êer(⊗id ) = {0⊗}



406 hom êáé ⊗

ÂÞìá 2ï. ÅÜí  åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò åíüò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõ åëåõ-
èÝñïõ -ìïäßïõ  ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò j⊗id (üðïõ j :  →  ç óõíÞèçò

Ýíèåóç) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò üôáí ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ï  äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò. Ôüôå  ∼=  ∼= L
=1 (üðïõ

()1≤≤ ç óõíÞèçò âÜóç ìå ôï  Ý·ïí ôï 1 óôç -ïóôÞ èÝóç êáé ôï 0 óôéò

õðüëïéðåò). ¢ñá ï åßíáé åìöõôåýóéìïò åíôüò ôïý åõèÝïò áèñïßóìáôïò
L

=1 
ôùí õðïìïäßùí (= éäåùäþí)  ôïý  ∼=  üðïõ ôï  áðáñôßæåôáé áðü ôéò -

ïóôÝò óõíôåôáãìÝíåò ôùí åéêüíùí ôùí óôïé·åßùí ôïý  ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý


∼=−→ÅðåéäÞ ïé (óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôï âÞìá 1) ìïíïìïñöéóìïß

 ⊗  →  ⊗  äßäïõíµ
L

=1



¶
⊗  ∼=

L
=1

( ⊗ ) →
L

=1

( ⊗ ) ∼= (L
=1| {z }
∼=

)⊗ 

ï åðáãüìåíïò ïìïìïñöéóìüò j⊗id: ⊗  −→  ⊗  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

ÂÞìá 3ï. Ôï áðïäåé·èÝí óôï âÞìá 2 åîáêïëïõèåß íá éó·ýåé áêüìç êáé áí ï  äåí
åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, åÜí  ∈ Êer(j⊗id )
ôï  (ùò óôïé·åßï ôïý ⊗ ) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 =
P

=1
 ⊗  üðïõ 1   ∈ êáé 1   ∈

(Âë. ðüñéóìá C.3.18.) ÅðåéäÞ õößóôáôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðïìü-

äéïò  ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôá 1   ï ðåñéïñéóìüò j⊗id |⊗ åßíáé ìïíï-

ìïñöéóìüò (ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï âÞìá 2 ìå ôï  óôç èÝóç ôïý åêåß
ðáñáôåèÝíôïò  ). ÅðïìÝíùò,  = 0⊗ = 0⊗  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

Êer(j⊗id ) = {0⊗}
ÂÞìá 4ï. ¸óôù  :  0 →  Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò -ìïäßùí. Óýìöùíá ìå ôï

ðüñéóìá A.6.23,  ∼=  üðïõ  êÜðïéïò åëåýèåñïò -ìüäéïò êáé  êÜðïéïò

õðïìüäéïò áõôïý. Óõíåðþò äçìéïõñãåßôáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá

{0} −→
j
→ 

³  −→ {0}
üðïõ j :  →  ç óõíÞèçò Ýíèåóç êáé  ç óýíèåóç ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý

 êáé ôïý áíùôÝñïõ éóïìïñöéóìïýÈÝôïíôáò 0 := { ∈  | () ∈ Im()} êáé
 : 0 −→  0  7−→ () :=  üðïõ  () = ()

ðáñáôçñïýìå üôé ç  åßíáé áö' åíüò ìåí êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé åÜí
 () = () = (0) ôüôå  = 0 (ëüãù ôÞò åíñéðôéêüôçôáò ôÞò ), áö' åôÝ-
ñïõ äå åðéìïñöéóìüò, äéüôé Im() =  0 êáé ãéá 1 2 ∈  êáé 1 2 ∈  0 ìå
 (1) = (1) êáé  (2) = (2) ëáìâÜíïõìå

(11 + 22) = 1 (1) + 2 (2)

= 1 (1) + 2 (2) = (11 + 22)

⇒ (11 + 22) = 11 + 22 = 1(1) + 2(2)
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Åðßóçò,  ⊆  0 êáèüóïí  = Ker( ) ÅÜí ùò  :  0 →  êáé  :  →  0

óçìåéþóïõìå ôéò óõíÞèåéò åíèÝóåéò, ôüôå ðñïêýðôåé ôï åîÞò äéÜãñáììá:

{0} // 

©id

²²

 //  0

©

²²

 //  0



²²

// {0}

{0} // 
j

//  
//  // {0}

ÇäåýôåñÞ ôïõ ãñáììÞ åßíáé åî õðïèÝóåùò áêñéâÞò. ÁëëÜ êáé ç ðñþôç ôïõ ãñáììÞ
åßíáé áêñéâÞò, äéüôé áðü ôçí åíñéðôéêüôçôá ôÞò  Ý·ïõìå Im() ⊆ Ker() êáé ãéá
êÜèå  ∈ Ker() éó·ýåé

() = 00 ⇒  () = (00) = 0 ⇒  ∈ Ker() = Im()

ÅðéðñïóèÝôùò, ôï áíùôÝñù äéÜãñáììá åßíáé êáé ìåôáèåôéêü, äéüôé

 ◦  = j ◦ id
êáé ãéá êÜèå  ∈ 0 Ý·ïõìå

( ◦ )() = (()) = () üðïõ  (()) =  () = ()

ïðüôå  ◦  =  ◦  Ôï åðáãüìåíï äéÜãñáììá

 ⊗ 

©id⊗id=id⊗
²²

⊗id //  0 ⊗ 

⊗id
²²

©

⊗id //  0 ⊗ 

⊗id
²²

// {0}

 ⊗ 
j⊗id

//  ⊗ 
⊗id

//  ⊗  // {0}

åßíáé ùóáýôùò ìåôáèåôéêü ìå áêñéâåßò ãñáììÝò (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò C.5.5 êáé
ôïý èåùñÞìáôïò C.5.9). Áðü ôï âÞìá 3 ãíùñßæïõìå (áí èåùñÞóïõìå ôïí  0

áíôß ôïý åêåß ðáñáôåèÝíôïò  êáé ôçí Ýíèåóç  áíôß ôÞò åêåß ðáñáôåèåßóáò j)
üôé ï ïìïìïñöéóìüò ⊗id åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ¸óôù ôõ·üí  ∈ Ker(⊗id )
ÅðåéäÞ ï ⊗id åßíáé åðéìïñöéóìüò, õðÜñ·åé  ∈ 0⊗ ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé
 = (⊗id )()ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

0⊗ = (⊗id )()
= ((⊗id ) ◦ (⊗id )) () = ((⊗id ) ◦ (⊗id )) ()
⇒ (⊗id )() ∈ Ker(⊗id ) = Im(j⊗id)
⇒ [∃ ∈ ⊗  : (⊗id )() = (j⊗id)()]
⇒ (⊗id )() = ((j⊗id ) ◦ id⊗ )() = ((⊗id ) ◦ (⊗id ))()

=⇒
Ker(⊗id )={0 0⊗}

 = (⊗id )()⇒  = ((⊗id ) ◦ (⊗id )| {z }
=0

)() = 00⊗ 

ÅðïìÝíùò, Ker(⊗id ) = {0 0⊗} ⇒ ï ⊗id åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï 

éóüðåäïò (ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò C.5.20). ¤
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C.5.31 Óçìåßùóç. (ÁäñïìåñÞò éåñÜñ·çóç -ìïäßùí) Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ðñïôÜ-
óåùò C.2.4 êáé ôïý èåùñÞìáôïò C.5.25 åðéôõã·Üíåôáé ç áêüëïõèç éåñÜñ·çóç ôùí
ìÝ·ñé ôïýäå ãíùóôþí ìáò åéäéêþí êëÜóåùí -ìïäßùí:

Ãíùñßæïõìå üôé ïé áíùôÝñù åãêëåéóìïß åßíáé áõóôçñïß, áöïý, åðß ðáñáäåßãìáôé,

(i) åÜí   ∈ N  ≥ 2  ≥ 2 êáé ìêä( ) = 1 ôüôå ïé Z-ìüäéïé Z êáé Z åßíáé
ðñïâïëéêïß êáé ìç åëåýèåñïé. (Âë. C.2.9 (i).)

(ii) Ï Z-ìüäéïò Q åßíáé éóüðåäïò êáé ìç ðñïâïëéêüò. (Âë. ðüñéóìá C.5.29.)

(iii) EÜí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå o Z-ìüäéïò Z äåí åßíáé éóüðåäïò. (Âë. åä. C.5.18.)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ìïäßïõò ïñéæüìåíïõò õðåñÜíù Ð.Ê.É. ïé Ýííïéåò åëåýèåñïò
êáéðñïâïëéêüò (êáé, áíôéóôïß·ùò, éóüðåäïò êáé óôåñïýìåíïò óôñÝøåùò ) åßíáé éóï-
äýíáìåò. (Âë. ðñüôáóç C.2.4, ðüñéóìá C.2.10 êáé èåþñçìáD.3.25.) ÌÜëéóôá, êáé
ïé ôÝóóåñåéò áõôÝò Ýííïéåò åßíáé éóïäýíáìåò üôáí ðåñéïñéæüìáóôå óôçí êëÜóç ôùí

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí ìïäßùí ðïõ ïñßæïíôáé õðåñÜíù Ð.Ê.É. (Âë. ðñüôáóç
A.7.4.)

I ⊗ êáé Hom. ÁõôÞ ç åíüôçôá èá êëåßóåé ìå ôçí ðáñÜèåóç äýï óçìáíôéêþí

èåùñçìÜôùí14 ðïõ áöïñïýí óôïí óõó·åôéóìü ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ ìïäßùí

êáé ôùí ìïäßùí ïìïìïñöéóìþí.

ÅÜí åßíáé ôñåéò -ìüäéïé êáé y ç áðåéêüíéóç

y : Hom()×  −→ Hom( ⊗ )

ç ïñéæüìåíç (ãéá êÜèå ( ) ∈ ×  êáé êÜèå  ∈Hom()) ùò åîÞò:

y( )() := ()⊗ 

ôüôå ç y åßíáé -äéãñáììéêÞ êáé, ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·åé ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò

ey : Hom()⊗  −→ Hom( ⊗ ) (C.22)

ðïõ êáèéóôÜ ôï êÜôùèé äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü.

Hom()⊗  ey
))TT

TT
TT

TT

©

Hom()× 

ôáí. áð.

55jjjjjjjjjjjjjjj

y
// Hom( ⊗ )

14Ãéá ôéò áðïäåßîåéò áõôþí âë., ð.·., [85], åíüôçôá 37



§ C.5 ôáíõóôéêï ãéíïìåíï ïìïìïñöéóìùí 409

C.5.32 Èåþñçìá. Ãéá ôïí ïìïìïñöéóìü (C.22) éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí ï  åßíáé ðñïâïëéêüò, ôüôå ï ey åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
(ii) ÅÜí ï  åßíáé ðñïâïëéêüò êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, ôüôå ï ey åßíáé éóï-
ìïñöéóìüò.

(iii) ÅÜí ï åßíáé ðñïâïëéêüò êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, ôüôå ï ey åßíáé éóï-
ìïñöéóìüò.

C.5.33 Óçìåßùóç. ÅÜí åßíáé ôñåéò-ìüäéïé, ôüôå (åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß

üôé) õößóôáôáé êáé Ýíáò êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò

Hom(Hom())
∼=−→ Hom( ⊗ )

(·ùñßò åðéðñüóèåôïõò ðåñéïñéóìïýò).

Åí óõíå·åßá, èåùñïýìå ôÝóóåñåéò -ìïäßïõò  0  0 êáé ôïí êáíïíéóôéêü

ïìïìïñöéóìü

z :Hom( 0)⊗Hom( 0) −→Hom( ⊗  0 ⊗  0)

ôïí ïñéæüìåíïí ùò åîÞò:

 ⊗  7−→ z( ⊗ ) := ⊗

(Ðñâë. óçìåßùóç C.5.3.)

C.5.34 Èåþñçìá. ÅÜí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê ôùí æåõãþí () ( 0) ( 0)
áðïôåëåßôáé áðü ðñïâïëéêïýò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõò-ìïäßïõò, ôüôå ï ïìï-
ìïñöéóìüò z åßíáé éóïìïñöéóìüò. (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ìðïñåß êáíåßò íá ·ñç-

óéìïðïéåß ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï  ⊗  áíôß ôïý ⊗ êáé ôáíÜðáëéí!)

C.5.35 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí äåí ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç ç ðáñáôåèåßóá óôç äéáôý-

ðùóç ôïý èåùñÞìáôïò C.5.34, ôüôå ï z åíäÝ·åôáé íá ìçí åßíáé ïýôå ìïíïìïñöéóìüò

ïýôå åðéìïñöéóìüò! Åðß ðáñáäåßãìáôé, èÝôïíôáò15

 0 =  0 =  := Z4 êáé  =  = Z2

êáé èåùñþíôáò ôüí  ∈HomZ4(Z2Z4) ðïõ ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

([]2) := [2]4 ∀ ∈ Z
15ÓçìåéùôÝïí üôé ç (Z2+) êáèßóôáôáé Z4-ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

Z4 × Z2 3 ([]4 []2) 7−→ []2 ∈ Z2
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ëáìâÜíïõìå ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò ( ) ∈ Z× Z

(⊗)([]2 ⊗ []2) = ([]2)⊗ ([]2)

= [2]4 ⊗ [2]4 = [2]4[]4 ⊗ [2]4 = [2]4 ([]4 ⊗ [2]4[]4)
= [2]4[2]4([]2 ⊗ []2) = [4]4|{z}

=[0]4

([]2 ⊗ []2) = 0Z4⊗Z4Z4 

¢ñá ï ⊗ åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò êáé  ⊗  ∈ Ker(z) ÅðåéäÞ16

HomZ4(Z2Z4) ∼= Z2 (C.23)

ïé ôñåéò åê ôùí ôåóóÜñùí áðïóõíôéèÝìåíùí ôáíõóôþí ôïý

HomZ4(Z2Z4)⊗Z4HomZ4(Z2Z4) ∼= Z2⊗Z4Z2
åßíáé ßóïé ìå ôï 0HomZ4 (Z2Z4)⊗Z4HomZ4 (Z2Z4) äéüôé Ýíáò (ôïõëÜ·éóôïí) åê ôùí ðá-

ñáãüíôùí ôïõò åßíáé ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò. Áìöüôåñïé ïé ðáñÜãïíôåò ôïý
åíáðïìÝíïíôïò, ôåôÜñôïõ áðïóõíôéèÝìåíïõ ôáíõóôÞ ïöåßëïõí, ùò åê ôïýôïõ, íá
åßíáé ßóïé ìå ôï ìïíáäéêü ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý (C.23), Þôïé ìå ôïí  ÊáôÜ
óõíÝðåéáí, ï åí ëüãù ôÝôáñôïò áðïóõíôéèÝìåíïò ôáíõóôÞò åßíáé ï  ⊗  ¼ìùò ï
 ⊗  åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç ìçäåíéêüò, êáèüóïí(

Z2⊗Z4Z2 ∼= (Z4Z)(2Z4Z)⊗Z4Z(Z4Z)(2Z4Z)∼=
(C.17)

(Z4Z)(2Z4Z+2Z4Z) ∼= (Z4Z)(2Z4Z) ∼=
A.4.13

Z2Z ∼= Z2 À {0}
)

(C.24)

Áõôü óçìáßíåé üôé ï Ker(z) äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé ï z äåí
åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÅðéðñïóèÝôùò, êáé ï ßäéïò ï z åßíáé ìçäåíéêüò, äéüôé êÜèå
ôáíõóôÞò (áíÞêùí óôï ðåäßï ïñéóìïý ôïõ) åßíáé ðñïäÞëùò ôÞò ìïñöÞò ( ⊗ )

üðïõ  ∈ {[0]4  [2]4} êáé

z([0]4 ( ⊗ )) = 0HomZ4 (Z2⊗Z4Z2 Z4⊗Z4Z4)

= [2]4(⊗|{z}
=0

) = [2]4z( ⊗ ) = z([2]4( ⊗ ))

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ïé (C.24) êáé (C.23) êáé ç ðáñáôÞñçóç C.4.4 äßäïõí

HomZ4(Z2⊗Z4Z2 Z4⊗Z4Z4) ∼= HomZ4(Z2Z4) ∼= Z2 À {0}

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ï z äåí åßíáé ïýôå åðéìïñöéóìüò (áöïý ï áíùôÝñù ìüäéïò,

üíôáò ìç ôåôñéììÝíïò, äéáèÝôåé Ýíá óôïé·åßï ðïõ áäõíáôåß íá áíÞêåé óôçí åéêüíá

ôïý z).

16¸óôù ôõ·þí  ∈ HomZ4 (Z2Z4) Ôüôå ([1]2) = []4 ãéá êÜðïéïí  ∈ {1 2 3} Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý

üôé ç áðåéêüíéóç HomZ4 (Z2Z4) 3  7−→ []2 ∈ Z2 áðïôåëåß éóïìïñöéóìü Z4-ìïäßùí.
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C.5.36 Ðüñéóìá. Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò  êáé  ïñßæåôáé ï êáíïíéóôéêüò
ïìïìïñöéóìüò

k : Hom()⊗Hom() −→Hom( ⊗ )

ìÝóù ôïý ôýðïõ

k( ⊗ )(⊗ ) := ()()

ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç ( ) ∈Hom()×Hom() êáé ( ) ∈ × ÅÜí
ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò åê ôùí åßíáé ðñïâïëéêüò êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò,
ôüôå ï k åßíáé éóïìïñöéóìüò. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò 17

Bil(Hom()Hom();)
∼=−→Hom(Hom()⊗ Hom() )

ÅÜí, ìÜëéóôá, áìöüôåñïé ïé êáé åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé êáé åëåýèå-
ñïé, ôüôå

Bil(Hom()Hom();) ∼= ⊗ 

êáé ç áðåéêüíéóç

 : × −→ Bil(Hom()Hom();)

ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý (áðëïýóôáôïõ) ôýðïõ

( )( ) := ()() (C.25)

ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç ( ) ∈  ×  êáé ( ) ∈ Hom()× Hom()

ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ôáíõóôéêÞ áðåéêüíéóç ôïý ⊗ 

C.5.37 Óçìåßùóç. Ãéá ïéïõóäÞðïôå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõò êáé åëåõèÝñïõò
-ìïäßïõò êáé  ôï æåýãïò

(Bil(Hom()Hom();) )

(üðïõ  ç (C.25)) ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò Ýíáò «êáëüò åêðñüóùðïò» ôÞò êëÜóåùò

éóïìïñößáò üëùí ôùí æåõãþí () ðïõ «õëïðïéïýí» ôï ôáíõóôéêü ôïõò ãéíüìåíï.

(Ðñâë. åä. C.3.9.) Ãé' áõôüí áêñéâþò ôïí ëüãï ·ñçóéìïðïéåßôáé óå ïñéóìÝíá âéâëßá

ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò18, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï åßíáé óþìá, ùò Ýíáò Üìåóïò êáé

óýíôïìïò ïñéóìüò ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ äýï äéáíõóìáôéêþí ·þñùí ðåðåñá-
óìÝíçò äéáóôÜóåùò.

17Ðñâë. åä. C.3.2.

18Âë., ð.·., Ê. Hoffman&R. Kulze: Linear Algebra, 2nd ed., Prentice Hall, 1971 (§56, óåë. 166-168), S. Lang: Linear
Algebra, 2nd ed., Addison Wesley, 1972 (XIII, §1), Þ S.K. Berberian: Linear Algebra, Oxford University Press, 1992
(Ch. 13 §1 êáé éäéáéôÝñùò ôçí Üóêçóç 3 óôç óåë. 316)




