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A.2 ÌÏÄÉÏÉ ÏÑÉÓÌÅÍÏÉ

ÕÐÅÑÁÍÙ ÌÅÔÁÈÅÔÉÊÙÍ ÄÁÊÔÕËÉÙÍ

Ç êýñéá áëãåâñéêÞ äïìÞ ðïõ èá ìáò áðáó·ïëÞóåé åßíáé áõôÞ ôïý ìïäßïõ ðïõ ïñß-

æåôáé õðåñÜíù åíüò ìåôáèåôéêïý ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ (êáé ðåñéëáìâÜíåé, ùò

åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò, ôüóïí ôç äïìÞ ôÞò áâåëéáíÞò ïìÜäáò üóïí êáé ôç äïìÞ ôïý

äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ).

A.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù (+ ·) Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò êáé

Ýóôù (¢) ìéá (ðñïóèåôéêÞ) áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôï 0 

ÅÜí ôï óýíïëï åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ìéá (åí ãÝíåé åîùôåñéêÞ ) ðñÜîç4

× −→  ( ) 7−→   

ïýôùò þóôå íá ðëçñïß ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò5:¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
(i) 1   =  ∀ ∈

(ii) ( + )   = (  )¢ (  ) ∀ ∈ êáé ∀ ( ) ∈ ×

(iii)   (¢ ) = (  )¢ (  ) ∀( ) ∈ × êáé ∀ ∈ 

(iv) ( · )   =   (  )  ∀ ∈ êáé ∀ ( ) ∈ ×

ôüôå ëÝìå üôé ôï  (ìáæß ìå áõôÝò ôéò ðñÜîåéò ‘‘¢'' êáé ‘‘'') áðïôåëåß Ýíáí ìüäéï
õðåñÜíù ôïý  Þ, åí óõíôïìßá, Ýíáí -ìüäéï (-module).

A.2.2 Ðñüôáóç. ¸óôù (¢ ) Ýíáò -ìüäéïò. ÅÜí ãéá  ∈  óõìâïëßóïõìå ùò
v  ôï áíôßèåôü ôïõ 6 ùò ðñïò ôçí ‘‘¢'', ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) 0   = 0  ãéá êÜèå  ∈

(ii)   0 = 0  ãéá êÜèå  ∈ 

(iii) Ãéá ïéáäÞðïôå  ∈ × êáé  ∈ éó·ýåé    = 0 ⇐⇒  = 0 

(iv) (−1)   =v  ãéá êÜèå  ∈

(v) (−)   =   (v ) =v (  ) ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé  ∈

(vi)   (1 v 2) = (  1) v (  2) ãéá ïéáäÞðïôå  ∈  êáé 1 2 ∈

Áðïäåéîç. (i)¸óôù ôõ·üí  ∈Êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò éäéüôçôáòA.2.1 (ii) ãéá

 =  = 0 ëáìâÜíïõìå (0 )¢(0 ) = (0 + 0) = 0 ÐñïóèÝôïíôáò

ôï áíôßèåôï óôïé·åßïv (0 ) ôïý 0  óå áìöüôåñá ôá ìÝëç óõìðåñáßíïõìå üôé

v (0  )¢ ((0  )¢ (0  )) =v (0  )¢ (0  ) = 0 

4Ç ðñïêåéìÝíç ðñÜîç êáëåßôáé óõíÞèùò áñéèìçôéêüò Þ âáèìùôüò ðïëëáðëáóéáóìüò. (Ôá óôïé·åßá ôïý  åßíáé ôá

áñéèìçôéêÜ Þ âáèìùôÜ ìåãÝèç ìå ôá ïðïßá «ðïëëáðëáóéÜæïõìå» ôá óôïé·åßá ôïý ìÝóù ôÞò ‘‘''.)
5Ïé éäéüôçôåò (ii) êáé (iii) åßíáé ãíùóôÝò ùò ãåíéêåõìÝíïé åðéìåñéóôéêïß íüìïé êáé ç (iv) ùò ãåíéêåõìÝíïò ðñïóåôáé-

ñéóôéêüò íüìïò.

6Åî ïñéóìïý, ôï v  åßíáé ôï ìïíáäéêü óôïé·åßï ôÞò (¢) ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé (v ) ¢  = 0 =  ¢ (v )
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Åöáñìüæïíôáò ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá ôÞò ðñïóèÝóåùò ôÞò (¢) óõìðå-
ñáßíïõìå ôåëéêþò üôé 0   = (v (0  )¢ (0  ))¢ (0  ) = 0 

(ii) Ëüãù ôïý (i) Ý·ïõìå êáô' áñ·Üò 0  0 = 0  ¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈ 

Åöáñìüæïíôáò ôçí éäéüôçôá A.2.1 (iv) ãéá  = 0 ëáìâÜíïõìå

  0 =   (0  0 ) = ( · 0)  0 = 0  0 = 0 

(iii) Ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇐'' åßíáé ðñïöáíÞò ëüãù ôÞò (ii). ÁðïìÝíåé íá äåßîïõìå ôçí

‘‘⇒''. Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå  ∈ × êáé  ∈ ôÝôïéá þóôå    = 0  ÅðåéäÞ ôï

 äéáèÝôåé áíôßóôñïöï óôïé·åßï −1 áðü ôï (ii) êáé ôéò éäéüôçôåò A.2.1 (i) êáé (iv)

óõìðåñáßíïõìå üôé  = 1   = (−1 · )   = −1  (  ) = −1  0 = 0 

(iv) ¸óôù ôõ·üí  ∈Ðñïöáíþò, ëüãù ôùí éäéïôÞôùí A.2.1 (i) êáé (ii),

¢ ((−1)  ) = (1  )¢ ((−1)  )
= (1 + (−1))   = 0   = 0 ⇒ (−1)   =v 

(v) Èåùñïýìå ôõ·üíôá  ∈  êáé  ∈ ÌÝóù ôïý (i) êáé ôÞò éäéüôçôáò A.2.1 (ii)

ëáìâÜíïõìå 0 = 0   = ( + (−))   = (  )¢ ((−)  )Êáô' áíáëïãßáí,

áðü ôï (ii) êáé ôçí éäéüôçôá A.2.1 (iii) Ýðåôáé üôé

0 =   0 =   (¢ (v )) = (  )¢ (  (v ))

ïðüôå (ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ ôÞò ïìÜäáò (¢))
Ý·ïõìå ôåëéêþò (−)   =   (v ) =v (  )
(vi) Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá  ∈  êáé 1 2 ∈Åöáñìüæïíôáò ôçí éäéüôçôá
A.2.1 (iii) ëáìâÜíïõìå

  1 =   (1 ¢ 0) =   ((1 ¢ ((v 2)¢ 2))

= (  1)¢ (  ((v 2)¢ 2)) = ((  1)¢ (  (v 2)))¢ (  2)

= (  (1 v 2))¢ (  2)

ïðüôå (ëüãù ôïý (v))(  1) v (  2) = (  1)¢ ((−)  2) =   (1 v 2) ¤

A.2.3 Óçìåßùóç. (Áðëïýóôåõóç óõìâïëéóìþí) Óôïí ïñéóìü A.2.1 êáé óôçí ðñü-

ôáóç A.2.2 ·ñçóéìïðïéÞèçêáí ôá óýìâïëá “ ¢ ” êáé “  ” ãéá ôç óÞìáíóç ôùí

ðñÜîåùí åðß åíüò-ìïäßïõ êáé ôïv  ãéá åêåßíçí ôïý áíôéèÝôïõ åíüò óôïé·åßïõ

 ∈  Ùóôüóï, ç ðåñáéôÝñù äéáôÞñçóç åíüò ôüóï äõóêßíçôïõ óõìâïëéóìïý èá

Þôáí êÜôé ôï ðïëý öïñôéêü. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï èá ìåôáâïýìå, áðü åäþ êáé óôï

åîÞò, óôïí áðëïõóôåõìÝíï ðñïóèåôéêü êáé ðïëëáðëáóéáóôéêü óõìâïëéóìü áõôþí

ôùí ðñÜîåùí (äéáêñßíïíôÜò ôåò áðü åêåßíåò ôïý éäßïõ ôïý äáêôõëßïõ áðü ôá óõì-

öñáæüìåíá êáé áðü ôïí ôñüðï åðéëïãÞò ôùí åêÜóôïôå èåùñïýìåíùí óôïé·åßùí, êáé

ðáñáëåßðïíôáò, ùò åðß ôï ðëåßóôïí, áêüìç êáé ôï dot “ · ”). ¸ôóé, áíôß ôïý v  èá

ãñÜöïõìå − êáé áíôß ôùí (i)-(iv) ôïý ïñéóìïý A.2.1 èá ãñÜöïõìå áðëþò

(i) 1 =  (ii) ( + ) = + 

(iii)  (+ ) = +  (iv) () =  () 
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Åðßóçò, üôáí 1  ∈   ∈ N èá óõìâïëßæïõìå ùò
P

=1  ôï Üèñïéóìá

1 + · · ·+  ôùí 1 

A.2.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí (+) åßíáé ìéá ðñïóèåôéêÞ áâåëéáíÞ ïìÜäá, ôüôå

õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí ôñüðïò ãéá íá êáôáóôåß áõôÞ Z-ìüäéïò7: Ùò áñéèìçôéêüò
( âáèìùôüò ) ðïëëáðëáóéáóìüò ïñßæåôáé ç ðñÜîç

Z× 3 ( ) 7−→  ∈ 

èÝôïíôáò

 :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
 +  + · · ·+ | {z }

 öïñÝò

 üôáí   0

−((−)) üôáí   0

0  üôáí  = 0

åí åßäåé «ðïëëáðëáóßïõ» ôïý Ùò åê ôïýôïõ, ç Ýííïéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôáõôßæåôáé

êáô' ïõóßáí ìå ôçí Ýííïéá Z-ìüäéïò.
(ii) ÊÜèå -äéáíõóìáôéêüò ·þñïò, Þôïé êÜèå äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéæüìåíïò

õðåñÜíù åíüò óþìáôïò  åßíáé ðñïöáíþò Ýíáò-ìüäéïò.

A.2.5 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

(i) Åêôüò áðü Z-ìüäéïò (âë. A.2.4 (i)) ï  ìðïñåß íá éäùèåß áö' åáõôïý ùò -

ìüäéïò (åÜí ùò áñéèìçôéêüò ðïëëáðëáóéáóìüò ïñéóèåß ï ðïëëáðëáóéáóìüò ôïý

). Ãåíéêüôåñá, åÜí  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò õðïäáêôýëéïò ôïý  ôüôå ï 

ìðïñåß (êáô' áíáëïãßáí) íá éäùèåß ùò -ìüäéïò.

(ii) ÅÜí  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò  êáèßóôáôáé -

ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý:

× 3 ( + ) 7−→ +  ∈ 

(iii) ÅÜí  :  −→ 0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí (üðïõ

10 6= 00), ôüôå ï 0êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéá-

óìïý:

×0 3 ( 0) 7−→ ()0 ∈ 0

(iv) Ãåíéêüôåñá, åÜí  :  −→ 0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìåôáèåôéêþí äáêôõëßùí
(üðïõ 10 6= 00) êáé Ýíáò0-ìüäéïò, ôüôå ï ìðïñåß íá éäùèåß êáé ùò-ìüäéïò

ìå (ôçí ßäéá ðñüóèåóç êáé) áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü

× 3 ( ) 7−→ () ∈ 

7Åí ðñïêåéìÝíù, ùò Z óõìâïëßæåôáé ï äáêôýëéïò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò
êáé ðïëëáðëáóéáóìïý.
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(v) ÅÜí  ∈ N ôüôå ç áâåëéáíÞ ïìÜäá (Mat×()+) ôùí ( × )-ðéíÜêùí

ìå åããñáöÝò åéëçììÝíåò áðü ôïí  êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý

ðïëëáðëáóéáóìïý:

×Mat×() 3 ( ()1≤≤1≤≤) 7−→ ()1≤≤1≤≤ ∈Mat×()

(vi) ¸óôù  ∈ N H áâåëéáíÞ ïìÜäá (+) üðïõ

 := { (1 )|  ∈  ∀ ∈ {1 }}

(ìå ôçí êáôÜ óõíôåôáãìÝíåò ðñüóèåóç), êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù ôïý áñéèìçôé-

êïý ðïëëáðëáóéáóìïý:

× 3 ( (1 )) 7−→ (1 ) ∈ 

(vii) Ðáñïìïßùò, åÜí  ∈ N êáé åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå ôï

 := { (1 )| ∈ ∀ ∈ {1 }} 

ìðïñåß íá éäùèåß ùò -ìüäéïò ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò êáôÜ óõíôåôáãìÝíåò ðñÜîåéò

ðñïóèÝóåùò êáé áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý.

(viii) ÅÜí åßíáé Ýíáò -ìüäéïò êáé X ôõ·üí ìç êåíü óýíïëï, ôüôå ôï óýíïëï

X := áð(X ) := {áðåéêïíßóåéò  : X −→}

êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù ôùí ðñÜîåùí:

X ×X 3 ( ) 7−→  +  ∈X 

×X 3 ( ) 7−→  ∈X 

üðïõ ( + )() := () + () ()() := () ∀ ∈ X êáé ∀ ∈ 

A.2.6 Ïñéóìüò. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï  (ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ) åíüò -

ìïäßïõ êáëåßôáé õðïìüäéïò ôïý üôáí ôï  êáèßóôáôáé áö' åáõôïý ìüäéïò ùò

ðñïò ôïõò ðåñéïñéóìïýò +|× êáé ·|× ôùí ðñÜîåùí ôÞò ðñïóèÝóåùò ‘‘+'' êáé

ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý ‘‘·'' ìå ôéò ïðïßåò åßíáé åöïäéáóìÝíï ôï  Þ,

éóïäõíÜìùò, üôáí ãéá ïéáäÞðïôå 1 2  ∈  êáé  ∈ 

1 − 2 ∈  êáé  ∈ 

A.2.7 Ðñüôáóç. ¸íáìçêåíü õðïóýíïëï åíüò-ìïäßïõ åßíáé õðïìüäéïò áõôïý
åÜí êáé ìüíïí åÜí

11 + 22 ∈  ∀(1 2) ∈ × êáé ∀(1 2) ∈  ×  (A.1)
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Áðïäåéîç. ÅÜí ôï  åßíáé õðïìüäéïò ôïý  ôüôå ãéá êÜèå (1 2) ∈  ×  êáé
êÜèå (1 2) ∈  ×  Ý·ïõìå

11 ∈ 

−22 = (−2)2 ∈ 

)
⇒ 11 − (−22) = 11 + 22 ∈ 

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éêáíïðïéåßôáé ç óõíèÞêç (A.1), ôüôå èÝôïíôáò 1 = 1 êáé

2 = −1 óõìðåñáßíïõìå üôé 1 − 2 ∈  åíþ èÝôïíôáò  = 1  = 1 2 = 0

óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈  ¢ñá ôï  åßíáé üíôùò Ýíáò õðïìüäéïò ôïý ¤

A.2.8 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé õðïìüäéïé ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò (+) (ìå ôç äïìÞ

ôïý Z-ìïäßïõ, âë. A.2.4 (i)) åßíáé áêñéâþò ïé õðïïìÜäåò áõôÞò.

(ii) Ïé õðïìüäéïé åíüò -äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ (âë. A.2.4 (ii)) äåí åßíáé ôßðïôå

Üëëï ðáñÜ ïé ãñáììéêïß õðü·ùñïé áõôïý.

A.2.9 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

(i) ÅÜí ï  èåùñçèåß áö' åáõôïý ùò -ìüäéïò (âë. A.2.5 (i)), ôüôå ïé õðïìüäéïé

áõôïý åßíáé áêñéâþò ôá éäåþäç ôïõ.

(ii) ÅÜí åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå ôüóïí ï ßäéïò ï üóïí êáé ôá óýíïëá

 := {|  ∈ }   ∈

áðïôåëïýí õðïìïäßïõò ôïý (ÉäéáéôÝñùò, ï 0 = {0} êáëåßôáé ôåôñéììÝíïò
õðïìüäéïò ôïý)

(iii) ÅÜí åßíáé Ýíáò -ìüäéïò êáé  Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå ôï

 :=

(
P

=1


¯̄̄̄
¯  ∈   ∈ ∀ ∈ {1  }  ∈ N

)

áðïôåëåß Ýíáí õðïìüäéï ôïý

(iv) ÅÜí  åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, X ôõ·üí ìç êåíü óýíïëï êáé  ∈ X  ôüôå ôï
óýíïëï supp() := { ∈ X| () 6= 0} êáëåßôáé öïñÝáò ôÞò  Åßíáé Üìåóïò ï

Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï

 (X ) :=
©
 ∈X ¯̄ card(supp()) ∞ª

åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý -ìïäßïõX  (Âë. A.2.5 (viii).) ÅéäéêÞ ðåñßðôùóç áõ-

ôïý (üôáí =  êáé X = N0) áðïôåëåß ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò  [X] = (N0)

ìßáò áðñïóäéïñßóôïõ X (ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôùí óôïé·åßùí ôïõ åéëçììÝíïõò áðü

ôïí  êáé X := (0 1 0 0)).

A.2.10 Ðñüôáóç. ÅÜí ()∈Λ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïìïäßùí åíüò -ìïäßïõ 

ôüôå ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ôçò
T
∈Λ

 åßíáé õðïìüäéïò ôïý



202 åéóáãùãéêåò áëãåâñéêåò åííïéåò

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ 0 ∈  ãéá êÜèå  ∈ Λ Ý·ïõìå 0 ∈
T
∈Λ

, ïðüôå ç ôïìÞ

áõôÞ äåí åßíáé êåíÞ. Γéá êÜèå (1 2) ∈ × êáé êÜèå (1 2) ∈
T
∈Λ

×
T
∈Λ



[1 2 ∈  ∀ ∈ Λ]⇒ [11 + 22 ∈  ∀ ∈ Λ]⇒ 11 + 22 ∈ T
∈Λ



ïðüôå ç ôïìÞ
T
∈Λ

 áðïôåëåß üíôùò Ýíáí õðïìüäéï ôïý (Bë. A.2.7.) ¤

A.2.11 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù X ⊆ ôõ·üí õðïóýíïëï (ôïý

êåíïý ìç åîáéñïõìÝíïõ). ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç A.2.10 ôï óýíïëï

Lin(X ) :=
T { | õðïìüäéïò ôïý ìå X ⊆ }

åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý  êáé êáëåßôáé ãñáììéêÞ èÞêç Þ ãñáììéêü ðåñßâëçìá

ôïý X åíôüò ôïý Þ ï õðïìüäéïò ôïý ï ðáñáãüìåíïò áðü ôï X  Ðñïöáíþò,

ï Lin(X ) åßíáé ï åëÜ·éóôïò õðïìüäéïò ôïý  (ùò ðñïò ôïí óõíïëïèåùñçôéêü

åãêëåéóìü) ðïõ ðåñéÝ·åé ôï X 

A.2.12 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù ∅ 6= X ⊆  ËÝìå üôé Ýíá

óôïé·åßï  ∈ åßíáé (-)ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôïýX üôáí õðÜñ·ïõí

(ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) óôïé·åßá 1   ôïý X êáé 1   ∈  ôÝôïéá þóôå

íá éó·ýåé

 = 11 + · · ·+ 

Óõìâïëéóìüò: L.C.(X ) := {üëïé ïé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß óôïé·åßùí ôïý X}.

A.2.13 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò-ìüäéïò êáé ÝóôùX ⊆ ôõ·üí õðïóýíïëï. Ôüôå

Lin(X ) =
( {0} üôáí X = ∅

L.C.(X ) üôáí X 6= ∅

Áðïäåéîç. ¼ôáí X = ∅ åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï åëÜ·éóôïò õðïìüäéïò ðïõ ðåñéÝ·åé

ôï ∅ åßíáé ï ôåôñéììÝíïò õðïìüäéïò {0} ôïý  ¸óôù üôé X 6= ∅ Åí ôïéáýôç

ðåñéðôþóåé, åÜí  0 ∈  êáé

 =
P

=1
  

0 =
P

=1
0

0
 ∈ L.C.(X )

üðïõ 1   
0
1  

0
 ∈ X êáé 1   

0
1  

0
 ∈  ôüôå

 + 00 =
P

=1

() +
P

=1
(00)

0
 ∈ L.C.(X )
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ïðüôå ôï (åî õðïèÝóåùò ìç êåíü) óýíïëï L.C.(X ) åßíáé õðïìüäéïò ôïý  (Âë.

ðñüôáóç A.2.7.) ÅðéðñïóèÝôùò, X ⊆ L.C.(X ) (äéüôé ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈ X 
1 =  ∈ L.C.(X )). ÅðåéäÞ ï L.C.(X ) åßíáé ï åëÜ·éóôïò õðïìüäéïò ðïõ ðåñéÝ-

·åé ôïX  Ý·ïõìå Lin(X ) ⊆L.C.(X )Áðï ôçí Üëëç ìåñéÜ, åßíáé ðñüäçëï üôé êÜèå

ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôïý X áíÞêåé óå êÜèå õðïìüäéï ðïõ ðåñéÝ·åé ôï

X  ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò: L.C.(X ) ⊆ Lin(X ) ¤

A.2.14 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò õðïìüäéïò  åíüò-ìïäßïõ ðáñÜãåôáé áðü Ýíá

õðïóýíïëïX ⊆  Þ üôé ôïX åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí Þ ðáñÜãïí õðïóýíïëï

ôïý  üôáí Lin(X ) = ÅÜí ï ßäéïò ï äéáèÝôåé êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï óýóôçìá

ãåííçôüñùí, ôüôå êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò. ÅÜí ï  åßíáé äõíáôüí

íá ðáñá·èåß áðü êÜðïéï ìïíïóýíïëï {}  ∈  ôüôå ëÝìå üôé ï  åßíáé Ýíáò

êõêëéêüò -ìüäéïò. (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, = )

A.2.15 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå8

{0} = Lin(∅) = Lin({0})

(ii) ÅÜí  åßíáé Ýíáò -ìüäéïò êáé  Ýíá éäåþäåò ôïý  ôüôå o õðïìüäéïò

 (âë. A.2.9 (iii)) åßíáé ï õðïìüäéïò ôïý  ï ðáñáãüìåíïò áðü ôï óýíïëï

{|  ∈   ∈} 

A.2.16 Ðñüôáóç. ÅÜí ()∈Λ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïìïäßùí åíüò -ìïäßïõ 
ìå Λ 6= ∅ êáé E(Λ) := {Λ0|∅ 6= Λ0 ⊆ Λ : card(Λ0) ∞}  ôüôå ï õðïìüäéïò
Lin(

S
∈Λ

) ôïý áðáñôßæåôáé áðü üëá ôá (ðåðåñáóìÝíá) áèñïßóìáôá ôÞò ìïñ-

öÞò P
∈Λ0

  üðïõ Λ0 ∈ E(Λ) êáé  ∈   ∀ ∈ Λ0 (A.2)

Áðïäåéîç. ÊÜèå ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôÞò åíþóåùò
S
∈Λ  ôùí ìå-

ëþí ôÞò èåùñïýìåíçò ïéêïãåíåßáò õðïìïäßùí åßíáé áêñéâþò ôÞò ìïñöÞò (A.2). Ùò

åê ôïýôïõ, ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò A.2.13. ¤

A.2.17 Ïñéóìüò. ÏáíùôÝñù õðïìüäéïò Lin(
S
∈Λ ) êáëåßôáé ôï Üèñïéóìá ôùí

ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò ()∈Λ êáé óõìâïëßæåôáé ùò
P

∈Λ  ¼ôáí ôï Λ åßíáé

ðåðåñáóìÝíï, áò ðïýìå ôï Λ = {1  } ôüôå ãñÜöïõìå
P

=1
 Þ áðëþò 1 + · · ·+ 

8Ùò åê ôïýôïõ, êáé ï ôåôñéììÝíïò õðïìüäéïò ôïý èåùñåßôáé ùò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò.
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A.2.18 Óçìåßùóç. (i) Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé áõôü ôï «Üèñïéóìá» Ý·åé ôü-

óïí ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ üóïí êáé ôç ìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá, Þôïé üôé

P
∈Λ

 =
P
∈

Ã P
∈Λ



!
ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá (Λ)∈ ìç êåíþí õðïóõíüëùí ôïý Λ ìå Λ =

`
∈ Λ êáéP

∈Λ
 =

P
∈Λ

() ãéá êÜèå áìößññéøç  : Λ −→ Λ

(ii) ÉäéáéôÝñùò,
P
∈Λ

 =  +
P

∈Λr{}
 ∀ ∈ Λ

A.2.19 ÐáñáôÞñçóç. Åí ãÝíåé
S
∈Λ  $

P
∈Λ  êáé ôï

S
∈Λ  äåí åßíáé êáô'

áíÜãêçí õðïìüäéïò ôïý Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí Λ = {1 2} ôüôå ãéá ôïõò õðü-

·ùñïõò

1 :=
©
( 0) ∈ R2¯̄ ∈ Rª  2 :=

©
(0 ) ∈ R2¯̄  ∈ Rª

ôïý R-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ R2 éó·ýåé 1 ∪ 2 $ 1 + 2 = R2

A.2.20 Ðñüôáóç. ÅÜí  0  00 åßíáé õðïìüäéïé åíüò -ìïäßïõ ìå  00 ⊆  ôüôå

 ∩ ( 0 +  00) = ( ∩  0) +  00

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  00 ⊆  Ý·ïõìå  00 +  =  ÅðéðñïóèÝôùò,

( ∩  0) +  00 ⊆  +  00

( ∩  0) +  00 ⊆  0 +  00

)
⇒ ( ∩  0) +  00 ⊆ ( ∩  0) ∩ ( 0 +  00)

üðïõ ( ∩  0) ∩ ( 0 +  00) =  ∩ ( 0 +  00) Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ

åãêëåéóìïý èåùñïýìå ôõ·üí  ∈  ∩ ( 0 +  00) Ôüôå  ∈  êáé  =  +  ãéá

êÜðïéá  ∈  0 êáé  ∈  00 ÅðåéäÞ  00 ⊆  Ý·ïõìå  ∈  ïðüôå  =  −  ∈ 

êáé, êáô' åðÝêôáóç,  ∈  ∩  0 áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  =  +  ∈ ( ∩  0) +  00¤

A.3 ÏÌÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ -ÌÏÄÉÙÍ

Ïìïìïñöéóìïß ìåôáîý -ìïäßùí ïíïìÜæïíôáé åêåßíåò ïé áðåéêïíßóåéò ðïõ åßíáé

óõìâáôÝò ìå ôéò ðñÜîåéò ôÞò ðñïóèÝóåùò êáé ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

åíüò åêÜóôïõ.

A.3.1 Ïñéóìüò. ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé, ôüôå ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  êá-

ëåßôáé ïìïìïñöéóìüò (-ìïäßùí) Þ -ãñáììéêÞ áðåéêüíéóç üôáí éó·ýïõí ôá áêü-

ëïõèá9:
9Ðñïóï·Þ! ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ·ñçóéìïðïéïýìå ßäéï óõìâïëéóìü ãéá ôéò ðñÜîåéò åðß ôùí êáé áõôÝò åíäÝ·åôáé
íá åßíáé äéáöïñåôéêÝò!
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(i) (1 + 2) = (1) + (2) ∀(1 2) ∈ ×

(ii) () = () ∀( ) ∈ ×

Ôï óýíïëï üëùí ôùí ïìïìïñöéóìþí áðü ôïí óôïí  óõìâïëßæåôáé ùò åîÞò:

Hom() :=
©
 ∈ 

¯̄
 ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí

ª
 (A.3)

Ùò ðõñÞíáò êáé åéêüíá åíüò  ∈ Hom() ïñßæïíôáé ôá õðïóýíïëá

Ker() := −1({0}) = { ∈ |() = 0 } ⊆ (A.4)

êáé

Im() := () = {() | ∈ } ⊆  (A.5)

áíôéóôïß·ùò.

A.3.2 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå  ∈Hom() éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) (0 ) = 0 

(ii) (−) = −()∀ ∈

Áðïäåéîç. (i) ÄõíÜìåé ôùí A.2.2 (i) êáé A.3.1 (ii), (0 · 0 ) = 0 · (0 ) = 0 
(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ Óýìöùíá ìå ôï (i) êáé ôï A.3.1 (i),

() + (−) = (+ (−)) = (0 ) = 0 

ïðüôå (−) = −() ¤

A.3.3 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí äõï-ìïäßùí êáé ìéáò áðåéêïíßóåùò  ∈   ôá
áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i)  ∈ Hom()

(ii) Ãéá ïéáäÞðïôå (1 2) ∈ × êáé (1 2) ∈ × éó·ýåé ç éóüôçôá

(11 + 22) = 1(1) + 2(2) (A.6)

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ç áðåéêüíéóç  åßíáé ïìïìïñöéóìüò, ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå

æåýãç (1 2) ∈ × êáé (1 2) ∈ × ôá A.3.1 (i) êáé (ii) äßäïõí

(11 + 22) = (11) + (22) = 1(1) + 2(2)

(ii)⇒(i) Åöáñìüæïíôáò ôçí (A.6) ãéá 1 = 2 = 1 ëáìâÜíïõìå ôçí éóüôçôá A.3.1

(i). ÅîÜëëïõ, ç (A.6) ãéá 1 =  êáé 2 = 0 äßäåé ôçí éóüôçôá A.3.1 (ii). ¤
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A.3.4 Ðñüôáóç. ÄïèÝíôùí äõï -ìïäßùí  êáé åíüò ðåðåñáóìÝíïõ õðïóõíü-
ëïõ {1 } ⊆ éó·ýåé ç áêüëïõèç éóüôçôá ãéá ïéïíäÞðïôå  ∈ Hom()

êáé ãéá ïéáäÞðïôå 1  ∈ :



µ
P
=1



¶
=

P
=1

() (A.7)

Áðïäåéîç. Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôï ðëÞèïò  ôùí
ðñïóèåôÝùí. Ãéá  = 1 ç (A.7) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï A.3.1 (ii). Ãéá  = 2 ç
(A.7) åßíáé áëçèÞò, äéüôé óõìðßðôåé ìå ôçí (A.6). ÕðïèÝôïíôáò üôé ãéá ïéïíäÞðïôå
öõóéêü áñéèìü  ≥ 3 ç (A.7) åßíáé áëçèÞò ãéá  − 1 ðñïóèåôÝïõò, ëáìâÜíïõìå



µ
P
=1



¶
= 

µ
−1P
=1

 + 

¶
= 

µ
−1P
=1



¶
+  () =

−1P
=1

() +  () =
P
=1

()

üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï A.3.1 (i) êáé ç ôñßôç áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò

õðüèåóç. ¢ñá ç (A.7) åßíáé áëçèÞò êáé ãéá  ðñïóèåôÝïõò. ¤

I Åéêüíåò êáé áíôßóôñïöåò åéêüíåò õðïìïäßùí ìÝóù ïìïìïñöéóìþí. Ïé êýñéåò

éäéüôçôåò áõôþí äßäïíôáé óôéò ðñïôÜóåéò A.3.5 êáé A.3.6.

A.3.5 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé êáé  ∈ Hom() ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i)Ç áíôßóôñïöç åéêüíá −1( ) ïéïõäÞðïôå õðïìoäßïõ ôïý ìÝóù ôïý  áðï-
ôåëåß õðïìüäéï ôïý

(ii) Ï ðõñÞíáò Ker() ôïý  (âë. (A.4)) åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý

(iii) Ç åéêüíá () := {() | ∈  } ïéïõäÞðïôå õðïìïäßïõ  ôïý ìÝóù ôïý 
áðïôåëåß õðïìüäéï ôïý 

(iv) Ç åéêüíá Im() ôïý  (âë. (A.5)) åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý 

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù  ôõ·þí õðïìüäéïò ôïý  Ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈  × 

êáé ãéá êÜèå æåýãïò (1 2) ∈ −1( )× −1( ) Ý·ïõìå (1) (2) ∈ êáé

(1 + 2) = (1) + (2) ∈

(ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.3), ïðüôå 1 + 2 ∈ −1( ) Áõôü (äõíÜìåé ôÞò ðñï-

ôÜóåùò A.2.7) óçìáßíåé üôé ç áíôßóôñïöç åéêüíá −1( ) ôïý ìÝóù ôïý ïìïìïñ-

öéóìïý  áðïôåëåß õðïìüäéï ôïý

(ii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (i) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ = {0}
(iii) ¸óôù  ôõ·þí õðïìüäéïò ôïý  Ãéá êÜèå ( ) ∈  ×  êáé ãéá êÜèå

(1 2) ∈ ()× () õðÜñ·ïõí óôïé·åßá 1 2 ∈  ìå (1) = 1 (2) = 2

êáé 1 + 2 ∈  (äéüôé ôï  åßíáé õðïìüäéïò ôïý  âë. A.2.7). ÅðïìÝíùò,
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1 + 2 = (1) + (2) = (1 + 2) ∈ () êáé, ùò åê ôïýôïõ, ç åé-

êüíá () ôïý  ìÝóù ôïý ïìïìïñöéóìïý  áðïôåëåß õðïìüäéï ôïý  (ëüãù ôÞò

ðñïôÜóåùò A.3.3).

(iv) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (iii) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = ¤

A.3.6 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ êáé Ýóôù Ýíáò õðï-
ìüäéïò åíüò -ìïäßïõ  Ãéá êÜèå  ∈Hom() éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) 
¡
 ∩ −1 ( )

¢
= () ∩

(ii) 
¡
−1 ( )

¢
= Im() ∩

(iii) −1 ( + ()) = −1( ) + 

(iv) −1 (()) = Ker() + 

Áðïäåéîç. (i) Ãéá êÜèå  ∈ −1 ( ) Ý·ïõìå () ∈  ïðüôå 
¡
−1 ( )

¢ ⊆ 
ÅðåéäÞ ïé ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý ðáñáìÝíïõí åí éó·ý êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò áðåé-
êïíßóåùò  Ý·ïõìå


¡
 ∩ −1 ( )

¢ ⊆ ()


¡
 ∩ −1 ( )

¢ ⊆ 
¡
−1 ( )

¢ ¾ =⇒ 
¡
 ∩ −1 ( )

¢ ⊆ () ∩

¸óôù ôþñá ôõ·üí  ∈ () ∩ Ðñïöáíþò,  ∈  êáé  = () ãéá êÜðïéï

óôïé·åßï  ∈  ÅðåéäÞ () ∈  Ý·ïõìå  ∈ 
¡
 ∩ −1 ( )

¢
 ïðüôå éó·ýåé êáé

ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò () ∩ ⊆ 
¡
 ∩ −1 ( )

¢


(ii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (i) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  =

(iii) Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå () ∈ () ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  ⊆ −1 (())  Áðü
ôï (ii) êáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ïé ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý ðáñáìÝíïõí åí éó·ý êáôüðéí
èåùñÞóåùò áíôéóôñüöùí åéêüíùí ðñïêýðôåé üôé

−1( ) +  ⊆ −1
¡
(−1( ) + )

¢
= −1

¡
(−1( )) + ()

¢ ⊆ −1 ( + ()) 

¸óôù ôþñá  ∈ −1 ( + ())  ÅðåéäÞ () ∈ + () õðÜñ·ïõí  ∈ êáé
 ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé () =  + () (âë. ðñüôáóç A.2.16). ÅðïìÝíùò,

( + (−)) =  ∈ ⇒  + (−) ∈ −1({}) ⊆ −1( )⇒  ∈ −1( ) + 

ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò −1 ( + ()) ⊆ −1( ) + 

(iv) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (iii) óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ = {0} ¤

A.3.7 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé êáé  ∈ Hom() ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) ÅÜí E åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý ôüôå ç åéêüíá (E) áõôïý áðïôåëåß
Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý -ìïäßïõ Im()

(ii) ÅÜí E 0 åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý ðõñÞíá Ker() ôïý  êáé E 00 ⊆ 

ôÝôïéï, þóôå Lin((E 00)) = Im() ôüôå ç Ýíùóç E 0 ∪ E 00áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá
ãåííçôüñùí ôïý
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Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí  ∈  Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·ïõí óôïé·åßá 1  
ôïý E êáé 1   ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

 =
P

=1
 ⇒ () =

(A.7)

P
=1

 ()| {z }
∈ (E)

∈ Im()

ïðüôå Im() ⊆ Lin((E)) ÅîÜëëïõ, (E) ⊆ Im()⇒ Lin((E)) ⊆ Im()
(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈  Åî õðïèÝóåùò, õðÜñ·ïõí óôïé·åßá 1   ôïý E 00 êáé
1   ∈  ôÝôïéá þóôå () =

P
=1 () ÈÝôïíôáò 0 :=

P
=1  ëáì-

âÜíïõìå

(− 0) = 0 ⇒ − 0 ∈ Ker() = Lin(E 0)
ïðüôå õðÜñ·ïõí +1   ∈ E 0 êáé +1   ∈  ìå

− 0 =
P

=+1  ⇒  =
P

=1  

üðïõ 1   ∈ E 0 ∪ E 00  ÊáôÜ óõíÝðåéáí, Lin(E 0 ∪ E 00) = ¤

A.3.8 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé åßíáé äõï-ìüäéïé êáé  : −→  Ýíáò åðéìïñöé-
óìüò. ÅÜí ï åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, ôüôå êáé ï åßíáé ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíïò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.7. ¤
I ÓõíèÝóåéò ïìïìïñöéóìþí. Ç óýíèåóç äõï ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí åßíáé áö'

åáõôÞò ïìïìïñöéóìüò. Ç ðñüôáóç A.3.11 ðåñéãñÜöåé ëåðôïìåñþò ôï ðþò ó·åôßæå-

ôáé ï ðõñÞíáò êáé ç åéêüíá ôÞò óõíèÝóåùò ìå ôçí åéêüíá ôïý ðñþôïõ åî áõôþí êáé

ìå ôïí ðõñÞíá ôïý äåýôåñïõ.

A.3.9 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé, ôüôå éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[ ∈ Hom() êáé  ∈ Hom()] =⇒  ◦  ∈ Hom()

Áðïäåéîç. Ãéá ïéáäÞðïôå (1 2) ∈ × êáé (1 2) ∈ × Ý·ïõìå

( ◦ ) (11 + 22) =  ((11 + 22)) = (1(1) + 2(2))

= 1((1)) + 2((2)) = 1( ◦ )(1) + 2( ◦ )(2)
ïðüôå  ◦  ∈Hom() ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.3. ¤

A.3.10 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé, ôüôå ç óýíèåóç ïìïìïñöéóìþí

Hom()×Hom() 3 ( ) 7−→  ◦  ∈ Hom()

Ý·åé ôéò åîÞò éäéüôçôåò :

(i)  ◦ (1 + 2) =  ◦ 1 +  ◦ 2 (1 + 2) ◦  = 1 ◦  + 2 ◦ 
(ii)  ◦ () =  ( ◦ ) = () ◦ 
ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  êáé  1 2 ∈ Hom()  1 2 ∈ Hom()
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Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôïõò ïñéóìïýò. ¤

A.3.11 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom()  ∈ Hom()

ôüôå

Im () ∩Ker () = (Ker ( ◦ )) êáé Im () +Ker () = −1 (Im( ◦ )) 

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ Im ()∩Ker() Åî ïñéóìïý, õðÜñ·åé êÜ-
ðïéï  ∈ ôÝôïéï þóôå  = ()ÅðåéäÞ () = 0 Ý·ïõìå (◦)() = 0 ïðüôå
 ∈ Ker( ◦ ) êáé  ∈ (Ker( ◦ )) Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ (Ker( ◦ ))
ôüôå  ∈ Im () êáé  = () ãéá êÜðïéï  ∈ Ker( ◦ )  ïðüôå

0 = ( ◦ )() = (()) = ()⇒  ∈ Ker () 

(ii) ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï  ∈ Im ()+Ker()  Åî ïñéóìïý,  = 1+2 ãéá êÜðïéá
1 ∈ Im () êáé 2 ∈ Ker()  ÅðïìÝíùò, 1 = () ãéá êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ êáé
(2) = 0 ïðüôå

() = (1 + 2) = (1) + (2) = (()) ∈ Im( ◦ )⇒  ∈ −1(Im( ◦ ))

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ −1 (Im( ◦ ))  ôüôå Ý·ïõìå () ∈ Im( ◦ ) ïðüôå
() = (()) ãéá êÜðïéï  ∈

( − ()) = 0 ⇒  − () ∈ Ker ()

êáé  = () + ( − ()) ∈ Im ()+ Ker()  ¤

A.3.12 Ïñéóìüò. ¸óôù  : −→  Ýíáò ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí. Ï  êáëåßôáé¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé åíñéðôéêÞ

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé åðéññéðôéêÞ

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ

åíäïìïñöéóìüò (ôïý ) ⇐⇒
ïñó

 =  (ìå ôéò ßäéåò ðñÜîåéò),

áõôïìïñöéóìüò (ôïý ) ⇐⇒
ïñó

 =  êáé ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò

A.3.13 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé êáé  ∈ Hom() ôüôå ôá áêü-
ëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

(ii) Ker() = {0}
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Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ï  :  −→  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå ãéá êÜèå

óôïé·åßï  ∈ Ker() Ý·ïõìå () = 0 = (0 ) ⇒  = 0  ïðüôå ôåëéêþò

Ker() = {0}
(ii)⇒(i) ÅÜí Ker() = {0} êáé ãéá äõï óôïé·åßá  0 ∈  éó·ýåé () = (0)
ôüôå

0 = () + (−(0)) = () + (−0) = (+ (−0))
=⇒ − 0 = + (−0) ∈ Ker () = {0}

ïðüôå  = 0 áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ï  : −→  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ¤

A.3.14 Ðáñáäåßãìáôá. ¸óôù  ôõ·þí ìåôáèåôéêüò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

(i) Ãéá ïéïõóäÞðïôå -ìïäßïõò êáé  ç ìçäåíéêÞ áðåéêüíéóç 0 ∈  

0 : −→   7−→ 0() := 0  (A.8)

åßíáé (ðñïöáíþò) ïìïìïñöéóìüò, ï ìçäåíéêüò ïìïìïñöéóìüò.

(ii) Ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç

id : −→  7−→ id () := 

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïý Ïé ïìïèåôéêÝò áðåéêïíßóåéò

 : −→  7−→ () :=  (A.9)

ãéá êÜðïéï  ∈  åßíáé ïìïìïñöéóìïß. (0 = 0 1 = id ) Åðßóçò, åÜí ï 

åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý ç óõíÞèçò Ýíèåóç10

in :  →  7−→ in () :=  (A.10)

ôïý  óôïí åßíáé Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò.

(iii) ÅÜí åßíáé-ìüäéïé êáé  ∈Hom() ôüôå Ý·ïõìå  = inIm() ◦ ̌ 
üðïõ

̌ : ³ Im()  7−→ ̌() := () (A.11)

ï åðéìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò ìÝóù ôïý 

(iv) Ç áðåéêüíéóç

 : N0 −→ N0  ()∈N0 7−→ ()∈N0 

üðïõ 0 := 0   := −1 ∀ ∈ N åßíáé ìïíïìïñöéóìüò áëëÜ äåí åßíáé åðéìïñ-
öéóìüò.

(v) Ç áðåéêüíéóç

 : N0 −→ N0  ()∈N0 7−→ ()∈N0 

üðïõ  := +1 ∀ ∈ N0 åßíáé åðéìïñöéóìüò áëëÜ äåí åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
10Áñãüôåñá, áíôß ôïý in èá ·ñçóéìïðïéçèïýí êáé óõíôïìüôåñïé óõìâïëéóìïß (üðùò    åíßïôå êáé ìå êÜðïéïõò
äåßêôåò, ê.Ü.) ãéá ôéò óõíÞèåéò åíèÝóåéò õðïìïäßùí.
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Ïé ðñïôÜóåéò A.3.15 êáé A.3.16 Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôéò ãíùóôÝò éäéüôçôåò ôùí åí-

ñéðôéêþí, åðéññéðôéêþí êáé áìöéññéðôéêþí áðåéêïíßóåùí ìåôáîý óõíüëùí.

A.3.15 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ïé åßíáé -ìüäéïé êáé

 ∈ Hom()  ∈ Hom()

Ôüôå ãéá ôïí  ◦  ∈ Hom() éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé ìïíïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï  ◦  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
(ii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé åðéìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï  ◦  åßíáé åðéìïñöéóìüò.
(iii) ÅÜí ïé  êáé  åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå êáé ï  ◦  åßíáé éóïìïñöéóìüò.
(iv) ÅÜí ï  ◦  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ôüôå ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
(v) ÅÜí ï  ◦  åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò.
(vi) ÅÜí ï  ◦  åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï  åßíáé
åðéìïñöéóìüò.

A.3.16 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé êáé  ∈ Hom() Ýíáò éóïìïñöé-
óìüò, ôüôå êáé ç áíôßóôñïöç áðåéêüíéóç −1 :  −→ åßíáé éóïìïñöéóìüò.

A.3.17 Óçìåßùóç. (i) ËÝìå üôé äõï -ìüäéïé êáé åßíáé (ìåôáîý ôïõò) éóüìïñ-

öïé Þ üôé ï åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí êáé óçìåéþíïõìå11:  ∼=  üôáí õðÜñ·åé

êÜðïéïò éóïìïñöéóìüò12  : −→ 

(ii) Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò (ìÝóù ôïý (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.15 êáé ôÞò ðñïôÜ-

óåùò A.3.16) ôïý üôé ç äéìåëÞò ó·Ýóç ‘‘∼='' ïñßæåé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ïéïõ-

äÞðïôå óõíüëïõ áðáñôéæïìÝíïõ áðü -ìïäßïõò. Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ùò ðñïò

ôçí ‘‘∼='' ïíïìÜæïíôáé êëÜóåéò éóïìïñößáò. Äõï-ìüäéïé ëïãßæïíôáé ùò (ìïäéïèåù-

ñçôéêþò) ôáõôéæüìåíïé üôáí åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöïé, Þôïé üôáí áíÞêïõí óôçí

ßäéá êëÜóç éóïìïñößáò. Ùò åê ôïýôïõ, ï ìïäéïèåùñçôéêüò ðñïóäéïñéóìüò ìéáò ïé-

êïãåíåßáò -ìïäßùí, ôá ìÝëç ôÞò ïðïßáò Ý·ïõí ìéá åéäéêÞ éäéüôçôá, éóïäõíáìåß ìå

ôçí ôáîéíüìçóç ôùí ìåëþí ôçò ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý 13.

(iii) ¸íá ìïíïóýíïëï ìðïñåß íá èåùñçèåß êáôÜ Ýíáí êáé ìüíïí ôñüðï14 ùò ìüäéïò

õðåñÜíù ïéïõäÞðïôå (ðáãéùìÝíïõ) ìåôáèåôéêïý ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ  êáé

äõï ôÝôïéá ìïíïóýíïëá åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöá (ùò -ìüäéïé). Ï ìÝ·ñéò éóï-
ìïñöéóìïý ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò -ìüäéïò ìå Ýíá ìïíïóýíïëï ùò õðïêåßìåíï

11Êáô' áíáëïãßáí, ôï óýìâïëï À  èá äçëïß üôé o äåí åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí

12Åíßïôå, ãéá íá ôïíßóïõìå (ð.·., óå ìåôáèåôéêÜ äéáãñÜììáôá êáé áëëïý) üôé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò  : −→  åßíáé

éóïìïñöéóìüò, ãñÜöïõìå  :
∼=−→ 

13Ç öñÜóç «ôáîéíüìçóç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» Þ «ìå áêñßâåéá éóïìïñöéóìïý» (up to isomorphism) äçëïß ôç «äéÜ-

êñéóç (-ìïäßùí) ìå ìüíï êñéôÞñéï ôáõôßóåùò ôç äéáìåóïëÜâçóç êÜðïéïõ éóïìïñöéóìïý».

14Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, åÜí = {} ôüôå +  :=  êáé  :=  ãéá êÜèå  ∈  (Ðñïöáíþò, 0 = )



212 åéóáãùãéêåò áëãåâñéêåò åííïéåò

óýíïëü ôïõ ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíïò -ìüäéïò êáé èá óõìâïëßæåôáé åöåîÞò áðëþò

ùò15 {0}
I «Óõìðëçñþóåéò» ôñéãþíùí. Ï ôáõôü·ñïíïò ·åéñéóìüò ðïëëþí óõíôéèÝìåíùí

ïìïìïñöéóìþí -ìïäßùí ôïðïèåôçìÝíùí óå (åíßïôå ðïëý ìåãÜëá) äéáãñÜììáôá

áðáéôåß éäéáßôåñç ðñïóï·Þ. ¼ðùò, åðßóçò, êáé ç åîåýñåóç êáôÜëëçëùí óõíèç-

êþí, õðü ôéò ïðïßåò äéáóöáëßæåôáé ç ýðáñîç Þ ç êáôáóêåõÞ ïìïìïñöéóìþí ðïõ

«óõìðëçñþíïõí» êÜðïéá åëëåßðïíôá âÝëç åíôüò áõôþí. ÔÝôïéïõ åßäïõò óõíèÞêåò,

üðùò èá äïýìå óôá èåùñÞìáôá A.3.24 êáé A.3.25, åßíáé åê ôÞò öýóåþò ôïõò áñêïý-
íôùòðåñéïñéóôéêÝò áêüìçêáé óôçíáðëïýóôåñç ôùíðåñéðôþóåùí (Þôïé óå åêåßíçí
åíüò ôñéãþíïõ ). Áò ãõñßóïõìå, üìùò, ðñïò óôéãìÞí, êÜðùò ðéï ðßóù, îå·íþíôáò
ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôïý-ìïäßïõ êé áò õðïèÝóïõìå üôé äéáèÝôïõìå áðëþò ôñßá ìç

êåíÜ óýíïëá  êáé  Åõëüãùò ôßèåíôáé ôá åîÞò åñùôÞìáôá:

• Åñþôçìá 1: ÅÜí äïèïýí áðåéêïíßóåéò  êáé  (üðùò äåß·íïíôáé óôï êÜôùèé áñé-

óôåñÜ åõñéóêüìåíï äéÜãñáììá) åêðïñåõüìåíåò áðü ôï  (Þôïé Ý·ïõóåò ùò ðåäßï
ïñéóìïý ôïõò ôï ), ðüôå õößóôáôáé áðåéêüíéóç  :  −→  ç ïðïßá «óõìðëçñþ-

íåé» (Þ «êëåßíåé») ôï ôñßãùíï ôï êáèïñéæüìåíï áðü ôá  êáé  (üðùò äåß·íåôáé

óôï êÜôùèé äåîéÜ åõñéóêüìåíï äéÜãñáììá);




ÄÄ~~
~~
~~
~



ÂÂ@
@@
@@
@@

 




ÄÄ~~
~~
~~
~



ÂÂ@
@@
@@
@@

ª




//_______ 

• Åñþôçìá 2: ÅÜí äïèïýí áðåéêïíßóåéò  êáé  (üðùò óôï êÜôùèé áñéóôåñÜ åõ-

ñéóêüìåíï äéÜãñáììá) áðïëÞãïõóåò óôï  (Þôïé Ý·ïõóåò ùò ðåäßï ôéìþí ôïõò ôï

), ðüôå õößóôáôáé áðåéêüíéóç  :  −→  ç ïðïßá «óõìðëçñþíåé» ôï ôñßãùíï

ôï êáèïñéæüìåíï áðü ôá  êáé ;






??~~~~~~~




__@@@@@@@



©




??~~~~~~~




__@@@@@@@


oo_ _ _ _ _ _ _

Ïé áðáíôÞóåéò ðåñéÝ·ïíôáé óôéò ðñïôÜóåéò A.3.18 êáé A.3.19, áíôéóôïß·ùò.

A.3.18 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé ìç êåíÜ óýíïëá êáé  :  −→   :  −→ 

áðåéêïíßóåéò, ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

15Eí ðñïêåéìÝíù, õößóôáôáé ìéá äéáöïñÜ ìåôáîý ôïý «ôåôñéììÝíïõ-ìïäßïõ», üðùò åéóÞ·èç åäþ, êáé ôïý «ôåôñéììÝ-

íïõ õðïìïäßïõ äïèÝíôïò-ìïäßïõ», üðùò åß·å åéóá·èåß óôï åäÜöéï A.2.9 (ii). Ï ðñþôïò åêöñÜæåé ìéááðüëõôç Ýííïéá
(ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý), åíþ ï äåýôåñïò åêöñÜæåé ìéá ó·åôéêÞ Ýííïéá (ðáñüôé åßíáé óõíïëïèåùñçôéêþò ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíïò), áöïý åßíáé -åê ðáñáëëÞëïõ- áðáñáßôçôç ç áíáöïñÜ ôïý -ìïäßïõ åíôüò ôïý ïðïßïõ ðåñéÝ·åôáé (ùò ôï

ìïíïóýíïëï ôï ðåñéÝ·ïí ùò óôïé·åßï ôïõ ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò ðñïóèåôéêÞò ôïõ ïìÜäáò).
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(i) Õößóôáôáé ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ìå  ◦  = 

(ii) (∀( ) ∈ ×) [() = () =⇒ () = ()] 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò ( ) ∈  ×  ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

() = () Ý·ïõìå () = ( ◦ ) () = (()) = (()) = ( ◦ ) () = ()

(ii)⇒(i) Èåùñïýìå ôï óýíïëï

G := {( ) ∈ Im()×  |∃ ∈  :  = ()  = ()} 

Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé G 6= ∅ äéüôé ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå (() ()) ∈ G
Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈ Im() õðÜñ·åé Ýíá êáé ìüíïí  ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

( ) ∈ G (ÐñÜãìáôé° åÜí  = () ãéá êÜðïéï  ∈  ôüôå èÝôïõìå  := ()ÅÜí

õðïèÝóïõìå üôé ( ) ( 0) ∈ G ôüôå õðÜñ·ïõí  0 ∈  ìå  = () = (0)
êáé  = () 0 = (0) Åî õðïèÝóåùò, () = (0) ïðüôå  = 0) ¢ñá ïñßæåôáé

(êáëþò) ìéá áðåéêüíéóç  : Im() −→   (()) := ()∀ ∈  êáé (ìÝóù

áõôÞò) ç áðåéêüíéóç  :  −→ 

() :=

½
() üôáí  ∈ Im()
êÜðïéï ðáãéùìÝíï  ∈  üôáí  ∈ Im()

Ðñïöáíþò, ( ◦ ) () = (()) = (()) = () ãéá êÜèå  ∈  ¤

A.3.19 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé ìç êåíÜ óýíïëá êáé  :  −→   :  −→ 

áðåéêïíßóåéò, ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Õößóôáôáé ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ìå  ◦  = 

(ii) Im() ⊆ Im()
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) () = (()) ∈ Im()∀ ∈  ïðüôå Im() ⊆ Im()
(ii)⇒(i) Ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé  ∈  : () = () ïðüôå −1({()}) 6= ∅
Áõôü óçìáßíåé üôé ôï E := ©

−1({()})¯̄ ∈ 
ª
áðïôåëåß ìéá ïéêïãÝíåéá õðï-

óõíüëùí ôïý  êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé ìç êåíü. Óýìöùíá ìå ôï áîßùìá ôÞò
åðéëïãÞò, ∃ : E −→ S E : ( ) ∈  ∀ ∈ E ÅðïìÝíùò,

[( ) ∈  ∀ ∈ E ] ⇔ [∀ ∈  : (−1({()})) ∈ −1({()})]
⇔ [∀ ∈  : ((−1({()}))) ∈ {()}]
⇔ [∀ ∈  : ((−1({()}))) = ()]

êáé (ãé' áõôüí ôïí ëüãï) ç  :  −→   7−→ () := (−1({()})) åßíáé ìéá
êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç ìå ( ◦ ) () = (()) = () ãéá êÜèå  ∈  ¤

A.3.20 ÐáñáôÞñçóç. ÅÜí êáíåßò åðáíáäéáôõðþóåé ôá áíùôÝñù åñùôÞìáôá 1 êáé

2 áíôéêáèéóôþíôáò ôÜ óýíïëá ìå-ìïäßïõò êáé õðïèÝóåé (á) üôé ïé
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 êáé  åßíáé ïìïìïñöéóìïß êáé (â) üôé ïé óõíèÞêåò (ii) ôùí ðñïôÜóåùí A.3.18 êáé

A.3.19 éêáíïðïéïýíôáé, áîéþíïíôáò, åê ðáñáëëÞëïõ, áðü ôéò êáôáóêåõáæüìåíåò

áðåéêïíßóåéò  íá åßíáé ùóáýôùò ïìïìïñöéóìïß, ç áðÜíôçóç óå áìöüôåñá (üðùò

ðñïäÞëùò ðñïêýðôåé áðü ôá ðáñáäåßãìáôá A.3.21 êáé áðü ôá èåùñÞìáôá A.3.24

êáé A.3.25) èá åßíáé: Ìüíïí õðü åðéðñüóèåôåò, åéäéêüôåñåò ðñïûðïèÝóåéò !

A.3.21 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÅÜí  =  =  = Z (Z ùò

Z-ìüäéïò) êáé16  :=  idZ  := idZ ôüôå ç óõíèÞêç (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.18

éêáíïðïéåßôáé, ïðüôå õðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  : Z −→ Z ìå  ◦  = 

Z
 idZ

ÄÄÄÄ
ÄÄ
ÄÄ
Ä

idZ

ÂÂ?
??
??
??

ª

Z


//_______ Z

ÅðéðñïóèÝôùò,   ∈HomZ(ZZ)Ùóôüóï, ï  äåí åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé ç  äåí
ìðïñåß íá åßíáé åíäïìïñöéóìüò ôïý Z äéüôé åÜí Þôáí èá åß·áìå

() = () = ( ◦ ( idZ))() = ( ◦ )() = () =  ∀ ∈ Z

Eéäéêüôåñá, (1) = 1 ðñÜãìá áäýíáôï, äéüôé èá Ýðñåðå íá éó·ýåé (1) ∈ Z
(ii) ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÌÝóù ôÞò õðïïìÜäáò Z[ 1


] := { 



¯̄̄
 ∈ Z  ∈ N0}

ôÞò (Q+) ïñßæïõìå ôçí õðïïìÜäá17

Z(∞) := Z[ 1 ]Z =
n


 + Z

¯̄̄
 ∈ Z  ∈ N0

o
ôÞò ðçëéêïïìÜäáò (QZ+) ÁõôÞ êáèßóôáôáé êáôÜ ôñüðïöõóéêüZ-ìüäéïò18. ÈÝ-

ôïíôáò  =  =  = Z(∞) () :=  ∀ ∈ Z(∞) êáé  := idZ(∞) ðáñáôç-

ñïýìå üôé   ∈HomZ(Z(∞)Z(∞)) êáé üôé ç óõíèÞêç A.3.19 (ii) éêáíïðïéåßôáé,

êáèþò éó·ýåé 
 + Z = ( 

+1 + Z) ãéá êÜèå  ∈ Z êáé ãéá êÜèå  ∈ N0 (ïðüôå

Im() = Im() = Z(∞)). ¢ñá õðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  : Z(∞) −→ Z(∞)
ìå  ◦  = idZ(∞)

Z(∞)

©

Z(∞)


::uuuuuuuuu

Z(∞)

idZ(∞)

ddIIIIIIIII


oo_ _ _ _ _ _ _ _ _

16Áõôü óçìáßíåé üôé () :=  ãéá êÜèå  ∈ Z.
17Ç (Z(∞)+) êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, -ó·åäüí êõêëéêÞ ïìÜäá (äéüôé åßíáé ìéá ìçðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç ïìÜäá,
êÜèå ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò ïðïßáò åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé êõêëéêÞ, Ý·ïõóá ùò ôÜîç ôçò ìéá äýíáìç ôïý )

18Áñéèìçôéêüò ðïëëáðëáóéáóìüò: Z× Z(∞) 3 ( 

+ Z) 7−→ 


+ Z ∈ Z(∞)



§ A.3 ïìïìïñöéóìïé r-ìïäéùí 215

Ùóôüóï, ç  äåí ìðïñåß íá åßíáé åíäïìïñöéóìüò ôïý Z(∞) äéüôé åÜí Þôáí èá
åß·áìå

1

+ Z = (( 1


+ Z)) = ( 1


+ Z) = (( 1


+ Z))

= (1 + Z) = (0 + Z) = (0Z(∞)) = 0Z(∞) = 0 + Z

Þôïé 1 ∈ Z (¢ôïðï!)

ÊáôÜëëçëåò åðéðñüóèåôåò ðñïûðïèÝóåéò (õðü ôéò ïðïßåò ïé áðåéêïíßóåéò  ðïõ

óõìðëçñþíïõí ôá ôñßãùíá êáèßóôáíôáé ïìïìïñöéóìïß, üðùò æçôåßôáé óôá áíá-
èåùñçìÝíá åñùôÞìáôá 1 êáé 2 ôïý åä. A.3.20) ìðïñïýí íá åíôïðéóèïýí åÜí áíá-

ôñÝîïõìå óôá óôïé·åéþäç ëÞììáôá A.3.22 êáé A.3.23 ôá ðåñéãñÜöïíôá óõíèÞêåò

éóïäýíáìåò ôÞò åðéññéðôéêüôçôáò êáé, áíôéóôïß·ùò, ôÞò åíñéðôéêüôçôáò ìéáò áðåé-
êïíßóåùò. Ç åðéññéðôéêüôçôá ôïý ïìïìïñöéóìïý  (óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç) êáé

ç åíñéðôéêüôçôá áõôïý (óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç) åßíáé äõíáôüí íá ìáò ïäçãÞóïõí

óå ìïäéïèåùñçôéêÜ áíÜëïãá ôùí ðñïôÜóåùí A.3.18 êáé A.3.19. Êáé ìÜëéóôá êáé

óå êÜôé ðéï éó·õñü: Óôç ìïíáäéêüôçôá ôùí äçìéïõñãïýìåíùí ïìïìïñöéóìþí 

A.3.22 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé ìç êåíÜ óýíïëá êáé  :  −→  ìéá áðåéêüíéóç,
ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) H  åßíáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

(ii) ÕðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  :  −→  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  ◦  = id

(iii) H  åßíáé «åê äåîéþí äéáãñÜøéìç», äçëáäÞ ãéá ïéïäÞðïôå ìç êåíü óýíïëï  êáé
ïéåóäÞðïôå áðåéêïíßóåéò 1 :  −→  êáé 2 :  −→  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

1 ◦  = 2 ◦  =⇒ 1 = 2

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå ãéá êÜèå óôïé·åßï
 ∈  = Im() = () åðéëÝãïõìå19 Ýíá  ∈  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé () = 
êáé ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç  :  −→   7−→ () :=  Ôüôå

( ◦ ) () = (()) =  () =  = id() =⇒  ◦  = id

(ii)⇒(iii) ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  :  −→  ïýôùò þóôå íá
éó·ýåé  ◦  = id  Ãéá ïéåóäÞðïôå áðåéêïíßóåéò 1 :  −→  êáé 2 :  −→ 
ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýåé ç éóüôçôá 1 ◦  = 2 ◦  ëáìâÜíïõìå

1 ◦  = 2 ◦  ⇒ (1 ◦ ) ◦  = (2 ◦ ) ◦ 
⇒ 1 ◦ ( ◦ ) = 2 ◦ ( ◦ )⇒ 1 = 1 ◦ id = 2 ◦ id = 2

(iii)⇒(i) ÕðïèÝôïõìå üôé ç  åßíáé «åê äåîéþí äéáãñÜøéìç». ÅÜí ôï  åßíáé ìïíï-
óýíïëï, ôüôå ç  åßíáé ðñïäÞëùò åðéññéðôéêÞ. ÅÜí ôï  ðåñéÝ·åé ôïõëÜ·éóôïí äýï
óôïé·åßá 1 2 ìå 1 6= 2 ôüôå ïñßæïõìå ôéò áðåéêïíßóåéò

1() :=

½
 üôáí  ∈ Im()
1 üôáí  ∈ Im() 2() :=

½
 üôáí  ∈ Im()
2 üôáí  ∈ Im()

19Áñêåß íá åöáñìïóèåß åê íÝïõ ôï áîßùìá ôÞò åðéëïãÞò (üðùò óôï (ii)⇒(i) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.19), áëëÜ åäþ ãéá ôçí

ïéêïãÝíåéá E := ©
−1({})¯̄  ∈ 

ª
(ìç êåíþí) õðïóõíüëùí ôïý
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Ðñïöáíþò, 1(()) = () = 2(()) ãéá êÜèå  ∈  ïðüôå

1 ◦  = 2 ◦  =⇒ 1 = 2

ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéï  ∈ r Im() ôüôå èá ßó·õå 1() = 2() ⇒ 1 = 2 Þôïé

êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï óôçí õðüèåóÞ ìáò. ÅðïìÝíùò,  = Im() ¤

A.3.23 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé ìç êåíÜ óýíïëá êáé  :  −→  ìéá áðåéêüíéóç,
ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) H  åßíáé åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

(ii) ÕðÜñ·åé êÜðïéá áðåéêüíéóç  :  −→  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  ◦  = id

(iii) H  åßíáé «åî áñéóôåñþí äéáãñÜøéìç», äçëáäÞ ãéá ïéïäÞðïôå ìç êåíü óýíïëï 
êáé ïéåóäÞðïôå áðåéêïíßóåéò 1 :  −→  êáé 2 :  −→  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 ◦ 1 =  ◦ 2 =⇒ 1 = 2

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ç  åßíáé åíñéðôéêÞ, ôüôå ãéá üëá ôá  ∈ Im () =  ()

ïé ßíåò −1({}) èá áðïôåëïýíôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óôïé·åßï ôïý . Áò óõìâï-

ëßóïõìå ëïéðüí ãéá êÜèå  ∈ Im () áõôü ôï óôïé·åßï ùò . (Ãéá ôï  éó·ýåé åî

ïñéóìïý () = ). ÁíôéèÝôùò, ãéá êÜèå  ∈ r Im() Ý·ïõìå −1({}) = ∅
Ðáãéþíïõìå åöåîÞò Ýíá óôïé·åßï 0 ∈  (óçìåéùôÝïí üôé ôï  äåí åßíáé êåíü) êáé

ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ùò áêïëïýèùò:

 () :=

½
 üôáí  ∈ Im () 
0 üôáí  ∈ r Im()

Ôüôå ãéá êÜèå  ∈  ëáìâÜíïõìå ( ◦ ) () = (()) =  üðïõ  := ()

ïðüôå −1 ({}) = −1 ({()}) = {} áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  =  = id ()  Þôïé

 ◦  = id

(ii)⇒(i) EÜí õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ìå  ◦  = id êáé åÜí ôá 1 2
åßíáé äõï óôïé·åßá ôïý , ïýôùò þóôå (1) =  (2), ôüôå

1 = id (1) = ( ◦ ) (1) = ((1)) = ((2)) = ( ◦ ) (2) = id (2) = 2

¢ñá ç  åßíáé üíôùò åíñéðôéêÞ.

(ii)⇒(iii) ÊáôÜ ôçí õðüèåóÞ ìáò,  ◦ 1 =  ◦ 2. ÅðïìÝíùò,
 ◦ ( ◦ 1) =  ◦ ( ◦ 2)⇒ ( ◦ ) ◦ 1 = ( ◦ ) ◦ 2

⇒ id ◦ 1 = id ◦ 1 ⇒ 1 = 2

(iii)⇒(ii) ÅÜí ç  åßíáé «åî áñéóôåñþí äéáãñÜøéìç» êáé õðïèÝóïõìå üôé äåí åßíáé

åíñéðôéêÞ, ôüôå èá õðÜñ·ïõí   ∈   6=  ìå () = () Ãéá ïéïäÞðïôå ìç

êåíü óýíïëï  ïñßæïõìå ôéò óôáèåñÝò áðåéêïíßóåéò

1 :  −→   7→ 1() :=  2 :  −→   7→ 2() := 

Ðáñáôçñïýìå üôé 1 6= 2 áëëÜ  ◦1 =  ◦2¢ôïðï! ¢ñá ç  åßíáé êáô' áíÜãêçí

åíñéðôéêÞ. ¤
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A.3.24 Èåþñçìá. ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé,  :  −→  Ýíáò åðéìïñöéóìüò
êáé  ∈Hom() ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí  ∈ Hom() ìå  ◦  = 




~~}}}
}}}
}} 

ÃÃA
AAA

AAA
A

ª




//_______ 

(ii) Ker() ⊆ Ker()

ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõí-
èÞêåò, éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) O  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒ Ker() = Ker()

(b) O  åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò.
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ¸óôù ôõ·üí  ∈ Ker() Ôüôå

() = (()) = (0 ) = 0 =⇒  ∈ Ker()

ïðüôå Ker() ⊆ Ker()

(ii)⇒(i) ÕðïèÝôïõìå, áíôéóôñüöùò, üôé Ker() ⊆ Ker() ÅÜí (1 2) ∈  ×

ìå (1) = (2) ôüôå

(1 − 2) = (1)− (2) = 0 ⇒ 1 − 2 ∈ Ker() ⊆ Ker()

ïðüôå 0 = (1 − 2) = (1)− (2)⇒ (1) = (2)Êáôüðéí åöáñìïãÞò ôÞò
óõíåðáãùãÞò (ii)⇒(i) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.18 (ìå ôïõò  óôç èÝóç ôùí åêåß
ðáñáôåèÝíôùí  êáé  áíôéóôïß·ùò) åîáóöáëßæïõìå ôçí ýðáñîç ìéáò áðåéêï-
íßóåùò  :  −→  ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ◦ = ÅðåéäÞ ç áðåéêüíéóç  åßíáé (åî
õðïèÝóåùò) åðéññéðôéêÞ, ç  (óýìöùíá ìå ôç óõíåðáãùãÞ (i)⇒(iii) ôïý ëÞììáôïò
A.3.22) åßíáé ç ìïíáäéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôïí óôïí ðïõ ðëçñïß áõôÞí ôçí éäéü-
ôçôá. ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé  ∈Hom()Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå
ôõ·üíôá æåýãç (1 2) ∈  × êáé (1 2) ∈ × Ëüãù ôÞò åðéññéðôéêüôçôáò
ôÞò áðåéêïíßóåùò  õðÜñ·ïõí 1 2 ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé (1) = 1 êáé
(2) = 2 ÅðåéäÞ ïé   åßíáé ïìïìïñöéóìïß, ëáìâÜíïõìå

 (11 + 22) =  (1(1) + 2(2)) = ((11 + 22)) = ( ◦ ) (11 + 22)

= (11 + 22) = 1(1) + 2(2) = 1 ( ◦ ) (1) + 2 ( ◦ ) (2)
= 1((1)) + 2((2)) = 1(1) + 2((2))

ïðüôå ç  åßíáé ùóáýôùò ïìïìïñöéóìüò. (Âë. ðñüôáóç A.3.3.)

Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò (i), (ii), èá áðïäåßîïõìå

ôéò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò (a) êáé (b).

(a) ‘‘⇒'' Åî õðïèÝóåùò, Ker() ⊆ Ker()¸óôù ôõ·üí  ∈ Ker() Ôüôå

0 = () =  (())⇒ () ∈ Ker() = {0}
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üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá ïöåßëåôáé óôï üôé ï  åßíáé (åî õðïèÝóåùò) ìïíïìïñöé-

óìüò (âë. ðñüôáóç A.3.13). ÅðïìÝíùò,  ∈ Ker() êáé, ùò åê ôïýôïõ, éó·ýåé êáé ï

áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò Ker() ⊆ Ker()

‘‘⇐'' ÅÜí Ker() = Ker() êáé  ∈ Ker() ôüôå (ëüãù ôÞò åðéññéðôéêüôçôáò ôÞò )
∃ ∈ :  = () ïðüôå

0 = () = (()) = ()⇒  ∈ Ker() = Ker()⇒  = () = 0 

¢ñá Ker() = {0} êáé o  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. (Âë. ðñüôáóç A.3.13.)

(b) ‘‘⇒'' ÅÜí ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï  =  ◦  åßíáé åðéìïñöéóìüò (ùò

óýíèåóç äýï åðéìïñöéóìþí).

‘‘⇐'' ÅÜí  =  ◦  åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé  ∈  ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ 

ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () = ¢ñá ôï () áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò  óôï  êáé ç

 åßíáé åðéññéðôéêÞ. ¤

A.3.25 Èåþñçìá. ÅÜí åßíáé -ìüäéïé,  :  −→  Ýíáò ìïíïìïñöéóìüò
êáé  ∈Hom() ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí  ∈ Hom() ìå  ◦  = 



©




>>}}}}}}}}




``AAAAAAAA


oo_ _ _ _ _ _ _

(ii) Im() ⊆ Im()
ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõí-
èÞêåò, éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) O  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒ ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
(b) O  åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ Im() = Im()

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) () = (()) ∈ Im()∀ ∈  ïðüôå Im() ⊆ Im()
(ii)⇒(i)ÊáôÜ ôçíðñüôáóçA.3.19 õðÜñ·åé áðåéêüíéóç :  −→  ôÝôïéáþóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá ◦ = ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò ìïíïìïñöéóìüò, ôï ëÞììá
A.3.23 ìáò ðëçñïöïñåß üôé áõôüò åßíáé «åî áñéóôåñþí äéáãñÜøéìïò», ðñÜãìá ðïõ
óçìáßíåé üôé ç  åßíáé ç ìïíáäéêÞ áðåéêüíéóç ìå ôçí éäéüôçôá  ◦  =  Áñêåß
ëïéðüí íá åëåã·èåß üôé ç  åßíáé êáé ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí. Ãéá ôõ·üíôá æåýãç
(1 2) ∈ ×  êáé (1 2) ∈ × Ý·ïõìå

((11 + 22)) = (11 + 22) = 1(1) + 2(2)

= 1((1)) + 2((2)) = (1(1) + 2(2))

ïðüôå (11 + 22) = 1(1) + 2(2) (äéüôé ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò ìïíïìïñ-

öéóìüò). ÅðïìÝíùò,  ∈Hom() (Âë. ðñüôáóç A.3.3.)
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Åí óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò (i), (ii), èá áðïäåßîïõìå

ôéò áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò (a) êáé (b).

(a) Ôïýôç Ýðåôáé Üìåóá áðü ôá (i) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.15.

(b) ‘‘⇒'' ÅÜí ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé  ∈  ôüôå õðÜñ·åé  ∈  ôÝôïéï þóôå

íá éó·ýåé  = () ïðüôå () = (()) = () ∈ Im()⇒ Im() ⊆ Im()
‘‘⇐'' ¸óôù  ∈  Ðñïöáíþò, () ∈ Im() = Im() ïðüôå õðÜñ·åé êÜðïéï

 ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () = () ÅðåéäÞ () = (()) ëáìâÜíïõìå

() = (())⇒  = () (äéüôé ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò ìïíïìïñöéóìüò). ¢ñá ï

 åßíáé üíôùò åðéìïñöéóìüò. ¤

A.3.26 Óçìåßùóç. Óå êáôïðéíÝò åíüôçôåò èá óõíáíôÞóïõìå êáô' åðáíÜëçøç ôï

ðñüâëçìá ôÞò «óõìðëçñþóåùò» ðïéêßëùí äéáãñáììÜôùí -ìïäßùí êáé ïìïìïñ-

öéóìþí -ìïäßùí (êáé ü·é ìüíïí ãéá ôñßãùíá). Åíßïôå, ëýïíôÜò ôï êáèéóôïýìå ôá

äéáãñÜììáôÜ ìáò ìåôáèåôéêÜ. (¸íá äéÜãñáììá ìç êåíþí óõíüëùí êáé áðåéêïíß-

óåùí åßíáé ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá20 üôáí üëåò ïé äõíáôÝò óõíèÝóåéò áðåéêïíßóåùí

áðü ïéïäÞðïôå äïèÝí óýíïëï áöåôçñßáò óå ïéïäÞðïôå óýíïëï áðïëÞîåùò åßíáé

ßóåò ìåôáîý ôïõò.)

A.4 ÐÇËÉÊÏÌÏÄÉÏÉ

ÊÁÉ ÈÅÙÑÇÌÁÔÁ ÉÓÏÌÏÑÖÉÓÌÙÍ

A.4.1 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ç äéìåëÞò ó·Ýóç ‘‘∼ '' åðß ôïý ç ïñéæüìåíç ùò áêïëïýèùò :

 ∼  ⇐⇒
ïñó

−  ∈ 

áðïôåëåß ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.

(ii) Óõìâïëßæïõìå ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼ '' ùò

 := {+  | ∈} 

(üðïõ  +  := []∼ := { ∈ |  ∼ }). Ôï êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù
ôùí ðñÜîåùí

[1]∼ + [2]∼ := [1 + 2]∼  ∀(1 2) ∈ ×

[]∼ := []∼  ∀( ) ∈ ×

20¼ôáí äïèÝí (óõãêåêñéìÝíï) äéÜãñáììá êáëåßôáé (åê ðñïïéìßïõ) ìåôáèåôéêü, ôüôå åííïåßôáé üôé ç ìåôáèåôéêüôçôá

ôçñåßôáé ðáíôïý. ¼ôáí ç ìåôáèåôéêüôçôá ôçñåßôáé ìüíïí ãéá ïñéóìÝíá ôìÞìáôá áõôïý (áëëÜ ü·é êáè' ïëïêëçñßáí ),
ôüôå äßäïíôáé ïé áðáñáßôçôåò äéåõêñéíßóåéò. (Ðñâë., ð.·., ëÞììá B.1.23 êáé èåþñçìá B.1.25.)
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(iii) H áðåéêüíéóç

 : −→  7−→  () := +  (A.12)

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò Ý·ùí ùò ðõñÞíá ôïõ ôïí Ker( ) = 

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù üôé    ∈  Ðñïöáíþò,  −  = 0 = 0 ∈  ïðüôå

 ∼  êáé ç ∼åßíáé áõôïðáèÞò. ÅÜí  ∼  ôüôå

−  ∈  ⇒ −(− ) =  −  ∈  ⇒  ∼ 

ïðüôå ç ∼åßíáé óõììåôñéêÞ. ÔÝëïò, åÜí  ∼  êáé  ∼  ôüôå

−  ∈ 

 −  ∈ 

)
⇒ (− ) + ( − ) = −  ∈  ⇒  ∼ 

ïðüôå ç ∼åßíáé êáé ìåôáâáôéêÞ.
(ii) Áò õðïèÝóïõìå åí ðñþôïéò üôé 1 2 ∈ êáé üôé ôï 01 (êáé áíôéóôïß·ùò, ôï 

0
2)

áíÞêåé óôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò [1]∼ (êáé áíôéóôïß·ùò, óôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò
[2]∼ ). Ôüôå

1 − 01 ∈ 

2 − 02 ∈ 

)
⇒ (1 − 01) + (2 − 02) = (1 + 2)− (01 + 02) ∈ 

ïðüôå [1 + 2]∼ = [01 + 02]∼  Åí óõíå·åßá, áò èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá  ∈ 
êáé  ∈  êé áò õðïèÝóïõìå üôé ôï 0 áíÞêåé óôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò []∼ 
Ðñïöáíþò,

− 0 ∈ 

 ∈ 

¾
⇒ (− 0) = − 0 ∈  ⇒ []∼ = [

0]∼ 

Ùò åê ôïýôïõ ïé “ + ” êáé “ · ” åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò ðñÜîåéò. Åßíáé äå Üìåóïò ï
Ýëåã·ïò ôïý üôé ôá (i)-(iv) ôïý ïñéóìïý A.2.1 éêáíïðïéïýíôáé.

(iii) Ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç (1 2) ∈ × êáé (1 2) ∈ × Ý·ïõìå

 (11 + 22) = (11 + 22) +  = (11 + ) + (22 + )

= 1 (1 + ) + 2 (2 + ) = 1 

 (1) + 2 


 (2)

ïðüôå (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.3)  ∈Hom() ìå ðõñÞíá ôïõ ôïí

Ker( ) =
n
 ∈

¯̄̄
 () = 0

o
= { ∈ |+  =  } = 

Ç åðéññéðôéêüôçôá ôÞò áðåéêïíßóåùò  åßíáé ðñïöáíÞò. ¤

A.4.2 Ïñéóìüò. Ï -ìüäéïò  êáëåßôáé ðçëéêïìüäéïò ôïý ùò ðñïò ôïí 

êáé ç áðåéêüíéóç (A.12) öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ôïý  åðß ôïý  Þ åðéìïñöé-

óìüò êëÜóåùí õðïëïßðùí ôïý ùò ðñïò ôïí 
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A.4.3 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò åíüò-ìïäßïõ ÅÜí ï åßíáé ðåðåñá-
óìÝíùò ðáñáãüìåíïò, ôüôå êáé ï ðçëéêïìüäéïò åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-
ìåíïò.

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï ðüñéóìá A.3.8 ãéá ôïí (A.12). ¤

A.4.4 Èåþñçìá. («Èåþñçìá áíôéóôïé·ßóåùò»)

¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ Ôüôå ç áðåéêüíéóç½
õðïìüäéïé ôïý

ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí 

¾
−→ {õðïìüäéïé ôïý }

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

 0 7−→ ( 0) :=  (
0) =  0

åßíáé ìéá áìößññéøç ðïõ äéáôçñåß ôïõò åãêëåéóìïýò, äçëáäÞ ãéá ïéïõóäÞðïôå õðï-
ìüäéïõò  0  00 ôïý éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 ⊆  0 ⊆  00 =⇒ ( 0) ⊆ ( 00)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç

{õðïìüäéïé ôïý} −→
½

õðïìüäéïé ôïý

ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí 

¾
ôçí ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï 7−→ ( ) :=

¡

¢−1

( ) ÓçìåéùôÝïí üôé ç áíôß-

óôñïöç åéêüíá
¡

¢−1

( ) áðïôåëåß õðïìüäéï ôïý ëüãù ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò

A.3.5 êáé

{0 } ⊆ ⇒  = Ker( ) =
¡

¢−1

({0 }) ⊆
¡

¢−1

( )

(âë. ðñüôáóç A.4.1). Ãéá êÜèå õðïìüäéï ôïý ëáìâÜíïõìå

 (( )) = (( )
−1( )) =  ((


 )

−1( )) = ∩ Im( ) =

(âë. A.3.6 (ii)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  (( )) =  Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå
õðïìüäéï  0 ôïý ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí  ëáìâÜíïõìå


¡

¡
 0¢¢ = 

³
 (

0)
´
= ( )

−1
³
 (

0)
´
=  0 + Ker( ) =  0 +  =  0

(âë. A.3.6 (iv) êáé A.4.1). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,  ( ( 0)) =  0 áð' üðïõ óõíÜãåôáé

üôé ç áðåéêüíéóç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí  ùò áíôßóôñïöü ôçò. ÔÝëïò,

ãéá ïéïõóäÞðïôå õðïìüäéïõò  0  00 ôïý ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé  ⊆  0 ⊆  00
Ý·ïõìå ( 0) =  0 =  (

0) ⊆  (
00) =  00 = ( 00) ïðüôå ç  üíôùò

äéáôçñåß ôïõò åãêëåéóìïýò. ¤
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A.4.5 Ðüñéóìá. ¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ  Ôüôå êÜèå õðïìüäéïò
ôïý  åßíáé ôÞò ìïñöÞò  0 üðïõ  0 åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý  ðåñéÝ·ùí
ôïí 

Åí óõíå·åßá, äïèÝíôïò åíüò õðïìïäßïõ åíüò-ìïäßïõ êáé åíüò ïìïìïñöéóìïý

-ìïäßùí  : −→  åðßêåéôáé íá ðåñéãñáöïýí éêáíÝò êáé áíáãêáßåò óõíèÞêåò,

ïýôùò þóôå íá õößóôáôáé Ýíáò «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò  ∈Hom()

ìå ◦ =  (Bë. ðñüôáóç A.4.6, êáèþò êáé ôï èåþñçìá A.4.10 óôçí ðåñßðôùóç

êáôÜ ôçí ïðïßá ï ßäéïò ï  åßíáé êÜðïéïò ðçëéêïìüäéïò.) Ãé' áõôü èá áðáéôçèåß

ç åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò A.3.24. Êáôüðéí ôïýôïõ, ôá ðåñéþíõìá ôñßá èåù-
ñÞìáôá éóïìïñöéóìþí èá Ý·ïõí åíôá·èåß óå Ýíá åõñýôåñï ðëáßóéï åñãáóßáò ìå

ïìïìïñöéóìïýò -ìïäßùí.

A.4.6 Ðñüôáóç. («ÊáèïëéêÞ éäéüôçôá ðçëéêïìïäßïõ») ¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò
åíüò -ìïäßïõ êáé Ýóôù  ôõ·þí -ìüäéïò. ÅÜí  ∈ Hom() ôüôå ïé áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(i) Õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí  ∈ Hom() ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá



ª



²²

 // 





>>|
|
|
|
|
|
|
|
|

ìåôáèåôéêü, Þôïé ï «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ï ïñéæüìåíïò áðü ôïí ôýðo

(+ ) := () ∀ ∈

(ii)  ⊆ Ker()

ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõí-
èÞêåò, éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) O  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒  = Ker()

(b) O  åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò.
Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá A.3.24 ãéá ôïí  =  ìå ôïí

öõóéêü åðéìïñöéóìü  óôç èÝóç ôïý åêåß ðáñáôåèÝíôïò  (Óýìöùíá ìå ôçí ðñü-

ôáóç A.4.1,  = Ker( )) ¤

A.4.7 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí.

ÅÜí åßíáé -ìüäéïé êáé  ∈Hom() ôüôå

Ker() ∼= Im() 



§ A.4 ðçëéêïìïäéïé êáé èåùñçìáôá éóïìïñöéóìùí 223

ÓõãêåêñéìÝíá, õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí

 :Ker() −→ Im ()

ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá



ª

Ker()

²²

̌ // Im()

Ker()



;;wwwwwwwwww

ìåôáèåôéêü, üðïõ ̌ ï åðéìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò ìÝóù ôïý  (Bë. (A.11).)

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïõìå ôçí ðñüôáóç A.4.6 ãéá ôïí õðïìüäéï  := Ker() ôïý

 êáé ãéá ôïí åðéìïñöéóìü  := ̌  Åí ðñïêåéìÝíù, ç óõíèÞêç (ii) áõôïý ôïý

ðïñßóìáôïò éêáíïðïéåßôáé, äéüôé Ker() = Ker(̌)ÌÜëéóôá, ï êáôáóêåõáæüìåíïò

ïìïìïñöéóìüò  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç áðåéêüíéóç  åßíáé,

óõí ôïéò Üëëïéò, êáé åðéññéðôéêÞ, êáèüóïí ãéá êÜèå  ∈ Im() õðÜñ·åé êÜðïéï
 ∈ ìå () =  ïðüôå (+ Ker()) =  ¤

A.4.8 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  ∈ N ôüôå ìÝóù ôïý åðéìïñöéóìïý Z-ìïäßùí

Z 3 
7−→ [] ∈ Z

åðÜãåôáé éóïìïñöéóìüò ZZ ∼= Z (êáèþò Ker() = Z).

A.4.9 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé êáé  ∈ Hom() ôüôå õößóôáôáé
ìéá áìößññéøç½

õðïìüäéïé ôïý

ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïí Ker()

¾
←→ {õðïìüäéïé ôïý Im()} 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôá èåùñÞìáôá A.4.4 êáé A.4.7. ¤

A.4.10 Èåþñçìá. (ÌåôáöïñÜ ïìïìïñöéóìïý óå «åðßðåäï ðçëéêïìïäßùí»)

¸óôù üôé ç  : −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò-ìïäßùí,  Ýíáò õðïìüäéïò ôïý
 êáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý  Ôüôå ïé åîÞò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí  ∈ Hom( ) ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜ-
ãñáììá




²²

ª

 // 


²²



//___ 
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ìåôáèåôéêü, Þôïé ï «êáíïíéóôéêüò» ïìïìïñöéóìüò ï åðáãüìåíïò áðü ôïí  ðïõ ïñß-
æåôáé áðü ôïí ôýðï

(+ ) := () + ∀ ∈

(ii) () ⊆

ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá éêáíïðïéïýíôáé ïé áíùôÝñù óõí-
èÞêåò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) O  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒  = −1( )

(b) O  åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ Im() + = 

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïõìå ôçí ðñüôáóç A.4.6 ãéá ôïí  :=  êáé ôïí ïìïìïñ-
öéóìü  :=  ◦  ÓçìåéùôÝïí üôé

Ker( ◦ ) = { ∈ |() + = } = { ∈ |() ∈ } = −1( )

ÅÜí ëïéðüí ( =) Ker( ) ⊆ Ker( ◦ ) ôüôå () ⊆ (−1( )) ⊆  Êáé

áíôéóôñüöùò° åÜí () ⊆  ôüôå  ⊆ −1(()) ⊆ −1( ) = Ker( ◦ )
¢ñá ç áíùôÝñù óõíèÞêç (ii) éóïäõíáìåß, åí ðñïêåéìÝíù, ìå ôçí A.4.6 (ii). Åí óõ-

íå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé éêáíïðïéïýíôáé ïé óõíèÞêåò (i), (ii), èá áðïäåßîïõìå ôéò

áìößðëåõñåò óõíåðáãùãÝò (a) êáé (b).

(a) ÅðåéäÞ

Ker() = {+  |() + = } = {+  |() ∈ }
=
©
+ 

¯̄
 ∈ −1( )

ª
= −1( )

o  (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.13) åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒  = −1( )

(b) ÅðåéäÞ Im() = {() + | ∈ }  ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí
åÜí

(∀ ∈ ) (∃ ∈ :  + = () + )⇔ (∀ ∈ ) (∃ ∈ :  − () ∈ ) 

äçëáäÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí Im() + =  ¤

A.4.11 Óçìåßùóç. Åíßïôå, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ åßíáé ãíùóôü (áðü ôá äåäïìÝíá

åíüò óõãêåêñéìÝíïõ  êáé óõãêåêñéìÝíùí  êáé  ) üôé () ⊆  èá ·ñçóéìï-

ðïéåßôáé êáé Ýíáò åéäéêüôåñïò óõìâïëéóìüò ãéá ôïí «êáíïíéóôéêü» ïìïìïñöéóìü

 ôïý èåùñÞìáôïò A.4.10: Áíôß ôïý  èá ãñÜöïõìå áðëþò ðçë. (ãéá íá õðïäç-

ëïýôáé ñçôþò üôé ï åí ëüãù ïìïìïñöéóìüò åßíáé åêåßíïò ðïõ åðÜãåôáé óå åðßðåäï
ðçëéêïìïäßùí ìÝóù ôïý ).

A.4.12 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ïé 0 åßíáé äõï õðïìüäéïé åíüò-
ìïäßïõ ôüôå

 ( ∩  0) ∼= ( +  0)  0
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ÓõãêåêñéìÝíá, õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí

 :  ( ∩  0) −→ ( +  0)  0

ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá




∩0

²²
ª

in+0 //  +  0

+
0

0
²²

( ∩  0)


//______ ( +  0) 0

ìåôáèåôéêü.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ in+ 0( ∩  0) =  ∩  0 ⊆  0

in−1+ 0( 0) = { ∈  |in+ 0() =  ∈  0 } =  ∩  0
Im(in+ 0) +  0 =  +  0

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò, ðñïêýðôùí Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞ-

ìáôïò A.4.10 ãéá ôïõò õðïìüäéïõò  ∩  0 êáé  0 ôùí  êáé  +  0 áíôéóôïß·ùò,
êáé ôïí ïìïìïñöéóìü  := in+ 0  ¤

A.4.13 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ïé  åßíáé äõï õðïìüäéïé åíüò -
ìïäßïõ êáé ⊆  ôüôå

 ∼= ( ) ( )

ÓõãêåêñéìÝíá, õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí

 : −→ ( ) ( )

ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá




²²

ª

 // 






²²



//______ ( )( )

ìåôáèåôéêü.

Áðïäåéîç. Áðü ôï ðüñéóìá A.4.5 ãíùñßæïõìå üôé ï  åßíáé õðïìüäéïò ôïý

 ÅðåéäÞ  () = 
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¡


¢−1
( ) =

©
 ∈

¯̄
 () ∈ 

ª
= { ∈ |∃ ∈  : −  ∈ (⊆ )} = 

 ⊆ ⇒ Im( ) +  = +  =

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò, ðñïêýðôùí Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞ-

ìáôïò A.4.10 ãéá ôïõò õðïìüäéïõò  êáé  ôùí êáé áíôéóôïß·ùò, êáé

ôïí ïìïìïñöéóìü  :=   ¤

A.4.14 Èåþñçìá. («ËÞììá ôÞò ðåôáëïýäáò» ôïý Zassenhaus, 1934)

¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò. ÅÜí  0 0 åßíáé õðïìüäéïé ôïý  ìå  ⊆  êáé
 0 ⊆ 0 ôüôå õößóôáíôáé éóïìïñöéóìïß

 ∩ 0( ∩ 0) + ( 0 ∩ ) ∼=  + ( ∩ 0) + ( ∩ 0)

∼=  0 + ( ∩ 0) 0 + ( ∩ )

ìå ôïõò áíôßóôïé·ïõò åãêëåéóìïýò ïñáôïýò ìÝóù ôïý áêïëïýèïõ åóóéáíïý äéáãñÜì-
ìáôïò (ðïõ ïìïéÜæåé ìå «ðåôáëïýäá»):

 0

 + ( ∩ 0)

KKKKKKKKKKK
 0 + ( ∩ 0)

rrrrrrrrrrr

 ∩ 0

RRRRRRRRRRRRRR

kkkkkkkkkkkkkk

 + ( ∩ 0)  0 + ( ∩ 0)



ttttttttttt
( ∩ 0) + ( 0 ∩ )

RRRRRRRRRRRRR

llllllllllllll
 0

KKKKKKKKKKK

 ∩ 0

KKKKKKKKKKK

llllllllllllll
 0 ∩ 

SSSSSSSSSSSSSS

rrrrrrrrrrr

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  ∩ 0 ⊆  ∩ 0 Ý·ïõìå

( ∩ 0) + [ + ( ∩ 0)] = ( ∩ 0) + =  + ( ∩ 0)

ïðüôå áðü ôçí ðñüôáóç A.2.20 Ýðåôáé üôé

( ∩ 0) ∩ [ + ( ∩ 0)] = ( ∩ 0 ∩) + ( ∩ 0)

= (0 ∩) + ( ∩ 0) = ( ∩ 0) + ( 0 ∩ )
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Åöáñìüæïíôáò ôï äåýôåñï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí A.4.12 ãéá ôïõò  :=  ∩ 0

êáé  0 :=  + ( ∩ 0) ëáìâÜíïõìå

 ∩ 0| {z }
=:

 ( ∩ 0) + ( 0 ∩ )| {z }
=∩ 0

∼=  + ( ∩ 0)| {z }
=+ 0

 + ( ∩ 0)| {z }
=: 0



Ç ýðáñîç ôïý äåõôÝñïõ éóïìïñöéóìïý ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü åðáíÜëçøç ôùí

éäßùí åðé·åéñçìÜôùí ãéá ôá äåäïìÝíá ðïõ åßíáé «óõììåôñéêÜ» ôùí áíùôÝñù ðá-

ñáôåèÝíôùí ùò ðñïò ôïí «êïñìü» (ìåóáßï êáôáêüñõöï åõèýãñáììï ôìÞìá) ôÞò

«ðåôáëïýäáò». ¤

A.4.15 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò. ¸íáò ðýñãïò õðïìïäßùí ôïõ åßíáé ìéá

ðåðåñáóìÝíç öèßíïõóá áëõóßäá õðïìïäßùí ôÞò ìïñöÞò

 =:0 ⊇1 ⊇2 ⊇ · · · ⊇
∼= {0}

¸óôù üôé ïé

Π1 :  =:0 ⊇1 ⊇2 ⊇ · · · ⊇
∼= {0}

Π2 :  =: 0 ⊇ 1 ⊇ 2 ⊇ · · · ⊇ 0 ∼= {0}
(A.13)

åßíáé äõï ðýñãïé õðïìïäßùí ôïý

(i) ËÝìå üôé ï Π2 áðïôåëåß ìéá åêëÝðôõíóç ôïý Π1 üôáí  ≤ 0 êáé üôáí (ôáõôï·ñü-

íùò)

∃0 1 ∈ N0 : 0  1  · · ·   ≤ 0 ìå  =  ∀ ∈ {0 1 }

Þ, ìå Üëëá ëüãéá, üôáí áðïêôïýìå ôïíΠ2 áðü ôïíΠ1 ýóôåñá áðü ðáñåìâïëÞ 0− 
åðéðñüóèåôùí üñùí ìåôáîý êÜðïéùí åê ôùí üñùí ôïý Π1 O Π2 êáëåßôáé ãíÞóéá

åêëÝðôõíóç ôïý Π1 üôáí

∃ ∈ {1 0} : 6=   ∀ ∈ {0 1 }

(ii) ËÝìå üôé ïé Π1 êáé Π2 åßíáé éóïäýíáìïé üôáí  = 0 êáé üôáí21 (ôáõôï·ñüíùò)

∃ ∈ S :+1
∼= ()()+1 ∀ ∈ {1 }

Ç ·ñÞóç ôïý ëÞììáôïò A.4.14 ôÞò «ðåôáëïýäáò» áðëïõóôåýåé ôçí áðüäåéîç ôïý

áêüëïõèïõ èåùñÞìáôïò ôùí åêëåðôýíóåùí ôïý O. Schreier.

A.4.16 Èåþñçìá. (O. Schreier, 1928) Äõï ðýñãïé õðïìïäßùí åíüò -ìïäßïõ 

äéáèÝôïõí ðÜíôïôå éóïäýíáìåò åêëåðôýíóåéò.

21S := { : {1  } −→ {1  }| áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç} 
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Áðïäåéîç. ÄïèÝíôùí äõï ðýñãùí õðïìïäßùí (A.13) åíüò -ìïäßïõ  ïñßæïõìå

ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ {1  } × {1  0} ôïõò -ìïäßïõò

 := + (−1 ∩) êáé  :=  + (−1 ∩)

Áò õðïèÝóïõìå, äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, üôé 0 ≤  ÈÝôïíôáò  := 0

ãéá êÜèå  ∈ {0 + 1  } ëáìâÜíïõìå ôéò áêüëïõèåò öèßíïõóåò áëõóßäåò õðïìï-
äßùí ôïý :

· · · ⊇−1 =0 ⊇1 ⊇ · · · ⊇0 = · · · = = =+10 · · ·
· · · ⊇ −1 = 0 ⊇ 1 ⊇ · · · ⊇  =  = +10 · · ·

ðïõ áðïôåëïýí åêëåðôýíóåéò ôùí Π1 êáé Π2 áíôéóôïß·ùò. Åí óõíå·åßá èåùñïýìå

ôïõò ðçëéêïìïäßïõò ôïýò ðñïêýðôïíôåò áðü ôïõò åãêëåéóìïýò ⊆ −1 êáé
 ⊆ −1 (êáé áöïñïýí óå õðïìïäßïõò åöïäéáóìÝíïõò ìå äéáäï·éêïýò äåß-

êôåò). Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá A.4.14 ôÞò «ðåôáëïýäáò» (ìå ôá −1  êáé

−1 óôç èÝóç ôùí åêåß ðáñáôåèÝíôùí  0 êáé 0 áíôéóôïß·ùò) ëáìâÜíïõìå
ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ {1  } × {1  }

−1
∼= −1 

ïðüôå −1 =  ⇔ −1 =   Åî áõôïý óõìðåñáßíïõìå üôé, êáôüðéí

ðáñáëåßøåùò (áðü ôéò áíùôÝñù áëõóßäåò) üëùí ôùí õðïìïäßùí ðïõ åßíáé ßóïé ìå

ôïõò ðñïçãïýìåíïýò ôïõò, ðñïêýðôïõí åêëåðôýíóåéòΠ01 ôïýΠ1 êáéΠ02 ôïýΠ2 ðïõ
åßíáé éóïäýíáìåò ìåôáîý ôïõò. ¤

A.4.17 Ïñéóìüò. (i) ËÝìå üôé Ýíáò -ìüäéïò åßíáé áðëüò üôáí äåí äéáèÝôåé Üëëïõò

õðïìüäéïõò ðÝñáí ôïý ôåôñéììÝíïõ êáé ôïý åáõôïý ôïõ.

(ii) ¸íáò ðýñãïò õðïìïäßùí

 =:0 ⊇1 ⊇2 ⊇ · · · ⊇
∼= {0}

åíüò -ìïäßïõ  êáëåßôáé ðýñãïò ôùí Jordan êáé H−lder üôáí ï ðçëéêïìüäéïò

+1 åßíáé áðëüò ãéá êÜèå  ∈ {0  − 1}
Ëüãù ôÞò áìöéññßøåùò½

õðïìüäéïé  ôïý

ìå ⊇  ⊇+1

¾
←→ {õðïìüäéïé ôïý+1} 

ç ïðïßá äéáôçñåß ôïõò åãêëåéóìïýò, ïé ðýñãïé ôùí Jordan êáé Hlder äåí äéáèÝôïõí
ãíÞóéåò åêëåðôýíóåéò. Ôïýôç ç éäéüôçôá ïäçãåß óôï åîÞò:

A.4.18 Èåþñçìá. ÅÜí äõï ðýñãïé õðïìïäßùí (A.13) åíüò-ìïäßïõ åßíáé ðýñãïé
ôùí Jordan êáé Hlder, ôüôå  = 0 êáé ïé Π1Π2 åßíáé êáô' áíÜãêçí éóïäýíáìïé.
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Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï èåþñçìáA.4.16 ïéΠ1Π2 äéáèÝôïõí éóïäýíáìåò åêëåðôýíóåéò

Π01 êáéΠ
0
2áíôéóôïß·ùò. ÅðåéäÞ ïéΠ1 êáéΠ2 åßíáé åî õðïèÝóåùòðýñãïé ôùí Jordan

êáé Hlder,Π1 = Π
0
1 êáéΠ2 = Π

0
2 (áöïý ïé ìüíåò åêëåðôýíóåéò ôïõò åßíáé ïé åáõôïß

ôïõò). ¤

A.4.19 Óçìåßùóç. Ôï èåþñçìá A.4.18 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï áñéèìüò ôùí ìç ôå-
ôñéììÝíùí õðïìïäßùí ôïý ðïõ åìðåñéÝ·ïíôáé óå ïéïíäÞðïôå ðýñãï ôùí Jordan

êáé Hlder åßíáé áíåîÜñôçôïò ôÞò åðéëïãÞò ôïý ðýñãïõ. (Áõôüò ï áñéèìüò åßèéóôáé

íá êáëåßôáé ýøïò ôïý ðýñãïõ.)

A.5 ÅÕÈÅÁ ÁÈÑÏÉÓÌÁÔÁ ÊÁÉ ÃÉÍÏÌÅÍÁ

Ôá ãéíüìåíá (products) [õëïðïéïýìåíá ìÝóù «åõèÝùí ãéíïìÝíùí»] êáé ôá óõãêé-
íüìåíá (coproducts) [õëïðïéïýìåíá ìÝóù «åõèÝùí áèñïéóìÜôùí»]-ìïäßùí ìðï-

ñïýí íá ïñéóèïýí ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ùò ëýóåéò êáèïëéêþí ðñïâëçìÜôùí (ðïõ
áöïñïýí óôçí ýðáñîç ïìïìïñöéóìþí óõìðëçñþóåùò äéáãñáììÜôùí).

ÁëëÜ áò ðÜñïõìå ôá ðñÜãìáôá áðü ôçí áñ·Þ. ÅÜí12 åßíáé äõï-ìüäéïé,

ôüôå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï 1×2 êáèßóôáôáé -ìüäéïò ìÝóù ôùí áêïëïýèùí

ðñÜîåùí «êáôÜ óõíôåôáãìÝíåò»:

(1 1) + (2 2) := (1 + 2 1 + 2) ( ) := ( )

ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 ∈ 1 1 2 ∈ 2 êáé  ∈  ¸íáò åíäéáöÝñùí ·áñáêôçñé-

óìüò ôïý -ìïäßïõ1 ×2 ðïõ ·ñçóéìïðïéåß ôéò ðñïâïëÝò 22

pr1 :1 ×2 ³1 êáé pr2 :1 ×2 ³2

åðß ôùí1 êáé2 áíôéóôïß·ùò, Ý·åé ùò åîÞò:

Ãéá êÜèå -ìüäéï êáé 1 ∈Hom(1) 2 ∈Hom(2) õðÜñ·åé ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíïò  ∈Hom(1×2) ïýôùòþóôå ôá êáôùôÝñùäéáãñÜììáôá

íá åßíáé ìåôáèåôéêÜ.

1

ª


 //_______

1
==||||||||

1 ×2

pr1

ddJJJJJJJJJ

2

ª


 //_______

2
==||||||||

1 ×2

pr2

ddJJJJJJJJJ

Åäþ, () := (1() 2()) ∀ ∈ Ãåíßêåõóç áõôïý áðïôåëåß ï ïñéóìüò A.5.1.

A.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ()∈ ìéá (ìç êåíÞ23) ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí. ¸íá ãéíü-

ìåíï (ôùí ìåëþí) áõôÞò ôÞò ïéêïãåíåßáò åßíáé Ýíá æåýãïò ( ()∈) áðïôåëïý-
ìåíï áðü Ýíáí -ìüäéï  êáé ìéá ïéêïãÝíåéá ïìïìïñöéóìþí  ∈ Hom()

22pr1( ) :=  êáé pr2( ) :=  ãéá êÜèå ( ) ∈1 ×2
23Áðü åäþ êáé óôï åîÞò, üôáí ãßíåôáé ëüãïò ãéá ìéá ïéêïãÝíåéá-ìïäßùí ()∈ èá õðïôßèåôáé üôé  6= ∅ (·ùñßò

íá áíáöÝñåôáé ñçôþò).
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ôï ïðïßï éêáíïðïéåß ôçí åîÞò êáèïëéêÞ óõíèÞêç :

Ãéá êÜèå -ìüäéï  êáé ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá ïìïìïñöéóìþí  ∈ Hom()

õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò  ∈Hom( ) ïýôùòþóôå ôï áêüëïõèï äéÜ-

ãñáììá íá åßíáé ìåôáèåôéêü.



ª


 //_______


==||||||||




``AAAAAAAA

A.5.2 ËÞììá. ÅÜí ôï ( ()∈) åßíáé Ýíá ãéíüìåíï ìéáò ïéêïãåíåßáò -ìïäßùí
()∈  ôüôå üëïé ïé  åßíáé åðéìïñöéóìïß.

Áðïäåéîç. Åöáñìüæïíôáò ôçí êáèïëéêÞ óõíèÞêç ôïý ïñéóìïý A.5.1 ìå ôïí 

óôç èÝóç ôïý êáé ãéá  := id  ëáìâÜíïõìå  ◦ = id  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

ï ïìïìïñöéóìüò  åßíáé åðéìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈  (Âë. A.3.22 (ii)⇒(i).) ¤

A.5.3 Èåþñçìá. (Mïíáäéêüôçôá ãéíïìÝíïõ ïéêïãåíåßáò -ìïäßùí ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý)

ÅÜí ( ()∈) åßíáé Ýíá ãéíüìåíï ìéáò ïéêïãåíåßáò -ìïäßùí ()∈  ôüôå Ýíá
æåýãïò ( 0 ( 0)∈) (üðïõ 

0 åßíáé Ýíáò -ìüäéïò êáé  0 ∈Hom(
0) ∀ ∈ )

åßíáé ùóáýôùò Ýíá ãéíüìåíï ôÞò ()∈ åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíïò éóïìïñöéóìüò  :  0

∼=−→  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

 ◦  =  0  ∀ ∈ 

Áðïäåéîç. Åî ïñéóìïý, õðÜñ·ïõí ìïíoóçìÜíôùò ïñéóìÝíïé  ∈ Hom(
0  )

êáé 0 ∈Hom(
0) ðïõ êáèéóôïýí ôá äéáãñÜììáôá



ª

 0
 //_______

 0
>>||||||||




``AAAAAAAA



ª


0 //_______


>>}}}}}}}}

 0

 0
``BBBBBBBB

ìåôáèåôéêÜ ãéá êÜèå  ∈  ÅðåéäÞ  ◦  ◦ 0 =  0 ◦ 0 =   ôï äéÜãñáììá



ª


◦0 //_______


>>}}}}}}}}




``AAAAAAAA

åßíáé ìåôáèåôéêü ãéá êÜèå  ∈ Áðü ôïí ïñéóìü A.5.1 õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí åí-
äïìïñöéóìüò ôïý  ðïõ êáèéóôÜ ôï åí ëüãù äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü ãéá êÜèå  ∈ 

ÅðåéäÞ ◦ id =   Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí ◦0 = id Ìå áíÜëïãá åðé·åéñÞìáôá

(ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé  0 êáé ôùí  êáé  0) áðïäåéêíýåôáé
üôé 0 ◦  = id 0  ¢ñá ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå −1 = 0
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Êáé áíôéóôñüöùò° áò õðïèÝóïõìå üôé ç áíùôÝñù óõíèÞêç éêáíïðïéåßôáé.

ÅðåéäÞ  =  0 ◦ −1 ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå

ôï ãåãïíüò üôé ôï æåýãïò ( ()∈) åßíáé Ýíá ãéíüìåíï ôùí ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò

()∈ ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáóêåõÜóïõìå (ãéá ïéïíäÞðïôå -ìüäéï  êáé ïéïí-

äÞðïôå  ∈ Hom()) Ýíáí ìïíáäéêü  ∈ Hom( ) ôÝôïéïí þóôå ôï

äéÜãñáììá



ª


 //___


>>||||||||


−1 //  0

 0
``BBBBBBBB

íá åßíáé ìåôáèåôéêü ãéá êÜèå  ∈  Ðñïöáíþò,  0 ◦ (−1 ◦ ) =   êáé ãéá êÜèå

 ∈Hom( 0) ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé  0 ◦  =   Ý·ïõìå

 =  0 ◦  =  0 ◦ (−1 ◦ ) ◦  ∀ ∈ 

ïðüôå, ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôÞò  ◦ =  ⇒  = −1◦Ôïýôï üìùò óçìáßíåé
üôé ôï æåýãïò ( 0 ( 0)∈) åßíáé üíôùò Ýíá ãéíüìåíï ôùí ìåëþí ôÞò ïéêïãåíåßáò

()∈  ¤

A.5.4 Ïñéóìüò. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí êáé Ýóôù

Q
∈

 :=

(
áðåéêïíßóåéò  :  −→ S

∈


¯̄̄̄
¯() ∈  ∀ ∈ 

)


Óõìâïëéóìüò : Áíôß ôïý () åßèéóôáé íá ãñÜöïõìå  êáé áíôß ôÞò  íá ãñÜöïõìå

()∈ êáé íá èåùñïýìå ôï
Q

∈  áðáñôéæüìåíï áðü åêåßíåò ôéò ïéêïãÝíåéåò

óôïé·åßùí ()∈ ôÞò åíþóåùò
S
∈  ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýåé  ∈ ∀ ∈  ÔïQ

∈   åöïäéáóìÝíï ìå ôéò ðñÜîåéò

()∈ + (0)∈ := ( + 0)∈  ()∈ := ()∈ 

åßíáé Ýíáò-ìüäéïò êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, åõèý ãéíüìåíï (ôùí ìåëþí) ôÞò ïéêï-

ãåíåßáò ()∈  Ãéá êÜèå  ∈  ïñßæïõìå ùò -ïóôÞ öõóéêÞ ðñïâïëÞ ôïý
Q

∈ 

åðß ôïý ôïí åðéìïñöéóìü

pr :
Q
∈

 ³ ()∈ 7−→ pr(()∈) := 

êáé ùò -ïóôÞ öõóéêÞ Ýíèåóç ôïý åíôüò ôïý
Q

∈  ôïí ìïíïìïñöéóìü

in : →Q
∈    7−→ in() :=

½
0  üôáí  6= 

 üôáí  = 
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A.5.5 Èåþñçìá. (¾ðáñîç ãéíïìÝíïõ ïéêïãåíåßáò -ìïäßùí) ÅÜí ()∈ åßíáé

ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí, ôüôå ôï æåýãïò
³Q

∈   (pr)∈
´
áðïôåëåß Ýíá ãéíü-

ìåíï ôùí ìåëþí ôÞò ()∈ 

Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·þí -ìüäéïò êáé Ýóôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí

 : −→ Ïñßæïíôáò ôïí ïìïìïñöéóìü

 : −→ Q
∈

   7−→ () := (())∈ 

ðáñáôçñïýìå üôé pr ◦  =  ãéá êÜèå  ∈  ÌÜëéóôá, áõôüò åßíáé ï ìüíïò

ïìïìïñöéóìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, äéüôé ãéá êÜèå 0 ∈ Hom(
Q

∈ ) ìå

pr ◦ 0 =   ∀ ∈  Ý·ïõìå

() = () = 0()  ∀ ∈  êáé ∀ ∈

ïðüôå  = 0 êáé ôï æåýãïò
³Q

∈   (pr)∈
´
åßíáé Ýíá ãéíüìåíï ôùí ìåëþí ôÞò

()∈  ¤

A.5.6 Óçìåßùóç. (i) Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï «åõèý ãéíüìåíï» Ý·åé (ìÝ-

·ñéò éóïìïñöéóìïý) ôüóïí ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ üóïí êáé ôç ìåôáèåôéêÞ éäéüôçôá,

Þôïé üôé

Q
∈


∼= Q

∈Λ

Ã Q
∈



!
ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá ()∈Λ ìç êåíþí õðïóõíüëùí ôïý  ìå  =

`
∈Λ  êáéQ

∈

∼= Q

∈
() ãéá êÜèå áìößññéøç  :  −→ 

(ii) ÉäéáéôÝñùò,
Q

∈ 
∼= ×

Q
∈r{}

  ∀ ∈ 

Åí óõíå·åßá, äßäåôáé Ýíáò ïñéóìüò ðïõ åßíáé «äõúêüò» ôïý A.5.1.

A.5.7 Ïñéóìüò. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí. ¸íá óõãêéíüìåíï (ôùí

ìåëþí) áõôÞò ôÞò ïéêïãåíåßáò åßíáé Ýíá æåýãïò ( ()∈) áðïôåëïýìåíï áðü

Ýíáí -ìüäéï  êáé ìéá ïéêïãÝíåéá ïìïìïñöéóìþí  ∈ Hom(  ) ôï ïðïßï

éêáíïðïéåß ôçí åîÞò êáèïëéêÞ óõíèÞêç :

Ãéá êÜèå -ìüäéï  êáé ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá ïìïìïñöéóìþí  ∈ Hom( )

õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò  ∈Hom() ïýôùò þóôå ôï áêüëïõèï äéÜ-

ãñáììá íá åßíáé ìåôáèåôéêü.





~~}}}
}}}
}} 

!!B
BBB

BBB
B

ª




//_______ 
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A.5.8 ËÞììá. ÅÜí ôï ( ()∈) åßíáé Ýíáóõãêéíüìåíï ìéáò ïéêïãåíåßáò-ìïäßùí
()∈  ôüôå üëïé ïé  åßíáé ìïíïìïñöéóìïß.

Áðïäåéîç. ÁíÜëïãç åêåßíçò ôïý ëÞììáôïò A.5.2. ¤

A.5.9 Èåþñçìá. (Mïíáäéêüôçôá óõãêéíïìÝíïõ ïéêïãåíåßáò ìïäßùí ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý)

ÅÜí ( ()∈) åßíáé Ýíá óõãêéíüìåíï ìéáò ïéêïãåíåßáò -ìïäßùí ()∈  ôüôå
Ýíá æåýãïò ( 0 ( 0)∈) (üðïõ 

0 åßíáé Ýíáò -ìüäéïò êáé  0 ∈ Hom(  
0)

∀ ∈ ) åßíáé ùóáýôùò Ýíá óõãêéíüìåíï ôÞò ()∈ åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò éóïìïñöéóìüò  : 

∼=−→  0 ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ç
éóüôçôá

 ◦  =  0  ∀ ∈ 

Áðïäåéîç. ÁíÜëïãç åêåßíçò ôïý èåùñÞìáôïò A.5.3. ¤

A.5.10 Ïñéóìüò. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí êáé Ýóôù

L
∈

 :=

⎧⎨⎩()∈
¯̄̄̄
¯̄  ∈  ∀ ∈  êáé  6= 0

ãéá ðåðåñáóìÝíïõò

ôï ðïëý äåßêôåò 

⎫⎬⎭ ⊆ Q
∈

 

Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ôï
L

∈  åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý åõèÝïò ãéíï-

ìÝíïõ
Q

∈   Ï -ìüäéïò
L

∈  êáëåßôáé åîùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá (ôùí

ìåëþí) ôÞò ïéêïãåíåßáò ()∈ 

A.5.11 Óçìåßùóç. (i) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, ∀ ∈ 

ôï
L

∈  åßíáé ãíÞóéïò õðïìüäéïò ôïý
Q

∈  åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï  åßíáé

áðåéñïóýíïëï.

(ii) ÅÜí ôï óýíïëï äåéêôþí  åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ôüôåL
∈

 =
Q
∈

 

Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = {1 }  ∈ N ëáìâÜíïõìå ôï óýíçèåò (êáñ-

ôåóéáíü) ãéíüìåíï1 × · · · ×

(iii) ÅÜí = ∀ ∈  ôï
L

∈  óõìâïëßæåôáé ùò
() êáé

Q
∈  =:

 

(iv) H åéêüíá in() ôïý  ìÝóù ôÞò in :  → Q
∈  (âë. A.5.4) åßíáé

Ýíáò õðïìüäéïò ôïý
L

∈  ãéá êÜèå  ∈ 

A.5.12 Èåþñçìá. (¾ðáñîç óõãêéíïìÝíïõ ïéêïãåíåßáò -ìïäßùí) ÅÜí ()∈
åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí, ôüôå ôï æåýãïò

³L
∈   (in)∈

´
áðïôåëåß Ýíá

óõãêéíüìåíï ôÞò ()∈ 
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Áðïäåéîç. ¸óôù  ôõ·þí -ìüäéïò êáé Ýóôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí

 : −→ Ïñßæïíôáò ôïí ïìïìïñöéóìü24

 :
L

∈  −→ ()∈ 7−→ (()∈) :=
P

∈ ()

ðáñáôçñïýìå üôé ◦ in =  ãéá êÜèå  ∈  ÌÜëéóôá, áõôüò åßíáé ï ìüíïò ïìï-

ìïñöéóìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, äéüôé ãéá êÜèå 0 ∈Hom(
L

∈  ) ãéá ôïí

ïðïßï éó·ýåé 0◦ in =   ∀ ∈  Ý·ïõìå

0(()∈) =
P
∈
(0 ◦ in)() =

P
∈

() = (()∈) ∀()∈ ∈
L
∈

 

ïðüôå  = 0 êáé ôï æåýãïò
³L

∈   (in)∈
´
åßíáé Ýíá óõãêéíüìåíï ôùí ìåëþí

ôÞò ()∈  ¤

A.5.13 Óçìåßùóç. (i) Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï «åîùôåñéêü åõèý Üèñïé-

óìá» Ý·åé (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ôüóïí ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ üóïí êáé ôç ìåôáèå-
ôéêÞ éäéüôçôá, Þôïé üôé

L
∈


∼= L

∈Λ

Ã L
∈



!

ãéá êÜèå ïéêïãÝíåéá ()∈Λ ìç êåíþí õðïóõíüëùí ôïý  ìå  =
`

∈Λ  êáéL
∈


∼= L

∈
() ãéá êÜèå áìößññéøç  :  −→ 

(ii) ÉäéáéôÝñùò,
L

∈ 
∼= ×

L
∈r{}

  ∀ ∈ 

A.5.14 Èåþñçìá. ÅÜí ç ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïìïäßùí åíüò -ìïäßïõ
ìå card() ≥ 2 êáé  :=P∈   ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) ÅÜí
P
∈

 = 0  üðïõ  ∈   ∀ ∈  ìå  6= 0 ãéá ðåðåñáóìÝíïõò ôï ðïëý
ðñïóèåôÝïõò ôüôå  = 0 ∀ ∈ 

(ii) ÊÜèå  ∈  ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá  =
P
∈

  ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí óôïé-

·åßùí  ∈   ∀ ∈  üðïõ  6= 0 ãéá ðåðåñáóìÝíïõò ôï ðïëý ðñïóèåôÝïõò

(iii) Ãéá êÜèå äåßêôç  ∈  Ý·ïõìå  ∩
Ã P
∈r{}



!
= {0}

24Ç  åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé ãéá êÜèå ()∈ ∈
L

∈  Ý·ïõìå  6= 0
ìüíïí ãéá ðåðå-

ñáóìÝíïõò ôï ðïëý äåßêôåò  ïðüôå ôï áíáãñáöüìåíï Üèñïéóìá åðÝ·åé èÝóç óõíÞèïõò áèñïßóìáôïò óôïé·åßùí ôïý





§ A.5 åõèåá áèñïéóìáôá êáé ãéíïìåíá 235

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç A.2.16 êÜèå óôïé·åßï ôïý  ãñÜöå-

ôáé ùò Üèñïéóìá êÜðïéùí óôïé·åßùí ôùí    ∈  üðïõ ìüíïí ôï ðïëý ðåðåñá-

óìÝíïé åî áõôþí åßíáé 6= 0 ¸óôù ôõ·üí  ∈  ÕðïèÝôïíôáò üôé áõôü ãñÜöåôáé

ùò

 =
P
∈

 =
P
∈

0 

ãéá êÜðïéá   
0
 ∈    ∈  êáé êÜðïéá 2 

0
2 ∈ 2 üðïõ ìüíïí ôï ðïëý ðåðå-

ñáóìÝíïé åî áõôþí ôùí  (êáé áíôéóôïß·ùò, ôùí 
0
) åßíáé 6= 0  áñêåß íá äåßîïõìå

üôé  = 0  ∀ ∈  ÅðåéäÞP
∈

 =
P
∈

0 =⇒
P
∈

¡
 − 0

¢
= 0 

åöáñìüæïíôáò ôï (i) ãéá ôá óôïé·åßá  − 0   ∈  ëáìâÜíïõìå£
 − 0 = 0  ∀ ∈ 

¤
=⇒ £

 = 0  ∀ ∈ 
¤


(ii)⇒(iii) ¸óôù  ∈  êáé Ýóôù ôõ·üí  ∈  ∩
Ã P
∈r{}



!
⊆  ÅðåéäÞ

 =
P
∈

 =
P
∈

0 

üðïõ

 :=

½
0  üôáí  6= 

 üôáí  = 
êáé 0 :=

½
0  üôáí  6= 0
 üôáí  = 0

ãéá  0 ∈   6= 0 áðü ôï (ii) Ýðåôáé üôé  = 0 ⇒  ∩
Ã P
∈r{}



!
⊆ {0}

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ôïìÞ  ∩
Ã P
∈r{}



!
(ïýóá, êáôÜ ôçí ðñüôáóç A.2.10,

õðïìüäéïò ôïý) ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé ôï 0  ïðüôå

 ∩
Ã P
∈r{}



!
⊇ {0}

¢ñá ôåëéêþò  ∩
Ã P
∈r{}



!
= {0}

(iii)⇒(i) ÅÜí
P
∈

 = 0  üðïõ  ∈   ∀ ∈  ìå  6= 0 ãéá ðåðåñáóìÝíïõò

ôï ðïëý ðñïóèåôÝïõò ôüôå  = −
P

∈r{}
 ∈

P
∈r{}   ∀ ∈  ïðüôå

 ∈  ∩ (
P

∈r{}
) ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò)  ∩ (

P
∈r{}

) = {0} Ý·ïõìå
 = 0 ∀ ∈  ¤
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A.5.15 Ïñéóìüò. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá õðïìïäßùí åíüò -ìïäßïõ  ìå

card() ≥ 2 êáé Ýóôù  :=
P

∈   ÅÜí éêáíïðïéåßôáé ìßá (êáé, êáô' åðÝêôáóç,

êáé ïé ôñåéò) åê ôùí óõíèçêþí ôïý èåùñÞìáôïò A.5.14, ôüôå ëÝìå üôé ï  åßíáé ôï

åóùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí áõôÞò ôÞò ïéêïãåíåßáò êáé ãñÜöïõìå (ôïõëÜ-

·éóôïí ðñïò óôéãìÞí25)  =
L
∈

åó. 

A.5.16 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí õðïèåóïõìå üôé ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïìï-

äßùí åíüò-ìïäßïõ ôüôå, åêëáìâÜíïíôáò êáèÝíáí åê ôùí ùò «áõôüíïìï»-

ìüäéï, ó·çìáôßæïõìå ôï åîùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá
L

∈  êáé áðïêôïýìå (ìÝóù
ôïý èåùñÞìáôïò A.5.12 êáé ôïý ïñéóìïý A.5.7) ôïí ìïíáäéêü ïìïìïñöéóìü  ðïõ

êáèéóôÜ ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá ìåôáèåôéêü:

lL
in

{{vvv
vvv
vvv

o²
in

ÃÃ@
@@
@@
@@
@

ªL
∈  

//_______ 

Ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò ⇔ =
L
∈

åó.  ÐñÜãìáôé° ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò åÜí

êáé ìüíïí åÜí

∀ ∈ ∃()∈ ∈
L

∈  :  = (()∈) =
P
∈

 

äçëáäÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí  =
P
∈

 O  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí

åÜí ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá ()∈  (0)∈ ∈
L

∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞP
∈

 =
P
∈

0 =⇒ [ = 0  ∀ ∈  ]

¢ñá ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ëüãù ôïý (ii) ôïý èåùñÞìáôïò A.5.14.

(ii) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí ()∈ åßíáé ôõ·ïýóá ïéêïãÝíåéá -ìïäßùí, ôüôåL
∈

 =
L
∈

åó.in()

(iii) Åðß ôç âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí, ïéïóäÞðïôå -ìüäéïò ãñáöüìåíïò ùò

åóùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ìéáò ïéêïãåíåßáò õðïìïäßùí ôïõ åßíáé éóü-

ìïñöïò ìå ôï åîùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá áõôþí (éäùèÝíôùí ùò «áõôïíüìùí» -

ìïäßùí) êáé, áíôéóôñüöùò, ôï åîùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ôõ·ïýóáò ïé-

êïãåíåßáò -ìïäßùí åßíáé ßóï ìå ôï åóùôåñéêü åõèý Üèñïéóìá õðïìïäßùí ôïõ, êá-

èÝíáò ôùí ïðïßùí åßíáé éóüìïñöïò ìå ôï áíôßóôïé·ï ìÝëïò ôçò. (Õð' áõôÞí ôçí

Ýííïéá, õößóôáôáé äïìïèåùñçôéêÞ ôáýôéóç ìåôáîý åóùôåñéêþí êáé åîùôåñéêþí åõ-
èÝùí áèñïéóìÜôùí.) Ãé' áõôüí ôïí ëüãï, èá õéïèåôçèåß åöåîÞò ôï ‘‘

L
'' ãéá ôçí

25Âë. A.5.16 (iii).
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Ýêöñáóç êáé ôùí åóùôåñéêþí åõèÝùí áèñïéóìÜôùí êáé äåí èá ãßíåôáé ·ñÞóç êáí

ôùí åðéèÝôùí åîùôåñéêü êáé åóùôåñéêü, êáèüôé èá åßíáé ðÜíôïôå óáöÝò áðü ôá

óõìöñáæüìåíá ôï ðïéï åî áõôþí èá õðïíïåßôáé.

A.5.17 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé õðïìüäéïé åíüò -ìïäßïõ ôüôå

 =  ⊕ ⇐⇒ [ =  + êáé  ∩ = {0}]

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìáA.5.14, ôïí ïñéóìüA.5.15 êáé ôá ðñïá-

íáöåñèÝíôá óôï åä. A.5.16 (iii). ¤

A.5.18 Ïñéóìüò. (i) ËÝìå üôé äõï õðïìüäéïé  åíüò-ìïäßïõ åßíáé óõìðëç-

ñùìáôéêïß (êáé ï Ýíáò óõìðëÞñùìá ôïý Üëëïõ) åíôüò ôïý üôáí

 =  ⊕ (A.14)

(ii) ¸íáò õðïìüäéïò  åíüò -ìïäßïõ  êáëåßôáé åõèýò ðñïóèåôÝïò ôïý  üôáí

õðÜñ·åé êÜðïéïò õðïìüäéïò ôïý ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá (A.14).

A.5.19 ÐáñáôÞñçóç. (i) ÕðÜñ·ïõí õðïìüäéïé -ìïäßùí ðïõ äåí äéáèÝôïõí êá-
íÝíá óõìðëÞñùìá. Ð.·., åÜí  ∈ Zr{0±1} êáé åÜí õðïèÝôáìå üôé ï õðïìüäéïò

Z ôïý Z-ìïäßïõ Z äéáèÝôåé êÜðïéï óõìðëÞñùìá, áõôü èá Ýðñåðå (ùò éäåþäåò ôïý

äáêôõëßïõ Z) íá åßíáé ôÞò ìïñöÞò Z ãéá êÜðïéïí  ∈ Z ïðüôå èá åß·áìå

Z ∩ Z = åêð( )Z = {0}⇒  = 0⇒ Z+ 0Z = Z $ Z

êáé èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï.

(ii) Õðïìüäéïé -ìïäßùí åíäÝ·åôáé íá Ý·ïõí äéáöïñåôéêÜ óõìðëçñþìáôá. Ð.·.,

èåùñþíôáò ôïýò åîÞò õðï·þñïõò ôïý R-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ R2:

1 := { ( 0)| ∈ R}  2 := { (0 )|  ∈ R}   := {( )| ∈ R}

êáé ðáñáôçñþíôáò üôé êÜèå ( ) ∈ R2 ìðïñåß íá åêöñáóèåß ìïíïóçìÜíôùò ùò

( ) = (−  0) + ( ) = (0  − ) + ( )

äéáðéóôþíïõìå üôé R2 = 1 ⊕ = 2 ⊕ ìå 1 6= 2

Ùóôüóï, üëá ôá óõìðëçñþìáôá åíüò õðïìïäßïõ åíüò -ìïäßïõ ïöåßëïõí íá åßíáé

éóüìïñöá, üðùò Ýðåôáé áðü ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç:

A.5.20 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé õðïìüäéïé åíüò-ìïäßïõ ìå =  ⊕ ôüôå
 ∼= 
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Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ =  ⊕ ç áðåéêüíéóç

 : −→   = +  7−→ () := 

åßíáé åðéìïñöéóìüò Ý·ùí ùò ðõñÞíá ôïõ ôïí

Ker() := {+  ∈ | = 0} ∼=

ïðüôå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí A.4.7 äßäåé ∼=  ¤

A.5.21 Ðñüôáóç. ÅÜí Ýíáò -ìüäéïò åßíáé ôï Üèñïéóìá =  + äýï õðï-
ìïäßùí ôïõ  êáé ôüôå

( ∩ ) ∼= ()⊕ ( )

Áðïäåéîç. Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç áðåéêüíéóç

 : −→ ()⊕ ( )  7−→ () := (+  + )

åßíáé ïìïìïñöéóìüò, Ý·ùí ùò ðõñÞíá ôïõ ôïí

Ker() = { ∈ | (+  + ) = ( )} = { ∈ | ∈  ∩} =  ∩

Ãéá ôõ·üí (+ + ) ∈ ()⊕( ) ôá  êáé  ãñÜöïíôáé ùò áèñïßóìáôá
 = 1 +1 êáé  = 2 +2 êÜðïéùí óôïé·åßùí, üðïõ 1 2 ∈  êáé 1 2 ∈
Ðñïöáíþò,

(1 + 2) = (1) + (2) = (1 +  0 + ) + (0 +  2 + )

= (1 +  2 + ) = (1 + 1 +  2 +2 + )

= (1 +1 +  2 +2 + ) = (+   + )

ïðüôå ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò. Õðïëåßðåôáé ç åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóï-

ìïñöéóìþí A.4.7. ¤

A.5.22 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí   ∈ N  ≥ 2  ≥ 2 êáé ìêä( ) = 1 ôüôå Ý·ïõìå

Z ∩ Z = Z êáé Z+ Z = ìêä( )Z = Z ïðüôå

Z ∼= ZZ ∼= ZZ⊕ ZZ ∼= Z ⊕ Z

A.5.23 Ïñéóìüò. ÅÜí ç ( :  −→ )∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ïìïìïñöéóìþí

-ìïäßùí êáé ïñßóïõìå ùò åõèý ãéíüìåíï ôùí ìåëþí ôçò ôçí áðåéêüíéóçQ
∈

 :
Q
∈

 −→
Q
∈

  ()∈ 7−→ (())∈ 

êáé, áíôéóôïß·ùò, ùò åõèý Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ôçò ôçí áðåéêüíéóçL
∈

 :
L
∈

 −→
L
∈

  ()∈ 7−→ (())∈ 
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(üðïõ åäþ ìüíïí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïé åî áõôþí ôùí  åßíáé äéÜöïñá ôïý ìçäå-

íéêïý óôïé·åßïõ). Áìöüôåñåò ïé
Q
∈

 êáé
L
∈

 åßíáé ïìïìïñöéóìïß -ìïäßùí ìå

ôïõò õðïìïäßïõò

Ker(
Q
∈

) =
Q
∈

Ker() Ker(
L
∈

) =
L
∈

Ker() (A.15)

ùò ðõñÞíåò ôïõò êáé ôïõò õðïìïäßïõò

Im(
Q
∈

) =
Q
∈

Im() Im(
L
∈

) =
L
∈

Im() (A.16)

ùò åéêüíåò ôïõò.

A.5.24 Ðñüôáóç. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá-ìïäßùí êáé Ýóôù Ýíáò õðïìü-
äéïò ôïý  ∀ ∈  Ôüôå ìÝóù ôïý åõèÝïò ãéíïìÝíïõ êáé ôïý åõèÝïò áèñïßóìáôïò
ôùí ìåëþí ôÞò (


:  −→ )∈ (ôÞò áðáñôéæïìÝíçò áðü ôïõò áíôéóôïß-

·ïõò öõóéêïýò åðéìïñöéóìïýò) åðÜãïíôáé éóïìïñöéóìïß -ìïäßùí :

(
Q
∈

)(
Q
∈

) ∼=
Q
∈
() (

L
∈

)(
L
∈

) ∼=
L
∈
()

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ïé
Q

∈ 



êáé

L
∈ 




åßíáé åðéìïñöéóìïß êáé

Ker(
Q
∈





) =

Q
∈

  Ker(
L
∈





) =

L
∈

 

áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí A.4.7. ¤

A.6 ÅËÅÕÈÅÑÏÉ -ÌÏÄÉÏÉ ÊÁÉ ÂÁÓÅÉÓ

Ç êëÜóç ôùí äéáíõóìáôéêþí ·þñùí åìðåñéÝ·åôáé óôçí (ðïëý åõñýôåñç) êëÜóç

ôùí åëåõèÝñùí ìïäßùí.

A.6.1 Ïñéóìüò. ¸óôù X Ýíá ìç êåíü óýíïëï. Ïñßæïõìå ùò åëåýèåñï -ìüäéï åðß

ôïý X êÜèå æåýãïò ( ) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíáí -ìüäéï  êáé ìéá áðåéêüíéóç

 : X −→  ðïõ éêáíïðïéåß ôçí åîÞò êáèïëéêÞ óõíèÞêç :

Ãéá êÜèå -ìüäéï  êáé ãéá êÜèå áðåéêüíéóç  : X −→  õðÜñ·åé ìïíïóçìÜ-
íôùò ïñéóìÝíïò  ∈ Hom() ïýôùò þóôå ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá íá åßíáé

ìåôáèåôéêü.

X


~~~~
~~
~~
~



ÃÃA
AAA

AAA
A

ª




//_______ 



240 åéóáãùãéêåò áëãåâñéêåò åííïéåò

A.6.2 ËÞììá. ÅÜí ( ) åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò-ìüäéïò åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ
X  ôüôå ç áðåéêüíéóç  åßíáé åíñéðôéêÞ êáé  = Lin(Im())

Áðïäåéîç. Ãéá íá äåßîïõìå üôé ç  åßíáé åíñéðôéêÞ, áò õðïèÝóïõìå üôé 1 2 ∈ X
ìå 1 6= 2Áñêåß íá äåßîïõìå üôé (1) 6= (2)Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üíôá ìç

ôåôñéììÝíï-ìüäéï (ð.·., ôïí ßäéïí ôïíùò-ìüäéï26) êáé ôõ·ïýóááðåéêüíéóç

 : X −→  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé (1) 6= (2) ÅÜí  :  −→  åßíáé ï

ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò ìå  ◦  =  ôüôå

((1)) = (1) 6= (2) = ((2))⇒ (1) 6= (2)

¸óôù ôþñá  := Lin(Im()) ï õðïìüäéïò ôïý  ï ðáñáãüìåíïò áðü ôçí åéêüíá

Im() ôÞò áðåéêïíßóåùò  Èåùñïýìå ôï äéÜãñáììá:

X


²²

̌ // // Im() Â
Ä  // 

Â Ä  // 




99

◦

99

óôï ïðïßï ïé  : Im() →  êáé  :  →  åßíáé ïé óõíÞèåéò åíèÝóåéò, êáé

̌ : X ³ Im() ç åðßññéøç ç ðñïêýðôïõóá ýóôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ

ôéìþí ôÞò  óôçí åéêüíá ôçò. Åí ðñïêåéìÝíù, åðåéäÞ ôï æåýãïò ( ) åßíáé Ýíáò

åëåýèåñïò-ìüäéïò åðß ôïýX  ï  ∈Hom() åßíáé ï ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò

ìå ôçí éäéüôçôá  ◦  = ◦ ̌  ÓçìåéùôÝïí üôé  ◦  ∈ Hom( ) ìå

( ◦ ) ◦  =  ◦ ( ◦ ) =  ◦  ◦ ̌ 

Êáé ðÜëé, ëïéðüí, åðåéäÞ ôï æåýãïò ( ) åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò åðß ôïý

X  õößóôáôáé Ýíáò êáé ìüíïí  ∈ Hom( ) ìå ôçí éäéüôçôá  ◦  =  ◦ ◦
̌  Ðñïöáíþò, id ◦  =  =  ◦  ◦ ̌ ⇒  = id ⇒  ◦  = id (áðü ôç

ìïíáäéêüôçôá ôïý ), ïðüôå ç  ïöåßëåé íá åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ (âë. A.3.22),

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé  =  ¤

A.6.3 Èåþñçìá. (Ç ìïíáäéêüôçôá ôïý ( ) ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ÅÜí ( )
åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò-ìüäéïò åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõX  ôüôå Ýíá æåýãïò ( 0  0)
(üðïõ  0 åßíáé Ýíáò -ìüäéïò êáé  0 : X −→  0 ìéá áðåéêüíéóç ) åßíáé ùóáýôùò
Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò åðß ôïý X åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé Ýíáò ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíïò éóïìïñöéóìüò  : 

∼=−→  0 ìå  ◦  =  0

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýíá ôÝôïéï æåýãïò ( 0  0) åßíáé åëåýèåñïò-ìüäéïò

åðß ôïý X  Ôüôå õðÜñ·ïõí ìïíáäéêïß  ∈Hom(
0) êáé 0 ∈Hom(

0  ) ðïõ

26Åî õðïèÝóåùò, 1 6= 0
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êáèéóôïýí ôá äéáãñÜììáôá

X


ÄÄ~~
~~
~~
~

 0

ÃÃA
AAA

AAA
A

ª




//_______  0

X
 0

~~}}}
}}}
}} 

ÂÂ@
@@

@@
@@

ª

 0
0

//_______ 

ìåôáèåôéêÜ. ÅðåéäÞ 0 ◦  ◦  = 0 ◦  0 =  ðñïêýðôåé ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá:

X


~~~~
~~
~~
~



ÃÃ@
@@

@@
@@

ª


0◦

// 

ÅðåéäÞ ôï ( ) åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò åðß ôïý X êáé id ◦  =  Ý·ïõìå êáô'

áíÜãêçí 0 ◦  = id Ðáñïìïßùò, ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí  êáé  0
äåß·íåôáé üôé  ◦ 0 = id 0  Ùò åê ôïýôïõ, ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå −1 = 0

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðÜñ·åé ìïíáäéêüò éóïìïñöéóìüò  : 
∼=−→  0 ìå  ◦ =  0

ôüôå  = −1 ◦  0 êáé ãéá êÜèå -ìüäéï  êáé ãéá êÜèå áðåéêüíéóç  : X −→ 

ðñïêýðôåé Ýíá äéÜãñáììá

X


ÃÃB
BBB

BBB
B

 //

 0

²²



 0

−1

<< 
oo



OO

üðïõ  ∈ Hom() åßíáé ï ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò ìå ôçí éäéüôçôá

 ◦ −1 ◦  0 =  ◦  = 

Ãéá íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò ( 0  0) åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò åðß ôïý X áñêåß

íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå  ∈ Hom(
0) ìå  ◦  0 =  Ý·ïõìå  =  ◦ −1

Ðáñáôçñïýìå üôé  ◦  0 =  ⇔  ◦  ◦  =  ïðüôå, ëüãù ôÞò ìïíáäéêüôçôáò ôïý

  ◦  = ⇒  =  ◦ −1 ¤

A.6.4 Óçìåßùóç. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò õðÜñîåùò åëåõèÝñïõ-ìïäßïõ åðß åíüò ìç

êåíïý óõíüëïõ X èåùñïýìå ôïí -ìüäéï (X ) (âë. A.2.9 (iv) êáé (i)) êáé ïñßæïõìå

ôçí åíñéðôéêÞ27 áðåéêüíéóç

 : X −→ (X )  7−→ 

X 3  7−→ () :=

½
1 üôáí  = 

0 üôáí  6= 

(A.17)

27ÅÜí 1 = 2  ôüôå 1 () = 2 ()∀ ∈ X  ïðüôå ãéá  = 1 ⇒ 1 = 1 (1) = 2 (1)⇒ 2 = 1
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(To  åßíáé ôï óýíçèåò äÝëôá ôïý Kronecker.)

A.6.5 Èåþñçìá. (¾ðáñîç åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ åðß åíüò ìç êåíïý óõíüëïõ X )
ÅÜí X åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ôüôå ôï æåýãïò ((X ) ) áðïôåëåß Ýíáí åëåýèåñï
-ìüäéï åðß ôïý X 
Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·þí -ìüäéïò êáé Ýóôù  : X −→ ôõ·ïýóá áðåéêüíéóç.

Ïñßæïõìå ìéá áðåéêüíéóç  : (X ) −→ ìÝóù ôïý ôýðïõ28

() :=
P
∈X

()() ∀ ∈ (X ) (A.18)

Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé  ∈Hom(
(X )) Åðßóçò, ãéá êÜèå  ∈ X 

( ◦ ) () = () =
P
∈X

()() = ()

ïðüôå  ◦  = ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ï  åßíáé ï ìïíáäéêüò ïìïìïñ-

öéóìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá. Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå  ∈ (X ) êáé
ãéá êÜèå  ∈ X éó·ýåé

 () =  () 1 =
P
∈X

 () () =

µ P
∈X

 () 

¶
()

ïðüôå  =
P

∈X  ()  ÕðïèÝôïíôáò ôþñá üôé 0 ∈ Hom(
(X )) åßíáé ôÝ-

ôïéïò, þóôå 0 ◦  =  ëáìâÜíïõìå ãéá êÜèå  ∈ (X )

0() = 0
µ P
∈X

 () 

¶
=
P
∈X

()0() =
P
∈X

()() = ()

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 0 =  ¤

A.6.6 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò-ìüäéïò åßíáé åëåýèåñïò üôáí o åßíáé åßôå ôå-
ôñéììÝíïò åßôå ìç ôåôñéììÝíïò êáé (ôáõôï·ñüíùò) õðÜñ·åé êÜðïéï ìç êåíü óýíïëï

X êáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí
∼=−→ (X ) (Ðñâë. A.6.3 êáé A.6.5.)

Ïé åëåýèåñïé -ìüäéïé ·áñáêôçñßæïíôáé ìÝóù ôÞò åííïßáò ôÞò âÜóåùò, üðùò ôç

ãíùñßæïõìå áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá. (Âë. èåþñçìá A.6.13.)

A.6.7 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò.

(i) ËÝìå üôé Ýíá õðïóýíïëï X ⊆  åßíáé (-)ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï üôáí29 åßôå

X = ∅ åßôå X 6= ∅ êáé ãéá ïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï {1  } ôïý X
êáé 1   ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

P
=1

 = 0 ⇒ [ = 0 ∀ ∈ {1  }] 

28Ôï åí ëüãù Üèñïéóìá åßíáé êáëþò ïñéóìÝíï, êáèüôé ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñïóèåôÝïé åßíáé ìç ìçäåíéêïß.

29¼ôáí äåí ðëçñïýôáé êáìßá åî áõôþí ôùí óõíèçêþí, ôüôå ëÝìå üôé ôïX åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï.
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(ii) ÊÜèå ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï X ⊆  ôï ïðïßï áðïôåëåß óýóôçìá

ãåííçôüñùí ôïý (äçë., Lin(X ) =) êáëåßôáé âÜóç30 ôïý

A.6.8 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù ∅ 6= X ⊆  ÅÜí ôï

X ðåñéÝ·åé ôï 0  ôüôå ôï X åßíáé êáô' áíÜãêçí ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï, äéüôé ãéá

{0  1  } ⊆ X Ý·ïõìå

10 + 01 + · · ·+ 0 = 0  üðïõ 1 6= 0
(ii) ¸íá ìïíïóýíïëï {}  ∈ r{0} ïéïõäÞðïôå ìç ôåôñéììÝíïõ ìåôáèåôéêïý

äáêôõëßïõ åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï (ìå ôïí èåùñïýìåíïí ùò-ìüäéï) åÜí

êáé ìüíïí åÜí ôï  äåí åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôçò åíôüò ôïý 

(iii) Óå êÜèå äéáíõóìáôéêü ·þñï  (ïñéæüìåíïí õðåñÜíù åíüò óþìáôïò ) êÜèå

ìïíïóýíïëï {}  ∈ r{0 } åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï, êáèüóïí áðü ôçí

åîßóùóç  = 0   ∈  Ýðåôáé üôé  = 0 

(iv) ÅÜí  0 ∈ Q  6= 0 ôüôå åíôüò ôïý Z-ìïäßïõ Q ôï äéóýíïëï { 0} åßíáé

ðÜíôïôå ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï. ÐñÜãìáôé° ãñÜöïíôáò áõôïýò ôïõò ñçôïýò áñéè-

ìïýò ùò  = 
 êáé 0 = 0

0 ãéá êáôÜëëçëïõò  0 ∈ Z (ìå ( 0) 6= (0 0)) êáé

 0 ∈ Zr{0} êáé ðáñáôçñïýìå üôé
(0) + (−0)0 = 0 ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åê ôùí óõíôåëåóôþí 6= 0

A.6.9 Èåþñçìá. ¸óôù Ýíáò-ìüäéïò êáé Ýóôù∅ 6= X ⊆ Ôüôå ïé áêüëïõèåò
óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) To X åßíáé ìéá âÜóç ôïý

(ii) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý  ãñÜöåôáé êáôÜ ôñüðï ìïíïóÞìáíôï ùò ãñáììéêüò óõí-
äõáóìüò óôïé·åßùí ôïý X 
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Åî ïñéóìïý, êÜèå óôïé·åßï ôïý ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõí-

äõáóìüò óôïé·åßùí ôïý X  ÕðïèÝôïõìå üôé ãéá êÜðïéï  ∈  õößóôáôáé ðåðåñá-

óìÝíï õðïóýíïëï {1  } ôïý X êáé 1   1   ∈  ïýôùò þóôå íá

éó·ýåé

 =
P

=1
 =

P
=1

 ⇒
P

=1
( − ) = 0 

ÅðåéäÞ ôïX åßíáé åî õðïèÝóåùò ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý Ý·ïõìå

êáô' áíÜãêçí  =  ãéá êÜèå  ∈ {1  }
(ii)⇒(i) Áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ôïX åßíáé Ýíá ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï

ôïý  Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üí ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï {1  } ôïý X 
Áðü êÜèå ó·Ýóç ôÞò ìïñöÞò

P
=1  = 0 (ìå 1   ∈ ) ðñïêýðôåé üôé

P
=1

 = 0 =
P

=1
0 ⇒ [ = 0 ∀ ∈ {1  }]

30Ðñïöáíþò, ôï ∅ áðïôåëåß âÜóç ôïý åÜí êáé ìüíïí åÜí ï åßíáé ôåôñéììÝíïò.
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ëüãù ôÞò ðñïûðïôåèåßóáò ìïíáäéêüôçôáò ôÞò ðáñáóôÜóåùò ïéïõäÞðïôå óôïé·åßïõ

ôïý ùò ãñáììéêïý óõíäõáóìïý óôïé·åßùí ôïý X  ¤

A.6.10 Ðñüôáóç. ÅÜí  :
∼=−→  åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï-ìïäßùí

êáé X ìéá âÜóç ôïý  ôüôå ç åéêüíá áõôÞò (X ) ìÝóù ôïý  áðïôåëåß ìéá âÜóç
ôïý 

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  = () = (Lin(X )) = Lin((X )) ç åéêüíá (X ) áðï-
ôåëåß óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  ÅÜí X = ∅ ôüôå áìöüôåñïé ïé  åßíáé ôå-

ôñéììÝíïé êáé (∅) = ∅ ÅÜíX 6= ∅ ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï

{(1)  ()} ôÞò åéêüíáò (X ) êáé 1   ∈  ìå

P
=1

() = 0

"
⇔ (

P
=1

) = 0 ⇔
P

=1
 ∈ Ker()

#
Ý·ïõìå

P
=1  = 0 (äéüôé Ker() = {0}), ïðüôå  = 0 ∀ ∈ {1  }

ëüãù ôïý üôé ôï X åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý  ¢ñá êáé ç åé-

êüíá (X ) åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý ¤

A.6.11 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù X ⊆ ÅÜí õðïôåèåß üôé ôï X
åßíáé ìéá âÜóç ôïý ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) To X åßíáé Ýíá åëá·éóôéêü óýóôçìá ãåííçôüñùí 31 ôïý

(ii) To X åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü 32 ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý

Áðïäåéîç. Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ».

(i) ¸óôù üôé ôï X äåí åßíáé åëá·éóôéêü óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  Ôüôå X 6= ∅
êáé õðÜñ·åé êÜðïéïY ∈ P() :Lin(Y) = ìåY $ X ¸óôù  ∈ XrY ÅðåéäÞ
 ∈  = Lin(Y) õðÜñ·ïõí 1   ∈ Y ( ∈ N) êáé 1   ∈  ïýôùò þóôå

íá éó·ýåé

 =
P

=1
 ⇒ 1+

P
=1
(−) = 0 ( { 1  } ⊆ X )

¢ñá ôï X åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï õðïóýíïëï ôïý¢ôïðï!

(ii) ÅÜí X = ∅ ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. Áò õðïèÝóïõìå üôé

X 6= ∅ êáé üôé ôï X äåí åßíáé ìåãéóôéêü ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý

 Ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï Y ∈ P() : X $ Y ¸óôù üôé

 ∈ YrX  ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò)  = Lin(X ) 3  õðÜñ·ïõí 1   ∈ X
( ∈ N) êáé 1   ∈  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

 =
P

=1

 ⇒ 1 +
P

=1

(−) = 0 ( { 1  } ⊆ Y)

31Áõôü óçìáßíåé üôé ôï õðïóýíïëï X ⊆  áðïôåëåß Ýíá åëá·éóôéêü óôïé·åßï ôïý ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíïõ óõíüëïõ

({Z ∈ P()|Lin(Z) =} ⊆).
32Ìåãéóôéêü ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ``⊆'' ôïý óõíïëïèåùñçôéêïý åãêëåéóìïý.
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¢ñá ôï Y åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï õðïóýíïëï ôïý¢ôïðï! ¤

A.6.12 ËÞììá. ÅÜí X åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï, ôüôå ç åéêüíá Im() ôÞò (A.17)

åßíáé ìéá âÜóç ôïý (X )

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï ëÞììá A.6.2 êáé ôï èåþñçìá A.6.5,(X ) = Lin(Im()) ÅÜí

{1   } åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ôÞò Im() êáé ôá 1   ∈  ôÝôïéá,

þóôå íá éó·ýåé
P

=1  = 0(X)  ôüôå

0 =
³P

=1 

´
() =

P
=1 

¡
 ()

¢
=  ∀ ∈ {1  }

¢ñá ç åéêüíá Im() åßíáé êáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý (X ) ¤

A.6.13 Èåþñçìá. Ãéá Ýíáí -ìüäéï ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) O åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò.

(ii) O äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí ìßá âÜóç.

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ï åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå áõôüò Ý·åé ôï êåíü óýíïëï ùò

(ìüíç) âÜóç ôïõ. ÅÜí ï  äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå õößóôáôáé êÜðïéï óýíïëï

X 6= ∅ ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  ∼= (X ) êáé (óýìöùíá ìå ôï ëÞììá A.6.12) ç

åéêüíá Im() ôÞò (A.17) åßíáé ìéá âÜóç ôïý (X ) ÅðïìÝíùò ç åéêüíá áõôÞò ìÝóù

ïéïõäÞðïôå éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôïý (X ) êáé ôïý áðïôåëåß (óýìöùíá ìå ôçí

ðñüôáóç A.6.10) ìéá âÜóç ôïý

(ii)⇒(i) ¸óôù X ìéá âÜóç ôïý  ÅÜí X = ∅ ôüôå åßíáé o  (ùò ôåôñéììÝíïò)

åßíáé åëåýèåñïò. ÅÜí X 6= ∅ ôüôå (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá A.6.5) õðÜñ·åé ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíïò  ∈ Hom(
(X )) ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé  ◦  =  üðïõ

 : X → ç óõíÞèçò Ýíèåóç. ÅðåéäÞ ç åéêüíá Im() ôïý  åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò

ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôï X êáé Lin(X ) =  ç ðñüôáóç A.2.13 ìáò ðëçñïöïñåß

üôé Lin(X ) ⊆ Im()⇒ Im() = ïðüôå ï  åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, åðåéäÞ

() :=
P
∈X

()() =
P
∈X

() ∀ ∈ (X )

(âë. (A.18)), ãéá êÜèå  ∈ Ker() ëáìâÜíïõìåP
∈X

() = () = 0 ⇒ [() = 0 ∀ ∈ X ]⇒ supp() = ∅⇒  = 0(X) 

äéüôé ôï X åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï. ¢ñá Ker() = {0(X)} êáé ï  åßíáé ìï-

íïìïñöéóìüò. (Âë. ðñüôáóç A.3.13.) Ôåëéêþò ëïéðüí ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé,
ùò åê ôïýôïõ, o åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò. ¤

A.6.14 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò -ìüäéïò Ý·ùí ôï X ùò ìéá
âÜóç ôïõ, ôüôå ∼= (X )
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A.6.15 Ðáñáäåßãìáôá. Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ðñïôÜóåùò A.6.11 êáé ôïý èåùñÞìáôïò

A.6.13 ìðïñåß êáíåßò íá êáôáóêåõÜóåé åýêïëá ìç åëåõèÝñïõò -ìïäßïõò.

(i) ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå ïZ-ìüäéïòZ äåí åßíáé åëåýèåñïò. ÐñÜãìáôé° ôï ìïíïóý-

íïëï {[1]} åßíáé åëá·éóôéêü ðáñÜãïí õðïóýíïëï ôïýZ áëëÜ äåí åßíáé ãñáììéêþò

áíåîÜñôçôï, áöïý [1] = [] = [0] = 0Z (ìå  6= 0). Ïìïßùò, êáé êÜèå Üëëï

ìïíïóýíïëï ðïõ ðáñÜãåé ôïí Z åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï.

(ii) Ðáñïìïßùò áðïäåéêíýåôáé üôé êÜèå ìç ôåôñéììÝíç, ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ
ïìÜäá äåí åßíáé åëåýèåñïò Z-ìüäéïò.
(iii) ÅÜí  0 ∈ Q  6= 0 ôüôå (üðùò Ý·ïõìå åîçãÞóåé óôï åä. A.6.8 (iv)) åíôüò

ôïý Z-ìïäßïõ Q ôï äéóýíïëï { 0} åßíáé ðÜíôïôå ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï. Ùò åê

ôïýôïõ, åÜí ï Z-ìüäéïò Q äéÝèåôå êÜðïéá âÜóç, áõôÞ èá üöåéëå íá åßíáé Ýíá ìï-

íïóýíïëï {} üðïõ  ∈ Qr{0} ¼ìùò LinZ({}) = {| ∈ Z} $ Q ¢ñá ï

Z-ìüäéïò Q äåí åßíáé åëåýèåñïò.

(iv) ¸óôù  Ýíá ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ Ôï  äåí åß-

íáé åëåýèåñïò-ìüäéïò üôáí äåí åßíáé êýñéï éäåþäåò ôïýÐñÜãìáôé° åÜí   ∈ 

êáé  6=  ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åî áõôþí 6= 0 ôüôå

(−)+  = 0 ⇒ ôï { } åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï.

Ùò åê ôïýôïõ, åÜí ï -ìüäéïò  äéÝèåôå êÜðïéá âÜóç, áõôÞ èá üöåéëå íá åßíáé Ýíá

ìïíïóýíïëï {} üðïõ  ∈ r{0}¼ìùò

Lin({}) = {|  ∈ } =  ⇔  = hi 

A.6.16 Ðüñéóìá. Ãéá Ýíáí ìç ôåôñéììÝíï -ìüäéï ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé
éóïäýíáìåò :

(i) O åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò.

(ii) ÕðÜñ·åé ∅ 6= X ⊆  ôÝôïéï þóôå ç áðåéêüíéóç  3  7−→  ∈  íá åßíáé
éóïìïñöéóìüò ãéá êÜèå  ∈ X êáé íá éó·ýåé =

L
∈X



Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÊáôÜ ôï èåþñçìá A.6.13 õðÜñ·åé êÜðïéá âÜóç X ôïý 

ÅðåéäÞ o  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, X 6= ∅ ÊÜèå óôïé·åßï ôïý  ãñÜöåôáé ùò

ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôïý X (êáé ìÜëéóôá, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç

A.6.9, êáôÜ ôñüðï ìïíïóÞìáíôï), ïðüôå =
L
∈X

 (Âë. A.5.15 êáé A.5.16 (iii).)

Åðßóçò, ãéá êÜèå  ∈ X ç áðåéêüíéóç  3  7−→  ∈  åßíáé (ðñïöáíþò) åðé-

ìïñöéóìüò. Ç åíñéðôéêüôçôÜ ôçò Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï ãåãïíüò üôé ôï ìïíïóýíïëï

{} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï
(ii)⇒(i)  =

L
∈X

 ⇒  = Lin(X ) ÅðåéäÞ ç  3  7−→  ∈  åßíáé

éóïìïñöéóìüò, ôï ìïíïóýíïëï {} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï ãéá êÜèå  ∈ X 
¸óôù {1  } ôõ·üí ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý X  ÅÜí 1   ∈  åßíáé
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ôÝôïéá, þóôå íá éó·ýåé
P

=1  = 0  ôüôå

P
=1

|{z}
∈ Lin({})

= 0 = 0 + · · ·+ 0| {z }
 öïñÝò

 =
L
∈X

 ∀ ∈ {1  }

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =⇒
A.5.15, A.5.16 (iii)

 = 0 ∀ ∈ {1  }

ïðüôå  = 0 (áöïý ôï {} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï) ãéá êÜèå  ∈ {1  }
¢ñá ôï X åßíáé (êáè' ïëïêëçñßáí) ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï êáé, êáô' åðÝêôáóç, ìéá

âÜóç ôïýÊáôÜ óõíÝðåéáí, o åßíáé åëåýèåñïò-ìüäéïò (åê íÝïõ äõíÜìåé ôïý

èåùñÞìáôïò A.6.13). ¤

A.6.17 Ðüñéóìá. ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá åëåõèÝñùí -ìïäßùí, ôüôå êáé
ï -ìüäéïò  :=

L
∈  åßíáé åëåýèåñïò. ÌÜëéóôá, åÜí X åßíáé ìéá âÜóç ôïý

 ãéá êÜèå  ∈  ôüôå ç Ýíùóç
S
∈ X åßíáé ìéá âÜóç ôïý

Áðïäåéîç. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ï-ìüäéïò

 åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò ãéá êÜèå33  ∈  ÊáôÜ ôï èåþñçìá A.6.13 õðÜñ·åé âÜóç

∅ 6= X ⊆ ôïý êáé =
L

∈X ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 :=
L
∈

 =
L
∈

(
L
∈X

) ∼=
A.5.13 (i)

L
∈∪∈X



ïðüôå ï åßíáé üíôùò åëåýèåñïò Ý·ùí ôçí Ýíùóç
S
∈ X ùò ìéá âÜóç ôïõ. ¤

A.6.18 Óçìåßùóç. Ôï áíôßóôñïöï ôïý ðïñßóìáôïò A.6.17 (üðùò èá äéáðéóôþ-

óïõìå ìÝóù ôïý ðáñáäåßãìáôïò A.6.19) äåí åßíáé áëçèÝò: ÅÜí ï  :=
L

∈ 

åßíáé åëåýèåñïò ôüôå ï äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí åëåýèåñïò ãéá êÜèå  ∈ 

A.6.19 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí   ∈ N  ≥ 2  ≥ 2 êáé ìêä( ) = 1 ôüôå õößóôáíôáé
éóïìïñöéóìïß Z-ìïäßùí34

Z ∼= ZZ ∼= ZZ⊕ ZZ ∼= Z ⊕ Z
(Bë. åä. A.5.22.) O Z-ìüäéïò Z åßíáé åëåýèåñïò. Ùóôüóï, ïé Z-ìüäéïé Z êáé

Z äåí åßíáé åëåýèåñïé. (ÅÜí ï -ðñïöáíþò, ìç ôåôñéììÝíïò-Z-ìüäéïòZ Þôáí åëåý-
èåñïò, ôüôå èá Ýðñåðå ëüãù ôùí ðïñéóìÜôùí A.6.14 êáé A.6.16 íá õðÜñ·åé âÜóç

áõôïý X 6= ∅ ìå Z ∼= Z(X )  êÜôé ðïõ èá ïäçãïýóå óå Üôïðï, äéüôé card(X )  

Ç ßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá åöáñìüæåôáé êáé ãéá ôïí Z-ìüäéï Z)
33ÅÜí üëïé ïé  åßíáé ôåôñéììÝíïé, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. ÅÜí õðÜñ·åé ∅ 6= 0 $  ôÝôïéï
þóôå ïé   ∈ 0 íá åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé êáé ïé   ∈ r0 íá åßíáé ôåôñéììÝíïé, ôüôå ìðïñïýìå íá åñãáóèïýìå

ìå ôï 0 óôç èÝóç ôïý 
34Ïé Z êáé Z ìðïñïýí íá èåùñçèïýí (åêôüò áðü Z-ìüäéïé) êáé ùò Z-ìüäéïé ìÝóù ôùí áñéèìçôéêþí ðïëëáðëáóéá-

óìþí

Z × Z 3 ([] []) 7−→ [] ∈ Z Z × Z 3 ([] []) 7−→ [] ∈ Z
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A.6.20 Èåþñçìá. (Èåþñçìá «ãñáììéêÞò åðåêôÜóåùò») ÅÜí  åßíáé -
ìüäéïé, ìå ôïí ìç ôåôñéììÝíï êáé åëåýèåñï êáé ôï X ⊆  ìéá âÜóç áõôïý, ôüôå
ãéá ïéáäÞðïôå áðåéêüíéóç  : X −→  õößóôáôáé áêñéâþò Ýíáò  ∈ Hom()

ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýåé  |X = 

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí  ∈ ÅðåéäÞ ôïX åßíáé åî õðïèÝóåùò ìéá âÜóç ôïý

ôï  ãñÜöåôáé êáôÜ ôñüðï ìïíáäéêü ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôïý X
(âë. A.6.9), äçëáäÞ õðÜñ·ïõí ìïíáäéêÜ óôïé·åßá 1  ∈ X êáé 1  ∈ 

( ∈ N) ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé

 =
P
=1

 (A.19)

Ùò åê ôïýôïõ, èÝôïíôáò

() :=
P
=1

 ()

ïñßæoõìå (êáëþò) ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá êÜèå  ∈ X
Ý·ïõìå  = 1 ïðüôå () = 1 ·  () =  () =⇒  |X =  ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá

ïéáäÞðïôå   ∈  êáé ïéáäÞðïôå  0 ∈  ãñáöüìåíá (êáôÜ ôñüðï ìïíáäéêü)

ùò ãñáììéêïß óõíäõáóìïß

 =
P
=1

 0 =
P
=1


0
 

1  
0
1 

0
 ∈ X  1  1  ∈  ( ∈ N), Ý·ïõìå

(+ 0) = 

Ã


µ
P
=1



¶
+ 

Ã
P
=1


0


!!

= 

Ã
P
=1
() +

P
=1

¡

¢
0

!
=

P
=1
() () +

P
=1

¡

¢
(0)

= 

µ
P
=1

()

¶
+ 

Ã
P
=1

(
0
)

!
= () + (0)

ïðüôå  ∈ Hom() (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.3). ÁðïìÝíåé íá áðïäåé·èåß

üôé áõôüò åßíáé ï ìïíáäéêüò ïìïìïñöéóìüò áðü ôïí óôïí  ï ðåñéïñéóìüò ôïý

ïðïßïõ åðß ôÞò X éóïýôáé ìå ôçí  Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôõ·üíôá ïìïìïñöéóìü

 ∈ Hom() ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé |X =  ÅÜí ãñÜøïõìå ïéïäÞðïôå  ∈ 

õðü ôç ìïñöÞ (A.19), ôüôå

() =
P
=1

 () =
P
=1

 () = 

µ
P
=1



¶
= ()

üðïõ ç äåýôåñç éóüôçôá ïöåßëåôáé óôï üôé  |X =  = |X êáé ç ôñßôç éóüôçôá

ðñïêýðôåé áðü ôï üôé ç  åßíáé ïìïìïñöéóìüò. (Bë. ðñüôáóç A.3.4.) ÅðïìÝíùò,

 =  ¤
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A.6.21 Óçìåßùóç. Ï ïìïìïñöéóìüò  (ï êáôáóêåõáóèåßò óôï èåþñçìá A.6.20), o

ïðïßïò åßíáé ï ìüíïò ïìïìïñöéóìüò áðü ôïí óôïí ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

X
ª

inX

²²

 // 





>>~
~

~
~

~
~

~
~

ìåôáèåôéêü, êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, (-)ãñáììéêÞ åðÝêôáóç ôÞò 

A.6.22 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé -ìüäéïé, ìå ôïí  ìç ôåôñéììÝíï êáé åëåýèåñï
êáé ôï X ⊆ ìéá âÜóç áõôïý, ôüôå ãéá   ∈Hom() éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

 |X = |X =⇒  = 

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò A.6.20 ãéá ôçí

 := |X  ¤

A.6.23 Ðüñéóìá. ÊÜèå -ìüäéïò  åßíáé éóüìïñöïò ìå Ýíáí ðçëéêïìüäéï 

üðïõ  åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò.

Áðïäåéîç. ¸óôù X Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  ÅÜí X = ∅ ôüôå åßíáé o
ßäéïò ï (ùò ôåôñéììÝíïò) åßíáé åëåýèåñïò êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëç-

èÞò. ÅÜí X 6= ∅ ôüôå êáôÜ ôï ëÞììá A.6.12 ç åéêüíá Im() ôÞò (A.17) åßíáé ìéá

âÜóç ôïý (X ) ¸óôù  ∈ Hom(
(X )) ç ãñáììéêÞ åðÝêôáóç ôÞò áðåéêïíß-

óåùò

 : Im() −→  7−→ () := 

ÁõôÞ åßíáé åðéìïñöéóìüò. ÐñÜãìáôé° åÜí  åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý ôüôå õðÜñ-

·åé ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï {1  } ôïý X êáé 1   ∈  ïýôùò þóôå íá

éó·ýåé  =
P

=1   ÅðïìÝíùò,

(
P

=1
 ) =

P
=1

( ) =
P

=1
( ) =

P
=1

 = 

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá A.4.7, Ý·ïõìå (X )Ker() ∼=  Áñêåß ëïéðüí íá ôåèåß

 := (X ) êáé := Ker() ¤

I ÐáñÝíèåôá äåäïìÝíá áðü ôç Èåùñßá ôùí Äéáíõóìáôéêþí μþñùí. Ëüãù ôïý

èåùñÞìáôïò A.6.13 ç áðüäåéîç ôïý üôé êÜèå äéáíõóìáôéêüò ·þñïò (ùò ìüäéïò õðå-
ñÜíù åíüò óþìáôïò) åßíáé åëåýèåñïò áðïôåëåß Üìåóï åðáêüëïõèï ôÞò õðÜñîåùò
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(ôïõëÜ·éóôïí ìéáò) âÜóåùò. (Âë. èåþñçìá A.6.25 êáé ðüñéóìá A.6.26.) Åðé-

ðñïóèÝôùò, ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò éóïðëçèéêüôçôáò üëùí ôùí âÜóåùí åíüò åëåõèÝ-
ñïõ -ìïäßïõ (âë. èåþñçìá A.6.38) ·ñçóéìïðïéåßôáé ïõóéùäþò ç éóïðëçèéêüôçôá
üëùí ôùí âÜóåùí åíüò äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ.

A.6.24 ËÞììá. ¸óôù Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéóìÝíïò õðåñÜíù åíüò óþìá-
ôïò êáé ÝóôùA ⊆  Ýíá ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï. ÅÜí Lin (A) $ 

ôüôå ãéá êÜèå  ∈ rLin (A) ôï óýíïëï A ∪ {} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï.
Áðïäåéîç. ÅÜí A = ∅ ôüôå Lin (A) = {0 }, ïðüôå ôï {} åßíáé ãñáììéêþò

áíåîÜñôçôï ãéá êÜèå  ∈ r{0 } ÅÜí A 6= ∅ êáé

+
P

=1
 = 0 

üðïõ {1  } ⊆ A êáé  1  ∈  ôüôå Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí  = 0 

äéüôé35  ∈ Lin (A)  ïðüôå ç áíùôÝñù éóüôçôá äßäåé

P
=1

 = 0 =⇒ 1 = · · · =  = 0 

êáèüôé ôï {1  } åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï. ¢ñá êáé ôï óýíïëï A ∪ {}
åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï. ¤

A.6.25 Èåþñçìá. ¸óôù  Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéóìÝíïò õðåñÜíù åíüò óþ-
ìáôïò  ÅÜí ôï A ⊆  åßíáé Ýíá ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï êáé ôï E Ýíá
ðáñÜãïí óýíïëï ôïý (äçëáäÞ Lin (E) =  ), ôüôå õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí ìßá âÜóç
X ôïý  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

A ⊆ X ⊆ E

Áðïäåéîç. ¸óôùQ := {C ⊆  | C ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï : A ⊆ C ⊆ E} ÅðåéäÞ
A ∈ Q Ý·ïõìå Q 6= ∅. ÅðéðñïóèÝôùò, ôï Q åßíáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï

ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý ‘‘⊆''.
• Ðñþôïò éó·õñéóìüò : ÊÜèå áëõóßäá C ôïý Q äéáèÝôåé Üíù öñÜãìá (ùò ðñïò ôç

ó·Ýóç ‘‘⊆''). ÐñÜãìáôé° åÜí ç C åßíáé ôõ·ïýóá áëõóßäá ôïýQ êáé åÜí èÝóïõìå

Z :=
[
{C | C ∈ C} 

ôüôå C ⊆ Z ãéá üëá ôá C ∈ C ïðüôå

[A ⊆ C ⊆ E  ∀C ∈ C] =⇒ A ⊆ Z ⊆ E  (A.20)

35Áëëéþò èá åß·áìå  = −
P
=1

¡
−1

¢
 ∈ Lin (A) 
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ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï {1  } ⊆ Z åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý Z
êáé 1  ∈  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

X
=1

 = 0 (A.21)

èá õðÜñ·ïõí C1 C2  C ∈ C ôÝôïéá þóôå  ∈ C ∀ ∈ {1  } Ç C -ïýóá

áëõóßäá- åßíáé Ýíá ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôá

óôïé·åßá ôçò èá åßíáé áíÜ äýï óõãêñßóéìá, ïðüôå èá õðÜñ·åé êáô' áíÜãêçí Ýíá

C ∈ C ôÝôïéï þóôå  ∈ C ⊆ C∀ ∈ {1  } ÅðåéäÞ áõôü ôï C åßíáé ãñáììé-

êþò áíåîÜñôçôï êáé ç (A.21) åßíáé ìéá åîßóùóç åíôüò ôïý Lin (C)  ëáìâÜíïõìå
1 = · · · =  = 0  Óõíåðþò ôï Z åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï. Ôïýôï, óõíäõá-
æüìåíï ìå ôçí (A.20), ìáò ðëçñïöïñåß üôé ôïZ áíÞêåé óôçí ïéêïãÝíåéá óõíüëùíQ

ïðüôå, áðü ôçí ßäéá ôïõ ôçí êáôáóêåõÞ, ôï Z áðïôåëåß Ýíá Üíù öñÜãìá ôÞòQ (ùò

ðñïò ôçí ‘‘⊆''). ÈÝôïíôáò óå åöáñìïãÞ ôï ëÞììá ôïý Zorn ãéá ôçí Q óõíÜãïõìå

üôé çQ Ý·åé Ýíá ìåãéóôéêü óôïé·åßï, áò ðïýìå ôï X  ùò ðñïò ôçí ‘‘⊆''
• Äåýôåñïò éó·õñéóìüò : Ôï åí ëüãù X åßíáé ìéá âÜóç ôïý 

ÅðåéäÞ X ∈ Q ôï X åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß

üôé Lin (X ) =  Áò õðïèÝóïõìå üôé Lin (X ) $  . Ôüôå X $ E êáé èá õðÜñ·åé

êÜðïéï  ∈ ErLin (X ) ¼ìùò, äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò A.6.24, ôïX ∪{} èá åßíáé

ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï êáé åðåéäÞ A ⊆ X ∪ {} ⊆ E èá Ý·ïõìå X ∪ {} ∈ Q, Þôïé

êÜôé ôï ïðïßï áíôßêåéôáé óôçí ðñïûðïôåèåßóá ìåãéóôéêüôçôá ôïý X  ¢ñá ôåëéêþò

Lin (X ) =  êáé ôï X åßíáé ìéá âÜóç ôïý  . ¤

A.6.26 Ðüñéóìá. (¾ðáñîç âÜóåùò) ÊÜèå -äéáíõóìáôéêüò ·þñïò  äéáèÝôåé
ôïõëÜ·éóôïí ìßá âÜóç (ïðüôå åßíáé åëåýèåñïò-ìüäéïò, âë. èåþñçìá A.6.13).

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá A.6.25 ãéá A := ∅ êáé E :=  ¤

A.6.27 Ðüñéóìá. (Èåþñçìá «óõìðëçñþóåùò») ÊÜèå ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï
õðïóýíïëï A ⊆  åíüò -äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ  ìðïñåß íá óõìðëçñùèåß
êáôáëëÞëùò, ïýôùò þóôå íá êáôáóôåß ìßá âÜóç áõôïý.

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá A.6.25 ãéá ôï A êáé ôï E :=  ¤

A.6.28 Ðüñéóìá. ÊÜèå ðáñÜãïí óýíïëï E åíüò -äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ  åìðå-
ñéÝ·åé ôïõëÜ·éóôïí ìßá âÜóç ôïý 

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôï èåþñçìá A.6.25 ãéá ôï A := ∅ êáé ôï E  ¤

A.6.29 Óçìåßùóç. Ôá ðïñßóìáôá A.6.27 êáé A.6.28 äåí éó·ýïõí ãéá ôõ·üíôåò
åëåýèåñïõò -ìïäßïõò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï A := {2} íáé ìåí åßíáé Ýíá ãñáì-

ìéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý åëåõèÝñïõ Z-ìïäßïõ Z áëëÜ äåí ìðïñåß íá óõ-

ìðëçñùèåß êáôáëëÞëùò, ïýôùò þóôå íá ðñïêýøåé ìéá âÜóç áõôïý. Åðßóçò, ôï
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E := {2 3} åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý éäßïõ ìïäßïõ (äéüôé 3 − 2 = 

ãéá êÜèå  ∈ Z) áëëÜ êáíÝíá åê ôùí ìïíïóõíüëùí {2} {3} äåí áðïôåëåß âÜóç36

áõôïý (äéüôé 2Z $ Z êáé 3Z $ Z).

A.6.30 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò -äéáíõóìáôéêüò ·þñïò êáé X ⊆  ôüôå ôá
áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ôï X åßíáé ìéá âÜóç ôïý 
(ii) To X åßíáé Ýíá åëá·éóôéêü óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý 
(iii) To X åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý 

Áðïäåéîç. ËáìâáíïìÝíùí õð' üøéí ôïý ðïñßóìáôïò A.6.26 êáé ôïý èåùñÞìáôïò

A.6.13, ïé óõíåðáãùãÝò (i)⇒(ii) êáé (i)⇒(iii) Ý·ïõí Þäç áðïäåé·èåß óôçí ðñüôáóç

A.6.11.

(ii)⇒(i) Ôï èåþñçìá A.6.25 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ìéáò âÜóåùò Y ôïý äéáíõóìáôé-

êïý ·þñïõ  ìå ∅ ⊆ Y ⊆ X  ÅðåéäÞ Lin(Y) =  êáé ôï X åßíáé Ýíá åëá·éóôéêü

óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí Y = X 
(iii)⇒(i) Ôï ðüñéóìá A.6.27 åããõÜôáé ôçí ýðáñîç ìéáò âÜóåùò Y ôïý  ìå Y ⊆ X 
ÅðåéäÞ ôïY åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý  êáé ôïX Ýíá ìåãéóôéêü

ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðïóýíïëï ôïý  Ý·ïõìå êáô' áíÜãêçí Y = X  ¤

A.6.31 Óçìåßùóç. Ïé óõíåðáãùãÝò (ii)⇒(i) êáé (iii)⇒(i) ôïý ðïñßóìáôïò A.6.30

äåí éó·ýïõí ãéá ôõ·üíôåò -ìïäßïõò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí  ∈ N  ≥ 2 ôüôå ôï
ìïíïóýíïëï {[1]} åßíáé åëá·éóôéêü ðáñÜãïí õðïóýíïëï ôïý Z-ìïäßïõ Z ·ùñßò
íá áðïôåëåß âÜóç áõôïý. (Âë. A.6.15 (i).) Åðßóçò, ãéá êÜèå  ∈ Qr{0} ìå  6= 1

 

üðïõ  ∈ Zr{0} ôï ìïíïóýíïëï {} åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï

õðïóýíïëï ôïý Z-ìïäßïõ Q ·ùñßò íá áðïôåëåß âÜóç áõôïý. (Ðñâë. A.6.15 (iii).)

Åí óõíå·åßá, ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý üôé üëåò ïé âÜóåéò åíüò äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ åß-

íáé éóïðëçèåßò, ðñïôÜóóïíôáé ïñéóìÝíá áðïôåëÝóìáôá áðü ôç Èåùñßá Óõíüëùí.

A.6.32 Èåþñçìá. (Schr−der & Bernstein) ÅÜí åßíáé äõï óýíïëá, ôüôå éó·ýåé
ç óõíåðáãùãÞ

[card() ≤ card() êáé card() ≤ card()]⇒ card() = card()

Áðïäåéîç. Âë., ð.·., [43], Kåö. 22 óåë. 128-132 Þ [53], åä. 163 óåë. 246 ¤

A.6.33 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé äõï áðåéñïóýíïëá, ôüôå

card(×) = sup{card() card()}
36To ßäéï ôï {2 3} åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï, êáèþò éó·ýåé 3 · 2 + (−2) · 3 = 0
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Áðïäåéîç. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé card() ≤ card()Ðñï-

öáíþò,

card() ≤ card(×) ≤ card( ×) = card()

ïðüôå card(×) = card() äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò A.6.32. ¤

A.6.34 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá áðåéñïóýíïëï êáé Ýóôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá óõ-
íüëùí ìå  6= ∅ card() ≤ card() êáé card() ≤ card() ãéá êÜèå  ∈  Ôüôå

card(
S
∈ ) ≤ card() (A.22)

Áðïäåéîç. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé  6= ∅
ãéá êÜèå  ∈  ÅðåéäÞ card() ≤ card() õðÜñ·åé ìéá åðßññéøç  :  −→  

Ç áðåéêüíéóç

×  3 ( ) 7−→ () ∈
S
∈ 

åßíáé ùóáýôùò åðéññéðôéêÞ, ïðüôå

card(× ) ≥ card(
S
∈ ) êáé card(× ) ≤ card()

(âë. A.6.33), áð' üðïõ Ýðåôáé ç (A.22). ¤

A.6.35 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò -ìüäéïò. ÅÜí ()∈ åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííç-
ôüñùí ôïý üðïõ ôï óýíïëï äåéêôþí  åßíáé áðåéñïóýíïëï, êáé ()∈Λ ìéá âÜóç
áõôïý, ôüôå

card() ≥ card(Λ) (A.23)

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå  ∈  ôï  ãñÜöåôáé (êáôÜ ôñüðï ìïíáäéêü) ùò ãñáììéêüò

óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôÞò ïéêïãåíåßáò ()∈Λ Ãéá íá äéåõêïëõíèïýìå åñãáæüìå-

íïé ìå ðåðåñáóìÝíá õðïóýíïëá ôïý áðåéñïóõíüëïõ äåéêôþí  (·ùñßò íá êÜíïõìå

åõñåßá ·ñÞóç ðïëëáðëþí õðïäåéêôþí) ãñÜöïõìå ôï  ùò åîÞò:

 =
P
∈Λ

() (A.24)

üðïõ ï óõíôåëåóôÞò () ∈  åßíáé ç åéêüíá ôïý  ìÝóù ìéáò (ìïíïóçìÜíôùò

ïñéóìÝíçò)  ∈ (Λ)Ðñïöáíþò, ôï «åðßôõðï» Üèñïéóìá (A.24) äéáèÝôåé ôï ðïëý

ðåðåñáóìÝíïõò ðñïóèåôÝïõò ðïõ åßíáé 6= 0 (ïðüôå åðÝ·åé èÝóç óõíÞèïõò áèñïß-

óìáôïò). Ùò åê ôïýôïõ, ôá Λ := { ∈ Λ| () 6= 0} óõãêñïôïýí Ýíá óýóôçìá

ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíüëùí ôïý Λ

Éó·õñéóìüò: Λ =
S
∈ Λ  ÅÜí õðÞñ·å  ∈ Λ ìå () = 0 ãéá êÜèå  ∈ 

ôüôå, åðåéäÞ ôï ()∈ åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý èá õðÞñ·å  ∈ ()

ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

 =
P
∈

() =
P

()∈×Λ
(()()) 

()∈Λ âÜóç ôïý 

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒
"P
∈

()() = 1 (6= 0)
#
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êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï óôçí õðüèåóÞ ìáò (üôé () = 0∀ ∈ ). ¢ñá ï éó·õñé-

óìüò åßíáé áëçèÞò êáé åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóçA.6.34 (ãéá =  êáé = Λ)

ëáìâÜíïõìå ôçí (A.23). ¤

A.6.36 Èåþñçìá. ¼ëåò ïé âÜóåéò åíüò-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ åßíáé éóïðëçèåßò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ïñéóìÝíïò õðåñÜíù åíüò óþìáôïò

 Ç ýðáñîç âÜóåùí áõôïý åßíáé äéáóöáëéóìÝíç áðü ôï ðüñéóìá A.6.27. Äß·ùò

âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ï  äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò37.

ÕðÜñ·ïõí äýï åíäå·üìåíá:

Ðåñßðôùóç ðñþôç : Ï  äéáèÝôåé ìéá Üðåéñç âÜóç X = ()∈  Áò õðïèÝóïõìå

üôé Y = ()∈Λ åßíáé ìéá Üëëç âÜóç ôïý  Ôüôå, åðåéäÞ ôï X ðáñÜãåé ôïí  áðü

ôçí ðñüôáóç A.6.35

card(X ) = card() ≥ card(Λ) = card(Y) (A.25)

Éó·õñéóìüò: Ôï Y åßíáé êáô' áíÜãêçí áðåéñïóýíïëï. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóÞ ôïõ èá

åñãáóèïýìå ìéìïýìåíïé ôç ìÝèïäï ðïõ áêïëïõèÞóáìå óôçí áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜ-

óåùò A.6.35 (áëëÜ ðñïò ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç ). Ãéá êÜèå  ∈ Λ ôï  åßíáé

ãñáììéêüò óõíäõáóìþí óôïé·åßùí ôÞò X  ïðüôå

∃ ∈ () :  =
P
∈

() 

ôá  := { ∈  | () 6= 0} óõãêñïôïýí Ýíá óýóôçìá ðåðåñáóìÝíùí õðïóõíü-

ëùí ôïý  êáé  =
S
∈Λ  ÅÜí ôï Y Þôáí ðåðåñáóìÝíï, ôüôå èá åß·áìå

card(X ) = card() ≤ P
∈Λ

card() ≤ card(Λ)| {z }
= card(Y)

max{card()| ∈ Λ}

ìå card(Y)  ∞ êáé card()  ∞∀ ∈ Λ êáé èá ïäçãïýìåèá óå Üôïðï!

¢ñá êáé ôï Y åßíáé êáô' áíÜãêçí áðåéñïóýíïëï êáé, ùò åê ôïýôïõ, åÜí Ýíáò -

äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáèÝôåé ìéá Üðåéñç âÜóç, ôüôå êáé êÜèå Üëëç âÜóç ôïõ åßíáé
Üðåéñç. ¢ðáî êáé áðïäåßîáìå üôé ôï Y ïöåßëåé íá åßíáé Üðåéñï, åßìáóôå óå èÝóç íá

åöáñìüóïõìå åê íÝïõ ôçí ðñüôáóç A.6.35 áöïý ðñïçãïõìÝíùò Ý·ïõìå åíáëëÜîåé
ôïõò ñüëïõò ôùí X êáé Y¸ôóé ëáìâÜíïõìå

card(Y) = card() ≥ card(Λ) = card(X ) (A.26)

Ëüãù ôÞò éó·ýïò ôùí (A.25) êáé (A.26) ôï èåþñçìá A.6.32 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

card(X ) = card(Y)
Ðåñßðôùóç äåýôåñç : Ï  äéáèÝôåé ìéá ðåðåñáóìÝíç âÜóç X = {1  } Åí
ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, êáé êÜèå Üëëç âÜóç ôïý ïöåßëåé (êáôÜ ôáðñïáíáöåñèÝíôá)

37Ç ìüíç âÜóç åíüò ôåôñéììÝíïõ-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ åßíáé ôï ∅ 
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íá åßíáé ðåðåñáóìÝíç. ÊáôÜ ôá ðïñßóìáôá A.6.26 êáé A.6.16,  =
L

=1 
ÅðåéäÞ  ∼=  ôï  åßíáé áðëüò -ìüäéïò (âë. A.4.17 (i)), êáèüôé ôï 
üíôáò óþìá, äåí äéáèÝôåé Üëëá éäåþäç ðÝñáí ôïý ôåôñéììÝíïõ êáé ôïý éäßïõ ôïý
ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ³L

=1
´

³L−1

=1 
´ ∼= ³L−1

=1  ⊕
´

³L−1

=1 
´ ∼=

A.5.20
 ∼= 

ãéá êÜèå  ∈ {2  } âëÝðïõìå üôé ï ðýñãïò ãñáììéêþí õðï·þñùí

 =
L

=1

 %
−1L
=1

 % · · · %
3L

=1

 %
2L

=1

 % 1 % {0 }

ôïý  åßíáé Ýíáò ðýñãïò ôùí Jordan êáé Hlder Ý·ùí ýøïò ßóï ìå  (Bë. A.4.17

(ii).) Ëüãù ôïý áíáëëïéþôïõ ôïý ýøïõò åíüò ôÝôïéïõ ðýñãïõ (âë. åä. A.4.19) üëåò
ïé âÜóåéò ôïý  ïöåßëïõí íá Ý·ïõí áêñéâþò  óôïé·åßá 38. ¤

A.6.37 Ïñéóìüò. Ï êïéíüò ðëçèéêüò áñéèìüò üëùí ôùí âÜóåùí åíüò -

äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ  êáëåßôáé äéÜóôáóç áõôïý êáé óõìâïëßæåôáé ùò dim( )

A.6.38 Èåþñçìá. ¼ëåò ïé âÜóåéò åíüò åëåýèåñïõ -ìïäßïõ åßíáé éóïðëçèåßò.

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò. ÅÜí ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå

ôï∅ åßíáé ç ìüíç âÜóç áõôïý. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï èá õðïèÝóïõìå áðü åäþ êáé óôï

åîÞò üôé ï  äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò êáé èá èåùñÞóïõìå Ýíá ìåãéóôéêü éäåþäåò m

ôïýÙò ãíùóôüí, ï ðçëéêïäáêôýëéïòm åßíáé Ýíá óþìá. (Âë. ??.) Åðßóçò, åß-

íáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ï ðçëéêïìüäéïòm åßíáé äéáíõóìáôéêüò ·þñïò
õðåñÜíù ôïý m ùò ðñïò ôç óõíÞèç ðñüóèåóç êáé ôïí áñéèìçôéêü ðïëëáðëá-

óéáóìü39

(m)× (m) 3 ( +m +m) 7−→ +m ∈m

Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï X = ()∈ åßíáé ìéá âÜóç ôïý -ìïäßïõ  ÊáôÜ ôï

ðüñéóìá A.6.16 Ý·ïõìå

 =
L
∈

 =⇒ m =
L
∈

m 

38ÅÜí èåùñïýóáìå ìéá Üëëç âÜóç Y = {1  } ôïý  ôüôå (·ñçóéìïðïéþíôáò ôá ßäéá åðé·åéñÞìáôá) èá êáôá-

ëÞãáìå óôï óõìðÝñáóìá üôé  = 

39O åí ëüãù áñéèìçôéêüò ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíïò, äéüôé åÜí  0 ∈  êáé  0 ∈  åßíáé ôÝôïéá,

þóôå íá éó·ýåé − 0 =  ∈ m êáé − 0 = 11 + · · ·+  ãéá êÜðïéá 1   ∈ m êáé 1   ∈
ôüôå

+ m = 00 + 0 +
P

=1(+ 0)| {z }
∈m

+m = 00 + m
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ïðüôå

m ∼=
³L

∈ 
´

³L

∈ m
´

∼=
A.5.24

L
∈(m) ∼=

L
∈ m = (m)

()

äéüôé  ∼=  êáé m ∼= m (ùò -ìüäéïé) ãéá êÜèå  ∈  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

dimm(m) = card() = card(X )
Káô' áíáëïãßáí, dimm(m) = card(Y) ãéá ïéáäÞðïôå Üëëç âÜóç Y ôïý

¢ñá ïé âÜóåéò X êáé Y åßíáé êáô' áíÜãêçí éóïðëçèåßò (äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò

A.6.36). ¤

A.6.39 Ïñéóìüò. Ï êïéíüò ðëçèéêüò áñéèìüò üëùí ôùí âÜóåùí åíüò åëåýèåñïõ-

ìïäßïõ êáëåßôáé âáèìßäá áõôïý êáé óõìâïëßæåôáé ùò40 rank()

A.6.40 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ãéá êÜèå  ∈ N Ý·ïõìå rankZ(Z) = 

(ii) Ðñïöáíþò, rankZ(Z [X]) = ℵ0
(iii) Ç âáèìßäá ôïý Z-ìïäßïõ Z(R) éóïýôáé ìå ôç äýíáìç ôïý óõíå·ïýò c.

A.6.41 Ðñüôáóç. Ãéá äõï åëåýèåñïõò -ìïäßïõò  éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíå-
ðáãùãÞ

 ∼=  ⇐⇒ rank() = rank()

Áðüäåéîç. ÅÜí ïé êáé  åßíáé éóüìïñöïé, ôüôå ç âáèìßäá ôïý åíüò èá éóïýôáé

ìå ôç âáèìßäá ôïý Üëëïõ äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò A.6.10. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

ïé âáèìßäåò ôùí åßíáé ßóåò ìå ôï 0 ôüôå áìöüôåñïé ïé åßíáé ôåôñéììÝíïé

(êáé, ùò åê ôïýôïõ, éóüìïñöïé). ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ç êïéíÞ âáèìßäá ôùí 

åßíáé 6= 0 êáé X åßíáé ìéá âÜóç ôïý  ôüôå  ∼= (X ) (âë. ðüñéóìá A.6.14) êáé

rank() = card(X )¸óôù Y ôõ·ïýóá âÜóç ôïý  Åî õðïèÝóåùò,

card(X ) = rank() = rank() = card(Y)
ïðüôå õðÜñ·åé êÜðïéá áìößññéøç  : X −→ Y ⊆  Åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß üôé

ç ãñáììéêÞ åðÝêôáóç  ∈Hom() ôÞò  áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý

ôùí êáé  ¤

A.6.42 Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå åëåýèåñï -ìüäéï  ìå rank() =  ∈ N Ý·ïõìå
 ∼= 

A.6.43 Ðüñéóìá. ÅÜí 1 2 ∈ N ôüôå 1 ∼= 2 ⇐⇒ 1 = 2

40Ðñïöáíþò, rank() = 0 åÜí êáé ìüíïí åÜí ï åßíáé ôåôñéììÝíïò. ÅÜí åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò-ìüäéïò

Ý·ùí ôïX ùò ìéá âÜóç ôïõ, ôüôå ∼= (X) (âë. A.6.14) êáé rank() = card(X )
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A.6.44 Ðüñéóìá. ÅÜí 1 2 ∈ N êáé  åßíáé åëåýèåñïé -ìüäéïé âáèìßäáò 1
êáé 2 áíôéóôïß·ùò, ôüôå o ⊕ åßíáé åëåýèåñïò âáèìßäáò 1 + 2

Áðüäåéîç. Ðñïöáíþò, [ ∼= 1 êáé  ∼= 2 ]⇒ ⊕ ∼= 1+2  ¤

IÄýï åðéðñüóèåôá óçìáíôéêÜ èåùñÞìáôá ðåñß åëåõèÝñùí-ìïäßùí. Çðáñïýóá

åíüôçôá èá êëåßóåé ìå ôçí ðáñÜèåóç ôÞò áðïäåßîåùò äýï áêüìç èåùñçìÜôùí ðïõ

áöïñïýí óå åëåýèåñïõò -ìïäßïõò. Ôï ðñþôï åî áõôþí (âë. A.6.46) äéáóöáëßæåé

ôçí ýðáñîç óõìðëçñþìáôïò 41 åíüò õðïìïäßïõ  åíüò -ìïäßïõ  õðü ôçí ðñïû-
ðüèåóç üôé ï ðçëéêïìüäéïò  åßíáé åëåýèåñïò. Ôï äåýôåñï (âë. A.6.47) ìáò

ðëçñïöïñåß üôé ïé õðïìüäéïé åëåõèÝñùí -ìïäßùí åßíáé åëåýèåñïé üôáí ï  åßíáé
Ð.Ê.É.

A.6.45 ËÞììá. Ãéá êÜèå åðéìïñöéóìü  :  −→  áðü Ýíáí -ìüäéï åðß åíüò
åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ 

∃ ∈ Hom() : [ ◦  = id êáé  = Ker()⊕ Im()]
Áðïäåéîç. ¼ôáí ï åßíáé ôåôñéììÝíïò, ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. Áò

õðïèÝóïõìå üôé ï  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò êáé üôé X åßíáé ìéá âÜóç áõôïý. ÊáôÜ

ôï áîßùìá ôÞò åðéëïãÞò, ãéá êÜèå óôïé·åßï  ∈ X õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ôÝôïéï

þóôå íá éó·ýåé () =  Èåùñïýìå ôçí áðåéêüíéóç

 : X −→  7−→ () := 

ÄõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò A.6.20 õðÜñ·åé Ýíáò (êáé ìüíïí)  ∈ Hom() ìå
ôçí éäéüôçôá () = () :=  ∀ ∈ X Ðñïöáíþò,

[( ◦ )() = () = ∀ ∈ X ]⇒  ◦ |X = idX =⇒
A.6.22

 ◦  = id 

ÅðïìÝíùò ï  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (âë. A.3.23 (ii)⇒(i)) êáé o ̌ :  −→ Im()

(ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ðåñéïñéóìü ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôïý  óôçí åéêüíá ôïõ,

âë. (A.11)) åßíáé éóïìïñöéóìüò, Ý·ùí ôïí ðåñéïñéóìü  |Im() : Im()
∼=−→  ôïý 

åðß ôÞò Im() ùò áíôßóôñïöü ôïõ. Áðü ôçí åíñéðôéêüôçôá áõôïý ôïý ðåñéïñéóìïý

Ýðåôáé, éäéáéôÝñùò, üôé

Ker() ∩ Im() = Ker( |Im()) = {0} (A.27)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå  ∈ éó·ýåé

 = ( − (()))| {z }
∈ Ker()

+ (())| {z }
∈Im()

 (A.28)

äéüôé (− (())) = ()− ( ◦ )(()) = ()− id (()) = ()− () = 0 

Áðü ôéò (A.27) êáé (A.28) óõíÜãåôáé üôé = Ker()⊕ Im() ¤
41¼ðùò Ý·åé Þäç áíáöåñèåß óôï åä. A.5.19 (i), õðÜñ·ïõí õðïìüäéïé-ìïäßùíðïõ äåí äéáèÝôïõí êáíÝíá óõìðëÞñùìá.
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A.6.46 Èåþñçìá. (ÓõíèÞêç äéáóöáëßæïõóá ôçí ýðáñîç óõìðëçñþìáôïò)

¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò åíüò -ìïäßïõ  ÅÜí ï ðçëéêïìüäéïò  åßíáé
åëåýèåñïò, ôüôå õðÜñ·åé õðïìüäéïò  0 ôïý ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé =  ⊕ 0

Áðïäåéîç. Áñêåß ç åöáñìïãÞ ôïý ëÞììáôïò A.6.45 ãéá ôïõò  êáé  = 

üðïõ  =  (äéüôé Ker( ) =  ìå ôïí  åðéìïñöéóìü, âë. A.4.1 (iii)). ¤

A.6.47 Èåþñçìá. (Õðïìüäéïé åëåõèÝñùí ìïäßùí õðåñÜíù Ð.Ê.É.) ÅÜí  åßíáé
Ýíáò åëåýèåñïò -ìüäéïò êáé ï  åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå êáé êÜèå õðïìüäéïò  ôïý 
åßíáé åëåýèåñïò êáé rank() ≤ rank()

Áðïäåéîç. ¸óôù  Ýíáò õðïìüäéïò ôõ·üíôïò åëåýèåñïõ -ìïäßïõ

Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí rank() = 0 ôüôå ï åßíáé ôåôñéììÝíïò êáé äåí äéáèÝôåé

Üëëïí õðïìüäéï ðÝñáí ôïý åáõôïý ôïõ.

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÕðïèÝôïõìå üôé rank() 6= 0 ÅÜí  = {0} ôüôå ï  Ý·åé

ôï ∅ ùò âÜóç ôïõ êáé åßíáé åëåýèåñïò Ý·ùí âáèìßäá 0 ¢ñá ìðïñïýìå áðü ôïýäå

êáé óôï åîÞò íá õðïèÝóïõìå üôé {0} 6=  ⊆  êáé íá èåùñÞóïõìå ìéá âÜóç

()∈Λ ôïý  (ìå card(Λ) = rank()). Ãéá êÜèå õðïóýíïëï  ⊆ Λ èÝôïõìå

 := Lin(()∈) êáé  := ∩ 
Éó·õñéóìüò ðñþôïò. Ç áêüëïõèç ïéêïãÝíåéá ôñéÜäùí åßíáé ìç êåíÞ:

N :=

½¡
  0 

¢ ¯̄̄̄  0 ⊆  ⊆ Λ êáé  :  0 −→  áðåéêüíéóç ôÝôïéá,

þóôå ç {()|  ∈  0} íá åßíáé ìéá âÜóç ôïý 

¾


Áðüäåéîç ðñþôïõ éó·õñéóìïý. ÅðåéäÞ  6= {0} õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ r{0}
Áõôü ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò  = 11 + · · · +  óôïé·åßùí ôÞò

()∈Λ (ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åê ôùí óõíôåëåóôþí 6= 0). ÅðïìÝíùò,  ∈  

üðïõ  := {1  } ⊆ ΛÁõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ·ïõí ðåðåñáóìÝíá õðïóýíïëá

 ⊆ Λ ìå  6= {0} ÅðéëÝãïõìå Ýíá åî áõôþí, áò ôï ðïýìå  := {1  }
ïýôùò þóôå ôï ðëÞèïò  ôùí óôïé·åßùí ôïõ íá åßíáé ôï åëÜ·éóôï äõíáôü ìå áõôÞí

ôçí éäéüôçôá, äçëáäÞ ìå  b = {0} ãéá êÜèå b $  ⊆ Λ (Þôïé ãéá êÜèå b ìå

ðëÞèïò óôïé·åßùí  ). ¸óôù ôõ·üí  ∈ r{0}Áõôü ãñÜöåôáé ùò

 = 11 + · · ·+   ãéá êÜðïéá 1   ∈ 

(ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åî áõôþí 6= 0). ¸óôù ôõ·þí  ∈ ÌÊÄ(1  ) Ôüôå

1 = 1   =  ãéá êáôÜëëçëá 1   ∈  ìå42 1 ∈ ÌÊÄ(1  )

ÈÝôïíôáò

0 := 11 + · · ·+  êáé  := { ∈ | 0 ∈ } 
ðáñáôçñïýìå üôé ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ïðüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈ 
êáèþò ï  åßíáé Ð.Ê.É. Ðñïöáíþò,

[0 =  ∈ r{0} êáé  ⊆  ]⇒  ∈  ⇒  6= {0}⇒  6= 0
42Âë. [87], ëÞììá 5228
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Èá äåßîïõìå üôé  = Lin({}) üðïõ  := 0 (ïðüôå ôï {} èá áðïôåëåß ìéá

âÜóç ôïý ). ¸óôù ôõ·üí  ∈ r{0}Áõôü åêöñÜæåôáé õðü ôç ìïñöÞ

 = 11 + · · ·+   ãéá êÜðïéá 1   ∈ r{0}

(äéüôé åÜí êÜðïéï åî áõôþí Þôáí= 0 ôüôå êÜðïéïò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé-
·åßùí ôÞò ()∈Λ  ôï ðëÞèïò ôùí ïðïßùí èá Þôáí  èá áíÞêå óôïí  êÜôé ðïõ
èá áíôÝêåéôï óôïí ôñüðï åðéëïãÞò ôïý ). ÅðåéäÞ

1 − 1 = 1(11 + · · ·+  )− 1(11 + · · ·+  )

= 01 + (12 − 12)2 + · · ·+ (1 − 1)

ç äéáöïñÜ 1 − 1 ∈  åßíáé ãñáììéêüò óõíäõáóìüò óôïé·åßùí ôÞò ()∈Λ 
ôï ðëÞèïò ôùí ïðïßùí åßíáé   ïðüôå éó·ýåé êáô' áíÜãêçí

0 = 1 − 1 = (1 − 1
0)

 6= 0 êáé  áêåñáßá ðåñéï·Þ

)
⇒ 1 = 1

0

êáé (ëüãù ôùí áíùôÝñù åîéóþóåùí) 12 = 12  1 = 1  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

1 | 11
1 | 12

...

1 | 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭⇒ 1 | d ∀d ∈ÌÊÄ(11  1)

ìå43 ÌÊÄ(11  1) = {1 :  ∈ÌÊÄ(1  )}  áð' üðïõ Ýðåôáé (ãéá
 = 1) üôé

1 | 1 ⇒ [∃01 ∈  : 1 = 1
0
1]

0 6= 1 ⇒ 1 6= 0 êáé 01 6= 0
 áêåñáßá ðåñéï·Þ

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭⇒  = 01
0

êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé 01 ∈  (áöïý  ∈ ). ÅðïìÝíùò, 01 = 001 ãéá êÜðïéï

001 ∈ r{0} êáé, ùò åê ôïýôïõ,

 = 01
0 = 001

0 = 001 ∈ Lin({})

¸·ïõìå ëïéðüí äåßîåé üôé ôï {} áðïôåëåß ìéá âÜóç ôïý   ÈÝôïíôáò  0 := {1}
êáé

 :  0 −→   1 7−→ (1) := 

ðáñáôçñïýìå üôé ç (óõãêåêñéìÝíç) ôñéÜäá (  0 ) áíÞêåé óôçí N

43Âë. [87], ðñüôáóç 5235 (iv)
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ÅöáñìïãÞ ôïý ëÞììáôïò ôïý Zorn. Ç ïéêïãÝíåéá N 6= ∅ êáèßóôáôáé ìåñéêþò äéá-

ôåôáãìÝíï óýíïëï ùò ðñïò ôçí áêüëïõèç ‘‘¹'':

(  0 ) ¹ (0 )⇐⇒
ïñó

[ ⊆   0 ⊆ 0 êáé |0 = ]

Ãéá êÜèå áëõóßäá ( 
0
 )∈Λ ôïý (N¹) ç ôñéÜäá

¡S
∈Λ 

S
∈Λ 

0
Φ

¢
ìå

Φ|0 =  åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá áõôÞò, ïðüôå ôï (N¹) åßíáé åðáãùãéêþò äéá-
ôåôáãìÝíï. ÄõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò ôïý Zorn ôï (N¹) äéáèÝôåé êÜðïéï ìåãéóôéêü

óôïé·åßï (•  0• •) 

Éó·õñéóìüò äåýôåñïò. • = Λ

Áðüäåéîç äåýôåñïõ éó·õñéóìïý. Áò õðïèÝóïõìå üôé • $ Λ áò åðéëÝîïõìå Ýíá

• ∈ Λr• êáé áò èÝóïõìå • := • ∪ {•} ÅÜí • = •  ôüôå éó·ýåé

(•  0• •)
≺
6= (• 

0
• •)  êÜôé ðïõ áíôßêåéôáé óôç ìåãéóôéêüôçôá ôÞò ôñéÜäáò

(•  0• •) åíôüò ôÞò N¢ñá

• $ • = (Lin({•}) +•) ∩ 

êáé ôï  := { ∈ | • +  ∈  ãéá  ∈•} åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý  ÅðåéäÞ

• $ •  Ý·ïõìå  6= {0} ïðüôå  =  ãéá êÜðïéï  ∈ r{0} êáèþò ï
 åßíáé Ð.Ê.É. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ • ìå  := • +  ∈ 

ÈÝôïíôáò 0• :=  0• ∪ {•} ïñßæïíôáò ôçí áðåéêüíéóç

• : 0• −→ •   7−→ •() :=
½

•() üôáí  ∈  0•
 üôáí  = •

êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé êÜèå  ∈ • ãñÜöåôáé ùò  = • +  ãéá êÜðïéá
 ∈  êáé  ∈•  ðáñáôçñïýìå üôé

 ∈ ⇒ [∃ ∈  :  = ]⇒  = • +  = (•) +  =  + ( − )

ïðüôå

−  =  −  ∈• ∩  =: •

Lin({•()|  ∈  0•}) = •

)
⇒ −  = 1•(1) + · · ·+ •()

ãéá êÜðïéïõò 1   ∈  êáé {1  } ⊆  0• ÅðïìÝíùò,

 = •(•) + 1•(1) + · · ·+ •()⇒ Lin({•()|  ∈ 0•}) = •  (A.29)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áðü êÜèå ó·Ýóç ôÞò ìïñöÞò

0 •(•)| {z }
=

+1•(1) + · · ·+ •() = 0 (A.30)

(ãéá êÜðïéïõò 0 1   ∈  êáé {• 1  } ⊆ 0•) ðñïêýðôåé üôé

0• = −(0 + 1•(1) + · · ·+ •())⇒ 0• ∈• ∩ Lin({•}) = {0}
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ÅðåéäÞ ç ïéêïãÝíåéá óôïé·åßùí ()∈Λ åßíáé âÜóç ôïý Ý·ïõìå

0• = 0 ⇒ 0 = 0 =⇒
6=0

0 = 0

ïðüôå

1•(1) + · · ·+ •() = 0

êáé ôï {•()|  ∈  0•} åßíáé âÜóç ôïý •

)
⇒ 1 = · · · =  = 0 (A.31)

Áðü ôéò (A.29), (A.30) êáé (A.31) óõíÜãåôáé üôé ôï {•()|  ∈ 0•} áðïôåëåß ìéá
âÜóç ôïý •  Áõôü óçìáßíåé üôé (•  0• •)

≺
6= (• 

0
• •)  êÜôé ðïõ áíôßêåéôáé

åê íÝïõ óôç ìåãéóôéêüôçôá ôÞò ôñéÜäáò (•  0• •) åíôüò ôÞò N¢ôïðï!

ÁðïðåñÜôùóç áðïäåßîåùò. ÅðåéäÞ • = Λ Ý·ïõìå • =  • =  êáé ôï

{•()|  ∈  0} áðïôåëåß ìéá âÜóç ôïý  ¢ñá ï  åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò êáé

rank() = card( 0) ≤ card(Λ) = rank() ¤

A.6.48 ÐáñÜäåéãìá. Ôï èåþñçìáA.6.47 ðáýåé íá éó·ýåé üôáí ï äåí åßíáé Ð.Ê.É.

ÅÜí, ð.·.,  = Z[
√−5] ôüôå ôï éäåþäåò  :=


2 1 +

√−5® (ùò õðïìüäéïò ôïý -

ìïäßïõ ) äåí åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò44.

A.6.49 Ðüñéóìá. ÅÜí åßíáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò -ìüäéïò êáé ï
åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå êáé êÜèå õðïìüäéïò  ôïý åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò.

Áðïäåéîç. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé 6= {0}
êáé üôé = Lin(1  ) ìå ôá 1   óáöþò äéáêåêñéìÝíá êáé 6= 0  ÅÜí 

åßíáé ôõ·þí õðïìüäéïò ôïý  èá äåßîïõìå üôé ï  äéáèÝôåé Ýíá óýíïëï ãåííçôü-

ñùí ìå ðëçèéêü áñéèìü ≤  ÅðåéäÞ ({1}) ∼=  õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò


∼=−→


 ãéá êÜðïéïí õðïìüäéï  ôïý  (Âë. áðüäåéîç ôïý ðïñßóìáôïò

A.6.23.) ÅðïìÝíùò ç åéêüíá ôïý  ìÝóù áõôïý ôïý éóïìïñöéóìïý ïöåßëåé íá åß-

íáé ôÞò ìïñöÞò () =  ãéá êÜðïéïí õðïìüäéï  ôïý  ðåñéÝ·ïíôá ôïí

(Âë. èåþñçìá A.4.4.) ¼ìùò óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá A.6.47, ï  (ùò õðïìüäéïò

ôïý åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ ) åßíáé åëåýèåñïò êáé  := rank() ≤ rank(
) = 

ïðüôå  ∼=  (Âë. A.6.14 êáé A.6.39.) ÅÜí { | 1 ≤  ≤ } åßíáé ìéá âÜóç ôïý 

ôüôå åßíáé ðñïöáíÝò üôé  = Lin(1+  + ) êáé üôé ï  = −1( )

ðáñÜãåôáé áðü  óôïé·åßá ôïý ¤

A.6.50 ÐáñÜäåéãìá. Ôï ðüñéóìá A.6.49 ðáýåé íá éó·ýåé üôáí ï äåí åßíáé Ð.Ê.É.

ÅÜí, ð.·.,  = Z[X1X2X−1X] åßíáé ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò

Z[X1X2X−1X] :=
[
∈N

Z[X1X]

44Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï üôé ôï åí ëüãù éäåþäåò äåí åßíáé êýñéï. (Âë. A.6.15 (iv) êáé [87], åä. 4213.)
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Üðåéñùí (áñéèìÞóéìùí, áíåîÜñôçôùí) áðñïóäéïñßóôùí (ìå áêåñáßïõò óõíôåëå-

óôÝò) ðïõ ðñïêýðôåé ùò Ýíùóç ôùí üñùí ôÞò áíéïýóáò áêïëïõèßáò áêåñáßùí ðå-

ñéï·þí

Z[X1] $ Z[X1X2] $ · · · $ Z[X1X−1] $ Z[X1X] $ · · · 
ôüôå ôï h{ X | ∈ N}i äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï éäåþäåò ôïý  Ùò åê

ôïýôïõ, ôï h{ X | ∈ N}i áðïôåëåß Ýíáí ìç ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï õðïìüäéï

ôïý -ìïäßïõ 

A.6.51 Óõìâïëéóìüò. ÅÜí  åßíáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò -ìüäéïò,

èÝôïõìå

min-g() := min { ∈ N|∃ óýóôçìá ãåííçôüñùí E ôïý : card(E) = } 

A.6.52 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé åßíáé -ìüäéïé êáé  :  −→  Ýíáò åðéìïñöé-
óìüò. ÅÜí o  åßíáé Ð.Ê.É. êáé ï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, ôüôå ôüóïí ï 
üóïí êáé ï Ker() åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé, êáé éó·ýåé

min-g() ≤ min-g() ≤ min-g() +min-g(Ker()) (A.32)

Áðïäåéîç. Ôï üôé ïé êáé Ker() åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé åßíáé ãíùóôü

áðü ôá ðïñßóìáôáA.3.8 êáé A.6.49, áíôéóôïß·ùò, åíþ ïé (A.32) ðñïêýðôïõí Üìåóá

áðü ôçí ðñüôáóç A.3.7. ¤

A.7 ÐÅÐÅÑÁÓÌÅÍÙÓ ÐÁÑÁÃÏÌÅÍÏÉ ÌÏÄÉÏÉ

ÏÑÉÓÌÅÍÏÉ ÕÐÅÑÁÍÙ Ð.Ê.É.

Ïé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé ìüäéïé, ïé ïðïßïé ïñßæïíôáé õðåñÜíù ðåñéï·þí êõ-
ñßùí éäåùäþí, åßíáé ôáîéíïìÞóéìïé ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìå ôç âïÞèåéá äéáêñéôþí
áíáëëïéþôùí. (ÓõãêåêñéìÝíá, ìå ôç âïÞèåéá ôÞò åëåýèåñçò âáèìßäáò ôïõò, ôÞò ôÜ-
îåùò ôïý õðïìïäßïõ óôñÝøåþò ôïõò êáé ôùí åêèåôþí ôùí óôïé·åéùäþí äéáéñåôþí
ôïõò.) Ôï ó·åôéêü äïìéêü èåþñçìá (âë. åä. A.7.30) åßíáé ëßáí óçìáíôéêü, êáèþò

ãåíéêåýåé ôï èåþñçìá ôáîéíïìÞóåùò ôùí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí áâåëéáíþí
ïìÜäùí êáé õðåéóÝñ·åôáé óå ìéá óåéñÜ åíäéáöåñïõóþí åöáñìïãþí óå ðïëëïýò ìá-

èçìáôéêïýò êëÜäïõò, áëëÜ ç áðüäåéîÞ ôïõ åßíáé êáôÜ ôé ìáêñïóêåëÞò, ·ùñéæüìåíç

óå áñêåôÜ âÞìáôá.

A.7.1 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò, üðïõ  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¸íá óôïé-

·åßï  ∈ êáëåßôáé óôïé·åßï óôñÝøåùò üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ r{0} ôÝôïéï
þóôå íá éó·ýåé  = 0  Tá óôïé·åßá óôñÝøåùò ôïý óõíéóôïýí Ýíáí õðïìüäéï45

45ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé 1 2 ∈  êáé   ∈ tors()  ôüôå õðÜñ·ïõí óôïé·åßá 1 2 ∈ r{0} ôÝôïéá þóôå

íá éó·ýåé 1 = 0 = 2 ÅðåéäÞ ï äïèåßò äáêôýëéïò  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, Ý·ïõìå 12 ∈ r{0} êáé

12(1+ 2) = 0 ⇒ 1+ 2 ∈ tors() êáé ôï tors() áðïôåëåß õðïìüäéï ôïý (Âë. ðñüôáóç A.2.7.)
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tors() ôïý Ï tors() êáëåßôáé46 õðïìüäéïò óôñÝøåùò ôïý  ËÝìå üôé ï

åßíáé -ìüäéïò óôñÝøåùò üôáí tors() =Êáô' áíáëïãßáí, ëÝìå üôé ï åßíáé

-ìüäéïò ·ùñßò óôñÝøç (Þ üôé ï äåí äéáèÝôåé óôñÝøç Þ üôé óôåñåßôáé óôñÝøåùò)

üôáí tors() = {0}

A.7.2 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù (+) ìéá ìç ôåôñéììÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá (èåùñïýìåíç

ùò Z-ìüäéïò, âë. A.2.4 (i)). Ôá óôïé·åßá óôñÝøåùò áõôÞò åßíáé áêñéâþò åêåßíá ôá

óôïé·åßá, ç (ïìáäïèåùñçôéêÞ) ôÜîç ôùí ïðïßùí åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

A.7.3 ËÞììá. ÅÜí åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, üðïõ  áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ôá áêü-
ëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) O äåí äéáèÝôåé óôñÝøç.

(ii) Ôá ìïíïóýíïëá {} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá ãéá êÜèå  ∈r{0}
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí tors() = {0} êáé  ∈ r{0} = rtors()  ôüôå
ãéá êÜèå  ∈  ìå  = 0 Ý·ïõìå  = 0 (äéüôé áëëéþò ôï  èá Þôáí óôïé·åßï

óôñÝøåùò ôïý), ïðüôå ôï ìïíïóýíïëï {} åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï.
(ii)⇒(i) ÅÜí õðÞñ·å êÜðïéï  ∈ tors() ìå  6= 0  ôüôå èá õðÞñ·å êÜðïéï

 ∈ r{0} ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  = 0  áð' üðïõ èá Ýðåôï üôé ôï {} åß-

íáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï. ¤

A.7.4 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É., ôüôå êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò -
ìüäéïò ·ùñßò óôñÝøç åßíáé åëåýèåñïò.

Áðïäåéîç. ¸óôù {1  } Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí åíüò ôÝôïéïõ -ìïäßïõ

 Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé47  6= 0 ãéá

êÜèå  ∈ {1  } ÅðåéäÞ ï  äåí äéáèÝôåé óôñÝøç, êÜèå ìïíïóýíïëï {}
 ∈ {1  } åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï. (Âë. ëÞììá A.7.3.) Áðü üëá ôá ãñáì-

ìéêþò áíåîÜñôçôá õðïóýíïëá ôïý {1  } åðéëÝãïõìå Ýíá ìå ôï ìÝãéóôï äõíáôü
ðëÞèïò óôïé·åßùí. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò (åíäå·ïìÝíùò Ýðåéôá áðü êÜðïéá

áíáäéÜôáîç äåéêôþí) ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé áõôü åßíáé ôï {1  } üðïõ
 ∈ {1  } ÅÜí  =  ôüôå ôï {1  } åßíáé ìéá âÜóç ôïý ïðüôå ï åßíáé

åëåýèåñïò. ÅÜí  ∈ {1  − 1} ôüôå üëá ôá óýíïëá {1  }∪ {}    ≤ 

åßíáé (åî õðïèÝóåùò) ãñáììéêþò åîáñôçìÝíá. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

∃(1   ) ∈  êáé ∃ ∈ r{0} :  =
P

=1
 ∀ ∈ { + 1  }

ÈÝôïíôáò48  := +1+2 · · ·  ∈ r{0} ëáìâÜíïõìå ãéá êÜèå  ∈ { + 1  }
 ∈ 1 ⊕2 ⊕ · · ·⊕ =: 

46Ôï óýìâïëï tors() ðñïêýðôåé áðü ôïí üñï torsion (= óôñÝøç).
47ÅÜí êÜðïéo åî áõôþí åßíáé = 0  ôüôå ìðïñåß íá ðáñáëåéöèåß. ÅÜí  = 1 êáé 1 = 0  ôüôå ï  åßíáé

ôåôñéììÝíïò, ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò.
48Ôï üôé  6= 0 ïöåßëåôáé óôï üôé ï äáêôýëéïò åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.
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Ðñïöáíþò,  ∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ {1  }Áõôü óçìáßíåé üôé

[ ∈  ∀ ∈ ]⇒ {| ∈} =:  ⊆ 

Ôï  åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò ùò õðïìüäéïò ôïý åëåõèÝñïõ -ìïäßïõ  (Âë.

èåþñçìá A.6.47.) ÅðåéäÞ ï  äåí äéáèÝôåé óôñÝøç êáé  6= 0 ç áðåéêüíéóç

 3  7→  ∈  åßíáé éóïìïñöéóìüò. ¢ñá ï  ∼=  åßíáé (êáé óå áõôÞí ôçí

ðåñßðôùóç) åëåýèåñïò -ìüäéïò. ¤

A.7.5 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò -ìüäéïò, üðïõ  áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ï ðçëé-
êïìüäéïòtors() äåí äéáèÝôåé óôñÝøç.

Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò := tors() êáé õðïèÝôïíôáò üôé + ∈ tors() üðïõ

 ∈ õðÜñ·åé  ∈ r{0} ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

+  = (+ ) = 0 =  ⇒  ∈ 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ∃ ∈ r{0} : () = () = 0 ìå  6= 0 (äéüôé ï äá-

êôýëéïò  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ). Áõôü óçìáßíåé üôé  ∈  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

+  =  = 0 êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé tors() = {0} ¤

A.7.6 Èåþñçìá. ÅÜí åßíáé ìéá Ð.Ê.É., ôüôå êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò-
ìüäéïò ãñÜöåôáé ùò åõèý Üèñïéóìá

 = tors ()⊕ frp()

üðïõ 49 frp() ∼= tors() åßíáé Ýíáò åëåýèåñïò õðïìüäéïò ôïý (ôï ëåãüìåíï
åëåýèåñï ìÝñïò ôïý).

Áðïäåéîç. ÅÜí {1  } åßíáé Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí åíüò ôÝôïéïõ-ìïäßïõ

 ôüôå ôï {1+ tors()   + tors()} áðïôåëåß Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý

tors()  ÅðïìÝíùò ï ðçëéêïìüäéïòtors() åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-

ìåíïò êáé ôáõôï·ñüíùò (óýìöùíá ìå ôï ëÞììá A.7.5) ·ùñßò óôñÝøç. Åî áõôïý

ðñïêýðôåé üôé ïtors() åßíáé åëåýèåñïò. (Âë. ðñüôáóç A.7.4.) Áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, õðÜñ·åé õðïìüäéïò frp() ôïý  ôÝôïéïò þóôå  = tors()⊕ frp()

(Âë. èåþñçìá A.6.46.) Ï frp() åßíáé åëåýèåñïò -ìüäéïò äõíÜìåé ôïý èåùñÞ-

ìáôïò A.6.47. ÔÝëïò, ï éóïìïñöéóìüò frp() ∼= tors() ðñïêýðôåé áðü ôçí

ðñüôáóç A.5.20. ¤

A.7.7 Ïñéóìüò. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé  Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò

-ìüäéïò, ôüôå ïñßæïõìå ùò åëåýèåñç âáèìßäá ôïý

fr-rank() := rank(frp ()) (A.33)

ôç âáèìßäá ôïý åëåýèåñïõ ìÝñïõò ôïõ.

49ÅðåëÝ·èç ôï óýìâïëï ‘‘frp()” ãéá íá èõìßæåé ôï free part of
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A.7.8 ËÞììá. ÅÜí  : −→  åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò -ìïäßùí, ôüôå éó·ýåé ï
åãêëåéóìüò (tors()) ⊆ tors() êáé, ùò åê ôïýôïõ, ïñßæåôáé êáëþò ï «êáíïíéóôé-
êüò» ïìïìïñöéóìüò

ðçë. :tors() −→ tors()

+ tors() 7−→ ðçë.(+ tors()) := () + tors()

ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá



tors()

²²
ª

 // 

tors()

²²
tors()

ðçë.

//___ tors()

ìåôáèåôéêü. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) O ðçë. åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒ tors() = −1(tors())

(b) O ðçë. åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ Im() + tors() = 

Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈ ìå  = 0 ãéá êÜðïéï  ∈ r{0} ôüôå Ý·ïõìå

() = () = (0 ) = 0 ⇒ () ∈ tors()

ÅðïìÝíùò, (tors()) ⊆ tors() Ïé ëïéðïß éó·õñéóìïß (ëáìâáíïìÝíçò õð' üøéí

ôÞò óçìåéþóåùò A.4.11) åßíáé áëçèåßò äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò A.4.10. ¤

A.7.9 Èåþñçìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé -
ìüäéïé, ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) ∼= 

(ii) tors() ∼= tors() êáé frp() ∼= frp()

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ¸óôù  : 
∼=−→  Ýíáò éóïìïñöéóìüò. Åöáñìüæïíôáò ôï

ëÞììá A.7.8 ôüóïí ãéá ôïí  üóïí êáé ãéá ôïí −1 ëáìâÜíïõìå

(tors()) ⊆ tors()

−1(tors()) ⊆ tors()

)
⇒ (tors()) = tors() (A.34)

ïðüôå ç  |tors() : tors() −→ tors() åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå ôïí −1
¯̄
tors()

ùò

áíôßóôñïöü ôïõ. Åðßóçò, ëüãù ôÞò éóüôçôáò (A.34) ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (a) ôïý

ëÞììáôïò A.7.8 ãéá ôïí ðçë. ÅðåéäÞ äå Im() =  ðëçñïýôáé êáé ç óõíèÞêç (b)

ôïý ëÞììáôïò A.7.8 ãéá ôïí ðçë.¢ñá ï ðçë. åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé ï éó·õñéóìüò

åßíáé áëçèÞò, äéüôé (âÜóåé ôùí áðïäåé·èÝíôùí óôï èåþñçìá A.7.6)

frp() ∼=tors () êáé frp() ∼= tors () 
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(ii)⇒(i) ÊáôÜ ôï èåþñçìá A.7.6,

 ∼= tors ()⊕ frp () êáé  ∼= tors ()⊕ frp () 

ÅÜí 1 : tors()
∼=−→ tors() êáé 2 : frp()

∼=−→ frp() åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå

ï 1 ⊕ 2 : −→  åßíáé ùóáýôùò éóïìïñöéóìüò. ¤

I Ìüäéïé óôñÝøåùò õðåñÜíù Ð.Ê.É. ÅðåéäÞ (êáôÜ ôçí ðñüôáóç A.6.41 êáé ôïí

ïñéóìü (A.33)) éó·ýåé

frp () ∼= frp ()⇔ fr-rank() = fr-rank() (A.35)

ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå Ýíá üìïñöï èåþñçìá ôáîéíïìÞóåùò ôùí ðåðåñáóìÝíùò

ðáñáãïìÝíùí ìïäßùí õðåñÜíù Ð.Ê.É. ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý áñêåß íá åóôéÜóïõìå

ôçí ðñïóï·Þ ìáò óôï ðüôå äõï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé ìüäéïé óôñÝøåùò (õðå-
ñÜíù Ð.Ê.É.) åßíáé éóüìïñöïé.

A.7.10 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù  ∈ Ôï óýíïëï

Ann() := { ∈  |  = 0 }

ïíïìÜæåôáé ìçäåíéóôÞò ôïý óôïé·åßïõ  ÓçìåéùôÝïí üôé

tors () = { ∈ | Ann() 6= {0}} 

ÅÜí  åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý ôüôå ôï óýíïëï

Ann() := { ∈  |  = 0  ∀ ∈  }

ïíïìÜæåôáé ìçäåíéóôÞò ôïý õðïìïäßïõ 

A.7.11 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò -ìüäéïò êáé Ýóôù  ∈ Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) To Ann() åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý (êáé êáô' åðÝêôáóç õðïìüäéïò ôïý-ìïäßïõ
) êáé õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí :

Ann() ∼=  (A.36)

(ii) ÅÜí  åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý ôüôå ôo Ann() åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý 
(êáé êáô' åðÝêôáóç õðïìüäéïò ôïý -ìïäßïõ ).

(iii)ÅÜí ï åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò êáé {1  } ôõ·üí óýóôçìá ãåí-
íçôüñùí áõôïý, ôüôå

Ann() =
T

=1

Ann()
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Áðïäåéîç. (i) ÅÜí 1 2  ∈ Ann() êáé  ∈  ôüôå

(1 − 2) = 1− 2 = 0 − 0 = 0 ⇒ 1 − 2 ∈ Ann()

() = () = 0 = 0 ⇒  ∈ Ann()

ÅðéðñïóèÝôùò, ï åðéìïñöéóìüò -ìïäßùí  3  7−→  ∈  Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ

ôïí ìçäåíéóôÞ ôïý  ïðüôå ï (A.36) ðñïêýðôåé áðü ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí

A.4.7.

(ii) ÅÜí 1 2  ∈ Ann() êáé  ∈  ôüôå ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

(1 − 2) = 1− 2 = 0 − 0 = 0 ⇒ 1 − 2 ∈ Ann()

() = () = 0 = 0 ⇒  ∈ Ann()

(iii) Åî ïñéóìïý, Ann() ⊆ Ann() ãéá êÜèå  ∈ {1  } áð' üðïõ Ýðåôáé

üôé Ann() ⊆ T
=1 Ann() Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ T

=1 Ann() êáé

 ∈ ôüôå õðÜñ·ïõí 1   ∈  ôÝôïéá þóôå

 =
P

=1
 ⇒  = 

Ã
P

=1


!
=

P
=1

() =
P

=1
0 = 0 

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé  ∈ Ann() ïðüôå
T
=1 Ann() ⊆ Ann() ¤

A.7.12 Ïñéóìüò. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. êáé Ýóôù Ýíáò -ìüäéïò.

(i) Ãéá êÜèå  ∈  ïñßæïõìå ôïí õðïìüäéï ôïý

 [] := { ∈ | = 0 }

ôïí áðáñôéæüìåíïáðü åêåßíá ôáóôïé·åßá ôïý ôá ïðïßá ìçäåíßæïíôáé ðïëëáðëá-

óéáæüìåíá ìå ôï  ÅÜí  0 ∈  êáé  | 0 ôüôå åßíáé ðñüäçëï üôé  [] ⊆  [0]
ÉäéáéôÝñùò, ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈ N Ý·ïõìå

 [] ⊆ [2] ⊆ [3] ⊆ · · · ⊆ [] ⊆ [+1] ⊆ · · · (A.37)

(ii) ÅÜí  ∈  ôüôå ëüãù ôÞò (A.37) ïñßæåôáé ï õðïìüäéïò

() :=
S
∈N

 [] = { ∈ | = 0 ãéá êÜðïéïí  ∈ N}

ôïý ðïõ êáëåßôáé -óõíéóôþóá ôïý 

(iii) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  (âë. ??), ôüôå ï () ïíïìÜæåôáé

-ðñùôåýïõóá óõíéóôþóá ôïý 

(iv) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò  ôüôå ï êáëåßôáé -ðñùôåýùí (Þ -

ðåñéïäéêüò) üôáí  = () Þôïé üôáí éóïýôáé ìå ôçí -ðñùôåýïõóá óõíéóôþóá

ôïõ.
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A.7.13 ÐáñáôÞñçóç. () =() ∩  ∀ ∈  ãéá êÜèå õðïìüäéï  ôïý

A.7.14 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå

tors() = {0}⇐⇒ ( [] = {0} ∀ ∈ r{0})
Áðïäåéîç. ‘‘⇒'' ¸óôù üôé õðÜñ·åé  ∈ r{0} ìå  [] 6= {0} Ôüôå õðÜñ·åé
êÜðïéï  ∈  []r{0} Ãé' áõôü ôï óôïé·åßï éó·ýåé ç éóüôçôá  = 0  ïðüôå

Ý·ïõìå  ∈ tors()r{0} áð' üðïõ Ýðåôáé üôé tors() 6= {0}
‘‘⇐'' ¸óôù üôé tors() 6= {0} Ôüôå õðÜñ·åé  ∈ tors()r{0}, ïðüôå õðÜñ·åé
êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ r{0} ìå  = 0  Åî áõôïý Ýðåôáé üôé  ∈  []r{0}
Þôïé üôé [] 6= {0} ¤

A.7.15 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É.,  ∈ N  ≥ 2 ôá 1 2   ∈  áíÜ
äýï ``ó·åôéêþò ðñþôá'' (äçëáäÞ 1 ∈ ÌÊÄ( ) ãéá   ∈ {1  } ìå  6= )

êáé  Ýíáò -ìüäéïò, ôüôå

 [12 · · · ] =
L

=1
 [ ]

Áðïäåéîç. μñçóéìïðïéïýìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí ÅÜí  = 2 ôüôå

∃(1 2) ∈ × : 1 = 11 + 22 ïðüôå ãéá êÜèå  ∈ [12] Ý·ïõìå

 = 11+ 22 = 22+ 11

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 11 ∈  [2] (äéüôé 2(11) = 1(12) = 10 = 0 )

êáé (êáô' áíáëïãßáí) 22 ∈ [1] ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 [12] ⊆ [1] + [2]

 [1] ⊆ [12]   [2] ⊆ [12]

)
⇒ [12] = [1] + [2] 

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå  ∈ [1] ∩ [2] Ý·ïõìå

 = 11 + 22 = 1(1) + 2(2) = 10 + 20 = 0 

ïðüôå

 [12] = [1] + [2]

 [1] ∩ [2] = {0}
¾
=⇒
A.5.17

 [12] = [1]⊕ [2] 

ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  ≥ 3 êáé üôé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ãéá ïéáäÞðïôå  − 1
áíÜ äýï ó·åôéêþò ðñþôá óôïé·åßá ôÞò  ôüôå

 = [12 · · · −1]⊕ [] = (
−1L
=1

 [ ])⊕ [] =
L

=1
 [ ]

ëüãù ôÞò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåþò ìáò (äéüôé ôá 1 · · · −1 êáé  åßíáé ó·åôéêþò

ðñþôá). ¤
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A.7.16 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É.,  ∈  êáé  ∼
óõí.

11 22 

 åßíáé ç ðá-

ñÜóôáóç ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ (êáôÜëëçëùí èåôéêþí áêåñáßùí äõíÜìåùí) ðñþôùí
óôïé·åßùí 1 2   ôÞò  (ðïõ åßíáé áíÜ äýï ìç óõíôñïöéêÜ üôáí  ≥ 2), ôüôå
ãéá êÜèå  ∈ {1  } éó·ýåé ç éóüôçôá

 []() = [

 ] (:=

©
 ∈

¯̄


  = 0

ª
)

Áðïäåéîç. Ðåñßðôùóç ðñþôç. ÅÜí  = 1 ôüôå50  [] = [11 ] êáé

 [](1) = [] ∩(1) = [11 ] ∩(1) = [11 ]

äéüôé åßíáé ðñïöáíÝò üôé [11 ] ⊆(1)

Ðåñßðôùóç äåýôåñç. ÅÜí  ≥ 2 ôüôå ãéá êÜèå  ∈ {1  } ôá 

 êáéQ

∈{1}r{}
 åßíáé ó·åôéêþò ðñþôá, ïðüôå ç ðñüôáóç A.7.15 ìáò ðëçñïöïñåß

üôé

 [] = [

 ]⊕ [

Q
∈{1}r{} 


 ]

ÅðåéäÞ [

 ] ⊆() ∀ ∈ {1  } Ý·ïõìå

 []() = [] ∩()
=
³
 [


 ]⊕ [

Q
∈{1}r{} 


 ]
´
∩()

=
A.2.20

³
() ∩ [

Q
∈{1}r{} 


 ]
´
+ [


 ]

Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé

() ∩ [
Q

∈{1}r{} 

 ] = {0} (A.38)

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå  ∈ N éó·ýåé51

1 ∈ÌÊÄ( 
Q

∈{1}r{}
 ) =⇒ 1 ∈ÌÊÄ(


 

Q
∈{1}r{}

 )

=⇒ ∃( ) ∈ × : 1 =  + 
³Q

∈{1}r{} 



´


õðÜñ·åé ãéá êÜèå  ∈ () ∩ [
Q

∈{1}r{} 

 ] áñêïýíôùò ìåãÜëïò • ∈ N

ìå

 = 
¡
• 

¢
+ 

³Q
∈{1}r{} 




´
 = 0 + 0 = 0 

ïðüôå ç éóüôçôá (A.38) åßíáé üíôùò áëçèÞò. ¤
50Ðñïöáíþò, 

1
1 |  ⇒ [

1
1 ] ⊆ []Êáé áíôéóôñüöùò° åðåéäÞ  = 

1
1 ãéá êÜðïéï ∈ × åÜí ∈ []

ôüôå áðü ôçí
¡


1
1

¢
 = 0 Ýðåôáé üôé 

1
1  = 0 , Þôïé üôé  ∈ [

1
1 ]

51Ðñâë. [87], ðüñéóìá 5217.
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A.7.17 Èåþñçìá. («Èåþñçìá ðñùôåýïõóáò áðïóõíèÝóåùò») ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É.
êáé Ýóôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò -ìüäéïò óôñÝøåùò.
Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ï ìçäåíéóôÞò ôïý  åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï êáé êýñéï éäåþäåò
Ann() = hi ôÞò  üðïõ ôï  ∈ r(× ∪ {0}) (ãéá ôïí äïèÝíôá ) åßíáé
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò.

(ii) ÅÜí  ∼
óõí.

11 22 

 åßíáé ç ðáñÜóôáóç ôïý  ùò ãéíïìÝíïõ (êáôÜëëçëùí èåôé-

êþí áêåñáßùí äõíÜìåùí) ðñþôùí óôïé·åßùí 1 2   ôÞò  (ðïõ åßíáé áíÜ äýï
ìç óõíôñïöéêÜ üôáí  ≥ 2), ôüôå() 6= {0} ãéá êÜèå  ∈ {1  } êáé

 =(1)⊕(2)⊕ · · ·⊕() (A.39)

üðïõ ç åí ëüãù áðïóýíèåóç ôïý óôá åõèÝá áèñïßóìáôá ôùí ðñùôåõïõóþí óõíé-
óôùóþí ôïõ åßíáé ìïíáäéêÞ.

Áðïäåéîç. (i) Èåùñïýìå ôïí ìçäåíéóôÞ Ann() ôïý  Óýìöùíá ìå ôï (ii)

ôÞò ðñïôÜóåùò A.7.11 ï Ann() áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôÞò  Ôï éäåþäåò áõôü

åßíáé áö' åíüò ìåí ãíÞóéï, äéüôé ï  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, áö' åôÝñïõ äå ìç ôå-
ôñéììÝíï, äéüôé åÜí {1  } åßíáé ôõ·üí óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  õðÜñ·åé

 ∈ r{0} ìå  = 0 ãéá êÜèå  ∈ {1  } ïðüôå

0 6=
Q
=1

 ∈ Ann()

¸óôù ôþñá {1  } Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  ìå ôï åëÜ·éóôï äõíáôü
ðëÞèïò óôïé·åßùí 52. ÅðåéäÞ ï åßíáé -ìüäéïò óôñÝøåùò, õðÜñ·åé  ∈ r{0}
ìå  = 0 ãéá êÜèå  ∈ {1  } ïðüôå

[Ann() 6= {0} ∀ ∈ {1  }] êáé Ann() =
T

=1
Ann()

(Âë. A.7.11 (iii).) ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò  åßíáé åî õðïèÝóåùò Ð.Ê.É.,

õðÜñ·åé Ýíá (ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï53)  ∈ r{0}
ìå Ann() = hi ãéá êÜèå  ∈ {1  }ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

Ann() =
T

=1
Ann() =

T
=1

hi = hi

ãéá êÜðïéï54  ∈ EÊÐ(1  ) Tï
55  ∈ r(× ∪ {0}) åßíáé ùóáýôùò ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò.

52Áõôü óçìáßíåé, éäéáéôÝñùò, üôé  6= 0 ãéá êÜèå  ∈ {1  }
53Âë. [87], ðñüôáóç 524 (ii).
54Âë. [87], èåþñçìá 5224
55Ãéá ôï üôé  6= 0 âë. [87], ðüñéóìá 5226 Åðßóçò, ôï üôé  ∈ × åßíáé Üìåóï åðáêïëïýèçìá ôïý ãíçóßïõ

åãêëåéóìïý Ann() $ 
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(ii) ÅðåéäÞ (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï (i)) = [] Ý·ïõìå (äõíÜìåé ôÞò

ðñïôÜóåùò A.7.15 êáé ôïý ðïñßóìáôïò A.7.16)

 = [] = [11 22 

 ] =

L
=1

 [

 ] =

L
=1

()

ÅÜí  = 1 ôüôå(1) = 6= {0}¸óôù üôé  ≥ 2EÜí õðÞñ·å êÜðïéïò äåßêôçò
• ∈ {1  } ìå(•) = {0} ôüôå èá åß·áìå

 =
L

∈{1}r{•}
() =

L
∈{1}r{•}

 [ ] = [
Q

∈{1}r{•} 

 ]

áð' üðïõ èá Ýðåôï üôéQ
∈{1}r{•}

 ∈ Ann() = hi⇒  | Q
∈{1}r{•}



êáé, êáô' åðÝêôáóç, üôé • |
Q

∈{1}r{•} 

 (áöïý • | ). ¢ôïðï! ¢ñá

() 6= {0} ãéá êÜèå  ∈ {1  } ÔÝëïò, óå ü,ôé áöïñÜ óôç ìïíáäéêüôçôá ôÞò

áíùôÝñùáðïóõíèÝóåùò, èåùñïýìå ôõ·üí ðñþôï óôïé·åßï  ôÞò ìå() 6= {0}
êáèþò êáé ôõ·üí  ∈()r{0} ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïò áíáöïñÜò  åßíáé åî õðï-

èÝóåùòÐ.Ê.É., õðÜñ·åé Ýíá56 (ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï57)

 ∈ r(×∪{0}) ìåAnn() = hi Ôï éäåþäåò hi ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï  üóïí êáé
ôï  ãéá êÜðïéïí êáôÜëëçëï  ∈ N ÅðåéäÞ  |  õðÜñ·åé  ∈ N 1 ≤  ≤ 

ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  =  ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ ôï  åßíáé ðñþôï óôïé·åßï

ôÞò  Ý·ïõìå  =  |  ⇒  |  êáé  ∼
óõí.

 ãéá êÜðïéï  ∈ {1  } Åî áõôïý

óõíÜãåôáé üôé() =() ¤

A.7.18 Ïñéóìüò. ¸óôù ìéá Ð.Ê.É. êáé Ýóôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò ðåðåñáóìÝ-

íùò ðáñáãüìåíïò -ìüäéïò óôñÝøåùò.

(i) ¸óôù  ∈ r(×∪{0}) ôï ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï
ãéá ôï ïðïßï (óýìöùíá ìå ôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò A.7.17) éó·ýåé Ann() = hi 
Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý  ùò ðñïò ôçí ‘‘ ∼

óõí.
'' êáëåßôáé ôÜîç58 ôïý  êáé óõì-

âïëßæåôáé ùò ord() Åßèéóôáé íá ãñÜöïõìå (ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò) ord() = 

(õðïíïþíôáò, ùóôüóï, üôé ‘‘ ∈ ord()”)

(ii) ¸óôù  ∈ r{0} êáé Ýóôù  ∈ r{0} ôï ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíï óôïé·åßï, ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé Ann() = hi Ç êëÜóç éóïäõ-

íáìßáò ôïý  ùò ðñïò ôçí ‘‘ ∼
óõí.

'' êáëåßôáé ôÜîç ôïý  êáé óõìâïëßæåôáé ùò ord()

Åßèéóôáé (êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò) íá ãñÜöïõìå áðëþò

ord() =  Åî ïñéóìïý, Ann() ⊆ Ann() ïðüôå

hi ⊆ hi⇒  |  (A.40)

56ÅÜí ßó·õå  ∈ × ôüôå èá åß·áìå (ëüãù ôïý (A.36)) Ann() =  ⇒  = 0 (Þôïé êÜôé åî õðïèÝóåùò

áðïêëåéóèÝí).
57Âë. [87], ðñüôáóç 524 (ii).
58ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò áíôß ôïý üñïõ ôÜîç ·ñçóéìïðïéïýí ôïí üñï åêèÝôçò (ôïý). Ðñâë. A.7.19 (i).
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A.7.19 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù (+) ìéá ìç ôåôñéììÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá (èåù-

ñïýìåíç ùò Z-ìüäéïò, âë. A.2.4 (i)). Åßíáé ãíùóôü (áðü ôç Èåùñßá ÏìÜäùí) üôé

ç  åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç ïìÜäá óôñÝøåùò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé

ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá. ÕðïèÝôïíôáò, ëïéðüí, üôé || ∞ êáé èåùñþíôáò Ýíá óôïé-

·åßï  ∈ r{0} ðáñáôçñïýìå üôé ï ìçäåíéóôÞò áõôïý AnnZ() üíôáò Ýíá (êáô'

áíÜãêçí êýñéï) éäåþäåò ôÞò Ð.Ê.É. Z ïöåßëåé íá éóïýôáé ìå hi = Z ãéá êÜðïéïí

 ∈ Zr{0} ÅðåéäÞ hi = h−i  ï èåôéêüò áêÝñáéïò || = min{  ∈ N|  ∈ Z} åß-
íáé ï ìïíáäéêüò èåôéêüò ãåííÞôïñáò ôïý éäåþäïõò Z (ÓçìåéùôÝïí üôéZ× = {±1}
ïðüôå ïé  êáé− åßíáé ïé ìïíáäéêïß ãåííÞôïñåò ôïý Z) Åí ðñïêåéìÝíù, ï (A.36)

äßäåé

Z ∼= ZZ = Z ||Z ∼= Z||

Ùò åê ôïýôïõ, ï || = |Z| éóïýôáé ìå ôçí ïìáäïèåùñçôéêÞ ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ 

(êáé ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ï ðëÝïí âïëéêüò åêðñüóùðïò ôÞò ord() üðùò áõôÞ

ïñßæåôáé óôï ãåíéêüôåñï ðëáßóéï ôïý åä. A.7.18 (ii)). ÅðéðñïóèÝôùò, ï ïìáäïèåù-
ñçôéêüò åêèÝôçò 59 exp()ôÞò ßäéáò ôÞò  éóïýôáé ìå ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜ-

óéï ôùí ïìáäïèåùñçôéêþí ôÜîåùí ôùí óôïé·åßùí ôçò (êáé ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò

ï ðëÝïí âïëéêüò åêðñüóùðïò ôÞò ìïäéïèåùñçôéêÞò ôÜîåùò ord() üðùò áõôÞ ïñß-

æåôáé óôï åä. A.7.18 (i)).

(ii) ??????

A.7.20 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò êáé ðåðåñá-
óìÝíùò ðáñáãüìåíïò -ìüäéïò óôñÝøåùò, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i)Ïé ðñùôåýïõóåò óõíéóôþóåò ôïý åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíåò ìÝóù ôÞò ôÜ-
îåùò ord() =  ∈ r(× ∪ {0}) ôïý

(ii) ÅÜí  ∼
óõí.

11 22 

 åßíáé ç ðáñÜóôáóç ôÞò ôÜîåùò ord() =  ùò ãéíïìÝ-

íïõ (êáôÜëëçëùí èåôéêþí áêåñáßùí äõíÜìåùí) ðñþôùí óôïé·åßùí 1 2   ôÞò
 (ðïõ åßíáé áíÜ äýï ìç óõíôñïöéêÜ üôáí  ≥ 2), ôüôå ç ðñùôåýïõóá óõíéóôþóá
() Ý·åé ùò ôÜîç ôçò ôï 


 ãéá êÜèå  ∈ {1  }

Áðïäåéîç. (i) ¸ðåôáé áðü ôïí ïñéóìü A.7.18 (i), ôï èåþñçìá A.7.17 êáé ôï ãåãï-

íüò üôé êÜèå Ð.Ê.É. åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôïí ïñéóìü A.7.12 (ii), ôï (iii) ôÞò ðñïôÜóåùò A.7.11 êáé ôï

èåþñçìá A.7.17. ¤

A.7.21 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É., äõï -ìüäéïé êáé  ∈ Hom()

ôüôå (()) ⊆ () ãéá êÜèå ðñþôï óôïé·åßï  ôÞò  ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñß-
ðôùóç üðïõ ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò, (()) = ()

59exp() := min{  ∈ N|  = 0∀ ∈ }
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Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈() ôüôå  = 0 ãéá êÜðïéïí  ∈ N ïðüôå

() = () = (0 ) = 0 ⇒ () ∈ ()

Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ï  åßíáé éóïìïñöéóìüò, Ý·ïõìå

(()) ⊆ ()

−1(()) ⊆()

)
⇒ (()) = ()

ïðüôå o  |() : () −→ () åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå ôïí −1
¯̄
()

ùò áíôß-

óôñïöü ôïõ. ¤

A.7.22 Ðñüôáóç. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. ÅÜí åßíáé äõï ìç ôåôñéììÝíïé êáé ðåðå-
ñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé -ìüäéïé óôñÝøåùò, ôüôå

 ∼=  ⇐⇒ [() ∼= () ãéá êÜèå ðñþôï óôïé·åßï  ôÞò ]

Áðïäåéîç. Ç óõíåðáãùãÞ ‘‘⇒'' Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï ðñïçãçèÝí ëÞììá A.7.21.

Ãéá ôçí ‘‘⇐'' õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·ïõí éóïìïñöéóìïß () : ()
∼=−→ () ãéá

êÜèå ðñþôï óôïé·åßï  ∈  ¸óôù üôé  = (1) ⊕(2) ⊕ · · · ⊕() åßíáé
ç ìïíáäéêÞ áðïóýíèåóç (A.39) ôïý  óôá åõèÝá áèñïßóìáôá ôùí ðñùôåõïõóþí
óõíéóôùóþí ôïõ. Ôüôå() = {0} ãéá êÜèå ðñþôï óôïé·åßï  ∈ r{1  }
ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

 =
L

=1

() ∼= L
 ðñþôï óôïé·åßï

()

Êáô' áíáëïãßáí,  ∼= L
 ðñþôï óôïé·åßï

() ïðüôå

 ∼= L
 ðñþôï óôïé·åßï

()
∼=−→


L
 ðñþôï óôïé·åßï

() ∼= 

üðïõ (() ðñþôï óôïé·åßï) := (()()) ðñþôï óôïé·åßï ¤

A.7.23 Ðüñéóìá. ¸óôù  ìéá Ð.Ê.É. ÅÜí åßíáé äõï ìç ôåôñéììÝíïé êáé ðåðå-
ñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïé -ìüäéïé óôñÝøåùò êáé

 =(1)⊕(2)⊕ · · ·⊕()  = (1)⊕(2)⊕ · · ·⊕(0)

ïé ìïíáäéêÝò áðïóõíèÝóåéò ôïõò (A.39) óôá åõèÝá áèñïßóìáôá ôùí ðñùôåõïõóþí
óõíéóôùóþí ôïõò, ôüôå 60

 ∼=  ⇐⇒ [ = 0 êáé ∃ ∈ S :() ∼= (()) = () ∀ ∈ {1  }]
60ÔïS óõìâïëßæåé ôï óýíïëï ôùí áìöéññßøåùí  : {1  } −→ {1  }
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I -ðñùôåýïíôåò ìüäéïé õðåñÜíù Ð.Ê.É. Ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò A.7.17 êáé ôùí

ðïñéóìÜôùí A.7.20 êáé A.7.23 åßíáé áñêåôü, áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò, íá åðé-

êåíôñùèïýìå óôç ìåëÝôç ôùí ìç ôåôñéììÝíùí, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí -

ðñùôåõüíôùí ìïäßùí ðïõ ïñßæïíôáé õðåñÜíù Ð.Ê.É. (Âë. A.7.12 (iv).)

A.7.24 ËÞììá. Áò õðïèÝóïõìå üôé  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ìéáò Ð.Ê.É.  êáé
Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, -ðñùôåýùí -ìüäéïò ôÜîåùò
ord() =    ∈ N Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá  ∈r{0} ôÜîåùò ord() =  êáé Ýíáò
õðïìüäéïò  ôïý ïýôùò þóôå íá éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) =  ⊕ üðïõ  ∼=  hi 
(ii)Ï ðáñÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý ïðïßïõ åßíáé ìéêñüôåñïò
ôïý ðëçèéêïý áñéèìïý ïéïõäÞðïôå óõóôÞìáôïò ãåííçôüñùí ôïý

Áðïäåéîç. ¸óôù X = {1  } Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý  = () ìå

ôï åëÜ·éóôï äõíáôü ðëÞèïò óôïé·åßùí 61. ÅðåéäÞ ord() =    ∈ N Ý·ïõìå
ord() =    ∈ N üðïõ  ≤  ãéá êÜèå  ∈ {1  } (Âë. (A.40).) ÊÜèå

óôïé·åßï ôïý ãñÜöåôáé ùò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò
P

=1  ôùí óôïé·åßùí ôïý

X (ãéá êáôÜëëçëá 1   ∈ ). Ùò åê ôïýôïõ, õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò äåßêôçò

• ∈ {1  } ìå62 ord(•) =  Áñêåß íá èÝóïõìå  := • 

(i) Èåùñïýìå ôçí ïéêïãÝíåéá õðïìïäßùí

W := { | õðïìüäéïò ôïý : ∩ = {0}} 

ÅðåéäÞ çW ðåñéÝ·åé ôïí ôåôñéììÝíï õðïìüäéï {0} ôïý Ý·ïõìåW 6= ∅ ÇW

êáèßóôáôáé ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëïùò ðñïò ôïí óõíÞèç (óõíïëïèåùñçôéêü)

åãêëåéóìü. Ãéá êÜèå áëõóßäá ()∈Λ ôïý (W⊆) Ý·ïõìå63S
∈Λ =

P
∈Λ

(üðïõ
P

∈Λ åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý) êáé¡S
∈Λ

¢ ∩ = S∈Λ( ∩) = {0}

ïðüôå
S
∈Λ ∈ W êáé ç åí ëüãù Ýíùóç åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá ôÞò ()∈Λ 

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï (W⊆) åßíáé åðáãùãéêþò äéáôåôáãìÝíï êáé (óýìöùíá ìå ôï

ëÞììá ôïý Zorn) õößóôáôáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïý áò ôïí ðïýìå  ï ïðïßïò åßíáé

61Áõôü óçìáßíåé, éäéáéôÝñùò, üôé  6= 0 ãéá êÜèå  ∈ {1  }
62Áëëéþò,  ∈ EÊÐ(

1    ) Âë. áðüäåéîç ôïý (i) ôïý èåùñÞìáôïò A.7.17 êáé [87], èåþñçìá 5613

63Åî ïñéóìïý,
S
∈Λ

 ⊆
P
∈Λ

 ÊÜèå óôïé·åßï ôïý
P
∈Λ

 ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ 1 + · · ·+   üðïõ

 ∈ N êáé {1  } ⊆ Λ (Âë. A.2.16 êáé A.2.17.) ÅðåéäÞ ç áëõóßäá ()∈Λ åßíáé åî ïñéóìïý Ýíá ïëéêþò
äéáôåôáãìÝíï õðïóýíïëï ôïý W õðÜñ·åé êÜðïéïò äåßêôçò  ∈ {1  } : 

⊆  , ∀  ∈ {1  }
ÅðïìÝíùò,1 + · · ·+  ∈ ⊆

S
∈Λ

 êáé éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò
P
∈Λ

 ⊆
S
∈Λ
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ìåãéóôéêüò (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü) åíôüò ôÞò W Èá

äåßîïõìå üôé = 0 üðïõ

 0 :=  ⊕

Ðñïò ôïýôï èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå «åéò Üôïðïí áðáãùãÞ». Áò õðïèÝóïõìå üôé

 0 $  Ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï  ∈ r 0 ÅðåéäÞ  = 0 ∈  0
ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôïí

 := min
©
 ∈ N ¯̄+1 ∈ 0 êáé  ∈ 0ª 

ÈÝôïíôáò  :=  ðáñáôçñïýìå üôé  ∈r 0 êáé  ∈ 0 Ãé' áõôüí ôïí ëüãï

∃!( ) ∈  × :  = + 

ÅðåéäÞ  = ord() Ý·ïõìå 0 =  = −1() = −1+ (−1) ïðüôå¡
−1

¢
 = −−1 ∈  ∩ = {0}⇒ −1 ∈ Ann() = hi 

áð' üðïõ ðñïêýðôåé üôé −1 = 0 ⇒  = 0 ãéá êÜðïéï 0 ∈  ÈÝôïíôáò

 :=  − 0 ëáìâÜíïõìå

 = ( − 0) =  − 0 = + −  =  (A.41)

¼ìùò  ∈ 0 ⇒  ∈ 0 (äéüôé 0 ∈ 0) êáé, ùò åê ôïýôïõ,  ∈ Áõôü óçìáßíåé

üôé64 ( +) ∩ 6= {0} ïðüôå õðÜñ·ïõí 0 ∈  êáé  0 ∈  ìå

0 6=  = 0 + 0 ∈ ( +) ∩ (A.42)

ÅðïìÝíùò, 0 = −0+ ∈ ⊕ =: 0ÅÜí ôï  äåí äéáéñïýóå ôï 0 èá åß·áìå

1 ∈ÌÊÄ( 
0)⇒ [∃( ) ∈ × : + 0 = 1]

⇒  = 1 =  () +  (0) =
(A.41)

+  (0) ∈  + 0 = 0

êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï óôï üôé  ∈  0 ÊáôÜ óõíÝðåéáí, 0 = 00 ãéá êÜðïéï

00 ∈  Áðü ôéò (A.41) êáé (A.42) ëáìâÜíïõìå

0 6=  = 0 + 0 = 0 + 00() = 0 + 00 ∈  ∩ = {0}
¢ôïðï! ¢ñá  =  0 ÔÝëïò, ï éóïìïñöéóìüò  ∼=  hi Ýðåôáé áðü ôïí

(A.36), êáèþò Ann() = hi 
(ii) ÅðåéäÞ  := •  ï  ðáñÜãåôáé áðü ôá  − 1 óôïé·åßá65  + 

 ∈ {1  }r{•} ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç A.5.20,  ∼=  ¢ñá ï õðïìüäéïò

 ðáñÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï ìå ðëçèéêü áñéèìü66  − 1   ¤
64ÅÜí ßó·õå ( + ) ∩  = {0} ôüôå èá åß·áìå  +  ∈ W ìå  $  +  êÜôé ðïõ èá áíôÝêåéôï óôç

ìåãéóôéêüôçôá ôïý 
65Åöáñìüæïíôáò ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò A.3.7 êáé ôï ðüñéóìá ãéá ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü  :  −→  /
ëáìâÜíïõìå / = Lin(1 +    + ) ÅðåéäÞ • =  ∈  ï ãåííÞôïñáò • +  ìðïñåß íá

áöáéñåèåß.

66Áõôü ôï óýíïëï åßíáé ôï êåíü (êáé ï  ôåôñéììÝíïò) üôáí  = 1
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A.7.25 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé  ∈ r{0}  ∈  ôüôå
õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò -ìïäßùí

() ∼=  (A.43)

Áðïäåéîç. Ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

 :  −→ ()  7−→ () := +()

åßíáé åðéìïñöéóìüò -ìïäßùí, äéüôé

(11 + 22) = (11 + 22)+()

= 1(1+()) + 2(2+()) = 1(1) + 2(2)

ãéá ïéáäÞðïôå 1 2 1 2 ∈  (âë. ðñüôáóç A.3.3), ï äå ðõñÞíáò áõôïý åßíáé ï

Ker() = { ∈ |∃ ∈  :  = }
= { ∈ |∃ ∈  :  = } = hi = 

êáèüóïí ï äáêôýëéïò åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé  6= 0Áñêåß ëïéðüí íá åöáñ-

ìïóèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí A.4.7. ¤

A.7.26 ËÞììá. ¸óôù  Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ìéáò Ð.Ê.É.  êáé Ýóôù Ýíáò ìç ôå-
ôñéììÝíïò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, -ðñùôåýùí -ìüäéïò Ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) O ðçëéêïäáêôýëéïò  hi åßíáé Ýíá óþìá.
(ii) Ï õðïìüäéïò  [] ôïý  áðïôåëåß Ýíáí ( hi)-äéáíõóìáôéêü ·þñï äéáóôÜ-
óåùò dimhi( []) =  üðïõ  åßíáé o åëÜ·éóôïò åê ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí üëùí
ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõóôçìÜôùí ãåííçôüñùí ôïý

Áðïäåéîç. (i) Ôï hi ùò ðñþôï éäåþäåò ìéáò Ð.Ê.É. åßíáé êáé ìåãéóôéêü éäåþäåò67.

ÅðïìÝíùò ï ðçëéêïäáêôýëéïò  hi åßíáé Ýíá óþìá. (Âë. ??.)

(ii) Ðñïöáíþò, ord() =  ãéá êÜðïéïí  ∈ N. Ï õðïìüäéïò [] ôïý -ìïäßïõ

 =() åöïäéáæüìåíïò ìå ôïí áñéèìçôéêü ðïëëáðëáóéáóìü68

 hi × [] 3 ( + hi  ) 7−→  ∈ []

êáèßóôáôáé äéáíõóìáôéêüò ·þñïò õðåñÜíù ôïý óþìáôïò hi ¸óôù {1  }
Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý ìå ôï åëÜ·éóôï äõíáôü ðëÞèïò óôïé·åßùí (Þôïé ìå

67Âë. [87], ðñüôáóç 4215

68Áõôüò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíïò, äéüôé åÜí  0 ∈  åßíáé ôÝôïéá, þóôå íá éó·ýåé  + hi = 0 + hi Þ, éóïäõíÜìùò,
 − 0 =  ãéá êÜðïéï  ∈  ôüôå ãéá êÜèå  ∈ [] ëáìâÜíïõìå

− 0 =
¡
 − 0

¢
 = () = 0 = 0 ⇒  = 0
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min-g() =  âë. A.6.51). Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò

ôïí  ÅÜí  = 1 ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò, êáèþò  = 1 ∼=  hi 
ord(1) =  êáé69

 [] ∼= ( hi)[] ∼= −1 = −1(−1) ∼=
(A.43)

 =  hi 

ïðüôå dimhi( []) = 1 ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  ≥ 2 êáé üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò
êáé ãéá üëïõò ôïõò-ìïäßïõò áõôïý ôïý åßäïõò ðïõ äéáèÝôïõí óõóôÞìáôá ãåííçôü-

ñùí ìå åëÜ·éóôï äõíáôü ðëÞèïò óôïé·åßùí   ôüôå (óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñ-

èÝíôá óôçí áðüäåéîç ôïý (i) ôïý ëÞììáôïò A.7.24) õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ {1  }
ôÜîåùò ord() =   êáèþò êáé Ýíáò õðïìüäéïò  ôïý  ìå  =  ⊕  üðïõ

 ∼=  hi  O  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò (áöïý  ≥ 2) êáé (ùò õðïìüäéïò ôïý

) -ðñùôåýùí êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò (êáôÜ ôï ðüñéóìá A.6.49). Åðé-

ðñïóèÝôùò, óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôçí áðüäåéîç ôïý A.7.24 (ii), o 

ðáñÜãåôáé áðü Ýíá óýíïëï, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý ïðïßïõ åßíáé  − 1  

Éó·õñéóìüò. Äåí õößóôáôáé óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý ìå ðëçèéêü áñéèìü −1
ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ (êáôÜ ôçí ðñüôáóçA.5.20) õößóôáôáé éóïìïñöéóìüò / ∼= 

åÜí ßó·õå min-g()  −1 ôüôå åöáñìüæïíôáò ôï ðüñéóìá A.6.52 ãéá ôïí öõóéêü

åðéìïñöéóìü  : −→ / (üðïõKer() = ) èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï:

 = min-g() ≤ min-g() +min-g()  ( − 1) + 1 = 

ÅðïìÝíùò, min-g() =  − 1. Ï  [] áðïôåëåß ãñáììéêü õðü·ùñï ôïý ( hi)-
äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ [] êáé áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç ëáìâÜíïõìå

dimhi( []) = min-g() =  − 1
ÁðïðåñÜôùóç áðïäåßîåùò. Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé

 [] =  []⊕ ()[]
üðïõ ()[] ∼= ( hi)[] ∼=  hi  ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

dimhi( []) = dimhi( []) + dimhi(()[]) = ( − 1) + 1 = 

áð' üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

A.7.27 Èåþñçìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé  åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ìéáò Ð.Ê.É.  êáé
 Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, -ðñùôåýùí -ìüäéïò ôÜ-
îåùò ord() =    ∈ N Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) O åßíáé ôï åõèý Üèñïéóìá

 =1 ⊕2 ⊕ · · ·⊕ (A.44)

69H áðåéêüíéóç −1 3 −1 7−→ −1 + hi ∈ ( hi)[] åßíáé åðéìïñöéóìüò -ìïäßùí Ý·ùí ùò

ðõñÞíá ôïõ ôï 
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êõêëéêþí -ðñùôåõüíôùí õðïìïäßùí   ∈ {1  } üðïõ  = dimhi( [])

(ii)
∼= 



®
 üðïõ ï  ∈ N åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìÝóù ôÞò ôÜîåùò

ord() ãéá êÜèå  ∈ {1  } êáé 1 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤  = 

(iii) Ç áðïóýíèåóç (A.44) åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç õðü ôçí åîÞò Ýííïéá : ÅÜí

 = 0
1 ⊕ 0

2 ⊕ · · ·⊕ 0
0

åßíáé ìéá Üëëç ïìïåéäÞò áðïóýíèåóç ôïý ìå 0

∼= 

D


0


E
 ∀ ∈ {1  0} êáé

1 ≤ 01 ≤ 02 ≤ · · · ≤ 00 = 

êáé åÜí èÝóïõìå ãéá êÜèå 70  ∈ N d() := card({ ∈ {1  }|  = }) êáé

d0() := card ({  ∈ {1  0}| 0 = }) 

ôüôå  = 0  = 0  ∀ ∈ {1  } êáé

d() = d
0
() ∀ ∈ {1  } (A.45)

Áðïäåéîç. (i)-(ii) ¸óôù {1  } Ýíá óýóôçìá ãåííçôüñùí ôïý ìå ôï åëÜ·é-
óôï äõíáôü ðëÞèïò óôïé·åßùí. Ãíùñßæïõìå üôé  = dimhi( []) (áðü ôï ëÞììá

A.7.26). Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí  ¼ôáí  = 1

ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  ≥ 2 êáé üôé áõôüò åß-
íáé áëçèÞò êáé ãéá üëïõò ôïõò -ìïäßïõò áõôïý ôïý åßäïõò ðïõ äéáèÝôïõí óõóôÞ-

ìáôá ãåííçôüñùí ìå åëÜ·éóôï äõíáôü ðëÞèïò óôïé·åßùí   ôüôå (óýìöùíá ìå

ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôçí áðüäåéîç ôïý (i) ôïý ëÞììáôïò A.7.24) õðÜñ·åé êÜðïéï

 ∈ {1  } ôÜîåùò ord() = ord() =   êáèþò êáé Ýíáò õðïìüäéïò  ôïý

 ìå =  ⊕ üðïõ  ∼=  hi  Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå

(åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç äåéêôþí) íá õðïèÝóïõìå üôé  = 

ÅðéðñïóèÝôùò, èÝôïõìå  :=  Óýìöùíá ìå ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôçí áðüäåéîç

ôïý ëÞììáôïò A.7.26, o  åßíáé ìç ôåôñéììÝíïò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò êáé

-ðñùôåýùí ìå dimhi( []) = min-g() =  − 1 ÂÜóåé ôÞò åðáãùãéêÞò ìáò

õðïèÝóåùò,

 =1 ⊕2 ⊕ · · ·⊕−1

üðïõ ï 
∼= 



®
åßíáé êõêëéêüò õðïìüäéïò ôïý  êáé ï  ∈ N åßíáé ìïíï-

óçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìÝóù ôÞò ôÜîåùò ord() =  ãéá êÜèå  ∈ {1   − 1}
êáé 1 ≤ 1 ≤ · · · ≤ −1 ìå ord() = ord() = −1  ÅðåéäÞ ï  åßíáé õðï-

ìüäéïò ôïý  Ý·ïõìå ord() |ord() ïðüôå −1 ≤  êáé êáôáëÞãïõìå óôçí

(A.44) èÝôïíôáò := 

70Ðñïöáíþò, d() = d0() = 0 üôáí   
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(iii) Ðñïöáíþò,  = dimhi( []) = 0 êáèþò áõôüò ï áñéèìüò åßíáé ìïíáäéêüò,
åîáñôþìåíïò ìüíïí áðü ôïí ßäéïí ôïí :

 =
P

=1
d() =

P
=1

d0() = 0 (A.46)

Åí óõíå·åßá, ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôùí ëïéðþí éó·õñéóìþí èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå
ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí ¼ôáí  = 1 Ý·ïõìå

1 = 2 = · · · =  = 1 = 01 = 02 = · · · = 0 êáé d1() =  = d01()

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé  ≥ 2Èåùñþíôáò ôüí  := { | ∈} óôç èÝóç ôïý

 ëáìâÜíïõìå ôéò áðïóõíèÝóåéò

 = 1 ⊕ 2 ⊕ · · ·⊕  =  0
1 ⊕  0

2 ⊕ · · ·⊕  0


Ðñïöáíþò,

 ∼= 1 ⊕2 ⊕ · · ·⊕

∼=
(A.43)

1−1 ⊕2−1 ⊕ · · ·⊕−1

ìå ôïõò ðñþôïõò d1() åõèåßò ðñïóèåôÝïõò ôåôñéììÝíïõò (êáèþò åî õðïèÝóåùò

éó·ýåé 1 = 2 = · · · = d1() = 1),

 ∼= d1()+1−1 ⊕d1()+2−1 ⊕ · · ·⊕−1

êáé 1 ≤ d1()+1 − 1 ≤ d1()+2 − 1 ≤ · · · ≤  − 1 =  − 1Êáô' áíáëïãßáí,

 ∼= 
0
d01()+1

−1 ⊕
0
d01()+2

−1 ⊕ · · ·⊕
0
−1

üðïõ 1 ≤ 0d01()+1− 1 ≤ 0d01()+2− 1 ≤ · · · ≤ 0 − 1 = − 1 ÅðåéäÞ o ôåëåõôáßïò

áñéèìüò åßíáé  ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç ãéá ôïí

 êáé íá ëÜâïõìå

 − d1() = dimhi( []) =  − d01()⇒ d1() = d
0
1() (A.47)

êáé −1 = 0−1⇒  = 0 ãéá êÜèå71  ∈ {d1()+1  }Ïé (A.46) êáé (A.47)

äßäïõí

P
=2

d() =
P

=2
d0() (A.48)

71ÅðåéäÞ d1() = d01() Ý·ïõìå Þäç åî áñ·Þò  = 0 = 1 ∀ ∈ {1  d1()}
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Êáôüðéí åðáíáëÞøåùò áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò (ìå ôïí 2 óôç èÝóç ôïý  ôïí

3 óôç èÝóç ôïý 2 ê.ï.ê) êáôáëÞãïõìå óôéò éóüôçôåò⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

P
=3

d() =
P

=3
d0()

...

d−1() + d() = d0−1() + d0()

d() = d0()

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
(A.49)

Ç (A.45) ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôéò (A.46), (A.48) êáé (A.49). ¤

A.7.28 Ïñéóìüò. ¸íáò  üðùò óôï èåþñçìá A.7.27 ïíïìÜæåôáé -ðñùôåýùí

-ìüäéïò ôýðïõ (1 2  ) Ïé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïé åõèåßò ðñïóèåôÝïé

óôçí (A.44) êáëïýíôáé óôïé·åéþäåéò êõêëéêïß ðñïóèåôÝôïé, ïé äå ôÜîåéò áõôþí

1  2    óôïé·åéþäåéò äéáéñÝôåò ôïý  Ç ãíþóç ôùí óôïé·åéùäþí äéáéñå-

ôþí (Þ, éóïäõíÜìùò, ôùí åêèåôþí ôïý  ðïõ óõãêñïôïýí ôïí ôýðï ôïõ) åðáñêåß ãéá

ôïí ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ·áñáêôçñéóìü ôïý

A.7.29 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ìéáò Ð.Ê.É.  Ãéá äõï ìç ôåôñéììÝ-
íïõò, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãoìÝíïõò, -ðñùôåýïíôåò -ìïäßïõò ïé áêüëïõèåò
óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) ∼= 

(ii) Ïé êáé  äéáèÝôïõí ôïõò ßäéïõò óôïé·åéþäåéò äéáéñÝôåò 1  2    

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí ∼=  ôüôå ïé []  [] åßíáé éóüìïñöïé ùò äéáíõóìá-

ôéêïß ·þñïé õðåñÜíù ôïý óþìáôïò  hi  ïðüôå
dimhi( []) =  = dimhi( [])

üðïõ  åßíáé ï áñéèìüò ôùí óôïé·åéùäþí äéáéñåôþí ôïý êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé

ôïý  ÅðåéäÞ  ∼=  ïé ôÜîåéò ôùí  êáé  (óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá A.7.23

êáé ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò A.7.20) åßíáé ßóåò, áò ðïýìå ord() =  = ord()

ãéá êÜðïéïí  ∈ N Áõôü óçìáßíåé üôé ïé ôåëåõôáßïé ôïõò óôïé·åéþäåéò äéáéñÝôåò

åßíáé ßóïé. Áñêåß ëïéðüí íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ ùò ðñïò ôïí

 ÅÜí  = 1 ôüôå ïé  åßíáé êõêëéêïß êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïäÞëùò áëç-

èÞò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé  ≥ 2 êáé üôé áõôüò åßíáé áëçèÞò êáé ãéá üëïõò ôïõò -

ìïäßïõò áõôïý ôïý åßäïõò ìå áñéèìü óôïé·åéùäþí äéáéñåôþí  ôüôå (óýìöùíá ìå

ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôçí áðüäåéîç ôïý (i) ôïý ëÞììáôïòA.7.24) õðÜñ·ïõí êÜðïéá

 ∈ êáé  ∈  ìå

ord() = ord() =  = ord() = ord()

êáèþò êáé õðïìüäéïé  êáé ôùí êáé  áíôéóôïß·ùò, ôÝôïéïé þóôå

 =  ⊕ êáé  = ⊕ üðïõ  ∼=  hi ∼= 
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ÅðåéäÞ ∼=  ⇒ ∼=  / =⇒
A.5.20

 ∼= êáé (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí

óôï ëÞììá A.7.26 êáé óôï (i) ôïý èåùñÞìáôïò A.7.27) éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

dimhi( []) = min-g() =  − 1 = min-g( ) = dimhi( [])

áðü ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç Ýðåôáé üôé ïé êáé äéáèÝôïõí ôïõò ßäéïõò óôïé-

·åéþäåéò äéáéñÝôåò 1  2   −1  ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé ïé  êáé  äéáèÝôïõí

ôïõò ßäéïõò óôïé·åéþäåéò äéáéñÝôåò 1  2   −1    üðïõ  = 

(ii)⇒(i) Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé,  ∼=
L

=1



® ∼=  åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞ-

ìáôïò A.7.27. ¤

A.7.30 Èåþñçìá. («Äïìéêü èåþñçìá» ðåñß ôùí ðåð. ðáñ. ìïäßùí õðåñÜíù Ð.Ê.É.)

ÅÜí  åßíáé ìéá Ð.Ê.É. êáé  Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò -ìüäéïò, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) = tors()⊕ frp()

(ii) ÅÜí ï õðïìüäéïò óôñÝøåùò tors () ôïý äåí åßíáé ôåôñéììÝíïò, ôüôå äéáèÝôåé
ìéá åõèåßá áðïóýíèåóç

tors () = tors () (1)⊕ · · ·⊕ tors () ()

óôéò ðñùôåýïõóåò óõíéóôþóåò ôïõ (ìïíáäéêÞ, ìÝ·ñéò áíáäéáôÜîåùò áõôþí) êáé

∃ ∈ N : ord(tors () ()) = 

  ∀ ∈ {1  }

(iii) ÅÜí tors () 6= {0} ôüôå êÜèå ðñùôåýïõóá óõíéóôþóá tors () () ôïý
tors () äéáèÝôåé ìéá (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) áðïóýíèåóç
óå åõèÝá áèñïßóìáôá êõêëéêþí õðïìïäßùí :

tors () () ∼=
³

D

1


E´
⊕
³

D

2


E´
⊕ · · ·⊕

³

D




E´


ìå 1 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤  =   ∀ ∈ {1  }

(iv)O åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìÝóù ôùí áêïëïýèùí
«áíáëëïéþôùí» ôïõ 72:

I ôÞò åëåýèåñçò âáèìßäáò fr-rank() ∈ N0
I ôÞò ôÜîåùò ord(tors ()) = 11 22 · · ·  

I ôùí åêèåôþí 1 2    ∀ ∈ {1  }
72Åäþ áíáöåñüìáóôå óôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç (üðïõ tors() 6= {0}). ¼ôáí ï äåí äéáèÝôåé óôñÝøç, ôüôå åßíáé

åëåýèåñïò, ïðüôå áñêåß ìüíïí ç ãíþóç ôÞò âáèìßäáò ôïõ ãéá ôç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ôáîéíüìçóÞ ôïõ.
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Áðïäåéîç. (i) Âë. èåþñçìá A.7.6.

(ii) Áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá A.7.17 ãéá ôïí tors()

(iii) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá A.7.27 (åöáñìïæüìåíï ãéá êáèåìéÜ åê ôùí ðñù-

ôåõïõóþí óõíéóôùóþí ôïý õðïìïäßïõ óôñÝøåùò ôïý).

(iv) Âë. (A.35), ôï èåþñçìá A.7.9, ôá ðïñßóìáôá A.7.20 êáé A.7.23, êáé ôçí ðñü-

ôáóç A.7.29. ¤

A.7.31 Óõìâïëéóìüò. ¸óôù  ∈ N Ãéá êÜèå  ∈ {1 } óõìâïëßæïõìå ùò

Π () :=
©
(1 2 ) ∈ N | 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤  ìå 1 + · · ·+  = 

ª
ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáìåñßóåùí ôïý  (ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç ôïý N) óå  öõ-
óéêïýò áñéèìïýò. (Ðñïöáíþò, Π1 () = {} êáé Π () = {(1 1 1)}) Åðßóçò,
óõìâïëßæïõìå ùò Π () :=

S
=1Π () ôï óýíïëï üëùí ôùí äõíáôþí äéáìåñßóåùí

ôïý  êáé èÝôïõìå

 () := card(Π ())

A.7.32 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí áâåëéáíþí ïìÜäùí)

¸óôù (+) ìéá ìç ôåôñéììÝíç, ìç åëåýèåñç 73, ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâå-
ëéáíÞ ïìÜäá.

(i) ÅÜí

exp(tors ()) := min{  ∈ N|  = 0∀ ∈ tors ()} = 11 22 · · · 
( ∈ N 1  ∈ N) åßíáé ç êáíïíéêÞ ðáñÜóôáóç ôïý ïìáäïèåùñçôéêïý åêèÝôç
ôÞò õðïïìÜäáò tors () ùò ãéíïìÝíïõ (êáôÜëëçëùí äõíÜìåùí) ðñþôùí áñéèìþí
1  ìå 1  · · ·  

|tors ()| = 11 22 · · · 
ç áíôßóôïé·ç ðáñÜóôáóç ôÞò ôÜîåùò ôÞò tors () (üðïõ 1 ≤  ≤ ) êáé  () ç
õðïïìÜäá ôÞò ç áðáñôéæüìåíç åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò ç ïìáäïèåùñçôéêÞ ôÜîç
ôùí ïðïßùí áíÞêåé óôï óýíïëï { | ∈ {0 1 }} ãéá êÜèå  ∈ {1 } ôüôå

 ∼=
Ã

L
=1

 ()

!
⊕ Z⊕ Z⊕ · · ·⊕ Z| {z }

fr-rankZ() öïñÝò



üðïõ exp( ()) = 

 êáé | ()| = 


  ∀ ∈ {1 }

73ÅÜí ç (+) åßíáé åëåýèåñç êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, ôüôå ∼= Z⊕ Z⊕ · · ·⊕ Z| {z }
rankZ() öïñÝò
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(ii) Ãéá êÜèå  ∈ {1 }

∃ ∈ {1 } êáé ∃(1 2  ) ∈ Π ()

ìå  =   ïýôùò þóôå íá õößóôáíôáé éóïìïñöéóìïß

 () ∼= Z

1


⊕ Z

2


⊕ · · ·⊕ Z






(iii) H  åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý ìÝóù ôùí «áíáëëïéþ-
ôùí» ôçò : fr-rankZ() |tors ()| êáé (1 2  ) ãéá êÜèå  ∈ {1 }
Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí  ùò Z-ìüäéï (âë. A.2.4 (i)) êáé ëáìâÜíïõìå õð' üøéí

ôéò óõìâÜóåéò ôïý åä. A.7.19 (i) ãéá ôçí tors() Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé

 () = tors() () ∼= Z1 Z⊕ Z2 Z⊕ · · ·⊕ Z Z
∼= Z


1


⊕ Z

2


⊕ · · ·⊕ Z




üðïõ 1 ≤ 1 ≤ 2 ≤ · · · ≤  =    = dimZ (tors()[ ]) ãéá êÜèå

 ∈ {1 } (ìå ôïí ðñþôïí åê ôùí áíùôÝñù éóïìïñöéóìþí ïöåéëüìåíïí óôá (i)

êáé (ii) ôïý èåùñÞìáôïò A.7.27). ÅðåéäÞ

| ()| = 

 = 1+2+···+ =

¯̄̄L
=1 ()

¯̄̄


ëáìâÜíïõìå 1 ≤  ≤  = 1 + 2 + · · · +  ãéá êÜèå  ∈ {1 } Ãéá
åðáëÞèåõóç ôùí ëïéðþí éó·õñéóìþí âë. èåþñçìá A.7.30. ¤

A.7.33 Ðüñéóìá. Ôï ðëÞèïò ôùí áíÜ æåýãç ìç éóïìüñöùí ðåðåñáóìÝíùí áâåëéá-
íþí ïìÜäùí ôÜîåùò 11 22 · · ·  ( ∈ N 1  ∈ N) üðïõ ïé 1  åßíáé
ðñþôïé áñéèìïß ìå 1  · · ·   éóïýôáé ìå

Q
=1

()




