
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ç èåìåëéþäçò ïìÜäá

Ìéáðñþôç äüóç «áëãåâñïðïéÞóåùò» ôïðïëïãéêþí äåäïìÝíùí áíáöýåôáé áðü ôçí

åéóáãùãÞ ôÞò ëåãïìÝíçò èåìåëéþäïõò ïìÜäáò. Óôï êåöÜëáéï áõôü äßäïíôáé ïé áðá-
ñáßôçôïé ó·åôéêïß ïñéóìïß êáé ðáñáôßèåíôáé ïé êýñéåò éäéüôçôåò ôÞò åí ëüãù ïìÜ-

äáò1.

2.1 ÏÑÉÓÌÏÓ ÔÇÓ ÈÅÌÅËÉÙÄÏÕÓ ÏÌÁÄÁÓ

2.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. ÅÜí   : I −→  åßíáé äõï

äñüìïé åíôüò ôïý (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.9.18, üðïõ I := [0 1]), ãéá ôïõò

ïðïßïõò éó·ýåé  (1) = (0) ôüôå ùò ãéíüìåíï ôùí   ïñßæåôáé ï äñüìïò2

I 3  7−→ (~ )() :=

(
(2) üôáí  ∈ [0 12 ]
(2− 1) üôáí  ∈ [12  1]

ÅîÜëëïõ, ãéá êÜèå äñüìï  : I −→  åíôüò ôïý èÝôïõìå

 : I −→   7−→ () :=  (1− ) 

1Ãéá ìéá ëåðôïìåñÝóôåñç ìåëÝôç áõôÞò âë. Lima [65].

2ÅðåéäÞ ïé ðåñéïñéóìïß ( ~ )|
[0 1

2
]
êáé ( ~ )|

[ 1
2
1]

åßíáé óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ç áðåéêüíéóç  ~  åßíáé

êáè' ïëïêëçñßáí (Þôïé åðß ïëïêëÞñïõ ôïý I) óõíå·Þò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.6. (Ç åí ëüãù ðñüôáóç ·ñçóé-

ìïðïéåßôáé êáô' åðáíÜëçøç -áëë' åíßïôå óéùðçñþò- óå áñêåôÝò áðü ôéò áðïäåßîåéò ðïõ áêïëïõèïýí ðñïêåéìÝíïõ íá

åîáóöáëßæåôáé ç óõíÝ·åéá áðåéêïíßóåùí ìå äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò ïñéóìïý óå äéáöïñåôéêÜ, ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò

êëåéóôÜ õðïäéáóôÞìáôá ðïõ äéáìåëßæïõí ôï I.)
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2.1.2 Ðñüôáóç. ÅÜí  : I −→  åßíáé äõï äñüìïé åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ
 , ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé  (1) = (0) ôüôå

~  =  ~  (2.1)

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå  ∈ I Ý·ïõìå ðñïöáíþò

(~ )() = (~ )(1− ) =

(
(2− 2) üôáí  ∈ [12  1]
(1− 2) üôáí  ∈ [0 12 ]

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,
¡
 ~ 

¢
() = (~)(1−) ïðüôå ç éóüôçôá (2.1) åßíáé üíôùò

áëçèÞò. ¤

2.1.3 Ðñüôáóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  0  0 åßíáé äñüìïé åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý
·þñïõ  üðïõ

 (0) = 0 (0)   (1) = 0 (1) =  (0) = 0 (0)   (1) = 0 (1)

êáé  ' 0 ó·.{0 1}   ' 0ó·.{0 1}  Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(i) ~  ' 0 ~ 0ó·.{0 1} 
(ii)  ' 0 ó·.{0 1} 
Áðïäåéîç. (i) ÅÜí  0 : I × I −→  åßíáé ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1}
áðü ôïí äñüìï  óôïí äñüìï 0 êáé 00 : I× I −→  ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò

ôï {0 1} áðü ôïí äñüìï  óôïí äñüìï 0 ôüôå ïñßæåôáé ìéá ïìïôïðßá

( ) :=

(
 0(2 ) üôáí  ∈ [0 12 ]
 00(2− 1 ) üôáí  ∈ [12  1]

ìå(0 ) =  (0) = 0 (0)  (1 ) =  (1) = 0 (1) êáé

( 0) = (~ )() ( 1) = (0 ~ 0)()

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ~  ' 0 ~ 0ó·.{0 1} 
(ii) ÅÜí : I×I −→  åßíáé ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí äñüìï

 óôïí äñüìï 0 ôüôå ïñßæåôáé ìéá ïìïôïðßá

 : I× I −→  ( ) 7−→ ( ) := (1−  )

ìå(0 ) =(1 ) =  (1) = (0) = 0 (1) = 0(0)

(1 ) = (0 ) =  (0) = (1) = 0 (0) = 0(1)

êáé( 0) = () ( 1) = 0() ïðüôå  ' 0ó·.{0 1}  ¤
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2.1.4 ËÞììá. ÅÜí 0 åßíáé äñüìïé åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ êáé  : I→ I

ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìå (0) = 0 (1) = 1 êáé 0 = ◦ ôüôå  ' 0 ó·.{0 1} 
Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ () + (1− ) ∈ [0 1] ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ I× I ïñßæåôáé
êáëþò ç áðåéêüíéóç

 : I× I −→  ( ) 7−→ ( ) := (() + (1− ))

ç ïðïßá åßíáé óõíå·Þò. Ðñïöáíþò, 0 =  1 =  ◦  = 0 êáé ãéá êÜèå  ∈ I
(0 ) =  (0) êáé (1 ) =  (1) 

¢ñá ç åßíáé ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí  óôïí 0 ¤

2.1.5 Ðñüôáóç. ÅÜí    åßíáé äñüìïé åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ  ìå
 (1) =  (0) êáé  (1) =  (0)  ôüôå

(~ )~  ' ~ ( ~ ) ó·. {0 1}  (2.2)

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ

((~ )~ )() =

(
(~ ) (2) üôáí  ∈ [0 12 ]
(2− 1) üôáí  ∈ [12  1]

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(2) üôáí  ∈ [0 14 ]
(4− 1) üôáí  ∈ [14  12 ]
(2− 1) üôáí  ∈ [12  1]

êáé

(~ ( ~ ))() =

(
(2) üôáí  ∈ [0 12 ]
( ~ ) (2− 1) üôáí  ∈ [12  1]

=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(2) üôáí  ∈ [0 12 ]
(4− 2) üôáí  ∈ [12  34 ]
(4− 3) üôáí  ∈ [34  1]

ïñßæïíôáò ôçí áðåéêüíéóç  : I −→ I ìÝóù ôïý ôýðïõ

() :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
2 üôáí  ∈ [0 14 ]
+ 1

4  üôáí  ∈ [14  12 ]
1
2 +

1
2  üôáí  ∈ [12  1]

ðáñáôçñïýìå üôé ç  åßíáé óõíå·Þò ìå (0) = 0 (1) = 1 êáé

(~ ( ~ )) ◦  = (~ )~ 

áð' üðïõ Ýðåôáé ç (2.2) ëüãù ôïý ëÞììáôïò 2.1.4. ¤
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2.1.6 Óõìâïëéóìüò. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ∈  Ùò

const : I −→   7−→ const() := 

èá óõìâïëßæåôáé ï óôáèåñüò äñüìïò (ðïõ óôÝëíåé êÜèå óçìåßï ôïý I íá áðåéêïíé-

óèåß óôï ).

2.1.7 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå äñüìï  åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ Ý·ïõìå

const(0) ~  ' ó·. {0 1} êáé ~ const(1) ' ó·. {0 1}  (2.3)

Áðïäåéîç. Ïñßæïíôáò ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò

() :=

(
0 üôáí  ∈ [0 1

2 ]

2− 1 üôáí  ∈ [ 1
2  1]

êáé () :=

(
2 üôáí  ∈ [0 1

2 ]

1 üôáí  ∈ [ 1
2  1]

ðáñáôçñïýìå üôé (0) = 0 (1) = 1 (0) = 0 (1) = 1 êáé

const(0) ~  =  ◦  ~ const(1) =  ◦ 

ïðüôå ýóôåñá áðü äéðëÞ åöáñìïãÞ ôïý ëÞììáôïò 2.1.4 äéáðéóôþíïõìå üôé ïé (2.3)

åßíáé áëçèåßò. ¤

2.1.8 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå äñüìï  åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ Ý·ïõìå

~  ' const(0) ó·. {0 1} êáé ~  ' const(1) ó·. {0 1}  (2.4)

Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò, ~  =  ◦  üðïõ

(~ ) () =

(
(2) üôáí  ∈ [0 1

2
]

(2− 1) üôáí  ∈ [ 1
2
 1]

êáé () :=

(
2 üôáí  ∈ [0 1

2
]

2− 2 üôáí  ∈ [ 1
2
 1]

ìå (2− 1) = (2− 2) ∀ ∈ [12  1] ÈÝôïíôáò

 : I× I −→  ( ) 7−→ ( ) := (())

ëáìâÜíïõìå( 0) = (0) ( 1) =  (()) = (~ )() êáé

(0 ) = (0) = ((1)) = (1 )

Åî áõôþí Ýðåôáé üôé ç  áðïôåëåß ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí

óôáèåñü äñüìï const(0) óôïí äñüìï ~  ïðüôå ç ðñþôç åê ôùí (2.4) åßíáé áëç-

èÞò. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôÞò äåýôåñçò áñêåß êáíåßò íá åðáíáëÜâåé ôçí ðñïçãç-

èåßóá åðé·åéñçìáôïëïãßá ìå ôïí äñüìï  óôç èÝóç ôïý äñüìïõ  êáé íá ëÜâåé õð'

üøéí üôé  =  ¤
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2.1.9 Ïñéóìüò. ¸íáò äñüìïò  : I −→  åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ êáëåß-

ôáé âñü·ïò (Þ êëåéóôüò äñüìïò) Ý·ùí ôï 0 ∈  ùò âáóéêü ôïõ óçìåßï (Þ óçìåßï

áíáöïñÜò) üôáí  (0) =  (1) = 0 Ôï óýíïëï üëùí ôùí âñü·ùí åíôüò ôïý ôùí

å·üíôùí ùò âáóéêü ôïõò óçìåßï ôï 0 èá óçìåéþíåôáé åöåîÞò ùòΩ(0) Óçìåéù-

ôÝïí üôé ãéá ïéïõóäÞðïôå   ∈ Ω(0) Ý·ïõìå ~  ∈ Ω(0)

2.1.10 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù 0 Ýíá óçìåßï áõôïý.

Ãéá êÜèå  ∈ Ω(0) óõìâïëßæïõìå åí óõíôïìßá ùò []ïì. ôçí êëÜóç ïìïôïðßáò

[]ïì.(I{01}) ôïý  ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} (âë. åä. 1.17.10) êáé èÝôïõìå

π1(0) := { []ïì.| ∈ Ω(0)} 

ÂÜóåé ôùí ðñïôÜóåùí 2.1.5, 2.1.7 êáé 2.1.8, ôïπ1(0) åöïäéáæüìåíï ìå ôçí åóù-
ôåñéêÞ ðñÜîç3

π1(0)× π1(0) 3 ([]ïì. []ïì.) 7−→ []ïì. • []ïì. := [~ ]ïì. ∈ π1(0)

êáèßóôáôáé ïìÜäá Ý·ïõóá ùò ïõäÝôåñü ôçò óôïé·åßï ôçí êëÜóç [const0 ]
ïì. êáé ùò

áíôßóôñïöï ïéáóäÞðïôå êëÜóåùò []ïì. ∈ π1(0) (ùò ðñïò ôçí ‘‘•'') ôçí []ïì.
H (π1(0) •) êáëåßôáé èåìåëéþäçò ïìÜäá (Þ ðñþôç ïìÜäá ïìïôïðßáò) ôïý 
óôï óçìåßï 0

2.1.11 Óçìåßùóç. Ç Ýííïéá ôÞò èåìåëéþäïõò ïìÜäáò åéóÞ·èç ôï 1895 (êáé, óå êÜ-

ðùò áêñéâÝóôåñç äéáôýðùóç, ôï 1904) áðü ôïí Poincarª4 (ùò ðñïúüí ôùí ìåëåôþí

ôïõ ðåñß ôïý óõó·åôéóìïý êëåéóôþí äñüìùí óå åðéöÜíåéåò êáé óõóôçìÜôùí õðï-

êáôáóôÜóåùò ðëåéüôéìùí óõíáñôÞóåùí åð' áõôþí, óôï ðëáßóéï ôÞò Èåùñßáò Óõ-

íáñôÞóåùí ôïý Fuchs), åíþ ç áëãåâñéêÞ ôçò õðüóôáóç îåêßíçóå íá êåíôñßæåé ôï

åíäéáöÝñïí ôùí åñåõíçôþí áñãüôåñá, éäßùò ðåñß ôç äåýôåñç êáé ôçí ôñßôç äåêáå-

3Ôï üôé ç áðåéêüíéóç ([]ïì. []ïì.) 7−→ []ïì. • []ïì. åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç Ýðåôáé áðü ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.3.

4Poincarª, Jules-Henri (2941854-1771912). ÃÜëëïò ìáèçìáôéêüò, öõóéêüò, áóôñïíüìïò êáé öéëüóïöïò. ÅîÜ-
äåëöïò ôïý åíÜôïõ ðñïÝäñïõ (1913-1920) ôÞò ÃáëëéêÞò Äçìïêñáôßáò, Raymond Poincarª. Óðïýäáóå ìç·áíïëïãßá

óôï Ðïëõôå·íåßï ôùí Ðáñéóßùí, áëëÜ óýíôïìá áíáêÜëõøå ôçí êëßóç ôïõ óôá ÌáèçìáôéêÜ. Ôï 1879 åîåðüíçóå ôç

äéäáêôïñéêÞ ôïõ äéáôñéâÞ õðü ôïí G. Darboux åðß ïñéóìÝíùí äéáöïñéêþí åîéóþóåùí. ¸êôïôå ç óôáäéïäñïìßá ôïõ

õðÞñîå õðïäåéãìáôéêÞ. ÄéåôÝëåóå ìÜëéóôá êáèçãçôÞò ôÞò Sorbonne (áðü ôï 1885), üðïõ äßäáîå ÌáèçìáôéêÞ Öõ-

óéêÞ, ÏõñÜíéï Ìç·áíéêÞ êáé ÁíÜëõóç. Ï ìÝãáò ãåùìÝôñçò F. Klein ôïí ·áñáêôÞñéóå óôéò áñ·Ýò ôïý åéêïóôïý áéþíá

ùò ôïí «ðëÝïí áíáãíùñéóìÝíï åêðñüóùðï ôùí Ãáëëéêþí Ìáèçìáôéêþí». ÐñÜãìáôé° ôçí åðï·Þ ðïõ Ýæçóå ðéèá-

íþò íá ìçí õðÞñ·å Üëëïò ôüóï «êáèïëéêüò ìáèçìáôéêüò» ìå ôÝôïéá öáíôáóßá êáé áðïäïôéêü Ýñãï. Ï Poincarª Þôáí

éäéáßôåñá ðáñáãùãéêüò. (250 åñåõíçôéêÝò åñãáóßåò êáé Üëëåò ôüóåò åêëáúêåõìÝíåò äçìïóéåýóåéò, ëüãïé êáé Üñèñá

öéëïóïöéêïý ðåñéå·ïìÝíïõ êïóìïýí ôï ðíåõìáôéêü ôïõ êëçñïäüôçìá.) Ïé êýñéåò ðåñéï·Ýò ôÞò ÝñåõíÜò ôïõ ðåñéëáì-

âÜíïõí ôç Èåùñßá ôùí Ìéãáäéêþí ÓõíáñôÞóåùí, ôç Èåùñßá Äõíáìéêïý, ôç ÈåñìïäõíáìéêÞ, ôçí Õäñïìç·áíéêÞ, ôç

Èåùñßá Åëáóôéêüôçôáò, ôçí ÏðôéêÞ, ôçí ÇëåêôñïäõíáìéêÞ, ôïí Çëåêôñïìáãíçôéóìü, ôçí Êïóìïëïãßá ê.á. ÅîÜëëïõ

äßêáéá èåùñåßôáé ùò ï ðáôÝñáò ôÞò óýã·ñïíçò «ÁëãåâñéêÞò Ôïðïëïãßáò» (ðïõ ôüôå ïíïìáæüôáí «Analysis Situs»).

Ãéá ìéá óýã·ñïíç åéóáãùãÞ óôï ôïðïëïãéêü ôïõ Ýñãï ðáñáðÝìðïõìå óôá äýï ðñþôá êåöÜëáéá ôïý âéâëßïõ [24] ôïý

J. Dieudonnª. Ãéá ðåñéóóüôåñá âéïãñáöéêÜ óôïé·åßá âë. E. T. Bell: Ïé ìáèçìáôéêïß. Ôüìïò ÉÉ. (Áðü ôïí Lobatchewsky
Ýùò ôïí Cantor ), óå ìåôÜöñáóç Í. ÓôáìáôÜêç, Ð. Å. Ê., 1993, êåö. 28, óåë. 389-436
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ôßá ôïý 20ïõ áéþíá.

(Ðñâë. Scholz [108], óåë. 311-315 êáé Stillwell [113], óåë. 110-116)

2.1.12 Ðñüôáóç. ¸óôù  Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. ÅÜí 0 00 ∈  êáé  : I→

åßíáé Ýíáò äñüìïò åíôüò ôïý ìå  (0) = 00 êáé  (1) = 0 ôüôå ç áðåéêüíéóç

π1(0) 3 []ïì. 7−→ [ ~ ~ ]ïì. ∈ π1(00) (2.5)

áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí. ÅðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí 1 2 : I −→  åßíáé äñüìïé åíôüò ôïý  ìå 1(1) = 2(0) ôüôå
1~2 = 1 ◦ 2 
(ii) O (2.5) åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí åîáñôþìåíïò ìüíïí áðü ôçí êëÜóç []ïì.

(iii) ÅÜí  : I −→  åßíáé Ýíáò äåýôåñïò äñüìïò åíôüò ôïý  ìå  (0) = 00 êáé
 (1) = 0 ôüôå ïé  êáé  äéáöÝñïõí ìüíïí ìÝ·ñéò åíüò åóùôåñéêïý áõôïìïñöé-
óìïý ôÞò ïìÜäáò π1(00) ÉäéáéôÝñùò, üôáí ç π1(0) åßíáé áâåëéáíÞ, ï åí ëüãù
éóïìïñöéóìüò  åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò.

Áðïäåéîç. ÅÜí 1 2 ∈ Ω(0) ôüôå

([1]
ïì. • [2]ïì.) = ([1 ~ 2]

ïì.)

= [ ~ 1 ~ 2 ~ ]ïì. =
(2.4)

[ ~ 1 ~  ~  ~ 2 ~ ]ïì.

= [ ~ 1 ~ ]ïì. • [ ~ 2 ~ ]ïì. = ([1]
ïì.) • ([2]ïì.)

(i) ÅÜí 1 2 : I −→  åßíáé äñüìïé åíôüò ôïý  ìå 1(1) = 2(0) ôüôå ãéá êÜèå

 ∈ Ω(0) Ý·ïõìå

1~2([]
ïì.) = [(1 ~ 2)~ ~ (1 ~ 2)]

ïì.

=
(2.1)

[(1 ~ 2)~ ~ (2 ~ 1)]
ïì. = [1 ~ (2 ~ ~ 2)~ 1]

ïì.

= [1]
ïì. • [2 ~ ~ 2]

ïì. • [1]ïì. = [1]ïì. • 2([]ïì.) • [1]ïì.

= [1 ~ 2([]
ïì.)~ 1]

ïì. = 1(2([]
ïì.)) = (1 ◦ 2)([]ïì.)
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(ii) O ïìïìïñöéóìüò (2.5) åßíáé éóïìïñöéóìüò Ý·ùí ùò áíôßóôñïöü ôïõ ôïí

 : π1(00) −→ π1(0)

äéüôé (óýìöùíá ìå ôï (i) êáé ôçí ðñüôáóç 2.1.8)

 ◦  = ~ = idπ1(00)  ◦  = ~ = idπ1(0)

Ôï üôé áõôüò åîáñôÜôáé ìüíïí áðü ôçí êëÜóç []ïì. Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.3.

(iii) Ãéá êÜèå  ∈ Ω(0) Ý·ïõìå

([]
ïì.) = [ ~ ~ ]ïì. =

(2.4)
[ ~ ( ~ )~ ~ ( ~ )~ ]ïì.

= [( ~ )~ ( ~ ~ )~ ( ~ )]ïì. = [ ~ ]ïì. • ([]ïì.) • ([ ~ ]ïì.)−1

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

2.1.13 Óçìåßùóç. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï  åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò,
ïé èåìåëéþäåéò ïìÜäåò ôïõ óå äéáöïñåôéêÜ âáóéêÜ óçìåßá ôïõ åßíáé ðÜíôïôå éóü-
ìïñöåò. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ãñÜöïõìå π1() áíôß π1(0) (êáëþíôáò ôÞí ìÝ·ñéò

éóïìïñöéóìïý ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíçπ1() èåìåëéþäç ïìÜäá ôïý ) ·ùñßò íá

êÜíïõìå ìíåßá ôïý óçìåßïõ áíáöïñÜò.

2.1.14 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé, 0 ∈  êáé 0 ∈  ôüôå

π1( ×  (0 0)) ∼= π1(0)× π1( 0)

Áðïäåéîç. ÌÝóù ôùí ðñïâïëþí

 ×  3 ( ) pr17−→  ∈   ×  3 ( ) pr27−→  ∈ 

åðÜãïíôáé ïé ïìïìïñöéóìïß ïìÜäùí

π1(pr1) : π1( ×  (0 0)) −→ π1(0) π1(pr2) : π1( ×  (0 0)) −→ π1( 0)

ÊÜèå  ∈ Ω( ×  (0 0)) åßíáé ôÞò ìïñöÞò  = (1 2) üðïõ 1 ∈ Ω(0)

êáé 2 ∈ Ω( 0) ÅÜí
 = (1 2)  = (1 2) ∈ Ω( ×  (0 0))

ôüôå  ~  = (1 ~ 1 2 ~ 2) Åðßóçò, êÜèå ïìïôïðßá  : I × I −→  × 

ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí  = (1 2) óôïí 
0 = (01 02) åßíáé ôÞò ìïñöÞò

 = (12) üðïõ1 åßíáé ìéá ïìïôïðßáó·åôéêþòðñïò ôï {0 1}áðü ôïí1 óôïí
01 êáé 2 ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí 2 óôïí 02 ÅðïìÝíùò
ïñßæåôáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí

π1( ×  (0 0)) −→ π1(0)× π1( 0)

[]ïì. 7−→ (π1(pr1)([]
ïì.)π1(pr2)([]

ïì.)) = ([pr1 ◦ ]ïì. [pr2 ◦ ]ïì.)
(2.6)



148 ç èåìåëéùäçò ïìáäá

Ãéá êÜèå  = (1 2) ∈ Ω(× (0 0)) Ý·ïõìå (åê êáôáóêåõÞò) pr1 ◦ = 1 êáé

pr2 ◦  = 2 ïðüôå ç êëÜóç []ïì. áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôïý (2.6) óôï äéáôåôáãìÝíï

æåýãïò ([1]
ïì. [2]

ïì.) êáé ï (2.6) åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí

 ∈ Ω( ×  (0 0)) ìå

pr1 ◦  ' const0 ó·. {0 1} êáé pr2 ◦  ' const0 ó·. {0 1}
ìÝóù äõï ïìïôïðéþí 1 êáé 2 ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} ôüôå ç  = (12)

åßíáé ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí óôïí (const0 const0) ïðüôå

[]ïì. = [(const0 const0)]
ïì. êáé ï (2.6) åßíáé êáé ìïíïìïñöéóìüò. ¤

2.2 Ç ÉÄÉÏÔÇÔÁ ÔÏÕ «ÏÌÏÔÏÐÉÊÙÓ ÁÍÁËËÏÉÙ-

ÔÏÕ» ÔÇÓ ÈÅÌÅËÉÙÄÏÕÓ ÏÌÁÄÁÓ

2.2.1 Ðñüôáóç. ÅÜí   : I −→  åßíáé äõï âñü·ïé åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ
 êáé : I× I −→  ìéá ïìïôïðßá áðü ôïí  óôïí  (âë. åä. 1.17.1), ïýôùò þóôå
ç ìïíïðáñáìåôñéêÞ ïéêïãÝíåéá áðåéêïíßóåùí

() := ( ) ∀ ∈ I ìå 0 =  êáé 1 = 

íá éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç(0) = (1) ∀ ∈ I ôüôå ïñßæïíôáò ôïí äñüìï
 : I −→   7−→ () := (0 )

ìå óçìåßï áñ·Þò ôïõ ôï (0) = (0) êáé óçìåßï ëÞîåþò ôïõ ôï (1) = (1) =  (0)

ëáìâÜíïõìå []ïì. = [~  ~ ]ïì. = ([]
ïì.)

Áðïäåéîç. ÈÝôïíôáò  : I −→   7−→ () := () ãéá êÜèå  ∈ I ïñßæïõìå
ôçí áðåéêüíéóç

 : I× I −→  ( ) 7−→ ( ) := (( ~)~ )()

üðïõ () := ( ) ∀ ∈ I ìå
0 = (0 ~ )~ 0 '  ó·. {0 1} êáé 1 = (~ )~ 

Ó·Þìá 2.1.
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AõôÞ ìðïñåß íá åêöñáóèåß äéåîïäéêþò ìÝóù ôïý ðïëëáðëïý ôýðïõ

( ) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(4) üôáí  ∈ [0 14 ]
(4− 1 ) üôáí  ∈ [14  12 ]
((2− 2)) üôáí  ∈ [12  1]

êáé åßíáé óõíå·Þò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.6. ÅðéðñïóèÝôùò, ç  åßíáé åê

êáôáóêåõÞò ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí äñüìï  óôïí äñüìï

(~ )~  ìå

(0 ) = (0) = (0) = (1) = (1 )

ÅðïìÝíùò,  ' ~  ~  ó·.{0 1}  ¤

2.2.2 ÐáñáôÞñçóç. Åíïñáôéêþò, ç áíùôÝñù ðñüôáóç 2.2.1 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

üôáí ï Ýíáò åê ôùí äýï âñü·ùí ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôïí Üëëïí ìÝóù ìéáò óõ-
íå·ïýò ðáñáìïñöþóåùò, ç áíôßóôïé·ç êëÜóç ïìïôïðßáò (ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1})
ìåôáöÝñåôáé óôçí Üëëç ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý ôùí èåìåëéùäþí ïìÜäùí ï ïðïßïò

åðÜãåôáé áðü ôïí äñüìï ôïí óõíäÝïíôá ôá óçìåßá áíáöïñÜò.

2.2.3 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé êáé 0 ∈  ôüôå ìÝóù ïéáó-
äÞðïôå óõíå·ïýò áðåéêïíßóåùò 5  :  −→  åðÜãåôáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí

π1(0) 3 []ïì. π1()7−→ [ ◦ ]ïì. ∈ π1( (0)) (2.7)

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò :

(i) Ãéá êÜèå óõíå·Þ áðåéêüíéóç  :  −→  Ý·ïõìå

π1( ◦ ) = π1() ◦ π1()
(ii) π1(id) = idπ1(0)

Áðïäåéîç. Çáðåéêüíéóç (2.7) åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, äéüôé ãéá ïéïõóäÞðïôå

âñü·ïõò 1 2 ∈ Ω(0) Ý·ïõìå

π1()([1]
ïì. • [2]ïì.) = π1()([1 ~ 2]

ïì.)

= [ ◦ (1 ~ 2)]
ïì. = [( ◦ 1)~ ( ◦ 2)]ïì.

= [ ◦ 1]ïì. • [ ◦ 2]ïì. = π1()([1]) • π1()([2]ïì.)
(i) Ãéá êÜèå  ∈ Ω(0) åßíáé ðñüäçëï üôé

π1( ◦ )([]ïì.) = [( ◦ ) ◦ ]ïì. = [ ◦ ( ◦ )]ïì.

= π1()([ ◦ ]ïì.) = π1()(π1()([]
ïì.)) = (π1() ◦ π1())([]ïì.)

(ii) Ðñïöáíþò, π1(id)([]
ïì.) = [id ◦ ]ïì. = []ïì.∀ ∈ Ω(0) ¤

5Ç  ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý åóôéãìÝíùí ·þñùí  : ( {0}) −→ ( {0})
üðïõ (êáô' áíÜãêçí) 0 = (0)
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2.2.4 Ðüñéóìá. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù ìéá óýìðôõîç ôïý

(Âë. åä. 1.17.14.) ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá áðåéêüíéóç óõìðôýîåùò êáé  :  → 

ç óõíÞèçò Ýíèåóç, ôüôå ãéá êÜèå  ∈  ï

π1() : π1( ) −→ π1( ) (2.8)

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé ï

π1() : π1() −→ π1( ) (2.9)

åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ  ◦  = id Ý·ïõìå

idπ1() = π1(id) = π1() ◦ π1() : π1( ) −→ π1( )

áð' üðïõ Ýðåôáé ç åíñéðôéêüôçôá ôïý (2.8) êáé ç åðéññéðôéêüôçôá ôïý (2.9). ¤

2.2.5 ÐáñáôÞñçóç. (i) ÅÜí ç π1( ) åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç ïìÜäá,

ôüôå êáé ç π1( ) èá åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç.

(ii) Ãéá êÜèå ðáñáìïñöùôéêÞ óýìðôõîç  ôïý  (âë. åä. 1.17.26) ï ìïíïìïñöé-

óìüò (2.8) åßíáé éóïìïñöéóìüò.

2.2.6 ËÞììá. ÅÜí  åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé, 0 ∈    :  −→  äõï
ïìüôïðåò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò êáé :  × I −→  ìéá ïìïôïðßá áðü ôçí  óôçí
 (âë. åä. 1.17.1), ôüôå ïñßæïíôáò ôïí äñüìï

 : I −→   7−→ () := (0 )

ëáìâÜíïõìå π1() =  ◦ π1() üðïõ

 : π1( (0))
∼=−→ π1( (0))

ï éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.12.

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå  ∈ Ω(0) éó·ýåé ç éóüôçôá [ ◦ ]ïì. = ([ ◦ ]ïì.)
ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò

 0 : I× I −→  ( ) 7−→  0( ) := (() )

ðáñáôçñïýìå üôé ç  0 åßíáé ìéá ïìïôïðßá áðü ôïí âñü·ï  ◦  óôïí âñü·ï  ◦ 
êáèþò

 0( 0) = ( ◦ )()  0( 1) = ( ◦ )()

êáé  0(0 ) = ((0) ) = ((1) ) =  0(1 ) = () ÊáôÜ óõíÝðåéáí, áñêåß

ç åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.1 ãéá ôçí 0 ¤
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2.2.7 Èåþñçìá. (Éäéüôçôá ôïý «ïìïôïðéêþò áíáëëïéþôïõ» ãéá ôçí π1) ÅÜí
 åßíáé äõï ïìïôïðéêþò éóïäýíáìïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé, 0 ∈  êáé  :  −→ 

ìéá ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá, ôüôå ï (2.7) åßíáé éóïìïñöéóìüò. ÉäéáéôÝñùò, åÜí
áìöüôåñïé ïé  êáé  åßíáé äñïìïóõíåêôéêïß (ðñâë. åä. 2.1.13), ôüôå éó·ýåé ç
óõíåðáãùãÞ :

 '  =⇒ π1() ∼= π1( )

Áðïäåéîç. Åî ïñéóìïý õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  ôÝôïéá þóôå

íá éó·ýåé

 ◦  ' id êáé  ◦  ' id 

Ëüãù ôïý (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.3 êáé ôïý ëÞììáôïò 2.2.6 ç óýíèåóç

π1() ◦ π1() = π1( ◦ ) : π1(0) −→ π1( ((0))) (2.10)

åßíáé éóïìïñöéóìüò. Êáô' áíáëïãßáí, êáé ç óýíèåóç

π1() ◦ π1() = π1( ◦ ) : π1( 0) −→ π1( ((0))) (2.11)

åßíáé éóïìïñöéóìüò ãéá êÜèå 0 ∈  Áðü ôçí (2.10) Ýðåôáé üôé ï π1() åßíáé åðé-

ìïñöéóìüò êáé áðü ôçí (2.11) (ìå 0 := (0)) üôé ï π1() åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

¢ñá ïπ1() åßíáé éóïìïñöéóìüò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ çπ1()◦π1() óôçí
(2.10) åßíáé éóïìïñöéóìüò, ï π1() : π1(0) −→ π1( (0)) åßíáé ùóáýôùò

éóïìïñöéóìüò. ¤

2.3 Ç ÈÅÌÅËÉÙÄÇÓ ÏÌÁÄÁ ÔÏÕ ÊÕÊËÏÕ

Ï ìïíáäéáßïò êýêëïò S1 = { ∈ C : || = 1} áðïôåëåß (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç ðïë-

ëáðëáóéáóìü ìéãáäéêþí áñéèìþí) ìéá ïìÜäá, ç äå åêèåôéêÞ áðåéêüíéóç

Φ : R −→ S1  7−→ Φ() := exp(2) = cos(2) +  sin(2)

Ý·åé (ùò ãíùóôüí) ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(i) ÇΦ åßíáé åðéìïñöéóìüò ïìÜäùí áðü ôçí ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá (R+) åðß ôÞò ðïë-
ëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò (S1 ·)
(ii) Ker(Φ) = Z êáé

(iii) ãéá êÜèå  ∈ R ï ðåñéïñéóìüò Φ|(+1) ôÞò Φ åðß ôïý áíïéêôïý äéáóôÞìáôïò

(  + 1) êáèïñßæåé Ýíáí ïìïéïìïñöéóìü (  + 1) ≈−→ S1r{Φ()}
Ç áíôßóôñïöïòΨ : S1r{−1} ≈−→ ¡−1

2  12
¢
ôïý ðåñéïñéóìïý Φ|(−12  12 )

ôÞò Φ åðß ôïý

áíïéêôïý äéáóôÞìáôïò
¡−1
2  12

¢
èá ·ñçóéìïðïéçèåß (óôá ëÞììáôá 2.3.1 êáé 2.3.2)
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êáôÜ ôñüðï ïõóéáóôéêü6, ïýôùò þóôå íá êáôáóôåß åöéêôüò ï ðñïóäéïñéóìüò ôÞò

èåìåëéþäïõò ïìÜäáò ôïý S1 ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý.

2.3.1 ËÞììá. ÅÜí  : I −→ S1 åßíáé Ýíáò äñüìïò åíôüò ôïý S1 ìå (0) = 1 ôüôå
õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí äñüìïò e : I −→ R åíôüò ôïý R ìå e(0) = 0 êáé Φ ◦ e = 

Áðïäåéîç. O  èá õðïäéáéñåèåß óå ìéêñÜ êïììÜôéá, êáèÝíá ôùí ïðïßùí ìðïñåß

íá «áíõøùèåß» ìÝóù ôÞò Ψ êáôÜ ôñüðï ìïíáäéêü óôï R Ïé «áíõøþóåéò» áõôÝò

(åíôüò ôïý R) èá óõíôåèïýí êáôáëëÞëùò ðáñÝ·ïíôÜò ìáò ôïí æçôïýìåíï äñüìï e
ÁëëÜ áò ðÜñïõìå ôá ðñÜãìáôá áðü ôçí áñ·Þ: Ç áðåéêüíéóç  : I −→ S1 (ïýóá
óõíå·Þò) åßíáé êáé ïìïéïìüñöùò óõíå·Þò (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 1.8.19), ðñÜãìá

ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ·åé  ∈ R0 ïýôùò þóôå ãéá ïéáäÞðïôå  0 ∈ I íá éó·ýåé ç

óõíåðáãùãÞ7

|− 0|   =⇒ |()− (0)|  1

ÉäéáéôÝñùò, (0) 6= −() êáé ïΨ((0)() ) åßíáé êáëþò ïñéóìÝíïò. ÅðéëÝãïíôáò Ýíáí

 ∈ N ìå   1 (Þ, éóïäõíÜìùò, ìå 1
  ) õðïäéáéñïýìå ãéá êÜèå  ∈ I ôï êëåéóôü

äéÜóôçìá [0 ] ùò åîÞò:

[0 ] = [0 1 ] ∪ [ 1  2 ] ∪ · · · ∪ [−2  −1 ] ∪ [−1  ]

ðáñáôçñïýìå üôé
¯̄

 − −1

 
¯̄
= 1

 ||   ãéá êÜèå  ∈ {1  } êáé ïñßæïõìå ôç
óõíå·Þ áðåéêüíéóç

 : I −→ S1r{−1}  7−→ () :=
(


 )

(
−1
 )



üðïõ (0) = 1∀ ∈ {1  } Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå  ∈ I

() = (0)|{z}
=1

³
( 1 )

(0)

´³
( 2 )

( 1 )

´
· · ·
³
(−1 )

(−2 )

´³
()

(−1 )

´
= 1()2() · · · ()

ÅðåéäÞ Im() ⊆ S1r{−1} ãéá êÜèå  ∈ {1  } ïé óõíèÝóåéòΨ ◦  åßíáé êáëþò
ïñéóìÝíåò êáé óõíå·åßò. Êáôüðéí ôïýôïõ, ïñßæïõìå ôïí äñüìï e : I −→ R ìÝóù

ôïý ôýðïõ

e() := Ψ (1()) +Ψ (2()) + · · ·+Ψ (())  ∀ ∈ I
(Ç e åßíáé óõíå·Þò ùò Üèñïéóìá óõíå·þí áðåéêïíßóåùí.) ÓçìåéùôÝïí üôé e(0) = 0
(êáèþò Ý·ïõìå (0) = 1∀ ∈ {1  } êáé Ψ(1) = 0) êáé Φ ◦ e =  (êáèþò ç Φ

6Ðñïöáíþò, Ψ() := 1
2 ëïãê() ∀ ∈ S1r{−1} üðïõ ãéá  =  exp() ìå  ∈ R0 êáé −     ï

êýñéïò êëÜäïò ëïãê() ôÞò ìéãáäéêÞò ëïãáñéèìéêÞò óõíáñôÞóåùò éóïýôáé ìå ln() + 

7To 1  2 = diam(S1) åðåëÝ·èç ðñïêåéìÝíïõ ôá óçìåßá (0) êáé () íá ìçí åßíáé áíôéðïäéêÜ, äçëáäÞ íá éó·ýåé

(0) 6= −()
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åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí).

Ó·Þìá 2.2.

Õðïëåßðåôáé íá äåé·èåß üôé ï åí ëüãù äñüìïò e åßíáé êáé ï ìïíáäéêüò ìå áõôÞí ôçí
éäéüôçôá. Áò õðïèÝóïõìå, ðñïò ôïýôï, üôé õðÜñ·åé äñüìïò ee : I −→ R åíôüò ôïý R
ìå ee(0) = 0 êáé Φ ◦ ee =  Èåùñïýìå ôç óõíå·Þ áðåéêüíéóç

 : I −→ R  7−→ () := e()− ee()
ÅðåéäÞ Φ (()) = exp(e())

exp(ee()) = 1 ⇒ () ∈ Ker(Φ) = Z ∀ ∈ I ç  ëáìâÜíåé

ìüíïí áêÝñáéåò ôéìÝò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ ôï I åßíáé óõíåêôéêü êáé ï õðü-

·ùñïò Im() ôïý R äéáêñéôüò, ç  ïöåßëåé íá åßíáé óôáèåñÞ áðåéêüíéóç. (Âë. 1.9.3
(i)⇔(iii).) ÅðïìÝíùò, (0) = 0⇒ 0 = () = e()− ee() ∀ ∈ I ¤

2.3.2 ËÞììá. ÅÜí   : I −→ S1 åßíáé äõï äñüìïé åíôüò ôïý S1 ìå (0) = (0) = 1

ðïõ åßíáé ïìüôïðïé ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} ìÝóù ìéáò ïìïôïðßáò : I× I −→ S1
ôüôå õðÜñ·åé ìßá êáé ìüíïí áðåéêüíéóç e : I × I −→ R ìå Φ ◦ e =  ç ïðïßá
áðïôåëåß ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí äñüìï e óôïí äñüìï e
Áðïäåéîç. Áñêåß êáíåßò íá ìéìçèåß ôçí áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäï ðïõ ·ñçóéìïðïéÞ-

èçêå ãéá ôï ëÞììá 2.3.1. ÅðåéäÞ ç åßíáé óõíå·Þò, èá åßíáé êáé ïìïéïìüñöùò óõ-
íå·Þò (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 1.8.19), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé õðÜñ·åé  ∈ R0
ïýôùò þóôå ãéá ïéáäÞðïôå æåýãç ( ) (0 0) ∈ I× I íá éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞp

(− 0)2 + (− 0)2   =⇒ |( )−(0 0)|  1

ÉäéáéôÝñùò,(0 0) 6= −( ) êáé ïΨ((00)() ) åßíáé êáëþò ïñéóìÝíïò. ÅðéëÝãï-

íôáò Ýíáí  ∈ N ìå  
√
2 (Þ, éóïäõíÜìùò, ìå

√
2
  ) õðïäéáéñïýìå ãéá êÜèå

( ) ∈ I× I ôá êëåéóôÜ äéáóôÞìáôá [0 ] êáé [0 ] ùò åîÞò:

[0 ] = [0 1 ] ∪ [ 1  2 ] ∪ · · · ∪ [−2  −1 ] ∪ [−1  ]

[0 ] = [0 1] ∪ [ 1 2] ∪ · · · ∪ [−2  −1 ] ∪ [−1  ]
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ðáñáôçñïýìå üôéq
(  − −1

 )2 + ( − −1
 )2 = 1



p
2 + 2 ≤

√
2
  

ãéá êÜèå  ∈ {1  } êáé ïñßæïõìå ôç óõíå·Þ áðåéêüíéóç

 : I× I −→ S1r{−1}  7−→ ( ) :=
(


 


)

(
−1
 

−1
 )



üðïõ (0 0) = 1∀ ∈ {1  } Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå ( ) ∈ I× I

( ) = (0 0)| {z }
=1

µ
(

1


1
)

(00)

¶µ
(

2


2
)

(
1


1
)

¶
· · ·
µ

()

(
−1
 

−1
 )

¶
= 1( )2( ) · · ·( )

Êáôüðéí ôïýôïõ, ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç e : I× I −→ R ìÝóù ôïý ôýðïõ

e( ) := Ψ (1( )) +Ψ (2( )) + · · ·+Ψ (( ))  ∀( ) ∈ I× I
(Ç e åßíáé óõíå·Þò ùò Üèñïéóìá óõíå·þí áðåéêïíßóåùí.) ÓçìåéùôÝïí üôée( ) = 0 (êáèþò Ý·ïõìå (0 0) = 1∀ ∈ {1  } êáé Ψ(1) = 0) êáé

Φ ◦ e =  (êáèþò ç Φ åßíáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí). ÅðéðñïóèÝôùò,

e( 0) = P
=1
Ψ (( 0)) =

P
=1
Ψ

µ
(


 )

(
−1
 )

¶
= e()

e( 1) = P
=1

Ψ (( 1)) =
P
=1

Ψ

µ
(


 )

(
−1
 )

¶
= e()

e(0 ) = 0 êáé e(1 ) = e(1) ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ I Ç ôåëåõôáßá éóüôçôá áðï-

äåéêíýåôáé ùò áêïëïýèùò: Èåùñïýìå ôç óõíå·Þ áðåéêüíéóç

 : I −→ R  7−→ () := e(1 )− e(1 0)
ÅðåéäÞ Φ (()) = (1)

(10) =
e(1)e(1) = 1 ⇒ () ∈ Ker(Φ) = Z ∀ ∈ I ç  ëáìâÜ-

íåé ìüíïí áêÝñáéåò ôéìÝò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åðåéäÞ ôï I åßíáé óõíåêôéêü êáé ï

õðü·ùñïò Im() ôïý R äéáêñéôüò, ç  ïöåßëåé íá åßíáé óôáèåñÞ áðåéêüíéóç. (Âë.
1.9.3 (i)⇔(iii).) ÅðïìÝíùò, (0) = 0 ⇒ 0 = () = e(1 )− e(1) ∀ ∈ I ¢ñá çe áðïôåëåß ðñÜãìáôé ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí äñüìï e óôïí

äñüìï e Õðïëåßðåôáé íá äåé·èåß üôé ç e åßíáé êáé ç ìïíáäéêÞ ïìïôïðßá áõôïý

ôïý åßäïõò ìå ôçí åí ëüãù éäéüôçôá. Áò õðïèÝóïõìå, ðñïò ôïýôï, üôé õðÜñ·åé ïìï-

ôïðßá
ee : I × I −→ R ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí äñüìï e óôïí äñüìï e ìå

Φ ◦ ee =  Ðñïöáíþò, Φ( e( )− ee( )) = ()
() = 1 ïðüôå

e( )− ee( ) ∈ Ker(Φ) = Z ∀( ) ∈ I× I
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ÅðåéäÞ ç e− ee : I×I −→ Z åßíáé óõíå·Þò, èá åßíáé óôáèåñÞ. (Âë. 1.9.3 (i)⇔(iii).)

ÅðïìÝíùò,

e(0 0)− ee(0 0) = 0 =⇒ [0 = e( )− ee( ) ∀( ) ∈ I× I]
Áõôü óçìáßíåé üôé e =

ee ¤

2.3.3 Èåþñçìá. H (π1(S1) •) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá (Z+)
Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå  ∈ Ω(S1 1) èÝôïõìå

 : π1(S1 1) −→ Z []ïì. 7−→ ([]ïì.) := e(1) (2.12)

Ëüãù ôùí ðñïçãçèÝíôùí ëçììÜôùí 2.3.1 êáé 2.3.2 ç áíùôÝñù  åßíáé êáëþò ïñé-
óìÝíç áðåéêüíéóç. Èá äåßîïõìå äéáäï·éêþò ôá åîÞò8:

(i) Ç  áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí.

(ii) Ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ.

(iii) Ç  åßíáé åíñéðôéêÞ.

Áðüäåéîç ôïý (i). Ãéá ïéïõóäÞðïôå âñü·ïõò   ∈ Ω(S1 1) Ý·ïõìå

̂~  = e~ (e(1) + e) (2.13)

äéüôé9 Φ ◦ ̂~  =  ~  = Φ ◦ (e ~ (e(1) + e)) Ç äåýôåñç éóüôçôá ðñïêýðôåé
Üìåóá áðü ôï üôé

(Φ ◦ (e~ (e(1) + e)))() =
⎧⎨⎩ Φ(e(2)) = (2) üôáí  ∈ [0 1

2
]

Φ(e(1) + e(2− 1)) = Φ(e(2− 1)) üôáí  ∈ [ 12  1]

üðïõ Φ(e(2− 1)) = (2− 1)∀ ∈ [12  1]ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

([]ïì. • []ïì.) = ([~ ]ïì.) = ̂~ (1) =
(2.13)

(e~ (e(1) + e))(1)
= (e(1) + e)(1) = e(1) + e(1) = ([]ïì.) + ([]ïì.)

Áðüäåéîç ôïý (ii). Ãéá êÜèå ∈ Z ïñßæåôáé ï âñü·ïò

 : I −→ S1  7−→ () := Φ()

Ðñïöáíþò, ([]
ïì.) =](1) =  êáé ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ.

8¢ðáî êáé ôá (i), (ii) êáé (iii) èá Ý·ïõí áðïäåé·èåß, ï éó·õñéóìüò èá åßíáé áëçèÞò âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí óôï

åä. 2.1.13 (áöïý ï S1 åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò).

9Åí ðñïêåéìÝíù, áñêåß íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç ìïíáäéêüôçôá ôÞò «áíõøþóåùò» ôïý  ~  ç åîáóöáëéóèåßóá ìÝóù

ôïý ëÞììáôïò 2.3.1.
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Áðüäåéîç ôïý (iii). ÅÜí  ∈ Ω(S1 1) ìå []ïì. ∈ Ker() Þôïé ìå

([]ïì.) = e(1) = 0
ôüôå ï e åßíáé Ýíáò âñü·ïò åíôüò ôïý R (êáèþò e(0) = e(1) = 0) Åíôüò ôïý R
Ý·ïõìå e ' const0 ó·.{0 1}  äéüôé, ð.·., ç

 : I× I −→ R ( ) 7−→ ( ) := (1− )e()
åßíáé ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí e óôïí const0 Áõôü óçìáßíåé

üôé ç óýíèåóçΦ◦ áðïôåëåß ìéá ïìïôïðßá ó·åôéêþò ðñïò ôï {0 1} áðü ôïí  óôïí

const1 ÅðïìÝíùò, []
ïì. = [const1]

ïì. Þôïé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôÞò π1(S1 1) êáé
ç  åßíáé åíñéðôéêÞ. ¤

IÁñéèìüò ðåñéåëßîåùò êáé È.È.Á.Ìå ôç âïÞèåéá ôïý éóïìïñöéóìïý ïìÜäùí (2.12)

ôïý èåóðéóèÝíôïò óôï èåþñçìá 2.3.3 åßíáé äõíáôüí íá äïèåß Ýíáò áõóôçñüò ïñé-

óìüò ôïý ëåãïìÝíïõ áñéèìïý ðåñéåëßîåùò åíüò âñü·ïõ ðåñß åíüò óçìåßïõ ôïý ìéãá-

äéêïý åðéðÝäïõ, êáèþò êáé ìéá ó·åôéêþò óýíôïìç áðüäåéîç ôïý ðåñéþíõìïõ èåìå-
ëéþäïõò èåùñÞìáôïò ôÞò ¢ëãåâñáò («È.È.Á.») 2.3.8 (êÜíïíôáò êáôÜëëçëç ·ñÞóç

ôïý èåùñÞìáôïò 2.3.6 ôïý Rouchª).

2.3.4 Ïñéóìüò. ¸óôù 0 ∈ C êáé Ýóôù  Ýíáò âñü·ïò åíôüò ôïý Cr{0} Ùò áñéè-

ìüò ðåñéåëßîåùò (winding number) wn( 0) ôïý  ðåñß ôï óçìåßï 0 ïñßæåôáé ï

áêÝñáéïò áñéèìüò

wn( 0) := ( ◦  ◦ π1(r0))([]ïì.)

üðïõ  : π1(S1 1)
∼=−→ Z ï éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí (2.12), r0 ç áðåéêüíéóç

r0 : Cr{0} −→ S1  7−→ r0() :=
−0
|−0| 

êáé  : π1(S1 (r0 ◦ )(0))
∼=−→ π1(S1 1) ï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò éóïìïñöé-

óìüò ïìÜäùí (2.5) (ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.12) ï åðáãüìåíïò ìÝóù ôõ·üíôïò äñüìïõ

 åíôüò ôïý S1 óõíäÝïíôïò ôá óçìåßá 1 êáé (r0 ◦ )(0) Ðñáêôéêþò, ï wn( 0)

éóïýôáé ìå ôï ðüóåò öïñÝò ï  ðåñéåëßóóåôáé ãýñù áðü ôï óçìåßï 0 êáôÜ ôçí

áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ (áíôéùñïëïãéáêÞ öïñÜ) ìåßïí ôï ðüóåò öïñÝò ï  ðåñéå-

ëßóóåôáé ãýñù áðü ôï óçìåßï 0 êáôÜ ôçí äåîéüóôñïöç öïñÜ (ùñïëïãéáêÞ öïñÜ),

åñìçíåõüìåíïò (ùò ãíùóôüí, áðü üóá ìáèáßíåé êáíåßò óôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç)

êáé ùò ôï åðéêáìðýëéï ïëïêëÞñùìá:

wn( 0) =
1
2

Z




 − 0
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Ôñßá ðáñáäåßãìáôá äßäïíôáé óôï ó·Þìá 23, üðïõ ï wn( 0) éóïýôáé ìå 2 óôï

ðñþôï, ìå −2 óôï äåýôåñï êáé ìå 1 óôï ôñßôï.

Ó·Þìá 2.3.

2.3.5 Ðñüôáóç. ÅÜí 0 ∈ C   åßíáé äõï âñü·ïé åíôüò ôïý Cr{0} êáé

 : I× I −→ Cr{0}

ìéá ïìïôïðßá áðü ôïí  óôïí  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  (0 ) = (1 ) ∀ ∈ I
Þôïé ôÝôïéá, þóôå ï äñüìïò  7−→ () := ( ) íá áðïôåëåß Ýíáí âñü·ï, ôüôå

wn( 0) = wn( 0)

Áðïäåéîç. ÅöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.1 ãéá ôçí r0 ◦ äßäåé

[r0 ◦ ]ïì. = ([r0 ◦ ]ïì.) üðïõ I 3  7−→ () := r0((0 ))

ï äñüìïò ï óõíäÝùí ôá r0((0)) êáé r0((0)) ÅÜí  åßíáé åíáò äñüìïò åíôüò ôïý

S1 áðü ôï 1 óôï r0((0)) ôüôå ï ~ åßíáé Ýíáò äñüìïò áðü ôï 1 óôï r0((0)) êáé

wn( 0) = ( ◦ ~ ◦ π1(r0))([]ïì.)
= ( ◦  ◦ )([r0 ◦ ]ïì.) = ( ◦ )([r0 ◦ ]ïì.)
= ( ◦  ◦ π1(r0))([]ïì.) = wn( 0)

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

2.3.6 Èåþñçìá. (E. Rouchª, 1862) ÅÜí 0 ∈ C êáé   åßíáé äõï âñü·ïé åíôüò ôïý
Cr{0} ãéá ôïõò ïðïßïõò éêáíïðïéïýíôáé ïé áíéóüôçôåò

|()− ()|  |()− 0|  ∀ ∈ I

ôüôåwn( 0) = wn( 0)

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí åîÞò ïìïôïðßá áðü ôïí  óôïí  :

 : I× I −→ C ( ) 7−→ ( ) := (1− ) () + ()
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ìå(0 ) = (1 ) ∀ ∈ I êáé( 0) =  ()  ( 1) = ()∀ ∈ I ÅðåéäÞ10

|( )− 0| = |(1− ) () + ()− 0|
= | ()− 0 − ( ()− ())| ≥ | ()− 0|−  | ()− ()|  0

ãéá êÜèå æåýãïò ( ) ∈ I × I Ý·ïõìå Im() = (I × I) ⊆ Cr{0} êáé áñêåß íá
åöáñìüóïõìå ôçí ðñüôáóç 2.3.5. ¤

2.3.7 Ðñüôáóç. ¸óôù  : B2 −→ C ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç êáé Ýóôù  : I −→ C
åêåßíïò ï äñüìïò ï ïðïßïò ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

 () := (exp(2)) ∀ ∈ I
ÅÜí 0 ∈ Cr Im() êáéwn( 0) 6= 0 ôüôå 0 ∈ Im()
Áðïäåéîç. ÅÜí 0 ∈ Im() ôüôå  ' const(0)  êáèþò ïñßæåôáé ç ïìïôïðßá

 : I× I −→ Cr{0} ( ) 7−→ ( ) := ( exp(2))

ìå (0 ) = (1 ) ∀ ∈ I êáé ( 0) = (0) ( 1) =  () ∀ ∈ I Áðü ôçí

ðñüôáóç 2.3.5 óõíÜãåôáé üôé wn( 0) = wn(const(0) 0) = 0 ¤

2.3.8 Èåþñçìá. («Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ¢ëãåâñáò») ÊÜèå ðïëõþíõìï

() =  + −1−1 + · · ·+ 1 + 0

ìå ìéãáäéêïýò óõíôåëåóôÝò êáé  ≥ 1 äéáèÝôåé êÜðïéá èÝóç ìçäåíéóìïý, Þôïé
∃ ∈ C : () = 0

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå  ∈ Cr{0} Ý·ïõìå¯̄
 − ()

¯̄
=
¯̄
−1−1 + · · ·+ 1 + 0

¯̄
=
¯̄

¯̄ ¯̄−1

 + · · ·+ 1
−1 +

0


¯̄


Èåùñþíôáò Ýíáí èåôéêü ðñáãìáôéêü áñéèìü   |−1|+· · ·+ |0|+1 êáé èÝôïíôáò
() :=  exp(2) ëáìâÜíïõìå¯̄

() − (())
¯̄

¯̄
()

¯̄
 ∀ ∈ I

Åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá 2.3.6 ôïý Rouchª (ìå ôï () óôç èÝóç ôïý åêåß ðáñá-

ôåèÝíôïò () ìå ôï (()) óôç èÝóç ôïý () êáé ìå 0 = 0) óõìðåñáßíïõìå üôé

wn( ◦  0) = wn( 0) =  Åí óõíå·åßá, åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóç 2.3.7 ãéá

ôç óõíå·Þ áðåéêüíéóç

 : B2 −→ C  7−→ () := ()

äéáðéóôþíïõìå üôé 0 ∈ Im() Þôïé üôé ∃ ∈ B2 : () = 0Áõôü óçìáßíåé üôé

() =  + −1−1 + · · ·+ 1 + 0 = 0

üðïõ  :=  ∈ B2 := { ∈ C : || ≤ }  ¤
10ÓçìåéùôÝïí üôé |()− 0|  |()− ()| ≥  | ()− ()| 
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2.3.9 Óçìåßùóç. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé ôï (ýøéóôçò óçìáóßáò) èåþñçìá 2.3.8 åß·å

äéáôõðùèåß ùò åéêáóßá Þäç áðü ôá ìÝóá ôïý 17ïõ áéþíá, ç ðñþôç (áðïäåêôÞ)

áðüäåéîÞ ôïõ ïöåßëåôáé óôïí C.F. Gauss (ôï 1799). ¸êôïôå Ý·ïõí äïèåß åêáôïíôÜ-

äåò Üëëåò áðïäåßîåéò ðñïåñ·üìåíåò áðü äéÜöïñïõò ìáèçìáôéêïýò êëÜäïõò. Ãéá

áñêåôÜ «æåýãç» áðïäåßîåþí ôïõ êáé ðåñáéôÝñù éóôïñéêÜ óôïé·åßá âë. Fine &

Rosenberger [33].


