
ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

ÕðïìíÞóåéò

áðü ôçí Ôïðïëïãßá

Óôï êåöÜëáéï áõôü ãßíåôáé ìéá óýíôïìç åðéóêüðçóç ïñéóìÝíùí âáóéêþí åííïéþí

êáé èåùñçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí åíôáóóïìÝíùí óôç ÃåíéêÞ1 êáé óôç ÓõíäõáóôéêÞ2

Ôïðïëïãßá.

1.1 ÔÏÐÏËÏÃÉÊÏÉ μÙÑÏÉ

1.1.1 Ïñéóìüò. Ìéá ôïðïëïãßá åðß åíüò óõíüëïõ åßíáé Ýíá óýíïëï T õðïóõíü-

ëùí ôïý ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(i) ∅ ∈ T 
(ii) ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïý ìå  ∈ T ãéá êÜèå  ∈ 

ôüôå
S
∈  ∈ T 

(iii) ÅÜí  ∈ N êáé 1   ∈ T  ôüôå
T
=1

 ∈ T 

Ôá óôïé·åßá ôïý T ïíïìÜæïíôáé áíïéêôÜ óýíïëá. ¸íá õðïóýíïëï  ôïý êáëåß-

ôáé êëåéóôü (ùò ðñïò ôçí T ) üôáí ôï óõìðëÞñùìá ôïõ,  r  åßíáé áíïéêôü. Ùò

1Ãéá ëåðôïìåñÝóôåñç åéóáãùãÞ óôç ÃåíéêÞ Ôïðïëïãßá âë. ôéò óçìåéþóåéò ðáñáäüóåùí [2], [76] êáé [90]. Ïëïêëçñù-

ìÝíåò ðáñïõóéÜóåéò ôÞò ó·åôéêÞò èåùñßáò âñßóêåé êáíåßò óôá êëáóéêÜ óõããñÜììáôá ôùí Dugundji [28], Kelley [55],

McCleary [75], Munkres [84], Querenburg [95] êáé Willard [129].

2Áðü ôç ÓõíäõáóôéêÞ Ôïðïëïãßá áñêïýìåèá óôçí ðáñÜèåóç êÜðïéùí âáóéêþí éäéïôÞôùí ôùí ôïðïëïãéêþí êáé ôùí

äéáöïñßóéìùí ðïëõðôõãìÜôùí, ôùí ìïíïðëåêôéêþí óõìðëåãìÜôùí êáé ôùí CW-·þñùí.
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ôïðïëïãéêüò ·þñïò íïåßôáé Ýíá æåýãïò ( T ) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá óýíïëï3 

(ôï õðïêåßìåíï óýíïëï ôïý ( T )) êáé ìéá ôïðïëïãßá T ïñéóèåßóá åð' áõôïý4.

(Åíßïôå, ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, áíôß ôïý ( T ) ãñÜöïõìå áðëþò  õðïíïþíôáò

ôÞí T ).

1.1.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù üôé  6= ∅. Ç ( {∅}) ïíïìÜæåôáé ôåôñéììÝíç
ôïðïëïãßá åðß ôïý

(ii) ÅÜí  = {0 1} ôüôå ç ôïðïëïãßá T := {∅ {0}} êáëåßôáé ôïðïëïãßá

Sierpinski åðß ôïý

(iii) ÊÜèå ìåôñéêüò ·þñïò 5 ( ) êáèßóôáôáé ôïðïëïãéêüò ·þñïò ùò ðñïò ôçí ôï-

ðïëïãßá

T := { ⊆  |∀ ∈  ∃ ∈ R0 :
◦
B (; ) ⊆ }

ôçí åðáãïìÝíç áðü ôçí ìåôñéêÞ6, üðïõ
◦
B (; ) := { ∈  : ( )  }

(iv) ÅÜí ôï åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï, ôüôå ç

Tóõìð. := { ⊆  | r ðåðåñáóìÝíï óýíïëï} ∪ {∅}
êáëåßôáé óõìðåðåñáóìÝíç ôïðïëïãßá åðß ôïý

(v)O (P()) üðïõP() ôï äõíáìïóýíïëï ôïý ïíïìÜæåôáé äéáêñéôüò ·þñïò

êáé ôïP() =: Täéáê. äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá åðß ôïý

1.1.3 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. ¸íá õðïóýíïëï B ⊆ T
êáëåßôáé âÜóç ôÞò ôïðïëïãßáò T üôáí êÜèå áíïéêôü óýíïëï ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç

óôïé·åßùí ôïý B Ôá óôïé·åßá ìéáò âÜóåùò7 ôÞò T êáëïýíôáé âáóéêÜ õðïóýíïëá

ôïý

1.1.4 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ( ) åßíáé Ýíáò ìåôñéêüò ·þñïò, ôüôå áìöüôåñá ôá

B :=
n ◦
B (; 1 ) | ∈   ∈ N

o
 B0 :=

n ◦
B (; ) |  ∈   ∈ Q0

o


áðïôåëïýí âÜóåéò ôÞò T üðïõ8
◦
B (; ) := { ∈  : ( )  }∀ ∈ R0

3¼ôáí Ýíáò óõãêåêñéìÝíïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò (T ) äéáèÝôåé ìéá åìöáíÞ ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá, åßèéóôáé íá ïíï-

ìÜæïõìå ôá óôïé·åßá ôïý óõíüëïõ óçìåßá áõôïý.
4Åðß åíüò óõíüëïõ åíäÝ·åôáé íá ïñßæïíôáé äéáöïñåôéêÝò ôïðïëïãßåò. ÅÜí (T1) êáé (T2) åßíáé äõï ôïðïëï-

ãéêïß ·þñïé ìå ôï ßäéï õðïêåßìåíï óýíïëï êáé T1 $ T2 ôüôå ëÝìå üôé ç ôïðïëïãßá T1 åßíáé ëåðôüôåñç ôÞò T2 (Þ üôé

ç T2 åßíáé áäñüôåñç ôÞò T1).
5¸íáò ìåôñéêüò ·þñïò áðïôåëåßôáé áðü Ýíá óýíïëï  åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ìåôñéêÞ (Þ áðåéêüíéóç áðïóôÜóåùò )
 :  × −→ [0∞) Þôïé ìéá áðåéêüíéóç ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò: (i) ( ) = 0⇔  =  (ii) ( ) = ( )
ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  êáé (iii) ( ) ≤ ( ) + ( ) ãéá ïéáäÞðïôå    ∈ 
6ËÝìå üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò (T ) åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò üôáí ôï ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå êÜðïéá ìå-

ôñéêÞ  ïýôùò þóôå íá éó·ýåé T = T
7Ðñïóï·Þ! Ç T åíäÝ·åôáé íá äéáèÝôåé ðåñéóóüôåñåò áðü ìßá âÜóåéò.

8Åíßïôå, ôï
◦
B (; ) êáëåßôáé áíïéêôÞ ìðÜëá (ùò ðñïò ôç ìåôñéêÞ ) ìå êÝíôñï ôçò ôï  êáé áêôßíá 
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1.1.5 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ∈ ¸íá õðï-

óýíïëï  ⊆  êáëåßôáé ðåñéï·Þ ôïý  üôáí ∃ ∈ T :  ∈  ⊆ μñçóéìïðïéïý-

ìåíïò óõìâïëéóìüò: U() := {óýíïëï ðåñéï·þí ôïý }

1.1.6 ÐáñáôÞñçóç. ¸íá õðïóýíïëï ôïý åßíáé áíïéêôü åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá

êÜèå  ∈  õðÜñ·åé  ∈ U() ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  ⊆  ÐñÜãìáôé° åÜí ôï 

åßíáé áíïéêôü, áñêåß íá èÝóïõìå  :=  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ãéá êÜèå  ∈ 

õðÜñ·åé  ∈ U() ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé ï åãêëåéóìüò  ⊆  ôüôå ãéá êÜèå

 ∈  õðÜñ·åé  ∈ T ìå  ∈  ⊆  ÅðåéäÞ  =
S
∈ ôï  åßíáé áíïéêôü

(ùò Ýíùóç áíïéêôþí).

1.1.7 Ðñüôáóç. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ôüôå ãéá ïéïäÞðïôå óôïé-
·åßï  ∈  éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i)  ∈ U() =⇒  ∈   (ÉäéáéôÝñùò, ∅ ∈ U())
(ii)  ∈ U() =⇒  ∩ ∈ U()
(iii) [ ∈ U() êáé  ⊆  ∈ T ] =⇒  ∈ U()
(iv) ÅÜí  ∈ U(), ôüôå ∃ ∈ U() : ⊆  êáé  ∈ U() ∀ ∈

Áðïäåéîç. (i) ÐñïöáíÝò áðü ôïí ïñéóìü ôïý U()
(ii) ÅÜí  ∈ U() ôüôå õðÜñ·ïõí 1 2 ∈ T  ôÝôïéá þóôå  ∈ 1 ⊆  êáé

 ∈ 2 ⊆  . ÅðïìÝíùò,  ∈ 1 ∩ 2 ⊆  ∩ êáé ôï 1 ∩ 2 åßíáé áíïéêôü (ùò

Ýíùóç áíïéêôþí). Áõôü óçìáßíåé üôé  ∩ ∈ U()
(iii) ÅÜí  ∈ U() ôüôå õðÜñ·åé  ∈ T ìå  ∈  ⊆  ⊆  ïðüôå  ⊆  êáé

 ∈ U()
(iv) ÅÜí  ∈ U() ôüôå õðÜñ·åé  ∈ T ìå  ∈  ⊆  ÅðåéäÞ ôï  åßíáé áíïéêôü,

Ý·ïõìå  ∈ U() ãéá êÜèå  ∈  (Âë. 1.1.6.) ÅðåéäÞ äå  ⊆  áðü ôï (iii)

óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈ U() ãéá êÜèå  ∈  Áñêåß ëïéðüí íá ôåèåß :=  ¤

1.1.8 Ðñüôáóç. ÅÜí  åßíáé Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé {U() | ∈ } ìéá ïéêïãÝ-
íåéá õðïóõíüëùí ôïý ðïõ ðëçñïß ôéò óõíèÞêåò (i)-(iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.1.7, ôüôå
õðÜñ·åé ìïíáäéêÞ ôïðïëïãßá T åðß ôïý  ôÝôïéá þóôå ôï U() íá åßíáé ôï óýíïëï
ôùí ðåñéï·þí ôïý  ãéá êÜèå  ∈  .

Áðïäåéîç. ÅÜí T1 T2 åßíáé ôïðïëïãßåò åðß ôïý ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, ôüôå ãéá

êÜèå ∈ T1 éó·ýåé ∈ U() ãéá êÜèå  ∈  êÜôé ðïõ (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.1.7)

éóïäõíáìåß ìå ôï üôé  ∈ T2 ¢ñá T1 ⊆ T2 Êáô' áíáëïãßáí, åðáíáëáìâÜíïíôáò

ôçí ßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá (áëëÜ êáôüðéí åíáëëáãÞò ôùí ñüëùí ôùí T1 êáé T2),
ëáìâÜíïõìå T2 ⊆ T1 ÅðïìÝíùò, T1 = T2 Åí óõíå·åßá èá äåßîïõìå ôçí ýðáñîç
ìéáò ôïðïëïãßáò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá. ÈÝôïõìå

T := { ∈ P()| ∈ U()∀ ∈ }
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Ðñïöáíþò, ∅ ∈ T  ÅÜí ()∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïý  ìå

 ∈ T ãéá êÜèå  ∈  ôüôå ãéá êÜèå  ∈ S∈  õðÜñ·åé  ∈  ôÝôïéï þóôå

íá éó·ýåé  ∈   ÅðåéäÞ  ∈ U() áðü ôç óõíèÞêç 1.1.7 (iii) ðñïêýðôåé üôéS
∈  ∈ U() ¢ñá

S
∈  ∈ T  ÔÝëïò, åÜí  ∈ N êáé 1   ∈ T  ôüôåT

=1 ∈ T  ÐñÜãìáôé° ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò ãéá  = 1 ¼ôáí  = 2 ãéá êÜèå

óôïé·åßï  ∈ 1 ∩ 2 Ý·ïõìå 1 ∈ U() êáé 2 ∈ U() Óýìöùíá ìå ôï 1.1.7 (ii),

1 ∩2 ∈ U()¼ôáí  ≥ 3 ï éó·õñéóìüò åßíáé ùóáýôùò áëçèÞò, üðùò äåß·íåôáé

êÜíïíôáò ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò (ùò ðñïò ôïí9 ). Åê ôùí áíùôÝñù Ýðåôáé

üôé ôï T áðïôåëåß ìéá ôïðïëïãßá åðß ôïý  Óõìâïëßæïíôáò ùò U 0() ôï óýíïëï

ðåñéï·þí ôõ·üíôïò  ∈  ùò ðñïò ôçí T  åíáðïìÝíåé íá áðïäåßîïõìå üôé

U 0() = U()

ÅÜí  0 ∈ U 0() ôüôå õðÜñ·åé Ýíá  ∈ T ìå  ∈  ⊆  0 Áðü ôïí ïñéóìü ôÞò

T Ý·ïõìå  ∈ U() êáé ôï 1.1.7 (iii) äßäåé  0 ∈ U() ¢ñá U 0() ⊆ U() Êáé

áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ U() êáé ̂ := { ∈  | ∈ U()}  ôüôå  ∈ ̂ (ëüãù ôÞò

óõíèÞêçò 1.1.7 (i)). ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá êÜèå  ∈ ̂ õðÜñ·åé  ∈ U() :  ⊆ ̂

(ëüãù ôÞò óõíèÞêçò 1.1.7 (iv), áöïý  ∈ U()) êáé ̂ ∈ U() (ëüãù ôÞò óõíèÞêçò

1.1.7 (iii), áöïý  ∈ U()). Ùò åê ôïýôïõ, ̂ ∈ U() ãéá êÜèå  ∈ ̂  Óõíåðþò,

̂ ∈ T (áðü ôïí ïñéóìü ôÞò T ). ÅðåéäÞ  ∈ ̂  Ý·ïõìå ̂ ∈ U 0() (Âë. 1.1.6.)

¼ìùò ̂ ⊆  ïðüôå áðü ôçí óõíèÞêç 1.1.7 (iii) óõìðåñáßíïõìå üôé  ∈ U 0()
¢ñá éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò U() ⊆ U 0() ¤

1.1.9 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ∈ ¸íá õðï-

óýíïëï B() ⊆ U() êáëåßôáé âÜóç ðåñéï·þí ôïý  (ùò ðñïò ôçí T ) üôáí ãéá

êÜèå  ∈ U() õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ B() :  ∈  ⊆  Ôá óôïé·åßá ìéáò âÜóåùò

ðåñéï·þí åíüò  êáëïýíôáé âáóéêÝò ðåñéï·Ýò ôïý 

1.1.10 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ( ) åßíáé Ýíáò ìåôñéêüò ·þñïò, ôüôå ôï

B() :=
n ◦
B (; 1)

¯̄̄
 ∈   ∈ N

o
åßíáé âÜóç ðåñéï·þí ïéïõäÞðïôå  ∈ 

(ii) ÅÜí ( T ) åßíáé ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ôï B() := { ∈ U() | ∈ T }
åßíáé ìéá âÜóç ðåñéï·þí ïéïõäÞðïôå  ∈ .

1.1.11 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ( T ) êáëåßôáé
• 1ïò áñéèìÞóéìïò⇐⇒

ïñó.
[∃ áñéèìÞóéìç âÜóç ðåñéï·þí ôïý  ∀ ∈ ]

• 2ïò áñéèìÞóéìïò⇐⇒
ïñó.

[õðÜñ·åé êÜðïéá áñéèìÞóéìç âÜóç ôÞò T ]

9Áñêåß íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï ßäéï åðé·åßñçìá ìå ôá
T−1
=1  êáé óôç èÝóç ôùí1 êáé2 áíôéóôïß·ùò.
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1.1.12 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå ìåôñéêoðïéÞóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé 1ïò

áñéèìÞóéìïò10, áëëÜ ü·é êáô' áíÜãêçí êáé 2ïò áñéèìÞóéìïò. Åðß ðáñáäåßãìáôé,

åÜí ôï  åßíáé Ýíá õðåñáñéèìÞóéìï óýíïëï, ôüôå, ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá åðß

ôïý  ï ( Täéáê.) äåí åßíáé 2ïò áñéèìÞóéìïò, ðáñüôé ïñßæåôáé áðü ôç äéáêñéôÞ
ìåôñéêÞ

( ) :=

½
1 üôáí  6= 

0 üôáí  = 

êáèüóïí ç ìüíç âÜóç ôÞò Täéáê. := P() åßíáé ç B = {{} | ∈ }
(ii) ÅÜí  ∈ N ôüôå ï R (ùò ìåôñéêüò ·þñïò ìå ôç óõíÞèç ìåôñéêÞ 11 óõí.) åßíáé

ôüóïí 1ïò üóïí êáé 2ïò áñéèìÞóéìïò, êáèüôé ôï óýíïëï

B =
n ◦
Bóõí. (x;

1
)
¯̄̄
x ∈ Q  ∈ N

o
áðïôåëåß ìéá âÜóç ôïý R (ðïõ åßíáé ðñïöáíþò áñéèìÞóéìï).

1.1.13 Ðñüôáóç. ¸óôù (T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù B ìéá âÜóç ôÞò
T  Ôüôå ãéá êÜèå  ∈  ôï B() := { ∈ B | ∈ } áðïôåëåß ìéá âÜóç ðåñéï·þí
ôïý .

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈ U(). Ôüôå õðÜñ·åé ∈ T  ôÝôïéï þóôå  ∈  ⊆  ÅðåéäÞ

ôï B åßíáé åî õðïèÝóåùò ìéá âÜóç ôÞò T  õðÜñ·åé ìéá ïéêïãÝíåéá ()∈ åßíáé ìéá
ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïý B ìå  =

S
∈  ¢ñá  ∈ 0 ⊆  ãéá êÜðïéïí

äåßêôç 0 ∈  áð' üðïõ Ýðåôáé üôé 0 ∈ B() Åî áõôïý óõìðåñáßíïõìå üôé ôï

B() áðïôåëåß üíôùò ìéá âÜóç ðåñéï·þí ôïý  ¤

1.1.14 Ðüñéóìá. ÊÜèå 2ïò áñéèìÞóéìïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé êáé 1ïò áñéèìÞ-
óéìïò.

1.2 ÓÔÏÉμÅÉÙÄÅÉÓ ÔÏÐÏËÏÃÉÊÅÓ ÅÍÍÏÉÅÓ

1.2.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ⊆ . To

int() := intT () := ◦ :=
S{ ⊆  | ⊆   áíïéêôü}

Þôïé ôï ìÝãéóôï áíïéêôü óýíïëï ôïý ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôï êáëåßôáé ôïðïëïãéêü

åóùôåñéêü (Þ áíïéêôüò ðõñÞíáò) ôïý 

10ÅÜí o (T ) åßíáé ìåôñéêïðïéÞóéìïò ìå T = T êáé  ∈  ôüôå ôï

½ ◦
Bóõí. (; )

¯̄̄̄
 ∈ Q

¾
áðïôåëåß ìéá

áñéèìÞóéìç âÜóç ôïý 

11ÁõôÞ åßíáé ç óõí.(xy) := ||x−y|| ∀(xy) ∈ R×R üðïõ ùò ||x|| óõìâïëßæåôáé ç óõíÞèçò óôÜèìç (íüñìá)

ïéïõäÞðïôå x ∈ R Ç Tóõí. êáëåßôáé óõíÞèçò (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R
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1.2.2 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  ⊆  ôüôå

◦ = { ∈  | ∈ U()}

Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈ ◦ ôüôå ◦ ∈ U() EðåéäÞ ôï ◦ ⊆  åßíáé áíïéêôü, Ý·ïõìå

 ∈ U() Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈  êáé  ∈ U() ôüôå õðÜñ·åé áíïéêôü
óýíïëï  ìå  ⊆  ïðüôå  ∈  ⊆ ◦ ¤

1.2.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ùò ðñïò ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R
Ý·ïõìå (0 1]◦ = [0 1)◦ = [0 1]◦ = (0 1) ((0 1] ∪ {2})◦ = (0 1) Q◦ = ∅ Z◦ = ∅
êáé

©
1
 | ∈ N

ª◦
= ∅

(ii) Óôïí ·þñï Sierpinski 1.1.2 (ii), {0}◦ = {0} êáé {1}◦ = ∅
(iii) Óå ïéïíäÞðïôå ôïðïëïãéêü ·þñï ( T ) ∅◦ = ∅ êáé ◦ =  êáé ãéá ïéïäÞ-

ðïôå õðïóýíïëï  ⊆  Ý·ïõìå ◦ ⊆ 

1.2.4 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  ⊆  ôüôå :

(i) Ôï  åßíáé áíïéêôü⇔  = ◦

(ii)  ⊆  ⇒ ◦ ⊆ ◦

(iii) ( ∩)◦ = ◦ ∩◦
(iv) ( ∪)◦ ⊇ ◦ ∪◦
(v) (◦)◦ = ◦

Áðüäåéîç. (i) ÅÜí  = ◦ ôüôå ôï  åßíáé áíïéêôü (áöïý ôï ◦ åßíáé åî ïñéóìïý
áíïéêôü). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï åßíáé áíïéêôü, ôüôå ëüãù ôïý ïñéóìïý ôïý◦

Ý·ïõìå  ⊆ ◦ ïðüôå  = ◦

(ii) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò, äéüôé êÜèå áíïéêôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôï ðåñéÝ-

·åôáé êáé óôï 

(iii) Ôï ◦ ∩ ◦ åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý  ∩  ¢ñá ◦ ∩ ◦ ⊆ ( ∩ )◦
Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï (ii) äßäåé (∩)◦ ⊆ ◦ êáé (∩)◦ ⊆ ◦Áõôü óçìáßíåé

üôé éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò ( ∩)◦ ⊆ ◦ ∩◦
(iv) Áðü ôï (ii) Ý·ïõìå◦ ⊆ (∪)◦ êáé◦ ⊆ (∪)◦¢ñá◦∪◦ ⊆ (∪)◦
(vi) Ðñïöáíþò, (◦)◦ ⊆ ◦ ÅðåéäÞ ôï ◦ åßíáé áíïéêôü óýíïëï, éó·ýåé êáô' áíÜ-

ãêçí êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò ◦ ⊆ (◦)◦ ¤

1.2.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé åÜí ()∈ åßíáé ìéá
ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïý  ôüôå

(
T
∈

)
◦ ⊆ T

∈
◦  (1.1)

ðïõ éó·ýåé ùò éóüôçôá üôáí ôï  åßíáé ðåðåñáóìÝíï.
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Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå äåßêôç  ∈  Ý·ïõìåT
∈

 ⊆  =⇒
1.2.4 (iii)

(
T
∈

)
◦ ⊆ ◦ 

ïðüôå ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç (1.1) åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. ¼ôáí ôï  åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíï, ôüôå ç (1.1) éó·ýåé ùò éóüôçôá (üðùò ðñïêýðôåé åðáãùãéêþò êÜíïíôáò

·ñÞóç ôïý (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.4). ¤

1.2.6 ÐáñÜäåéãìá. Ï åãêëåéóìüò (1.1) åíäÝ·åôáé íá åßíáé áõóôçñüò üôáí ôï óý-

íïëï äåéêôþí  äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ùò ðñïò ôç óõíÞèç

(åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí áíïéêôþí äéáóôçìÜôùí

 := (− 1
 

1
) ⊆ R  ∈ N Ý·ïõìåT

∈N
◦ =

T
∈N

 = {0} % ∅ = {0}◦ = (
T
∈N

)
◦

1.2.7 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ⊆ . Ôï

cl() := clT () :=  :=
T{ ⊆  | ⊆   êëåéóôü}

Þôïé ôï åëÜ·éóôï êëåéóôü óýíïëï ôïý ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  êáëåßôáé êëåéóôÞ èÞêç

(Þ êëåéóôü Ýãêëåéóìá) ôïý . Åðßóçò, ôï  êáëåßôáé ðõêíü åíôüò ôïý  üôáí

 = 

1.2.8 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  ⊆  ôüôå

 = { ∈  | ∩ 6= ∅ ∀ ∈ U()}

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈  Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé ðåñéï·Þ  ôïý  ôÝôïéá

þóôå íá éó·ýåé  ∩ = ∅ Ôüôå õðÜñ·åé  ∈ T ìå  ∈  ⊆  ÅðïìÝíùò,

 ∩ = ∅⇒  ⊆ r ⇒ [r åßíáé êëåéóôü]

ïðüôå  ∈  ⊆ r ¢ôïðï! Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈  äçëáäÞ åÜí

 ∈ r = r
T{ ⊆  | êëåéóôü êáé  ⊆ }

=
S{r | êëåéóôü êáé  ⊆ }

ôüôå ôïr åßíáé ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý  êáé

( r) ∩ ⊆ ( r) ∩ = ∅

ïðüôå  ∈ { ∈  | ∩ 6= ∅ ∀ ∈ U()} ¤
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1.2.9 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ùò ðñïò ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R
Ý·ïõìå (0 1) = (0 1] = [0 1) = [0 1] (0 1] ∪ {2} = [0 1] ∪ {2} Z = Z Q = R êáé©
1
 | ∈ N

ª
= {0} ∪ © 1 | ∈ Nª 

(ii) Ùò ðñïò ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R2: Ãéá ôï

 := {( ) ∈ R2 |  = sin(
1


)  ∈ (0 1]}⇒  =  ∪ ({0} × [−1 1]})

(iii) ÅÜí  = {0 1} ôüôå ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá T := {∅ {0}} ôïý Sierpinski

åðß ôïý Ý·ïõìå {0} =  êáé {1} = {1}
(iv) Óôïí ( Täéáê) ôï ìüíï ðõêíü óýíïëï åíôüò ôïý åßíáé ôï ßäéï ôï

(v) Óå ïéïíäÞðïôå ôïðïëïãéêü ·þñï ( T ) ∅ = ∅ êáé  = êáé ãéá ïéïäÞðïôå

õðïóýíïëï  ⊆  Ý·ïõìå  ⊆ 

1.2.10 Ðñüôáóç. ÅÜí ï ( T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  ⊆  ôüôå:
(i) Ôï  åßíáé êëåéóôü⇔  = 

(ii)  ⊆  ⇒  ⊆ 

(iii)  ∩ ⊆  ∩
(iv)  ∪ =  ∪
(v)  = 

(vi) r =  r◦

Áðüäåéîç. (i) ÅÜí  =  ôüôå ôï  åßíáé êëåéóôü (äéüôé ôï  åßíáé åî ïñéóìïý

êëåéóôü). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï  åßíáé êëåéóôü, ôüôå áðü ôïí ïñéóìü ôïý 

Ý·ïõìå  ⊆  ïðüôå  = 

(ii) ÊÜèå êëåéóôü óýíïëï ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  ðåñéÝ·åé êáé ôï  ¢ñá  ⊆ 

(iii) Áðü ôï (ii) ëáìâÜíïõìå  ∩ ⊆  êáé  ∩ ⊆ ¢ñá  ∩ ⊆  ∩
(iv) ÅðåéäÞ ⊆  êáé ⊆  Ý·ïõìå∪ = ∪Ôïóýíïëï∪ åßíáé êëåéóôü

(ùò Ýíùóç äýï êëåéóôþí óõíüëùí) êáé ðåñéÝ·åé ôï  ∪  ïðüôå  ∪ ⊆  ∪ 
Êáé áíôéóôñüöùò° áðü ôï (ii) ðñïêýðôåé üôé  ⊆  ∪ êáé  ⊆  ∪ ÅðïìÝíùò
éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò  ∪ ⊆  ∪
(v) Ðñïöáíþò, ⊆  ÅðåéäÞ ôï åßíáé êëåéóôü óýíïëï, éó·ýåé êáô' áíÜãêçí êáé

ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò  ⊆ 

(vi) Ôï  r ◦ åßíáé êëåéóôü, ðåñéÝ·ïí ôï  r , ïðüôå  r ⊆  r ◦. Êáé

áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈ ◦ ôüôå ãéá êÜèå ðåñéï·Þ  ôïý  Ý·ïõìå  6⊆  ôï ïðïßï

óçìáßíåé üôé  ∩ ( r) 6= ∅. ¢ñá  ∈  r Þôïé  r◦ ⊆  r ¤

1.2.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé åÜí ()∈ åßíáé
ìéá ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí ôïý ôüôåS

∈
 ⊆

S
∈

 (1.2)

ðïõ éó·ýåé ùò éóüôçôá üôáí ôï  åßíáé ðåðåñáóìÝíï.
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Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå äåßêôç  ∈  Ý·ïõìå

 ⊆
S
∈

 =⇒
1.2.10 (ii)

 ⊆
S
∈



ïðüôå ç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç (1.2) åßíáé ðñïäÞëùò áëçèÞò. ¼ôáí ôï  åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíï, ôüôå ç (1.2) éó·ýåé ùò éóüôçôá (üðùò ðñïêýðôåé åðáãùãéêþò êÜíïíôáò

·ñÞóç ôïý (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.10). ¤

1.2.12 ÐáñÜäåéãìá. Ï åãêëåéóìüò (1.2) åíäÝ·åôáé íá åßíáé áõóôçñüò üôáí ôï óý-

íïëï äåéêôþí  äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ùò ðñïò ôç óõíÞèç

(åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá ôùí êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí

 :=
£
0 1− 1



¤ ⊆ R  ∈ N Ý·ïõìå
S
∈N

 = [0 1) = [0 1] % [0 1) =
S
∈N

∙
0 1− 1



¸
=
S
∈N



1.2.13 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ⊆  . Ôï êëåé-

óôü óýíïëï12

Fr() := FrT () :=  ∪ r

êáëåßôáé ìåèüñéïò ôïý 

1.2.14 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ùò ðñïò ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá åðß ôïý R
Ý·ïõìå

FrR((0 1)) = FrR([0 1)) = FrR((0 1]) = FrR([0 1]) = {0 1}

FrR((0 1] ∪ {2}) = {0 1 2} FrR(Q) = R êáé FrR(Z) = Z

(ii) Óôïí ·þñï Sierpinski Ý·ïõìå Fr({0}) = {1} êáé Fr({1}) = {1}.

1.2.15 Ðñüôáóç. ÅÜí (T ) åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  ⊆  ôüôå éó·ý-
ïõí ôá áêüëïõèá :

(i) Fr() = Fr( r)

(ii) Fr() = r◦

(iii) Fr() ∩◦ = ∅
(iv)  = ◦∪ Fr()

(v) = ◦q Fr()q ( r)◦

12To ‘‘Fr'' ðáñáðÝìðåé óôïí áããëéêü üñï frontier  (Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò ·ñçóéìïðïéïýí áíô' áõôïý ôïí

üñï (ôïðïëïãéêü) óýíïñï. Ùóôüóï, ï üñïò boundary, Þôïé ôï óýíïñï, ôïõëÜ·éóôïí üðùò ïñßæåôáé åíôüò ôïý ðëáéóßïõ

ôÞò Èåùñßáò ÐïëõðôõãìÜôùí, äåí óõìðßðôåé ìå áõôüí.)
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Áðüäåéîç. (i) Ðñïêýðôåé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü ôïý Fr 

(ii) Fr() =  ∩ r =  ∩ ( r◦) = r◦

(iii) Fr() ∩◦ =  ∩ r ∩ (r r) = ∅
(iv) ◦∪ Fr() = ◦ ∪ ( ∩ r) = ◦ ∪ ( ∩ ( r◦)) = 

(v) Ðñïöáíþò, ◦∪ Fr() ∪ ( r )◦ =
(iv)

 ∪ ( r ) =  ÅîÜëëïõ (áðü ôï

(iii)), ◦∩ Fr() = ∅

Fr() ∩ ( r)◦ =
(i)

Fr( r) ∩ ( r)◦ =
(iii)
∅

êáé ◦ ∩ ( r)◦ ⊆  ∩ ( r) = ∅⇒ ◦ ∩ ( r)◦ = ∅ ¤

1.3 ÓÕÍÅμÅÉÓ, ÁÍÏÉÊÔÅÓ

ÊÁÉ ÊËÅÉÓÔÅÓ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÉÓ

1.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ( T1) ( T2) åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé. Ìéá áðåé-

êüíéóç  :  −→  êáëåßôáé óõíå·Þò áðåéêüíéóç üôáí −1() ∈ T1 ∀ ∈ T2.

1.3.2 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T1) ( T2) åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé, ôüôå ïé áêüëïõèåò
óõíèÞêåò ãéá ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ç  åßíáé óõíå·Þò.

(ii) Ôï −1() åßíáé êëåéóôü, ãéá êÜèå êëåéóôü  ⊆  

(iii) Ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå ∈ U(()) ∃ ∈ U() : ( ) ⊆

(iv) () ⊆ () ∀ ∈ P()
(v) −1() ⊆ −1() ∀ ∈ P( )

Áðüäåéîç. (i) ⇔ (ii) ¸óôù  ⊆  êëåéóôü. Ôüôå ôï  r  åßíáé áíïéêôü, Üñá

ôï −1( r ) =  r −1() åßíáé åî õðïèÝóåùò áíïéêôü. ÅðïìÝíùò ôï −1()
åßíáé êëåéóôü. Ç áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åßíáé ðáíïìïéüôõðç.

(i)⇒ (iii) ¸óôù  ∈  êáé Ýóôù  ìéá ðåñéï·Þ ôïý () Tï  := −1( ) åßíáé

áíïéêôü êáé, ùò åê ôïýôïõ, ðåñéï·Þ ôïý ÁëëÜ ( ) = (−1( )) ⊆

(iii) ⇒ (iv) ¸óôù ôõ·üí õðïóýíïëï  ⊆  ÅÜí  ∈  êáé  ∈ U(()) ôüôå
õðÜñ·åé åî õðïèÝóåùò  ∈ U() : ( ) ⊆  ÅðåéäÞ  ∈  Ý·ïõìå  ∩  6= ∅
ÅðïìÝíùò,

∅ 6= ( ∩) ⊆ ( ) ∩ () ⊆ ∩ ()

Þôïé êÜèå  ∈ U(()) äéáèÝôåé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå ôï () Áõôü, óýìöùíá ìå ôçí

ðñüôáóç 1.2.8, óçìáßíåé üôé () ∈ () ¢ñá () ⊆ ()
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(iv)⇒(v) ÈÝôïíôáò  := −1() ëáìâÜíïõìå

() ⊆
(iv)

() ⊆ (−1()) =  ∩ () ⊆  ⇒ −1() ⊆ −1()

(v)⇒ (ii) ÅÜí ôï  ⊆  åßíáé êëåéóôü, ôüôå −1() ⊆ −1() = −1() ïðüôå ôï
−1() ⊆  åßíáé êëåéóôü. ¤

1.3.3 Ðñüôáóç. Ç óýíèåóç óõíå·þí áðåéêïíßóåùí ìåôáîý ôïðïëïãéêþí ·þñùí åß-
íáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  :  −→   :  −→  åßíáé óõíå·åßò áðåé-

êïíßóåéò ìåôáîý ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé  ◦  :  −→  ç óýíèåóç áõôþí. ÅÜí

 ⊆  åßíáé áíïéêôü, ôüôå ôï −1() åßíáé áíïéêôü óôïí  êáé ôï −1(−1())
åßíáé áíïéêôü óôïÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï ( ◦ )−1() åßíáé áíïéêôü óôïí êáé ç

 ◦  åßíáé óõíå·Þò áðåéêüíéóç. ¤

1.3.4 Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíü-

ëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáëåßôáé áíïéêôÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôÞ) üôáí

áðåéêïíßæåé áíïéêôÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôÜ) õðïóýíïëá ôïý óå áíïéêôÜ (êáé

áíôéóôïß·ùò, óå êëåéóôÜ) õðïóýíïëá ôïý 

1.3.5 Ðñüôáóç. Ãéá ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíü-
ëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:
(i) Ç  åßíáé áíïéêôÞ áðåéêüíéóç.

(ii) (◦) ⊆ (())◦ ∀ ∈ P()
(iii) Ç  áðåéêïíßæåé ôá óôïé·åßá ïéáóäÞðïôå âÜóåùò ôïý óå áíïéêôÜ õðïóýíïëá
ôïý 

(iv) Ãéá êÜèå  ∈  êáé êÜèå  ∈ U() ∃ ∈ U(()) : () ∈ ⊆ ( )

Áðüäåéîç. (i)⇒ (ii) ÅðåéäÞ ôï◦ åßíáé áíïéêôü, ôï (◦) åßíáé ùóáýôùò áíïéêôü
êáé ðåñéÝ·åôáé óôï (). ¢ñá (◦) ⊆ (())◦
(ii) ⇒ (iii) ¸óôù B ìéá âÜóç ôïý  êáé Ýóôù  ∈ B Ôï  åßíáé áíïéêôü, ïðüôå

 = ◦ () = (◦) ⊆ (())◦ ⊆ () ⇒ ()◦ = () êáé ôï () åßíáé

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý 

(iii) ⇒ (iv) ¸óôù  ∈  êáé Ýóôù  ∈ U() ÅÜí B åßíáé ìéá âÜóç ôïý  ôüôå

õðÜñ·åé  ∈ B ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  ∈  ⊆  ¼ìùò () ∈ () ìå ôï ()

áíïéêôü, ïðüôå áñêåß íá èÝóïõìå := ()

(iv)⇒ (i)¸óôù ⊆  áíïéêôü êáé Ýóôù  ∈ Ôüôå ∈ U() êáé (åî õðïèÝóåùò)
õðÜñ·åé  ∈ U(()) ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé () ∈  ⊆ () Óõíåðþò ôï

óýíïëï () =
S
∈ åßíáé áíïéêôü (ùò Ýíùóç áíïéêôþí) êáé ç  áíïéêôÞ

áðåéêüíéóç. ¤
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1.3.6 Ðñüôáóç. Ãéá ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  ìåôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíü-
ëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ç  åßíáé êëåéóôÞ áðåéêüíéóç.

(ii) () ⊆ () ∀ ∈ P()
Áðüäåéîç. (i)⇒ (ii) ÅðåéäÞ ⊆  Ý·ïõìå () ⊆ ()¼ìùò ç  åßíáé êëåéóôÞ

áðåéêüíéóç, ïðüôå ôï () åßíáé êëåéóôü. ¢ñá () ⊆ ()

(ii) ⇒ (i) ¸óôù  ∈ P() êëåéóôü. Ðñïöáíþò, () ⊆ () = (), ïðüôå ôï

() ⊆  åßíáé êëåéóôü. ¢ñá ç  åßíáé êëåéóôÞ áðåéêüíéóç. ¤

1.3.7 Ðáñáäåßãìáôá. (i)H  : R −→ R  7−→ () := cos() åßíáé (ðñïöáíþò)

óõíå·Þò áëëÜ äåí åßíáé ïýôå áíïéêôÞ ïýôå êëåéóôÞ, êáèüôé ôï ((−∞ 0)) = [0 1)

åßíáé ìç áíïéêôü êáé ôï ({− | ∈ N}) = {±− | ∈ N} ìç êëåéóôü.

(ii) ÅÜí := {( ) ∈ R2 |2+2 = 1}  := [0 2) êáé  :  −→  ( ) := 

üðïõ  = cos() êáé  = sin() ( ∈ [0 2)) ç −1 åßíáé óõíå·Þò, ïðüôå ç  åßíáé

êáé áíïéêôÞ êáé êëåéóôÞ. Ùóôüóï, ç  äåí åßíáé óõíå·Þò, äéüôé èÝôïíôáò

 := cos

µ
2 − 1



¶
  := sin

µ
2 − 1



¶
  ∈ N

Ý·ïõìå lim
−→+∞

( ) = (1 0) ìå lim
−→+∞

(( )) = 2 6= 0 = ((1 0))

(iii) ÅÜí  :=
∞S
=0
(2 2+ 1] (ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá) êáé  :  −→  üðïõ

() :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

2  üôáí 0   ≤ 1
−1
2  üôáí 2   ≤ 3

− 2 áëëéþò

ôüôå ç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ, óõíå·Þò, áëëÜ ü·é áíïéêôÞ, äéüôé ( (0 1]| {z }
áíïéêôü

) = (0
1

2
]| {z }

ìç áíïéêôü



1.4 ÕÐÏμÙÑÏÉ ÔÏÐÏËÏÃÉÊÙÍ μÙÑÙÍ

1.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ⊆  Ôï

T := { ∩ | ∈ T }

ïñßæåé ìéá ôïðïëïãßá åðß ôïý  ôç ëåãïìÝíç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá åðß ôïý  åíþ

êÜèå ôïðïëïãéêüò ·þñïò ôÞò ìïñöÞò ( T) êáëåßôáé (ôïðïëïãéêüò) õðü·ùñïò
ôïý ( T )
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1.4.2 Ðñüôáóç. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù ⊆  Ôüôå éó·ý-
ïõí ôá áêüëïõèá :

(i)  ∈ T ⇐⇒ [∃ ∈ T :  =  ∩]
(ii) ∈ rT ⇐⇒ [∃ ∈ rT : =  ∩]
(iii) ÅÜí B åßíáé ìéá âÜóç ôÞò T  ôüôå ç B := { ∩  | ∈ B} áðïôåëåß ìéá âÜóç
ôÞò T
(iv) ÅÜí B() åßíáé ìéá âÜóç ðåñéï·þí åíüò  ∈  (ùò ðñïò ôçí T ), ôüôå ôï
B() := { ∩ | ∈ B()} åßíáé ìéá âÜóç ðåñéï·þí ôïý  (ùò ðñïò ôçí T).
(v) cl() = cl() ∩ ∀ ∈ P()
(vi) int() ⊇ int() ∩ ∀ ∈ P()
(vii) Fr() ⊆ Fr() ∩ ∀ ∈ P()

Áðïäåéîç. (i) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïí ïñéóìü 1.4.1.

(ii) ‘‘⇒'' ¸óôù Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý (õðü·ùñïõ)  Ôüôå ôï r åßíáé

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý ïðüôå (óýìöùíá ìå ôï (i)) õðÜñ·åé áíïéêôü õðïóýíïëï

 ôïý ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé r =  ∩Áñêåß ëïéðüí íá ôåèåß  := r

‘‘⇐'' ÕðïèÝôïíôáò üôé  åßíáé Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý  êáé  :=  ∩ 

ðáñáôçñïýìå üôé r = (r) ∩  Áðü ôïí ïñéóìü 1.4.1 ãíùñßæïõìå üôé ôï

r åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý¢ñá ôï åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý

(iii) ÅÜí  ∈ T ôüôå (óýìöùíá ìå ôï (i)) õðÜñ·åé  ∈ T :  =  ∩  ¢ñá

õðÜñ·åé êÜðïéá õðïïéêïãÝíåéá { | ∈ } ⊆ B ìå  =
S
∈  Ï éó·õñéóìüò

åßíáé áëçèÞò, êáèüóïí éó·ýåé  =  ∩ = (S∈ ) ∩ =
S
∈( ∩)

(iv) ¸óôù  ìéá ðåñéï·Þ ôïý  ùò ðñïò ôçí T Ôüôå õðÜñ·åé áíïéêôü õðïóýíïëï

 ôïý  ìå  ∈  ∩  ⊆  ¼ìùò ôï  åßíáé ìéá ðåñéï·Þ ôïý  (ùò ðñïò ôçí T ),
ïðüôå õðÜñ·åé  ∈ B() ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  ∈  ⊆  Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

 ∈  ∩ ⊆  ∩ ⊆ 

(v)¸óôù ôõ·üí õðïóýíïëï ôïýËüãù ôïý (ii) ç ôïìÞ cl()∩ åßíáé êëåéóôü

õðoóýíïëï ôïý  ÅðåéäÞ äå áõôü ðåñéÝ·åé ôï Ý·ïõìå cl() ⊆ cl()∩ Ãéá
ôçí áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åãêëåéóìïý, áñêåß íá äåé·èåß üôé ãéá êÜèå êëåéóôü

õðïóýíïëï  ôïý  ðåñéÝ·ïí ôï  éó·ýåé cl() ∩  ⊆  ¸óôù ëïéðüí 

êëåéóôü óôï  ìå  ⊆  Óýìöùíá ìå ôï (ii) õðÜñ·åé êëåéóôü õðïóýíïëï  ôïý

 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé =  ∩ ÅðïìÝíùò,

 ⊆ ⊆  ⇒ cl() ⊆  ⇒ cl() ∩ ⊆  ∩ =

(vi) ¸óôù  ôõ·üí õðïóýíïëï ôïý  Áðü ôïí ïñéóìü 1.4.1 ôÞò ó·åôéêÞò ôïðïëï-

ãßáò, int() ∩ ∈ T Ðñïöáíþò, int() ∩ ⊆  ⇒ int() ∩ ⊆ int()
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(vii) ¸óôù  ôõ·üí õðïóýíïëï ôïý  Áðü ôá (v) êáé (vi) ëáìâÜíïõìå

Fr() =
1.2.15 (ii)

cl()rint() ⊆ cl() ∩r(int() ∩)

= (cl()rint()) ∩ =
1.2.15 (ii)

Fr() ∩

ïðüôå êáé áõôüò ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

1.4.3 Óçìåßùóç. Ïé åãêëåéóìïß (vi) êáé (vii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.2 åíäÝ·åôáé íá åß-

íáé áõóôçñïß. Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí  = R2 ìå ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëï-

ãßá êáé  := R× {0} =:  ôüôå

int() = int() =  = R× {0} % ∅ = ∅ ∩ = int() ∩

êáé Fr() = Fr() = ∅ $ R× {0} =  = Fr() ∩

1.4.4 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→  ìéá áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõ-
íüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé Ýóôù  ⊆  Ýíáò õðü·ùñïò ôïý  ÅÜí ç 
åßíáé óõíå·Þò, ôüôå êáé ç  | :  −→  åßíáé óõíå·Þò.

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï  ôïý  ôï −1() åßíáé áíïéêôü õðï-

óýíïëï ôïý  ïðüôå ôï ( |)−1() = −1() ∩  åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý

(õðï·þñïõ ôïõ)  ¤

1.4.5 Óçìåßùóç. Ôï áíôßóôñïöï ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.4 äåí áëçèåýåé. ÅÜí, ð.·.,

èåùñÞóïõìå ôïõò  =  = R ìå ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá,  := Q
êáé

R 3  7−→ () :=

(
0 üôáí  ∈ Q
1 üôáí  ∈ RrQ

ôüôå ç  |Q åßíáé óõíå·Þò, åíþ ç  äåí åßíáé óõíå·Þò óå êáíÝíá óçìåßï ôïý R

1.4.6 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→  ìéá áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõ-
íüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí. ÅÜí  ∈ N êáé 1   åßíáé êëåéóôÜ õðïóýíïëá
ôïý ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé = 1 ∪ · · · ∪  ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé
éóïäýíáìåò :

(i) Ç  åßíáé óõíå·Þò.

(ii) Ç  | åßíáé óõíå·Þò ãéá êÜèå  ∈ {1  }
Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 1.4.4.

(ii)⇒(i) Áò õðïèÝóïõìå üôé ç  | åßíáé óõíå·Þò ãéá êÜèå  ∈ {1  } Ãéá
êÜèå êëåéóôü õðïóýíïëï  ôïý  êáé ãéá êÜèå äåßêôç  ∈ {1  } ôï óýíïëï

( | )−1( ) = −1( ) ∩  åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý   (Âë. 1.3.2 (i)⇒(ii).)
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ÅðåéäÞ ôï åßíáé åî õðïèÝóåùò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýêáé ç ôïìÞ −1( )∩

áðïôåëåß Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý  (Âë. 1.4.2 (ii).) Êáô' åðÝêôáóç, êáé ôï
−1( ) =

S
=1(

−1( ) ∩ ) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý  ¢ñá ç  åßíáé óõ-

íå·Þò. (Âë. 1.3.2 (ii)⇒(i).) ¤

1.5 ÏÌÏÉÏÌÏÑÖÉÓÌÏÉ ÔÏÐÏËÏÃÉÊÙÍ μÙÑÙÍ

1.5.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ( T1) ( T2) åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé. Ìéá áì-

öéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→  êáëåßôáé ïìïéïìïñöéóìüò üôáí åßíáé áìöéóõ-
íå·Þò, Þôïé üôáí áìöüôåñåò ïé  êáé −1 :  −→  åßíáé óõíå·åßò. μñçóéìïðïéïý-

ìåíïò óõìâïëéóìüò:

 ≈  ⇐⇒
ïñó.

[õðÜñ·åé êÜðïéïò ïìïéïìïñöéóìüò  :  −→  ]

(Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ëÝìå üôé ïé  êáé  åßíáé ïìïéïìïñöéêïß13.)

1.5.2 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T1) ( T2) åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé êáé  :  −→ 

ìéá áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(i) Ç  åßíáé Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò.

(ii) Ç  åßíáé óõíå·Þò êáé áíïéêôÞ.

(iii) Ç  åßíáé óõíå·Þò êáé êëåéóôÞ.

(iv) () = () ∀ ⊆  .

Áðüäåéîç. (i)⇔ (ii) Ç −1 :  −→  åßíáé óõíå·Þò åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå

 ⊆  áíïéêôü ôï (−1)−1() = () åßíáé áíïéêôü.

(ii)⇔ (iii) ¸óôù  ⊆  êëåéóôü õðïóýíïëï. Ôüôå ôï r åßíáé áíïéêôü õðïóý-

íïëï. ¢ñá ôï (r) =  r() åßíáé åî õðïèÝóåùò áíïéêôü êáé, ùò åê ôïýôïõ,

ôï () êëåéóôü. Ç áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åßíáé ðáíïìïéüôõðç.

(iii)⇒ (iv) Ôï () ⊆  åßíáé åî õðïèÝóåùò êëåéóôü. Åðßóçò () ⊆ () ¢ñá

() ⊆ (). Áðü ôç óõíÝ·åéá ôÞò  Ýðåôáé (ëüãù ôÞò éóïäõíáìßáò ôùí óõíèçêþí

(i) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.2) üôé () ⊆ () Óõíåðþò () = ()

(iv)⇒ (iii) ¸óôù  ⊆  êëåéóôü. Ôüôå () = () = () ¢ñá ôï () åßíáé

êëåéóôü. Åðßóçò, () ⊆ () ãéá êÜèå  ⊆  , ïðüôå ç  åßíáé êáé óõíå·Þò (åê
íÝïõ ëüãù ôÞò éóïäõíáìßáò ôùí óõíèçêþí (i) êáé (iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.2). ¤

1.5.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù  ∈ N0. ¼ôáí  ≥ 2 ïñßæïõìå ôï

B := {x ∈ R | ||x|| ≤ 1}
13Êáô' áíáëïãßáí, ï óõìâïëéóìüò 6≈  èá äçëïß üôé ïé êáé  äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêïß.
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ùò ôçí -äéÜóôáôç ìïíáäéáßá ìðÜëá14, ôï

S−1 := {x ∈ R | ||x|| = 1}

ùò ôçí (− 1)-äéÜóôáôç ìïíáäéáßá óöáßñá15, ôï
◦
B:=

◦
Bóõí. (0; 1) = {x ∈ R | ||x||  1}

ùò ôï -äéÜóôáôï ìïíáäéáßï êýôôáñï16, ôï

I := {x = (1  ) ∈ R | 0 ≤  ≤ 1 ∀ ∈ {1  }}

ùò ôïí -äéÜóôáôï ìïíáäéáßï êýâï17 êáé ãéá  ∈ {0 1}:

R0 := {0} S−1 := ∅ S0 := {±1} B1 := [−1 1]
◦
B1:= (−1 1) I1 := I := [0 1]

¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáëåßôáé -ìðÜëá18 êáé, áíôéóôïß·ùò, ( − 1)-óöáßñá,
-êýôôáñï, -êýâïò üôáí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôïý B êáé, áíôéóôïß·ùò, ôÞò S−1

ôïý
◦
B êáé ôïý I

(ii) ÅÜí  : R −→ R åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ áðåéêüíéóç (affine map):

(1  ) = A

⎛⎝1
.
.
.



⎞⎠+ b A ∈ GL(R) b = (1  ) ∈ R

ôüôå ≈ () ãéá êÜèå õðü·ùñï  ôïý R

(iii) Ïñßæïíôáò ôçí  :
◦
B−→ R x 7−→ (x) := x

1−||x||  ç ïðïßá áðåéêïíßæåé êÜèå

äéÜìåôñï ôïý
◦
B  óôçí åõèåßá ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù áõôÞò, äéáðéóôþíåôáé åýêïëá

üôé ç  åßíáé áìöéññéðôéêÞ, óõíå·Þò ìå ôçí áíôßóôñïöü ôçò

−1 : R −→
◦
B y 7−→ −1(y) :=

y

1 + ||y||  óõíå·Þ.

¢ñá ôï R ≈
◦
B åßíáé Ýíá -êýôôáñï. ÅðéðñïóèÝôùò, ôï R+ = R × R åßíáé

Ýíá (+)-êýôôáñï, ïðüôå åí ãÝíåé éó·ýåé:

(-êýôôáñï)× (-êýôôáñï) ≈ ((+)-êýôôáñï)

14ÉäéáéôÝñùò, üôáí  = 2 ç B2 êáëåßôáé ìïíáäéáßïò äßóêïò.

15ÉäéáéôÝñùò, üôáí  = 2 ç S1 êáëåßôáé ìïíáäéáßïò êýêëïò.

16ÉäéáéôÝñùò, üôáí  = 2 ôï
◦
B2 êáëåßôáé ìïíáäéáßïò áíïéêôüò äßóêïò.

17Åí ðñïêåéìÝíù, ï R èåùñåßôáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá êáé ïé B, S−1,
◦
B  êáé I

èåùñïýíôáé õðü·ùñïß ôïõ.

18ÉäéáéôÝñùò, ïé 2-ìðÜëåò êáëïýíôáé êáé äßóêïé, êáé ôá 2-êýôôáñá áíïéêôïß äßóêïé.
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(iv) Åíôüò ôÞò -äéÜóôáôçò ìïíáäéáßáò óöáßñáò S ïñßæïõìå ôï

S+ := {x = (1   +1) ∈ S |+1 ≥ 0}

ùò ôï âüñåéï êáé ôï

S− := {x = (1   +1) ∈ S |+1 ≤ 0}

ùò ôï íüôéï çìéóöáßñéï ôÞò S Ðñïöáíþò,

S+ ∪ S− = S S+ ∩ S− = S−1 (ï éóçìåñéíüò ôÞò S)

Åí óõíå·åßá, ïñßæïõìå ôï óçìåßï + := (0 0  0| {z }
-öïñÝò

 1) ùò ôïí âüñåéï ðüëï êáé ôï

óçìåßï − := (0 0  0| {z }
-öïñÝò

−1) ùò ôïí íüôéï ðüëï ôÞò S êáèþò êáé ôçí ïñèïãþíéá

ðñïâïëÞ

± : B −→ S± ±(1  ) :=
µ
1  

q
1− (21 + · · ·+ 2)

¶


Ç ± åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò, ïðüôå êáèÝíá åê ôùí çìéóöáéñßùí åßíáé ìéá -ìðÜëá

(Þôïé S± ≈ B). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ëåãïìÝíç óôåñåïãñáöéêÞ ðñïâïëÞ (âë. ôï

ó·Þìá 11 ãéá  = 2)

óô. : S r {+} −→ R óô.(1   +1) :=

µ
1

1− +1
 


1− +1

¶


ç ïðïßá áðåéêïíßæåé êÜèå óçìåßï x = (1   +1) ∈ S r {+} óôï óçìåßï

ôïìÞò ôÞò åõèåßáò ôÞò äéåñ·ïìÝíçò áðü ôá + êáé x ìå ôï õðåñåðßðåäï

R ≈ {(1  +1) ∈ R+1 |+1 = 0} ⊂ R+1

åßíáé ùóáýôùò ïìïéïìïñöéóìüò, ìå áíôßóôñïöü ôçò ôçí −1óô. : R
 −→ S r {+}

ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ:

R 3 (1  ) = y 7→ −1óô. (y) :=

µ
21

1 + ||y||2  
2

1 + ||y||2 
||y||2 − 1
1 + ||y||2

¶
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Ó·Þìá 1.1. ÓôåñåïãñáöéêÞ ðñïâïëÞ

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå óçìåßï x0 ∈ S õðÜñ·åé ïìïéïìïñöéóìüò S −→ S ðïõ áðåéêï-

íßæåé ôï x0 óôï + (ð.·. ìéá êáôÜëëçëç óôñïöÞ) Ý·ïõìå

S r {x0} ≈ S r {+} ≈ R ≈
◦
B (äçëáäÞ Ýíá -êýôôáñï) (1.3)

(v) ÓçìåéùôÝïí üôé

S−1 × (0+∞) ≈ S
x∈S−1

{x |  ∈ R0| {z }
çìéåõèåßåò

} = R r {(0 0  0)}

(ð.·., ìÝóù ôïý ïìïéïìïñöéóìïý (x ) 7→ x). Êé åðåéäÞ (0+∞) ≈ R ëáìâÜ-

íïõìå

S−1 ×R ≈ R r {(0 0  0)} (ð.·., áðåõèåßáò ìÝóù ôïý (x ) 7→ x)

(vi) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

S−1 × (0 1] ≈ S
x∈S−1

{x | 0   ≤ 1} = B r {(0 0  0)}

Åðßóçò, ãéá  ∈ R ìå 0    1 Ý·ïõìå (0 1] ≈ ( 1] ïðüôå
B r {(0 0  0)} ≈ {y ∈ B |   ||y|| ≤ 1}

(ð.·., ìÝóù ôïý ïìïéïìïñöéóìïý x 7−→ ((1− ) + x)).

Ó·Þìá 1.2. ÌåãÝèõíóç ôÞò ôñýðáò.
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(vii) Ï áíôßóôïé·ïò ôïðïëïãéêüò ·áñáêôçñéóìüò ôïýBr{+} (üðïõ+ ï âüñåéïò

ðüëïò ôÞò S−1) åßíáé ï áêüëïõèïò:

(S−1 r {+})× [0 1) ≈
[

x∈S−1r{+}
{(1− )x+ + | 0 ≤   1} = B r {+}

ÅðåéäÞ ç −1óô. : R
−1 −→ S−1 r {+} åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò, ëáìâÜíïõìå Ýíáí

ïìïéïìïñöéóìü

R−1 × [0 1) −→ B r {+} (y ) 7→ (1− )−1óô. (y) + +

Êé åðåéäÞ [0 1) ≈ [0+∞) ðñïêýðôåé Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò (õðïäçëïýìåíïò ìÝóù
ôïý ó·Þìáôïò 13 üôáí  = 2) ìåôáîý ôïý Br{+} êáé ôïý åõêëåéäåßïõ çìé·þñïõ

R−1 × [0+∞):

Ó·Þìá 1.3

1.5.4 Óçìåßùóç. Ôá áíùôÝñù ðáñáäåßãìáôá ïìïéïìïñöéóìþí áíáöýïíôáé áðü

Üìåóåò ãåùìåôñéêÝò êáôáóêåõÝò. (Åí ãÝíåé, äïèÝíôùí äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí 

êáé  ôï ðñüâëçìá ôïý êáôÜ ðüóïí áõôïß åßíáé ïìïéïìïñöéêïß åßíáé áëãïñéèìéêþò
ìç åðéëýóéìï. Âë. Markov [71]. Ùò åê ôïýôïõ, ·ñçóôéêÝò ôáîéíïìÞóåéò ôïðïëïãé-

êþí ·þñùí ìÝ·ñéò ïìïéïìïñöéóìïý óõíáíôþíôáé ìüíïí üôáí êáíåßò ðåñéïñßæåôáé

óå ðïëý åéäéêÝò õðïêëÜóåéò ôïðïëïãéêþí ·þñùí.) Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ôçí

áðüäåéîç ôïý üôé äõï óõãêåêñéìÝíïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêïß
áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ï Ýíáò åî áõôþí Ý·åé ìéá ôïðïëïãéêÞ éäéüôçôá 19 ðïõ äåí

ôçí Ý·åé ï Üëëïò. Åðß ðáñáäåßãìáôé20, S 6≈ R Ùóôüóï, ãéá íá óõãêñéèïýí ïé

R êáé R (êáé áíôéóôïß·ùò, ïé S êáé S êáé ïé B êáé B ãéá ∈ N âë. ðü-
ñéóìá 1.5.6) áðáéôåßôáé ç ·ñÞóç ìéáò ôïðïëïãéêÞò éäéüôçôáò ðñïêýðôïõóáò áðü

Ýíá éäéÜæïõóáò óçìáóßáò èåþñçìá (ìéá áëãåâñïôïðïëïãéêÞ áðüäåéîç ôïý ïðïßïõ

èá äïèåß áñãüôåñá óôçí §??).

1.5.5 Èåþñçìá. («Èåþñçìá ôïý áíáëëïéþôïõ ôùí ðåñéï·þí») ÅÜí  åßíáé
äõï õðü·ùñïé ôïý R ï  áíïéêôüò êáé  ≈  ôüôå êáé ï  ïöåßëåé íá åßíáé
áíïéêôüò.
19ÔïðïëïãéêÝò éäéüôçôåò åßíáé åêåßíåò ïé éäéüôçôåò ðïõ äéáôçñïýíôáé ìÝóù ïìïéïìïñöéóìþí.

20Ï S åßíáé óõìðáãÞò, åíþ ï R äåí åßíáé. (Âë. 1.8.6, 1.8.16 (ii) êáé 1.8.13.)
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1.5.6 Ðüñéóìá. («Èåþñçìá ôïý áíáëëïéþôïõ ôÞò äéáóôÜóåùò»)

¸óôù üôé ∈ N ÅÜí 6=  ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) R 6≈ R,
(ii) S 6≈ S,
(iii) B 6≈ B.
Áðüäåéîç. (i) ÅÜí   ôüôå ïR (èåùñïýìåíïò êáôÜ ôñüðïöõóéêüùò ãíÞóéïò
õðü·ùñïò ôïýR) åßíáé ìç áíïéêôüò óôïíR. ¼ìùò ïR åßíáé áíïéêôüò óôïíR
Aðü ôï èåþñçìá 1.5.5 Ý·ïõìå R 6≈ R
(ii) ÅÜí õðÜñ·åé ïìïéïìïñöéóìüò  : S −→ S ôüôå áðü ôçí (1.3) ëáìâÜíïõìå

R ≈
◦
B≈ S r {x0} ≈ S r {(x0)} ≈

◦
B ≈ R

êáé áðü ôï (i) óõìðåñáßíïõìå üôé = 

(iii) ÅÜí    êáé åÜí õðïôåèåß üôé õðÜñ·åé ïìïéïìïñöéóìüò  : B −→ B

ôüôå R ≈
◦
B ≈ −1(

◦
B) ⊆ B $ R $ R ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï âÜóåé ôïý

èåùñÞìáôïò 1.5.5. ¤

1.5.7 Ðüñéóìá. ÊÜèå ïìïéïìïñöéóìüò  : B −→ B áðåéêïíßæåé ôçí S−1 åðß ôÞò
S−1.

Áðüäåéîç. ¸óôù x ∈ S−1Áò õðïèÝóïõìå üôé z := (x) ∈ ◦B  Ôüôå ãéá áñêïý-

íôùò ìéêñü  ∈ R0 ðñïóäéïñßæïõìå Ýíá óýíïëï  := {y ∈ R | ||y − z||  } ôï
ïðïßï åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý R êåßìåíï êáè' ïëïêëçñßáí åíôüò ôÞò B. Ç
áíôßóôñïöç åßêïíá −1() ⊆ R ôïý  ìÝóù ôÞò  åßíáé ïìïéïìïñöéêÞ ôïý éäßïõ

ôïý  áëëÜ åðåéäÞ −1() ⊆ B êáé ôáõôï·ñüíùò −1() ∩ S−1 6= ∅ äåí åßíáé

áíïéêôÞ åíôüò ôïý R. Ôïýôï áíôéöÜóêåé ðñïò ôï èåþñçìá 1.5.5. ¤

1.5.8 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ( T1) ( T2) åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé. Ìéá áðåé-

êüíéóç  :  −→  êáëåßôáé (ôïðïëïãéêÞ) åìöýôåõóç (ôïý  åíôüò ôïý  ) üôáí

ç åðáãïìÝíç åðßññéøç

̂ :  −→ ()  7−→ ̂() := ()

åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò21.

1.5.9 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé äõíáôüí íá åðéäÝ·åôáé

äéáöïñåôéêÝò åìöõôåýóåéò åíôüò åíüò Üëëïõ. Åðß ðáñáäåßãìáôé, áìöüôåñåò ïé

áðåéêïíßóåéò

1 : R −→ R2  7−→ ( 0) êáé 2 : R −→ R2  7−→ ( cos  sin)

21¼ôáí õðÜñ·åé (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá ôÝôïéá åìöýôåõóç, ôüôå ëÝìå üôé ï åßíáé åìöõôåýóéìïò åíôüò ôïý 
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áðïôåëïýí åìöõôåýóåéò ôïý R åíôüò ôïý R2 (ùò ðñïò ôéò óõíÞèåéò ôïðïëïãßåò).

ÁíôéèÝôùò, ç

 : R −→ R2  7−→  () =
¡
3 − 4 2 − 4¢ 

(ôï ãñÜöçìá ôÞò ïðïßáò äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 14) äåí åßíáé åìöýôåõóç, äéüôé Ý·åé
ìéá áõôïäéáôïìÞ óôï óçìåßï (0 0) (ãéá  = 2 êáé  = −2).

Ó·Þìá 1.4

(ii) ÕðÜñ·ïõí ôïðïëïãéêïß ·þñïé, üðùò ð.·. ç ëåãïìÝíç öéÜëç ôïý Klein (âë. åäÜ-

öéï 1.10.4 (v)) ðïõ äåí åðéäÝ·ïíôáé êáìßá åìöýôåõóç åíôüò ôïý R3 (ðáñüôé åßíáé
åìöõôåýóéìïé óôïõò åõêëåßäåéïõò ·þñïõò R  ≥ 4). Äåéãìáôïëçðôéêþò áíáöÝ-

ñïõìå üôé ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò

 : [0 2]× [0 ] −→ R5 ( ) 7−→ (cos cos 2 sin 2 sin cos  sin sin )

åðÜãåôáé ìéá åìöýôåõóç ôÞò öéÜëçò ôïý Klein åíôüò ôïý R5

1.6 ÔÏÐÏËÏÃÉÊÏÉ μÙÑÏÉ HAUSDORFF

1.6.1 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ( T ) êáëåßôáé ·þñïò Hausdorff üôáí
ãéá ïéáäÞðïôå   ∈  ìå  6=  õðÜñ·ïõí  ∈ U() êáé  ∈ U() ôÝôïéá þóôå

íá éó·ýåé  ∩ = ∅.

1.6.2 Óçìåßùóç. Ç éäéüôçôá ôïý íá åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ·þñïò

Hausdorff, åßíáé ôïðïëïãéêÞ. (ÅÜí  åßíáé ·þñïò Hausdorff êáé  ≈  ôüôå ï

 åßíáé ùóáýôùò ·þñïò Hausdorff.)

1.6.3 Ðñüôáóç. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý õðïêåéìÝíïõ ·þñïõ åíüò ·þ-
ñïõ Hausdorff ( T ) åßíáé êëåéóôü.
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Áðüäåéîç. ¸óôù ôõ·üí  ∈  Ãéá êÜèå  ∈ r{} õðÜñ·ïõí åî õðïèÝóåùò

 ∈ U() êáé  ∈ U() ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  ∩ = ∅ Áõôü óçìáßíåé üôé

 ⊆ r ⊆ r{} êáé üôér{} ∈ T  (Âë. åä. 1.1.6.) ¢ñá ôï ìïíïóýíïëï {}
åßíáé êëåéóôü. KÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý  éóïýôáé ìå ìéá ðåðåñáóìÝíç

Ýíùóç ìïíïóõíüëùí, ïðüôå åßíáé êëåéóôü ëüãù ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí. ¤

1.6.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå ìåôñéêüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ( T) ìå ôïõëÜ·é-

óôïí äýï óôïé·åßá åßíáé ·þñïò Hausdorff.

(ii) Ï ôïðïëïãéêüò ·þñïò (Tóõìð.) (âë. 1.1.2 (iv)) äåí åßíáé ·þñïò Hausdorff.

ÐñÜãìáôé° åÜí   ∈  ìå  6=  êáé õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí  ∈ U() êáé
 ∈ U() ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  ∩ = ∅ ôüôå

 ⊆  r| {z }
ðåðåñáóìÝíï

⇒  r  Üðåéñï ⇒  ∈ Tóõìð.

êÜôé ôï ïðïßï åßíáé Üôïðï.

1.6.5 Óçìåßùóç. Ç áöçñçìÝíç Ýííïéá ôÞò ôïðïëïãßáò (üðùò ·ñçóéìïðïéåßôáé óÞ-
ìåñá) åéóÞ·èç áðü ôïí FelixHausdorff22 óôéò áñ·Ýò ôïý 20ïõ áéþíá (ìÝóù ôùí óõí-

èçêþí (i)-(iv) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.1.7 ðåñß óõíüëùí ðåñéï·þí, ïé ïðïßåò ïäçãïýí óôïí
ïñéóìü 1.1.1 åÜí êáíåßò ëÜâåé õð' üøéí ôçí ðñüôáóç 1.1.8). Ïé ôïðïëïãéêïß ·þñïé

1.6.1 ðïõ öÝñïõí ôï üíïìÜ ôïõ óõãêáôáëÝãïíôáé óôïõò ìç ðáèïëïãéêïýò (êáèüôé
äéáôçñïýí ôç äõíáôüôçôá äéá·ùñéóìïý óçìåßùí ìÝóù ðåñéï·þí ôïõò, üðùò óõì-

âáßíåé ìå êÜèå ìåôñéêü ·þñï ðïõ äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí äýï óçìåßá).

F. Hausdorff

22Hausdorff, Felix (8111868-2611942). Áíáêçñý·èçêå äéäÜêôùñ ôïýÐáíåðéóôçìßïõ ôÞò Ëåéøßáò ôï 1891. Êá-

ôüðéí äéåôÝëåóå êáèçãçôÞò ôùí Ðáíåðéóôçìßùí Greifswald (1914-1920) êáé Âüííçò (1921-1942). ÓõããñáöÝáò ôïý

ðåñßöçìïõ âéâëßïõGrundzüge der Mengenlehre, Ôeubner, Leipzig, 1914 ôï ïðïßï õðÞñîå óôáèìüò ãéá ôç óýã-

·ñïíç Ôïðïëïãßá. Ðïëýðëåõñï ôáëÝíôï, ü·é ìüíï óôá ÌáèçìáôéêÜ (üðïõ Ýãéíå ãíùóôüò ìå åñãáóßåò ôïõ åðß ôÞò

Óõíïëïèåùñßáò, ôÞò Ðéèáíïèåùñßáò êáé ôÞò Èåùñßáò ÌÝôñïõ), áëëÜ êáé óôçí ðïßçóç êáé óôï èÝáôñï ðïõ õðÝãñáöå

ìå ôï øåõäþíõìï P. Mongª. ÂñÞêå ôñáãéêü ôÝëïò (ìáæß ìå ôçí ïéêïãÝíåéÜ ôïõ) üôáí åîáíáãêÜóèçêå íá áõôïêôïíÞóåé

ãéá íá áðïöýãåé ôçí ôáðåßíùóç êáé ôç ìåôáöïñÜ ôïõ óå óôñáôüðåäï óõãêåíôñþóåùò áðü ôïõò Nazi (ëüãù ôÞò åâñáú-

êÞò ôïõ êáôáãùãÞò). ÓÞìåñá ìéá êåíôñéêÞ ïäüò ôÞò Âüííçò öÝñåé ôï üíïìÜ ôïõ. Âë. êáé E. Brieskorn (ed.): Felix
Hausdorff zum Gedächtnis. Aspekte seines Werkes. Vieweg, Braunschweig, 1996. ÅðéðñïóèÝôùò (óôç

Âüííç) ëåéôïõñãåß (áðü ôï 2006) êáé ôï Hausdorff Research Institute fïr Ìathematics.
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1.7 ÔÏÐÏËÏÃÉÁ ÃÉÍÏÌÅÍÏÕ

1.7.1 Ïñéóìüò. (i) ÅÜí ∈ N êáé1  åßíáé ôïðïëïãéêïß ·þñïé, ôüôå ïñßæåôáé

ìéá ôïðïëïãßá åðß ôïý1 × × ç ëåãïìÝíç ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ, Ý·ïõóá ùò

âÜóç ôçò ôï óýíïëï B := {1 × ×  | áíïéêôü ⊆  ∀ ∈ {1  }}
(ii) ÅÜí ç ()∈ åßíáé ôõ·ïýóá ïéêïãÝíåéá ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé

pr :
Q
∈

 →   ∈ 

ïé óõíÞèåéò ðñïâïëÝò, ôüôå ç ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ êáèïñßæåôáé ìÝóù ôÞò âÜóåùò:

B :=
½ Q
∈



¯̄̄̄
 áíïéêôü ⊆  ∀ ∈  êáé  =  ∀ ∈  r 

¾


üðïõ  Ýíá ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíï óýíïëï. ÓçìåéùôÝïí üôé ãéá
Q

∈  ∈ B ìå

{  ∈ | 6= } = {1  } Ý·ïõìå
Q
∈

 =
T

=1
pr−1 ( )  (1.4)

ïðüôå ç B äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ç ïéêïãÝíåéá ôïìþí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò

óôïé·åßùí ôïý óõíüëïõ©
pr−1 ( ) | áíïéêôü ⊆  ãéá êÜðïéïí äåßêôç  ∈ 

ª


1.7.2 Ðñüôáóç. ÅÜí ()∈ åßíáé ôõ·ïýóá ïéêïãÝíåéá ôïðïëïãéêþí ·þñùí, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) Ç pr åßíáé óõíå·Þò êáé áíïéêôÞ, ∀ ∈ 

(ii) ÅÜí  åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  :  −→ Q
∈  ìéá áðåéêüíéóç,

ôüôå ç  åßíáé óõíå·Þò åÜí êáé ìüíïí åÜí ç pr ◦ :  −→  åßíáé óõíå·Þò, ∀ ∈ 

Áðüäåéîç. (i) ÅÜí ⊆  åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï, ôüôå ôï pr−1 () áíïéêôü

áðü ôïí ïñéóìü ôïý ôïðïëïãéêïý ãéíïìÝíïõ. Åðßóçò, åÜí ôï
Q

∈  åßíáé áíïéêôü
óôï

Q
∈ , ôüôå pr

¡Q
∈ 

¢
=   ôï ïðïßï åßíáé áíïéêôü ãéá êÜèå  ∈ 

(ii) ¸óôù üôé ç  åßíáé óõíå·Þò. Ôüôå ç pr ◦  åßíáé ùóáýôùò óõíå·Þò ãéá êÜèå

 ∈  (ùò óýíèåóç óõíå·þí). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ç pr ◦  åßíáé óõíå·Þò ãéá

êÜèå  ∈  êáé  åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý  ôüôå ôï pr() åßíáé áíïéêôü

óôï
Q

∈  (áöïý ç pr åßíáé óõíå·Þò) êáé

−1(pr−1 ()) = (pr ◦ )−1()

ôï ïðïßï åßíáé áíïéêôü óôï  (áöïý ç pr ◦  åßíáé óõíå·Þò). ÅðåéäÞ ëïéðüí ç

áíôßóôñïöç åéêüíá ïéïõäÞðïôå áíïéêôïý óõíüëïõ ìÝóù ôÞò  åßíáé áíïéêôü, ç 

åßíáé åî ïñéóìïý óõíå·Þò. ¤
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1.7.3 Ðñüôáóç. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åßíáé ·þñïò Hausdorff åÜí êáé ìüíïí
åÜí ç «äéáãþíéïò» := {( ) | ∈ } ôïý åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý×

Áðüäåéîç. ¸óôù  Ýíáò ·þñïò Hausdorff êáé Ýóôù ( ) ∈   Ôüôå  6=  êáé

õðÜñ·ïõí  ∈ U() êáé ∈ U() ïýôùò þóôå íá éó·ýåé  ∩ = ∅ ïðüôå

( × ) ∩ = ∅ =⇒  × ⊆  ×r 

ÅðåéäÞ  × ∈ U(( )) ç äéáãþíéïò  ôïý  åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý

 × (Âë. åä. 1.1.6)

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ç äéáãþíéïò  ôïý  åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý

êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ× ôüôå ôï óõìðëÞñùìÜ ôçò×r åßíáé áíïéêôü

êáé ãéá êÜèå ( ) ∈  ×r õðÜñ·åé âáóéêÞ ðåñéï·Þ ôïý ( ) ôÞò ìïñöÞò

 =  × üðïõ ôá  åßíáé âáóéêÝò ðåñéï·Ýò ôùí   áíôéóôïß·ùò. Áõôü

óçìáßíåé üôé  ∩ = ∅ äéüôé  ∩ 6= ∅ ¤

1.7.4 Ðñüôáóç. ÊÜèå õðü·ùñïò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ Hausdorff åßíáé ·þñïò
Hausdorff.

Áðüäåéîç. ¸óôù  Ýíáò õðü·ùñïò åíüò ·þñïõ Hausdorff  ÅÜí   ∈  ìå

 6=  ôüôå õðÜñ·ïõí  ∈ U() êáé  ∈ U() (åíôüò ôïý ), ïýôùò þóôå íá

éó·ýåé  ∩ = ∅ ÅðåéäÞ ïé ôïìÝò  ∩  êáé  ∩  åßíáé ðåñéï·Ýò ôùí  êáé

 áíôéóôïß·ùò, åíôüò ôïý  Ý·ïõóåò êåíÞ ôïìÞ, ï  ïöåßëåé íá åßíáé áö' åáõôïý

·þñïò Hausdorff. ¤

1.7.5 Èåþñçìá. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá ôïðïëïãéêþí ·þñùí. Ôüôå ï ·þñïò
ãéíïìÝíïõ

Q
∈  åßíáé ·þñïò Hausdorff åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé ·þñïò

Hausdorff ãéá êÜèå  ∈ 

Áðüäåéîç. ÅÜí ï
Q

∈  åßíáé ·þñïò Hausdorff êáé åÜí ðáãéþóïõìå Ýíá óôïé-

·åßï ôïõ, áò ðïýìå ôï ()∈  ôüôå ãéá êÜèå  ∈  ï  åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôïý

õðü·ùñïõ ôïý
Q

∈ 

 :=
Y
∈

 üðïõ  :=

( {} üôáí  6= 

  üôáí  = 

êáé, ùò åê ôïýôïõ, ·þñïò Hausdorff. (Âë. óçìåßùóç 1.6.2 êáé ðñüôáóç 1.7.4.) Êáé

áíôéóôñüöùò° åÜí õðïôåèåß üôé ï  åßíáé Hausdorff ãéá êÜèå  ∈  êáé

 = ()∈ ∈
Q
∈

  = ()∈ ∈
Q
∈

 :  6= 

ôüôå õðÜñ·åé 0 ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé pr0() = 0 6= 0 = pr0() ÅðåéäÞ

ï 0 åßíáé åî õðïèÝóåùò Hausdorff, õðÜñ·ïõí  ∈ U(0) êáé ∈ U(0) (åíôüò
ôïý0) ìå  ∩ = ∅ Êáé åðåéäÞ ïé pr−10 ( )pr

−1
0
( ) åßíáé ðåñéï·Ýò ôùí  êáé

 áíôéóôïß·ùò, åíôüò ôïý
Q

∈  Ý·ïõóåò êåíÞ ôïìÞ, ï
Q

∈  ïöåßëåé íá åßíáé

·þñïò Hausdorff. ¤
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1.8 ÓÕÌÐÁÃÅÉÓ ÔÏÐÏËÏÃÉÊÏÉ μÙÑÏÉ

1.8.1 Ïñéóìüò. ÊÜèå ïéêïãÝíåéá õðïóõíüëùí { :  ∈ } ôïý õðïêåßìåíïõ óõ-

íüëïõ  åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé
S
∈  =  êáëåßôáé

êÜëõììá ôïý  ÅÜí êÜèå ìÝëïò  åíüò êáëýììáôïò { :  ∈ } ôïý  åßíáé

áíïéêôü (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôü), ôüôå ç { :  ∈ } êáëåßôáé áíïéêôü êÜëõììá
(êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôü êÜëõììá) ôïý Åðßóçò, êÜèå õðïïéêïãÝíåéá åíüò êá-

ëýììáôïò { :  ∈ } ôïý  ðïõ áðïôåëåß áö' åáõôÞò êÜëõììá ôïý  êáëåßôáé

õðïêÜëõììá ôïý

1.8.2 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åßíáé óõìðáãÞò23 üôáí ãéá

êÜèå áíïéêôü êÜëõììá { :  ∈ } ôïý  õðÜñ·åé êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïêÜ-

ëõììÜ ôïõ, äçëáäÞ õðÜñ·åé  ∈ N êáé

∃{1  } ⊆  :
[

=1

 = 

1.8.3 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíïò ·þñïò Hausdorff åßíáé óõìðáãÞò.

Åðßóçò, Ýíáò äéáêñéôüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï

õðïêåßìåíï óýíïëï áõôïý åßíáé ðåðåñáóìÝíï.

(ii) Ï R åöïäéáóìÝíïò ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá, äåí åßíáé óõìðáãÞò, äéüôé ôï

áíïéêôü êÜëõììÜ ôïõ { (− )| ∈ N} äåí äéáèÝôåé ðåðåñáóìÝíá õðïêáëýììáôá.

ÁíôéèÝôùò, êÜèå êëåéóôü äéÜóôçìá åíôüò ôïý R åßíáé óõìðáãÝò.

1.8.4 Ðñüôáóç. ¸óôù Ýíáò õðü·ùñïò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõÏé áêüëïõèåò
óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï  åßíáé óõìðáãÞò.

(ii) ÊÜèå ïéêïãÝíåéá áíïéêôþí õðïóõíüëùí ôïý  ç Ýíùóç ôùí ìåëþí ôÞò ïðïßáò
ðåñéÝ·åé ôïí  ðåñéÝ·åé ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïéêïãÝíåéá, ç Ýíùóç ôùí ìåëþí ôÞò
ïðïßáò ðåñéÝ·åé ôïí 

(iii)ÊÜèå ïéêïãÝíåéá êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïý ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ôÞò ïðïßáò Ý·åé
êåíÞ ôïìÞ ìå ôïí ðåñéÝ·åé ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïéêïãÝíåéá, ç ôïìÞ ôùí ìåëþí ôÞò
ïðïßáò Ý·åé êåíÞ ôïìÞ ìå ôïí 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ÅÜí { :  ∈ } åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá áíïéêôþí õðïóõíü-

ëùí ôïý  ìå  ⊆ S∈  ôüôå ôï { ∩  :  ∈ } åßíáé Ýíá áíïéêôü êÜëõììá

ôïý  ÅðåéäÞ ôï  åßíáé åî õðïèÝóåùò óõìðáãÝò,  =
S
∈0( ∩ ) ãéá êÜðïéï

ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï  0 ⊆  Åî áõôïý Ýðåôáé üôé  ⊆ S∈0 

23Ðñïóï·Þ! ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò (ðïõ õéïèåôïýí ôçí ïñïëïãßá ôùí Bourbaki) ·ñçóéìïðïéïýí áíôß ôïý óõìðáãÞò
ôïí üñï ó·åäüí (Þ ïéïíåß ) óõìðáãÞò êáé ïñßæïõí ùò óõìðáãÞ êÜèå ó·åäüí óõìðáãÞ ·þñï ðïõ åßíáé (ôáõôï·ñüíùò)

êáé ·þñïò Hausdorff.
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(ii)⇒(i) ¸óôù { :  ∈ } ôõ·üí áíïéêôü êÜëõììá ôïý  Ôüôå ãéá êÜèå  ∈ 

Ý·ïõìå  =  ∩  ãéá êÜðïéï áíïéêôü  ⊆  êáé  ⊆ S∈  Åî õðïèÝóåùò,

 ⊆ S∈0  ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï  0 ⊆  ÅðïìÝíùò,

 = (
S
∈0

) ∩ =
S
∈0
( ∩) =

S
∈0



áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï  åßíáé óõìðáãÝò.

(ii)⇔(iii) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôïõò íüìïõò ôïý De Morgan. ¤

1.8.5 Ðñüôáóç. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí
õðïêåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí ìå ôïí  óõìðáãÞ, ôüôå êáé ï
() ⊆  åßíáé óõìðáãÞò.

Áðïäåéîç. ¸óôù { :  ∈ } ìéá ïéêïãÝíåéá áíïéêôþí õðïóõíüëùí ôïý  ìå

() =
S
∈  Ôüôå  =

S
∈ 

−1() ïðüôå ç ïéêïãÝíåéá {−1() :  ∈ }
áðïôåëåß Ýíá áíïéêôü êÜëõììá ôïý  ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò óõìðáãÞò,

 =
S
∈0 

−1() ãéá êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï  0 ⊆  Ðñïöáíþò,

() = (
S
∈0

−1()) =
S
∈0

(−1()) ⊆
S
∈0



ÌÝóù ôÞò óõíåðáãùãÞò (ii)⇒(i) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.8.4 óõíÜãåôáé ç óõìðÜãåéá ôÞò

åéêüíáò () ¤

1.8.6 ÐáñáôÞñçóç. Åßíáé ðñüäçëï ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.8.5 üôé ç éäéüôçôá ôïý

íá åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò óõìðáãÞò åßíáé ôïðïëïãéêÞ. (ÅÜí  åßíáé óõ-

ìðáãÞò ·þñïò êáé ≈  , ôüôå ï  åßíáé ùóáýôùò óõìðáãÞò ·þñïò.)

1.8.7 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïý R (ùò ðñïò ôç óõ-
íÞèç ôïðïëïãßá) êáé ç  :  −→ R óõíå·Þò áðåéêüíéóç, ôüôå ç  ëáìâÜíåé ìÝãéóôï
êáé åëÜ·éóôï åíôüò ôïý äçëáäÞ

∃ (1 2) ∈  × : (1) ≤ () ≤ (2) ∀ ∈ 

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ç  åßíáé óõíå·Þò, ôï  := () åßíáé (óýìöùíá ìå ôçí ðñü-

ôáóç 1.8.5) óõìðáãÝò. ÅÜí ôï äåí äéÝèåôå ìÝãéóôï óôïé·åßï (áò ðïýìå := (2)

ãéá êÜðïéï 2 ∈ ), ôüôå ç ïéêïãÝíåéá {(−∞ ) :  ∈ } èá Þôáí Ýíá áíïéêôü

êÜëõììá ôïý  Ëüãù ôÞò óõìðÜãåéáò ôïý  èá õðÞñ·áí 1   ∈  ôÝôïéá

þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá
S
=1(−∞ ) =  ÅÜí  := max{ | 1 ≤  ≤ } ôüôå

 ∈ (−∞ ) ∀ ∈ {1  }, äçëáäÞ  ∈ . ¢ôïðï! Áíáëüãùò åðé·åéñçìáôï-

ëïãåß êáíåßò êáé ãéá ôçí ýðáñîç åëá·ßóôïõ. ¤

1.8.8 Ðñüôáóç. ÅÜí Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò  åßíáé óõìðáãÞò, ôüôå êáé êÜèå
êëåéóôü õðïóýíïëü ôïõ åßíáé óõìðáãÝò.
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Áðüäåéîç. ¸óôù Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò óõìðáãïýò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ

 êáé Ýóôù { :  ∈ } Ýíá áíïéêôü êÜëõììá ôïý . Ôüôå ç ïéêïãÝíåéá óõíüëùí

{r}∪{ :  ∈ }áðïôåëåß áíïéêôü êÜëõììá ôïýÅðïìÝíùò õðÜñ·åé êÜðïéï

ðåðåñáóìÝíï õðïêÜëõììÜ ôïõ { r } ∪ { :  ∈ {1  }} êáé ç Ýíùóç ôùí

áíïéêôþí óõíüëùí ôùí áíçêüíôùí óôï {1   } éóïýôáé ìå  ¤

1.8.9 Ðñüôáóç. (i) Óõìðáãåßò õðü·ùñïé ·þñùí Hausdorff åßíáé êëåéóôïß.

(ii) ÅÜí  åßíáé óõìðáãåßò õðü·ùñïé åíüò ·þñïõ Hausdorff ìå  ∩ = ∅ ôüôå
õðÜñ·ïõí áíïéêôÜ õðïóýíïëá  ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ áõôïý ôïý ·þñïõ,
ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  ⊆   ⊆ êáé  ∩ = ∅

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé  åßíáé Ýíáò ·þñïò Hausdorff êáé ôá  ⊆ 

óõìðáãÞ.

(i) Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ  = {0} (Ýíá ìïíïóýíïëï), ãéá êÜèå  ∈ 

õðÜñ·ïõí åî õðïèÝóåùò  ∈ U() êáé  ∈ U(0) ôÝôïéá þóôå  ∩ = ∅
ÅðåéäÞ ôï  åßíáé óõìðáãÝò, ç óõíåðáãùãÞ (i)⇒(ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.8.4 äßäåé

 ⊆ S
∈

 ⇒ [∃{1  } ⊆  :  ⊆ 1 ∪ · · · ∪  ]

ÅîÜëëïõ,

0 ∈
T
=1

 ⊆
T
=1
(r) = r(1 ∪ · · · ∪ ) ⊆ r

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôïr åßíáé áíïéêôü (âë. åä. 1.1.6) êáé, êáô' åðÝêôáóç, ôï 

êëåéóôü.

(ii) Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï  åßíáé ôõ·þí óõìðáãÞò õðü·ùñïò ôïý ·þñïõ  ìå

 ∩ = ∅  ∈  êáé  ∈  ôüôå áðü ôï (i) ãíùñßæïõìå üôé õðÜñ·ïõí  ∈ U()
êáé  ∈ U() ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  ∩ = ∅ Ç ïéêïãÝíåéá { :  ∈ }
åßíáé Ýíá áíïéêôü êÜëõììá ôïý óõìðáãïýò  ïðüôå

∃{1  } ⊆  :  ⊆1 ∪ · · · ∪ 

ÈÝôïíôáò  := 1 ∩ · · · ∩  êáé  := 1 ∪ · · · ∪ ðáñáôçñïýìå üôé ôá

 åßíáé áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïý  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  ∈   ⊆ 

êáé  ∩ = ∅ ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá ãéá êÜèå  ∈  êáé

ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ç ïéêïãÝíåéá {| ∈ } åßíáé Ýíá áíïéêôü êÜëõììá

ôïý óõìðáãïýò  óõìðåñáßíïõìå üôé

∃{1  } ⊆  :  ⊆ 1 ∪ · · · ∪  

Áñêåß ëïéðüí íá èÝóïõìå  := 1 ∪ · · · ∪  êáé :=1 ∩ · · · ∩  ¤
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1.8.10 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò ·þñïò Hausdorff, ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(i) ÅÜí  ∈ P() ôüôå ôï  åßíáé óõìðáãÝò⇔ ôï  åßíáé êëåéóôü.
(ii) ÅÜí  åßíáé äõï êëåéóôïß õðü·ùñïé ôïý  ìå  ∩  = ∅ ôüôå õðÜñ·ïõí
áíïéêôÜ õðïóýíïëá  áõôïý, ôÝôïéá þóôå  ⊆   ⊆ êáé  ∩ = ∅

Áðïäåéîç. (i) Ãéá ôçí ‘‘⇒'' âë. 1.8.9 (i). Ãéá ôçí ‘‘⇐'' âë. ðñüôáóç 1.8.8.

(ii) ÅðåéäÞ ïé  ùò êëåéóôïß åßíáé óõìðáãåßò, áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï (ii) ôÞò

ðñïôÜóåùò 1.8.9. ¤

1.8.11 Ðüñéóìá. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá áìöéññéðôéêÞ óõíå·Þò áðåéêüíéóç
ìåôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí ìå ôïí óõìðáãÞ êáé
ôïí  Hausdorff, ôüôå ç  åéíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ç  åßíáé êëåéóôÞ áðåéêüíéóç. (Ôïýôï éóï-

äõíáìåß ìå ôç óõíÝ·åéá ôÞò −1Ðñâë. 1.3.2 (i)⇔(ii).) ¸óôù ⊆  ôõ·üí êëåéóôü

õðïóýíïëï. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.8.8 ôï óýíïëï  åßíáé óõìðáãÝò. ÊáôÜ ôçí ðñü-

ôáóç 1.8.5 ç åéêüíá ôïõ () ⊆  ìÝóù ôÞò  åßíáé ùóáýôùò óõìðáãÞò. ÔÝëïò,

óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.8.9, ç () åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý  ¤

1.8.12 Èåþñçìá. (Tikhonov, 1930) ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá ôïðïëïãéêþí ·þ-
ñùí. O ·þñïò ãéíïìÝíïõ

Q
∈  åßíáé óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé óõ-

ìðáãÞò ãéá êÜèå  ∈ 

Áðïäåéîç. ÅÜí õðïôåèåß üôé ï
Q

∈  åßíáé óõìðáãÞò, ôüôå êáé ç åéêüíá ôïõ

 ìÝóù ôÞò ðñïâïëÞò pr (ðïõ åßíáé óõíå·Þò) åßíáé ùóáýôùò óõìðáãÞò ãéá êÜèå

 ∈  (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.8.5).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïôåèåß üôé ï  åßíáé óõìðáãÞò ãéá êÜèå  ∈  êáé üôé

ï
Q

∈  äåí åßíáé óõìðáãÞò, ôüôå ôï óýíïëï

Γ :=

½
C
¯̄̄̄ C áíïéêôü êÜëõììá ôïý

Q
∈ 

·ùñßò ðåðåñáóìÝíá õðïêáëýììáôá

¾


åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç êåíü. Åßíáé Üìåóïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï Γ (ùò ðñïò ôïí

óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü) áðïôåëåß Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï, åðáãù-

ãéêü óýíïëï. ÐñÜãìáôé° åÜí (C)∈ åßíáé ìéá áëõóßäá óôïé·åßùí ôïý Γ ôï áíïéêôü

êÜëõììá C := S∈ C åßíáé Ýíá Üíù öñÜãìá ôïý óõíüëïõ {C :  ∈ } êáé áíÞêåé
óôï Γ äéüôé ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï {1  } ⊆ C õðÜñ·åé äåßêôçò

0 ∈  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé {1  } ⊆ C0  ïðüôå ôï {1  } äåí êá-

ëýðôåé ôïí
Q

∈  Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá ôïý Zorn, õößóôáôáé êÜðïéï ìåãéóôéêü

óôïé·åßï C ôïý Γ (ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí ôï  ⊆Q∈  åßíáé áíïéêôü ìå  ∈ C
ôüôå õðÜñ·ïõí 1   åíôüò ôïý C ïýôùò þóôå íá éó·ýåé = 1∪ · · ·∪∪)
Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå  ∈ S©

 ⊆  : áíïéêôü ìå pr−1 ( ) ∈ C
ª
$  (1.5)
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äéüôé åí åíáíôßá ðåñéðôþóåé (åðåéäÞ ï åßíáé åî õðïèÝóåùò óõìðáãÞò) èá õðÞñ-

·áí (ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò) áíïéêôÜ õðïóýíïëá1  ôïý ìå

1 ∪ · · · ∪ =  ⇒ pr−1 (1) ∪ · · · ∪ pr−1 () =
Q
∈



êÜôé ôï ïðïßï èá áíôÝêåéôï óôïí ïñéóìü ôïý C Ëüãù ôÞò (1.5) Ý·ïõìå ãéá êÜèå

 ∈  ôç äõíáôüôçôá åðéëïãÞò åíüò

 ∈ r
S©

 ⊆  : áíïéêôü ìå pr−1 ( ) ∈ C
ª


ÈÝôïíôáò  := ()∈ êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé ôï C åßíáé Ýíá áíïéêôü êÜ-

ëõììá ôïý
Q

∈  õðÜñ·åé  ∈ C ìå  ∈  ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ ç ïéêïãÝíåéá

ôïìþí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßùí ôïý óõíüëïõ©
pr−1 ( ) | áíïéêôü ⊆  ãéá êÜðïéïí äåßêôç  ∈ 

ª
ôáõôßæåôáé ìå ôç âÜóç ôïý

Q
∈  (âë. 1.7.1 (ii)), õðÜñ·ïõí áíïéêôÜ õðïóýíïëá

 ⊆    ∈ {1  } ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

 ∈ pr−11 (1) ∪ · · · ∪ pr−1 () ⊆ 

ÅðåéäÞ ãéá êÜèå  ∈ {1  } Ý·ïõìå pr−1 () ∈ C õðÜñ·ïõí (êáôÜ ôá ðñïáíá-

öåñèÝíôá) 1   åíôüò ôïý C ïýôùò þóôå íá éó·ýåéQ
∈  = 1 ∪ · · · ∪  ∪ pr−1 ()

Ùò åê ôïýôïõ, ôï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï©
1  

¯̄
 ∈ {1  }ª ∪ {}

ôï áíÞêïí óôï C êáëýðôåé24 ôï
Q

∈  ¢ôïðï! ¤

1.8.13 ÐáñÜäåéãìá. Ãéá êÜèå  ∈ N o R (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ 

áíôéôýðùí ôïý R åöïäéáóìÝíïõ ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá) äåí åßíáé óõìðáãÞò.

1.8.14 Óçìåßùóç. Äåí åßíáé äýóêïëï íá äåé·èåß üôé, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ôï èåþ-

ñçìá 1.8.12 ôïý Tikhonov25 åßíáé áö' åáõôïý éóïäýíáìï ôïý áîéþìáôïò ôÞò åðéëï-

24ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈ Q ∈ r
S
=1

S
=1

 ôüôå  ∈ pr−1 () ãéá êÜèå  ∈ {1  } ïðüôå

 ∈ pr
−1
1
(1) ∪ · · · ∪ pr

−1

() ⊆ 

25Tikhonov (ãñÜöåôáé åíßïôå êáé Tychonoff),AndreyNikolayevich (30/10/1906-7/10/1993). Ñþóïò ìáèçìáôéêüò. Óðïý-

äáóå óôï ÐáíåðéóôÞìéï Lomonosov ôÞò Ìüó·áò ìÝ·ñé ôï 1927 êáé áðü ôï 1936 äßäáîå åêåß ùò êáèçãçôÞò ìÝ·ñé ôç

óõíôáîéïäüôçóÞ ôïõ. ÄéåôÝëåóå êïóìÞôùñ ôÞò Ó·ïëÞò ÁñéèìçôéêÞò Áíáëýóåùò êáé ÊõâåñíçôéêÞò, êáé äéåõèõíôÞò

ôïý Éíóôéôïýôïõ ÅöáñìïóìÝíùíÌáèçìáôéêþí ôÞò (ôüôå) ÓïâéåôéêÞò Áêáäçìßáò ôùí Åðéóôçìþí. Ôï åñåõíçôéêü ôïõ

Ýñãï åêôåéíüôáí óå áñêåôïýò ôïìåßò ôùí Ìáèçìáôéêþí, üðùò óôçí Ôïðïëïãßá, óôç ÓõíáñôçóéáêÞ ÁíÜëõóç, óôéò

ÄéáöïñéêÝò Åîéóþóåéò, óôçí ÁñéèìçôéêÞ ÁíÜëõóç, óôçÌáèçìáôéêÞ ÖõóéêÞ, óå åöáñìïãÝò óôç ÃåùöõóéêÞ êáé óôçí

ÇëåêôñïäõíáìéêÞ ê.Ü. Åß·å ëÜâåé ôï âñáâåßï ËÝíéí, êáèþò êáé ôï êñáôéêü âñáâåßï ôÞò Å.Ó.Ó.Ä.
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ãÞò.

A.N. Tikhonov

ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò 1.8.12 åßíáé äõíáôüí íá äïìçèåß ìéá áñêïýíôùò

åýêïëç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò ôùí Heine 26 êáé Borel 27, ìÝóù ôïý ïðïßïõ äßäå-

ôáé Ýíáò áðëüò ·áñáêôçñéóìüò üëùí ôùí óõìðáãþí õðï·þñùí ôïý R

1.8.15 Èåþñçìá. (Heine-Borel) ¸óôù  ∈ N ¸íáò õðü·ùñïò  ôïý R (ùò ðñïò
ôçí ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ  áíôéôýðùí ôïýR åöïäéáóìÝíïõ ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá)
åßíáé óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï  åßíáé êëåéóôü êáé öñáãìÝíï 28.

Áðüäåéîç. ÅÜí ôï  ⊆ R åßíáé óõìðáãÝò, ôüôå ôï  åßíáé êëåéóôü (äéüôé ï R

åßíáé ·þñïò Hausdorff, âë. 1.7.5 êáé 1.8.9 (i)). Åðßóçò,

 ⊆
∞S
=1

(− ) = R ⇒  ⊆ (−1 1) ∪ · · · ∪ (− )

ãéá êÜðïéïõò 1   ∈ N (ëüãù ôÞò óõìðÜãåéáò ôïý  âë. 1.8.4 (i)⇔(ii)). ¢ñá

 ⊆ (−∗ ∗) üðïõ ∗ := max{1  } Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ôï  åßíáé êáé

öñáãìÝíï. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï  åßíáé êëåéóôü êáé öñáãìÝíï, ôüôå õðÜñ·åé

êáðïéïò 0 ∈ N ìå

 ⊆ [−0 0]× · · · × [−0 0]| {z }
 öïñÝò

= [−0 0]

ÅðåéäÞ ôï [−0 0] åßíáé óõìðáãÝò (âë. 1.8.3 (ii) êáé 1.8.12), ôï åßíáé óõìðáãÝò

(ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.8.8). ¤
26Heine,Heinrich Eduard (16/3/1821-21/10/1881). Ãåñìáíüò ìáèçìáôéêüò. ÕðÞñîå ìáèçôÞò ôùí Carl Friedrich Gauss

(1777-1855) êáé Gustav Peter Lejeune Dirichlet (1875-1941). ÄéåôÝëåóå êáèçãçôÞò ôùí Ðáíåðéóôçìßùí Âüííçò êáé

Halle. Ç êýñéá ÝñåõíÜ ôïõ åðéêåíôñþèçêå óôéò óöáéñéêÝò óõíáñôÞóåéò.

27Borel, Emile (7/1/1871-3/2/1956). ÃÜëëïò ìáèçìáôéêüò, êáèçãçôÞò óôç Sorbonne (áðü ôï 1909) êáé ðñüåäñïò ôÞò

ÃáëëéêÞò Áêáäçìßáò Åðéóôçìþí (1934). Åéäéêüò óôïí ôïìÝá ôÞò ÐñáãìáôéêÞò êáé ÌéãáäéêÞò Áíáëýóåùò êáé ôÞò

Èåùñßáò ÐéèáíïôÞôùí. Ãíùóôüò áðü ôçí åéóáãùãÞ ôïý ëåãïìÝíïõ «ìÝôñïõ Borel», ôï «ëÞììá Borel-Cantelli» êáé

ôïí «éó·õñü íüìï ôùí ìåãÜëùí áñéèìþí».

28ËÝìå üôé ôï åßíáé öñáãìÝíï üôáí õðÜñ·ïõí x ∈ R êáé  ∈ R0 ôÝôïéá þóôå ⊆ {y ∈ R : kx− yk  }
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1.8.16 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå êëåéóôü äéÜóôçìá åíôüò ôïý R åßíáé óõìðáãÝò.

(ii) ÅÜí  ∈ N ôüôå ç ìïíáäéáßá óöáßñá S−1 êáé ç ìïíáäéáßá ìðÜëá B åßíáé

óõìðáãåßò ·þñïé (ùò êëåéóôïß êáé öñáãìÝíïé).

(iii) Ôï óýíïëï  := {( ) ∈ R2 | ≥ 0  ∈ R} åßíáé êëåéóôü åíôüò ôïý R2 áëëÜ
äåí åßíáé óõìðáãÝò (áöïý äåí åßíáé öñáãìÝíï).

(iv) Ôï óýíïëï  := {( sin( 1))
¯̄
0   ≤ 1} åßíáé öñáãìÝíï åíôüò ôïý R2 áëëÜ

äåí åßíáé óõìðáãÝò (áöïý äåí åßíáé êëåéóôü).

Åí óõíå·åßá èá õðïìíçóèåß Ýíá ëßáí ·ñÞóéìï ëÞììá, ôï ëåãüìåíï ëÞììá ôïý
Lebesgue 29, ôï ïðïßï ðåñéãñÜöåé ìéá óçìáíôéêÞ éäéüôçôá ôùí óõìðáãþí ìåôñéêþí
·þñùí.

1.8.17 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T) Ýíáò ìåôñéêüò ·þñïò êáé Ýóôù  ⊆  . Ãéá êÜèå

 ∈  ïñßæïõìå ùò áðüóôáóç ôïý  áðü ôï  ôï

() := inf{( )|  ∈ }

(Ãéá ðáãéùìÝíï  ç  7−→ () åßíáé óõíå·Þò.) ÅÜí ôï  åßíáé Ýíá öñáãìÝíï

õðïóýíïëï30, ïñßæïõìå ôç äéÜìåôñü ôïõ diam() ùò åîÞò:

diam() := sup{(1 2)| 1 2 ∈ }

29Lesbesgue, Henri (28/6/1875-26/7/1941). ÃÜëëïò ìáèçìáôéêüò. ÄéåôÝëåóå êáèçãçôÞò ôÞò Sorbonne (1919-1920) êáé

ôïý Collège de France (1921-1941). Áíáìüñöùóå ôçí ôüôå õðÜñ·ïõóá èåùñßá ôÞò ÄéáöïñéêÞò Ãåùìåôñßáò êáé

ôÞò Ïëïêëçñþóåùò êáôÜ Riemann åéóÜãïíôáò ôï ëåãüìåíï «ìÝôñï Lebesgue». Ïé åñãáóßåò ôïõ, áí êáé Ýãéíáí ðïëý

áñãÜ áðïäåêôÝò áðü ôç ìáèçìáôéêÞ êïéíüôçôá, êáôÝäåéîáí ôçí éäéáßôåñç äéïñáôéêüôçôÜ ôïõ êáé ôåëéêþò âñÞêáí ìéá

ðåñßïðôç èÝóç óôéò Èåùñßåò Ïëïêëçñþóåùò êáé ÌÝôñïõ, Áíáëýóåùò Fourier, ÓõíáñôçóéáêÞò Áíáëýóåùò, êáèþò

êáé óôç Èåùñßá ÐéèáíïôÞôùí.

30ËÝìå üôé ôï åßíáé öñáãìÝíï üôáí õðÜñ·ïõí  ∈  êáé  ∈ R0 ôÝôïéá þóôå ⊆◦B (; )
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1.8.18 ËÞììá. («ËÞììá ôïý Lebesgue») ¸óôù U = ()∈ Ýíá áíïéêôü êÜëõììá
Ýíïò ìåôñéêïý ·þñïõ ( T). ÅÜí ï ( T) åßíáé óõìðáãÞò, ôüôå õðÜñ·åé  ∈ R0
(ðïõ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, áñéèìüò Lebesgue ôïý U), ôÝôïéïò þóôå ãéá êÜèå ìç êåíü
 ⊆  ìå diam()   íá õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ãéá ôï ïðïßï íá éó·ýåé  ⊆  

Áðüäåéîç. ¸óôù  ∈  ÅðåéäÞ ôï U åßíáé êÜëõììá, õðÜñ·åé  ∈  ôÝôïéï

þóôå  ∈  . ÅðåéäÞ ôï  åßíáé åî õðïèÝóåùò áíïéêôü, õðÜñ·åé () ∈ R0

ìå
◦
B (; ()) := { ∈  : ( )  ()} ⊆   (Ðñâë. 1.1.2 (iii).) Ôïn ◦
B (

()
2 ) :  ∈ 

o
åßíáé Ýíá áíïéêôü êÜëõììá ôïý . ÅðåéäÞ ï  åßíáé óõ-

ìðáãÞò, õðÜñ·åé  ∈ N êáé 1 2   ∈  ìå  =
S
=1

◦
B ( 

()
2 ). Èá äåß-

îïõìå üôé ï  := min
n
(1)
2   ()2

o
 0 åßíáé ï (æçôïýìåíïò) áñéèìüò Lebesgue

ôïý U ¸óôù  Ýíá õðïóýíïëï ôïý  ìå diam()  . ¸óôù ôõ·üí  ∈  Ðñï-

öáíþò õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ {1  } ìå  ∈ ◦B (; ()2 ). Áñêåß íá áðïäåé·èåß

üôé êÜèå  ∈  áíÞêåé óôï
◦
B (; ()) (äéüôé ôüôå -åê êáôáóêåõÞò- èá Ý·ïõìå

 ⊆  , ãéá êÜðïéï  ∈ ). Ãéá  ∈  ç ôñéãùíéêÞ áíéóïúóüôçôá ìáò ðëçñïöïñåß

üôé

( ) ≤ ( ) + ( ) ≤  +
()

2
≤ ()

2
+

()

2
= ()

oðüôå  ∈
◦
B (; ()) ¤

H. Lebesque

1.8.19 Èåþñçìá. ¸óôù (T) Ýíáò óõìðáãÞò ìåôñéêüò ·þñïò êáé Ýóôù ( T0)
Ýíáò ìåôñéêüò ·þñïò. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç, ôüôå ç  åßíáé
êáé ïìïéïìüñöùò óõíå·Þò, Þôïé ãéá êÜèå  ∈ R0 õðÜñ·åé  ∈ R0 ôÝôïéï þóôå ãéá
ïéáäÞðïôå 1 2 ∈  íá éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

(1 2)   =⇒ 0((1) (2))  

Áðïäåéîç. ¸óôù  ∈ R0 êáé Ýóôù 0 ï áñéèìüò Lebesgue ôïý áíïéêôïý êáëýì-

ìáôïò
n
−1(

◦
B0 (; 2))

¯̄̄
 ∈ 

o
ôïý ÅÜí 1 2 ∈  ìå (1 2)   := 0

2  ôüôå
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2 ∈
◦
B (1; ) ïðüôå

◦
B (1; ) 6= ∅ ìå diam(

◦
B (1; ))  2 = 0 êáé õðÜñ·åé

0 ∈  ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

◦
B (1; ) ⊆ −1(

◦
B0 (0; 2 ))⇒ (

◦
B (1; )) ⊆

◦
B0 (0; 2 )⇒ (1) (2) ∈

◦
B0 (0; 2 )

Ùò åê ôïýôïõ, 0((1) (2)) ≤ 0((1) 0) + 0(0 (2))  
2 +


2 =  êáé ç 

åßíáé ïìïéïìüñöùò óõíå·Þò. ¤

ÕðÜñ·åé ðëçèþñá åíäéáöåñüíôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí ðïõ äåí åßíáé óõìðáãåßò.
Óå ïñéóìÝíïõò, üìùò, åî áõôþí éó·ýåé ç óõìðÜãåéá ôïðéêþò, ü·é ïëïìåñþò. Ãé'

áõôüí ôïí ëüãï áðáéôåßôáé ç áêüëïõèç ãåíßêåõóç ôÞò åííïßáò ôÞò óõìðÜãåéáò:

1.8.20 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò üôáí

ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé êÜðïéá ðåñéï·Þ  ∈ U() ðïõ åßíáé óõìðáãÞò.

1.8.21 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé áðåéñïðëçèåßò äéáêñéôïß ôïðïëïãéêïß ·þñïé äåí åßíáé
óõìðáãåßò° ùóôüóï, åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãåßò, êáèüóïí êÜèå óçìåßï ôïõò äéáèÝôåé

ùò ìéá óõìðáãÞ ðåñéï·Þ ôïõ ôïí åáõôü ôïõ.

(ii) Ãéá êÜèå  ∈ N o R (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ  áíôéôýðùí ôïý R
åöïäéáóìÝíïõ ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá) åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò, äéüôé ãéá ïéïäÞ-

ðïôå x = (1  ) ∈ R ôï [1− 1 1+1]×· · ·× [− 1 +1] áðïôåëåß (êáôÜ
ôï èåþñçìá 1.8.15) ìéá óõìðáãÞ ðåñéï·Þ áõôïý.

(iii) Ïé óõìðáãåßò ôïðïëïãéêïß ·þñïé åßíáé êáé ôïðéêÜ óõìðáãåßò, äéüôé ïé ßäéïé

áðïôåëïýí óõìðáãÞ ðåñéï·Þ êáèåíüò åê ôùí óçìåßùí ôïõò.

(iv) ÊÜèå êëåéóôüò õðü·ùñïò åíüò ôïðéêÜ óõìðáãïýò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ åßíáé

ôïðéêÜ óõìðáãÞò.

1.8.22 Ðñüôáóç. ÅÜí ( T ) åßíáé Ýíáò ·þñïò Hausdorff, ôüôå ïé áêüëïõèåò óõí-
èÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(i) Ï åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò.

(ii) Ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé  ∈ U() ∩ T ìå ôï  óõìðáãÝò.
(iii) Ãéá êÜèå  ∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ T ìå  ∈  õðÜñ·åé  ∈ T ìå ôï  óõìðáãÝò
êáé ôÝôïéï, þóôå íá éó·ýåé  ∈  ⊆  ⊆ 

(iv) Ãéá êÜèå óõìðáãÝò  ⊆  ìå  ⊆  ãéá êÜðïéï  ∈ T  õðÜñ·åé  ∈ T ìå ôï
 óõìðáãÝò êáé ôÝôïéï, þóôå íá éó·ýåé  ⊆  ⊆  ⊆ 

Áðïäåéîç. (i)⇒(ii) ¢ìåóï åðáêïëïýèçìá ôïý ïñéóìïý 1.8.20.

(ii)⇒(iii) ¸óôù ôõ·üí óçìåßï  ∈  êáé Ýóôù  ∈ T ìå  ∈  Åî õðïèÝóåùò

õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈ U() ∩ T ìå ôï  óõìðáãÝò. Tï  ∩  åßíáé ìéá áíïéêôÞ

ðåñéï·Þ ôïý óçìåßïõ  åíôüò ôïý  ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé  áíïéêôü óôï  ôÝôïéï

þóôå íá éó·ýåé  ∈  ⊆ cl() ⊆  ∩  Ãéá ôï  õðÜñ·åé áíïéêôü õðïóýíïëï  0
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ôïý  ìå  =  ∩  0 ÈÝôïíôáò  := ◦ ∩  0 ðáñáôçñïýìå üôé  ∈  ⊆  ⊆ 

ìå ôï  óõìðáãÝò.

(iii)⇒(iv) ¸óôù  ⊆  óõìðáãÝò ìå  ⊆  ãéá êÜðïéï  ∈ T  Ãéá êÜèå óç-

ìåßï  ∈  Ý·ïõìå  ∈  ïðüôå õðÜñ·åé åî õðïèÝóåùò êÜðïéï  () ∈ T ìå ôï

 () óõìðáãÝò êáé ôÝôïéï, þóôå íá éó·ýåé  ∈  () ⊆  () ⊆  Ç ïéêïãÝíåéá

{ () :  ∈ } áðïôåëåß Ýíá áíïéêôü êÜëõììá ôïý  ÅðåéäÞ ôï  åßíáé óõìðá-

ãÝò, õðÜñ·ïõí 1   ∈  ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  ⊆  (1) ∪ · · · ∪  () ÅÜí
èÝóïõìå  :=  (1)∪ · · ·∪  () ôüôå  ⊆  ⊆  ⊆  êáé ôï  åßíáé óõìðáãÝò.

(iv)⇒(i) Ôïýôï åßíáé Üìåóï áðü ôïí ïñéóìü 1.8.20. ¤

1.8.23 Ðñüôáóç. ÅÜí (T ) åßíáé Ýíáò ·þñïò Hausdorff êáé  Ýíáò ôïðéêÜ óõ-
ìðáãÞò õðü·ùñüò ôïõ, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÕðÜñ·ïõí õðïóýíïëá  êáé  ôïý ìå  ∈ T  r ∈ T êáé  =  ∩
(ii) ÅÜí  =  ôüôå  ∈ T 

Áðïäåéîç. (i) ¸óôù ôõ·üí  ∈  ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò ôïðéêÜ óõìðá-

ãÞò, õðÜñ·åé  ∈ T ìå  ∈  êáé ìå ôï  ∩  óõìðáãÝò õðïóýíïëï ôïý 

ÅðåéäÞ ï  åßíáé åî õðïèÝóåùò ·þñïò Hausdorff, ôï  ∩  åßíáé êëåéóôü õðïóý-

íïëï ôïý  (Âë. 1.8.9 (i).) ÈÝôïíôáò  :=
S {| ∈ } ðáñáôçñïýìå üôé ôï 

åßíáé áíïéêôü ìå  ⊆  Ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå  ∩  =  ∩ ( ∩)  ïðüôå
ôï  ∩  åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý  (ùò ðñïò ôç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá T).
Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ôï  åßíáé êëåéóôü31 åíôüò ôïý  ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé êëåéóôü

õðïóýíïëï  ôïý ìå  =  ∩ 
(ii) Áðü ôï (i) óõíÜãåôáé ç ýðáñîç åíüò áíïéêôïý  êáé åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ

 (ùò ðñïò ôçí T ) ìå =  ∩ÅðåéäÞ ôï åßíáé åî õðïèÝóåùò ðõêíü êáé ⊆ 

Ý·ïõìå  =  êáé  =  ∈ T  ¤

1.8.24 Ðüñéóìá. Ï õðü·ùñïò Q ôïý ôïðïëïãéêïý ·þñïõ R (ìå ôç óõíÞèç, åõêëåß-
äåéá ôïðïëïãßá) äåí åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï õðü·ùñïò Q Þôáí ôïðéêÜ óõìðáãÞò, ôüôå, åðåéäÞ Q = R èá
Ýðñåðå ôï Q íá åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý R Þôïé êÜôé ðïõ äåí éó·ýåé32. ¤

1.8.25 Óçìåßùóç. (i) ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí

õðïêåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí ìå ôïí ôïðéêÜ óõìðáãÞ, ôüôå ï

() ⊆  äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí ôïðéêÜ óõìðáãÞò (êáé, ùò åê ôïýôïõ, ç ðñüôáóç

31ÐñÜãìáôé° åÜí  ∈  r ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï  ∈  ìå  ∈ r = r( ∩) ÅðåéäÞ ôï  ∩  åßíáé

êëåéóôü åíôüò ôïý õðÜñ·åé ⊆  áíïéêôü åíôüò ôïý Üñá êáé åíôüò ôïý ïýôùò þóôå íá éó·ýåé∩ = ∅
êáé  ∈  ⊆  rÁõôü óçìáßíåé üôé ôï åßíáé êëåéóôü åíôüò ôïý 
32ÅÜí õðïèÝôáìå üôé ôï Q åßíáé áíïéêôü êáé  ∈ Q ôüôå êÜèå áíïéêôü äéÜóôçìá ôïý R ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí  èá Ýðñåðå

íá ðåñéÝ·åé ìüíïí ñçôïýò áñéèìïýò. ¼ìùò åíôüò áõôïý ïöåßëïõí íá ðåñéÝ·ïíôáé êáé áðåéñïðëçèåßò Üññçôïé ðïõ
áíÞêïõí óôï óýíïëï { +

√
2
 :  ∈ N} (ÅðéëÝãïõìå ôá óôïé·åßá ôïõ ìå áñêïýíôùò ìåãÜëïõò )



§ 1.9 óõíåêôéêïôçôá êáé äñïìïóõíåêôéêïôçôá 35

1.8.5 äåí åßíáé Üìåóá ãåíéêåýóéìç33 ãéá ôçí ôïðéêÞ óõìðÜãåéá). Åðß ðáñáäåßã-

ìáôé, o ìç ôïðéêÜ óõìðáãÞò ·þñïò Q (ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá, âë. 1.8.24)

åßíáé ç óõíå·Þò åéêüíá ôïý éäßïõ óõíüëïõ (ìÝóù ôÞò ôáõôïôéêÞò áðåéêïíßóåùò),

åöïäéáóìÝíïõ ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá (ðïõ åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò).

(ii) ÁíôéèÝôùò, ôï èåþñçìá 1.8.12 åßíáé Üìåóá ãåíéêåýóéìï ãéá ôçí ôïðéêÞ óõìðÜ-

ãåéá: Äïèåßóáò ìéáò ïéêïãåíåßáò ôïðïëïãéêþí ·þñùí ()∈  o ·þñïò ãéíïìÝíïõQ
∈  åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé ôïðéêÜ óõìðáãÞò

ãéá êÜèå  ∈  (ìå ôïí ìç óõìðáãÞ ãéá ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò äåßêôåò

 ∈ ). Âë. [28], Ch. XI, section 6 Thm. 63(4) óåë. 239

1.9 ÓÕÍÅÊÔÉÊÏÔÇÔAÊÁÉÄÑÏÌÏÓÕÍÅÊÔÉÊÏÔÇÔÁ

1.9.1 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ( T ) ïíïìÜæåôáé óõíåêôéêüò34 üôáí

äåí õðÜñ·ïõí  ∈ T r {∅} ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  ∩ = ∅ êáé  =  ∪
(¸íá õðïóýíïëï ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ êáëåßôáé óõ-

íåêôéêü üôáí åßíáé óõíåêôéêü ùò ðñïò ôç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá 1.4.1.)

1.9.2 Ðáñáäåßãìáôá. (i) To  := {0 1} åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ôïðïëïãßá ôïý

Sierpinski (âë. 1.1.2 (ii)), åßíáé ·þñïò óõíåêôéêüò.

(ii) Óôïí ( Täéáêñ.) (âë. 1.1.2 (v)) ôá ìïíïóýíïëá åßíáé ôá ìüíá óõíåêôéêÜ õðïóý-

íïëá ôïý

(iii) Åíôüò ôïý R (ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá) ïé ìüíïé óõíåêôéêïß õðü·ùñïß ôïõ (ðÝ-

ñáí ôïý éäßïõ ôïýR) åßíáé ôá (áíïéêôÜ, êëåéóôÜ, çìéáíïéêôÜ Þ çìßêëåéóôá) äéáóôÞ-

ìáôá ôïý R

1.9.3 Ðñüôáóç. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé
éóïäýíáìá :

(i) Ï ( T ) åßíáé óõíåêôéêüò.
(ii) Ôá ìüíá õðïóýíïëá ôïý  , ôá ïðïßá åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé áíïéêôÜ êáé êëåé-
óôÜ, åßíáé ôá ∅

(iii) Äåí õößóôáôáé åðéññéðôéêÞ óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→  üðïõ ï  åßíáé
åöïäéáóìÝíïò ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá êáé ðåñéÝ·åé ôïõëÜ·éóôïí äýï óôïé·åßá.

Áðoäåéîç. (i)⇒ (ii) ¸óôù Ýíá õðïóýíïëï ôïý ðïõ åßíáé ôáõôï·ñüíùò áíïé-

êôü êáé êëåéóôü. Ôüôå = ∪ ( r) êáé ôá óýíïëá  êáé r åßíáé áíïéêôÜ

33Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá íá åßíáé ï () ⊆  ôïðéêÜ óõìðáãÞò áñêåß, ð.·., íá ðñïûðïôåèåß, åðéðñïóèÝôùò, üôé ç

 åßíáé áíïéêôÞ. Âë. [28], Ch. XI, section 6 Thm. 63(1) óåë. 239

34Ãéá ôçí áðüäïóç ôïý áããëéêïý ìáèçìáôéêïý üñïõ connected, áíôß ôïý óõíåêôéêüò (ðïõ óçìáßíåé «áõôüò ðïõ óõ-

íôåëåß óôï íá õðÜñ·åé óõíï·Þ, óôï íá óõãêñáôïýíôáé ðñÜãìáôá ìåôáîý ôïõò»), Ý·ïõí åðßóçò ·ñçóéìïðïéçèåß êáé ôá

åðßèåôá óõíáðôüò (= «áõôüò ðïõ åßíáé åíùìÝíïò ìå Üëëïí») êáé óõíáöÞò (= «áõôüò ðïõ óõíäÝåôáé ìå ôñüðï Üìåóï

ìå êÜôé»), ôá ïðïßá åêöñÜæïõí ðáñáðëÞóéïõò åííïéïëïãéêïýò ·ñùìáôéóìïýò ôïõ.
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êáé îÝíá ìåôáîý ôïõò. ÅðåéäÞ ï  åßíáé óõíåêôéêüò, ðñÝðåé êÜðïéï åî áõôþí íá

åßíáé êåíü. ¢ñá åßôå  = ∅ åßôå  = 

(ii) ⇒ (iii) Áò õðïèÝóïõìå üôé õößóôáôáé ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò óõíå·Þò êáé åðéññé-

ðôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→  êáé üôé  ∈  Ôüôå ôï óýíïëï  := −1({}) åßíáé
ôáõôï·ñüíùò áíïéêôü êáé êëåéóôü (äéüôé ç  åßíáé óõíå·Þò). Ùóôüóï,  6= ∅ êáé

 6=  (äéüôé ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ). ¢ôïðï (ëüãù ôï (ii))!

(iii) ⇒ (i) ¸óôù üôé ï  äåí åßíáé óõíåêôéêüò. Ôüôå õðÜñ·ïõí  ⊆  ìç

êåíÜ, áíïéêôÜ êáé îÝíá ìåôáîý ôïõò, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  =  ∪  ÈÝôïíôáò

 := {0 1} êáé åöïäéÜæïíôáò ôï  ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá

êáôáóêåõÞò ìéáò áðåéêïíßóåùò  :  −→  ìÝóù ôïý ôýðïõ

 3  7−→ () :=

½
1 üôáí  ∈ 

0 üôáí  ∈ 

ç ïðïßá åßíáé óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ. ¢ôïðï (ëüãù ôï (iii))! ¤

1.9.4 Ðüñéóìá. ÅÜí  åßíáé Ýíáò óõíåêôéêüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé  Ýíáò äéá-
êñéôüò ·þñïò (äçëáäÞ åöïäéáóìÝíïò ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá), ôüôå êÜèå óõíå·Þò
áðåéêüíéóç  :  −→  åßíáé óôáèåñÞ.

1.9.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ôá  êáé  åßíáé äõï õðïóýíïëá åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ 
êáé  ⊆  ⊆  ôüôå éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ : [ óõíåêôéêü] =⇒ [ óõíåêôéêü]

ÉäéáéôÝñùò, ç êëåéóôÞ èÞêç åíüò óõíåêôéêïý óõíüëïõ åßíáé óõíåêôéêü óýíïëï 35.

Áðoäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï  åßíáé óõíåêôéêü êáé üôé ôï  äåí åßíáé. Ôüôå
(óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.9.3) õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç
 :  −→ {0 1} (üðïõ ôï {0 1} åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá).
ÅðåéäÞ ôï  åßíáé óõíåêôéêü, ç  | :  −→ {0 1} åßíáé (êáôÜ ôï ðüñéóìá 1.9.4)
óôáèåñÞ áðåéêüíéóç, äçëáäÞ ôï () åßíáé ìïíïóýíïëï. ¼ìùò,

() ⊆ () = ( ∩) = (cl()) ⊆
1.4.2 (v)

(cl()) = () ⊆
1.3.2 (iv)

() = ()

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá éó·ýåé ëüãù ôïý üôé ï {0 1} åßíáé äéáêñéôüò. ¢ñá ôï

() (= ()) åßíáé ìïíïóýíïëï. ÅðïìÝíùò êáé ç ßäéá ç  åßíáé óôáèåñÞ êáé, ùò

åê ôïýôïõ, ìç åðéññéðôéêÞ. ¢ôïðï! ¤

1.9.6 Ðñüôáóç. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò, åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ìå-
ôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíüëùí) ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé ï  óõíåêôéêüò, ôüôå
êáé ï  åßíáé óõíåêôéêüò.

Áðoäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ï  äåí åßíáé óõíåêôéêüò. Ôüôå (óýìöùíá ìå ôçí

ðñüôáóç 1.9.3) õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç  :  −→ {0 1}
(üðïõ ôï óýíïëï {0 1} åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá). H óýíèåóç

35Áñêåß íá åñöáìïóèåß ôï áíùôÝñù üôáí := 
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 ◦  :  −→ {0 1} åßíáé ùóáýôùò óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ. Áõôü (åê íÝïõ ìÝóù

ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.3) óçìáßíåé üôé ï ôïðïëïãéêüò ·þñïò  äåí åßíáé óõíåêôéêüò.

¢ôïðï! ¤

1.9.7 ÐáñáôÞñçóç. Åßíáé ðñüäçëï ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.6 üôé ç éäéüôçôá ôïý

íá åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò óõíåêôéêüò åßíáé ôïðïëïãéêÞ. (ÅÜí  åßíáé óõ-

íåêôéêüò êáé ≈  , ôüôå ï  åßíáé ùóáýôùò óõíåêôéêüò.)

1.9.8 ËÞììá. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá óõíåêôéêþí õðïóõíüëùí (ôïý õðïêåé-
ìÝíïõ óõíüëïõ)  åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ. ÅÜí

T
∈  6= ∅ ôüôå ç ÝíùóÞ ôïõòS

∈  åßíáé óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý 

Áðoäåéîç. Áò èåùñÞóïõìå Ýíá óçìåßï 0 ∈
T
∈  êé áò õðïèÝóïõìå üôé ôïS

∈  äåí åßíáé óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý  Ôüôå (êáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.9.3)

õðÜñ·åé ìéá óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç  :
S
∈  −→ {0 1} (üðïõ

ôï óýíïëï {0 1} åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôç äéáêñéôÞ ôïðïëïãßá). Ï ðåñéïñéóìüò

 | :  −→ {0 1} ôÞò  åðß ôïý  åßíáé óõíå·Þò áðåéêüíéóç ãéá êÜèå  ∈ 

(Âë. ðñüôáóç 1.4.4.) ÅðåéäÞ äå ôï  åßíáé åî õðïèÝóåùò óõíåêôéêü, ç  | åß-
íáé êáô' áíÜãêçí óôáèåñÞ (ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 1.9.4), ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

 |() := (0) ãéá êÜèå  ∈  êáé ãéá êÜèå  ∈ ÊáôÜ óõíÝðåéáí, () = (0)

ãéá êÜèå  ∈ S∈  Áõôü (åê íÝïõ ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.3) óçìáßíåé üôé ôïS
∈  äåí åßíáé óõíåêôéêü. ¢ôïðï! ¤

1.9.9 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç óõíåêôéêüôçôá ôïý R (ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá)

ìðïñåß íá äåé·èåß êÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò óõíåêôéêüôçôáò ôùí êëåéóôþí äéáóôçìÜôùí

êáé ôïý ëÞììáôïò 1.9.8, êáèþò Ý·ïõìå R =
∞S
=1

[− ] üðïõ 0 ∈
∞T
=1
[− ]

(ii) ÅðåéäÞ êÜèå êýêëïò (óôï åõêëåßäåéï åðßðåäï) åßíáé óõíåêôéêüò (âë. 1.9.11 (ii)

ãéá  = 1 êáé 1.9.7), ï õðü·ùñïò ôïý R2 ï áðáñôéæüìåíïò áðü ôçí Ýíùóç ôùí 64

êýêëùí ôùí å·üíôùí ìç êåíÞ êïéíÞ ôïìÞ, ôùí åéêïíïãñáöçìÝíùí óôï ó·Þìá 15

åßíáé óõíåêôéêüò.

Ó·Þìá 1.5.
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1.9.10 Èåþñçìá. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá (ìç êåíþí) ôïðïëïãéêþí ·þñùí. O
·þñïò ãéíïìÝíïõ

Q
∈  åßíáé óõíåêôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï åßíáé óõíåêôéêüò

ãéá êÜèå  ∈ 

Áðoäåéîç. ÅÜí ï ·þñïò ãéíïìÝíïõ :=
Q

∈  åßíáé óõíåêôéêüò, ôüôå êÜèå 

åßíáé óõíåêôéêü üíôáò ç óõíå·Þò åéêüíá ôïý  ìÝóù ôÞò ðñïâïëÞò pr ãéá êÜèå

 ∈  (Âë. 1.7.2 (i) êáé 1.9.6.) Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå üôé ï  6= ∅
åßíáé óõíåêôéêüò ãéá êÜèå  ∈  ðáãéþóïõìå Ýíá óçìåßï  = ()∈ ôïý  êáé

èåùñÞóïõìå ôï õðïóýíïëï  ⊆  ôï áðïôåëïýìåíï áðü åêåßíá ôá óçìåßá ôïý

ôá ïðïßá áíÞêïõí óå êÜðïéï óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  To

 åßíáé åê êáôáóêåõÞò óõíåêôéêü (ëüãù ôïý ëÞììáôïò 1.9.8, ùò Ýíùóç áõôþí ôùí

óõíåêôéêþí õðïóõíüëùí). ¢ñá êáé ç êëåéóôÞ ôïõ èÞêç  åßíáé óõíåêôéêÞ. (Âë.

ðñüôáóç 1.9.5.) Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé =  Þ, éóïäõíÜìùò, üôé  ∩ 6= ∅
ãéá êÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï  ⊆  ôÞò ìïñöÞò  =

T
∈Λpr

−1
 () üðïõ Λ

êÜðïéï ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý  êáé  êÜðïéï áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý

ãéá êÜèå  ∈ Λ (Âë. ðñüôáóç 1.2.8 êáé éóüôçôá (1.4).) ¸óôù  ⊆  Ýíá áíïéêôü

õðïóýíïëï áõôÞò ôÞò ìïñöÞò. Ãéá êÜèå  ∈ Λ åðéëÝãïõìå Ýíá óçìåßï  ∈ 

Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé Λ = {1 } ãéá

êÜðïéïí êáôÜëëçëï ∈ N Ãéá êÜèå  ∈ {1 } èÝôïõìå

 :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ = ()∈ ∈ 

¯̄̄̄
¯̄̄̄ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 üôáí   

  üôáí  = 

 üôáí   

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ 

(Ðñâë. ó·Þìá 16 óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ = 2)

Ó·Þìá 1.6.

Ðñïöáíþò, ï  ≈  åßíáé óõíåêôéêüò. ÅîÜëëïõ,  ∩+1 6= ∅ ãéá êÜèå äåßêôç

 ∈ {1  − 1} ïðüôå (êáôüðéí äéáäï·éêÞò åöáñìïãÞò ôïý ëÞììáôïò 1.9.8 ãéá



§ 1.9 óõíåêôéêïôçôá êáé äñïìïóõíåêôéêïôçôá 39

ïéêïãÝíåéåò áðïôåëïýìåíåò áðü äýï óõíåêôéêÜ õðïóýíïëá) óõìðåñáßíïõìå (åðá-

ãùãéêþò) üôé ç Ýíùóç  :=
S
=1  åßíáé óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý  ÅðåéäÞ

1 ∈ 1 ⊆  êáé  ∈  Ý·ïõìå  ⊆  ¢ñá  ∩  6= ∅⇒  ∩  6= ∅ ¤

1.9.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ¸óôù ôõ·þí  ∈ N ÅðåéäÞ ï ·þñïò R åßíáé óõíåêôéêüò

(âë. 1.9.9 (i)), ï R åßíáé ùóáýôùò óõíåêôéêüò (ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 1.9.10).

(ii) ÅðåéäÞ ç óôåñåïãñáöéêÞ ðñïâïëÞ

óô. : S r {+} −→ R

åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò, üðïõ + ï âüñåéïò ðüëïò ôÞò S (âë. 1.5.3 (iv)), ï ·þñïò

S r {+} ≈ R åßíáé óõíåêôéêüò (ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.6 êáé ôïý (i)). Êáé

åðåéäÞ Ý·ïõìå ðñïöáíþò

S r {+} =
1.2.10 (vi)

S r {+}◦| {z }
=∅

= S

ç ìïíáäéáßá óöáßñá S åßíáé ùóáýôùò óõíåêôéêÞ äõíÜìåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.5.

1.9.12 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Åðß ôïý ïñßæïõìå ôç äéìåëÞ

ó·Ýóç ∼
óõíåê.
⊆  × ùò áêïëïýèùò:

1 ∼
óõíåê.

2 ⇐⇒
ïñó.

[∃ óõíåêôéêü õðïóýíïëï  ⊆  ìå 1 2 ∈ ]

Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ç ‘‘ ∼
óõíåê.

'' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò. Ïé áíôß-

óôïé·åò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘ ∼
óõíåê.

'' êáëïýíôáé óõíåêôéêÝò óõíéóôþ-

óåò ôïý ôïðïëïãéêïý ·þñïõ 

1.9.13 ËÞììá. Ïé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ  åßíáé áêñé-
âþò ôá ìåãéóôéêÜ óõíåêôéêÜ õðïóýíïëá ôïý  , Þôïé ôá óõíåêôéêÜ õðïóýíïëÜ ôïõ
ôá ïðïßá äåí ðåñéÝ·ïíôáé óå ïéïäÞðïôå ìåãáëýôåñï óõíåêôéêü õðïóýíïëï.

Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈   åßíáé ç óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôï 

êáé

 :=
S { ⊆ | óõíåêôéêü êáé  ∈ } 

ôüôå ôï åßíáé áö' åáõôïý óõíåêôéêü (ëüãù ôïý ëÞììáôïò 1.9.8) êáé, ùò åê ôïýôïõ,

Ýíá ìåãéóôéêü óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý  Áñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß üôé  = 

ÅÜí  ∈  ôüôå áìöüôåñá ôá   áíÞêïõí óôï óõíåêôéêü õðïóýíïëï  ïðüôå

 ∼
óõíåê.

 ⇒  ∈  ÅðïìÝíùò,  ⊆  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí  ∈  ôüôå  ∼
óõíåê.



êáé ôï  áíÞêåé óå êÜðïéï óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  ¢ñá

 ∈  êáé éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò  ⊆  ¤
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1.9.14 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôï  = Rr{0} äéáèÝôåé ôá óýíïëá { ∈ R |  0} êáé
{ ∈ R |  0} ùò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò.
(ii) Ôï  = {( ) ∈ R2 | ( − 2)2 + 2 ≤ 1 Þ ( + 2)2 + 2 ≤ 1} äéáèÝôåé äýï

äßóêïõò ùò óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò. (Âë. ó·Þìá 17)

Ó·Þìá 1.7.

(iii) ÅÜí  ∈ N0 ôüôå ôï  = R+1 r S äéáóðÜôáé óå óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ùò
áêïëïýèùò:

 =

( {(−∞−1)}`{(−1 1)}`{(1+∞)} üôáí  = 0

{x ∈ R+1 : ||x||  1}`{x ∈ R+1 : ||x||  1} üôáí  ≥ 1

(iv) Ïé óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïý  = Q ⊂ R (ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá)

åßíáé ôá ìïíïóýíïëá {}  ∈ Q

1.9.15 Ðñüôáóç. ¸óôù ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(i) ÊÜèå óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý

(ii)ÊÜèå óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý áíÞêåé óå ìßá êáé ìüíïí óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá
ôïý.

Áðoäåéîç. (i) ¸óôù  ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  . Ôüôå ôï  åßíáé óõíå-

êôéêü óýíïëï ôïý  êáé  ⊆  ¼ìùò ôï  åßíáé ìåãéóôéêü õðïóýíïëï ôïý 

ïðüôå  =  êáé ôï  åßíáé êëåéóôü.

(ii)¸óôù Ýíá óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïýÅðåéäÞ ç ïéêïãÝíåéá ôùí óõíåêôéêþí

óõíéóôùóþí ôïý áðïôåëåß Ýíá êÜëõììá áõôïý, õðÜñ·åé êÜðïéá óõíåêôéêÞ óõíé-

óôþóá ìå∩ 6= ∅Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 1.9.8, ç Ýíùóç∪ åßíáé óõíåêôéêÞ.

Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 1.9.13, ôï  åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý

 ïðüôå

 ⊆  ∪⇒  =  ∪⇒  ⊆ 

êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

1.9.16 Ðñüôáóç. ¸óôù  :  −→  ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí õðïêåé-
ìÝíùí óõíüëùí) ôïðïëïãéêþí ·þñùí. Ç åéêüíá êÜèå óõíåêôéêÞò óõíéóôþóáò ôïý
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ìÝóù ôÞò  åìðåñéÝ·åôáé óå ìßá (êáé ìüíïí) óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  . ÌÜëéóôá,
åÜí ç  åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò, ôüôå õðÜñ·åé ìéá áìößññéøç :

{óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïý}↔ {óõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïý  }

Áðoäåéîç. ÅÜí  åßíáé ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  ôüôå ôï óýíïëï ()

åßíáé óõíåêôéêü êáé (óýìöùíá ìå ôï (ii) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.15) ðåñéÝ·åôáé óå ìéá

êáé ìüíïí óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  . ÌÜëéóôá, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá

ç  åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò, ôüôå ç æçôïýìåíç áìößññéøç èá åßíáé ç 7−→   üðïõ

 åßíáé ç ìïíáäéêÞ óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôçí åéêüíá () ôÞò

 ìÝóù ôÞò  ¤

1.9.17 ÐáñáôÞñçóç. Ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.16 ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý óõíü-

ëïõ ôùí óõíåêôéêþí óõíéóôùóþí åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ åßíáé ìéá ôïðïëïãéêÞ
áíáëëïßùôïò, Þôïé äåí ìåôáâÜëëåôáé åÜí êáíåßò ìåôáâåß óå ïéïíäÞðïôå ôïðïëïãéêü
·þñï ðïõ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò áõôïý.

1.9.18 Ïñéóìüò. ¸íáò äñüìïò36 åíôüò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ  åßíáé ìéá óõíå-

·Þò áðåéêüíéóç  : I −→  (üðïõ I := [0 1]). Ôá (0) êáé (1) êáëïýíôáé óçìåßï

áñ·Þò êáé óçìåßï áðïëÞîåùò åíüò äñüìïõ  áíôéóôïß·ùò. (Åðßóçò, ëÝìå üôé ï 

óõíäÝåé ôï (0) ìå ôï (1))

1.9.19 Ïñéóìüò. ¸íáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáëåßôáé äñïìïóõíåêôéêüò üôáí äýï

ïéáäÞðïôå óçìåßá ôïõ åßíáé óõíäÝóéìá ìÝóù åíüò äñüìïõ.

1.9.20 Èåþñçìá. ÊÜèå äñïìïóõíåêôéêüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé óõíåêôéêüò.

Áðoäåéîç. ¸óôù  ôõ·þí äñïìïóõíåêôéêüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Ðáãéþíïõìå

Ýíá óçìåßï 0 ∈  Ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé äñüìïò  : I −→  ìå óçìåßï

áñ·Þò ôïõ ôï 0 êáé óçìåßï ëÞîåþò ôïõ ôï  Ôá óýíïëá (I)  ∈  åßíáé óõíå-

êôéêÜ (ùò óõíå·åßò åéêüíåò ôïý óõíåêôéêïý I óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.9.6), ôï

0 åßíáé êïéíü óçìåßï ôïõò êáé ç ÝíùóÞ ôïõò åßíáé üëïò ï ·þñïò¢ñá ï åßíáé

óõíåêôéêüò äõíÜìåé ôïý ëÞììáôïò 1.9.8. ¤

1.9.21 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Èåùñïýìå åíôüò ôïýR2 (ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá)

ôá áêüëïõèá õðïóýíïëá37 ôïý ó·Þìáôïò 18:

 := (0 1]× {0} ∪
Ã ∞[
=1

½
1



¾
× I
!
  :=  ∪ {(0 1)}

36Åí ðñïêåéìÝíù, ðñïôéìÜôáé ç ·ñÞóç ôÞò ëÝîåùò äñüìïò ðïõ áðïäßäåé ôïí áíôßóôïé·ï ãåñìáíéêü üñïWeg. Êáô' áõ-

ôüí ôïí ôñüðï Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá äïìÞóåùò ôïý üñïõ äñïìïóõíåêôéêüò óôï åä. 1.9.19 (wegzusammenhängend
Þwegweise zusammenhängend). Áðïöåýãåôáé ç áíô' áõôïý ·ñçóéìïðïßçóç ôïý êáôÜ ìïíïðÜôéá óõíåêôéêüò (ãéá
ôçí áðüäïóç ôïý áããëéêïý üñïõ path connected Þ pathwise connected ) ðïõ èá Þôáí ìÜëëïí ðñïâëçìáôéêÞ (êõñßùò

ëüãù ôïý ìáêñüóõñôïõ ôÞò åí ëüãù áðïäüóåùò).

37Ôï ïíïìÜæåôáé åî áñéóôåñþí áíïéêôüò ·þñïò ôÞò ·ôÝíáò êáé ôï äéáãñáöåßò ·þñïò ôÞò ·ôÝíáò.
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Ó·Þìá 1.8.

Ôï  åßíáé äñïìïóõíåêôéêü êáé, êáô' åðÝêôáóç, óõíåêôéêü. (Âë. 1.9.20.) Ôï 

(óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.9.5) åßíáé óõíåêôéêü, äéüôé  ⊆  ⊆  Ùóôüóï,

äåí åßíáé äñïìïóõíåêôéêü, êáèüôé äåí õößóôáôáé äñüìïò, ï ïðïßïò íá óõíäÝåé ôï

 := (0 1) ìå ôá Üëëá óçìåßá ôïý  ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé äñü-

ìïò  : I −→  ìå  (0) =  êáé  (1) 6=  ôüôå (ãéá íá êáôáëÞîïõìå óå Üôïðï)

áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï −1({}) åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé êëåéóôü êáé áíïéêôü 38.

ÅðåéäÞ ç áðåéêüíéóç  åßíáé óõíå·Þò êáé ôï {} êëåéóôü, ôï −1({}) åßíáé êëåé-
óôü. (Âë. ðñüôáóç 1.3.2.) ÅðéðëÝïí, ëüãù ôÞò óõíå·åßáò ôÞò áðåéêïíßóåùò 

åÜí  åßíáé ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý  óôï R2 ìå  ∩ {( ) ∈ R2 |  = 0} = ∅
êáé  ∈ −1({}) ôüôå () =  êáé õðÜñ·åé ìéá âáóéêÞ ðåñéï·Þ  ôïý  ìå

() ⊆  Ãéá íá äåßîïõìå üôé ôï −1({}) åßíáé êáé áíïéêôü, áñêåß íá äåßîïõìå

üôé  ⊆ −1({}) (Þ, éóïäõíÜìùò, üôé () = {}). ÅðåéäÞ ç óõíÞèçò (ó·åôéêÞ)

ôïðïëïãßá ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíï ôï I óõìðßðôåé ìå ôç ëåãïìÝíç ôïðï-
ëïãßá äéáôÜîåùò 39, ôï  (üíôáò âáóéêü óýíïëï ùò ðñïò áõôÞí) ïöåßëåé íá åßíáé

êÜðïéï (áíïéêôü Þ çìéáíïéêôü) äéÜóôçìá (åíôüò ôïý I). ÅðïìÝíùò ôï  åßíáé Ýíá

óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý I êáé, ùò åê ôïýôïõ, ç åéêüíá ôïõ () ìÝóù ôÞò ùóáý-

ôùò óõíåêôéêÞ (ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.6). Áò õðïèÝóïõìå, áðü åäþ êáé óôï åîÞò,

üôé õðÜñ·åé êÜðïéï óçìåßï  ∈ ()r{} Ôüôå  = ( 1  0) ∈  ãéá êÜðïéïí

 ∈ N ÅðéëÝãïíôáò Ýíáí  ∈ R ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé 1
+1    1

  ðáñáôçñïýìå

üôé

() ⊆  () ∩ {( ) ∈ R2 |  = 0} = ∅
() ∩ {( ) ∈ R2 | = } = ∅

)
⇒
½

åßôå () ⊆ (−∞ )×R
åßôå () ⊆ (∞)×R

¾


ÅðåéäÞ üìùò ôï () åßíáé óõíåêôéêü êáé  ∈ (−∞ ) × R åßíáé áäýíáôoí íá

ðåñéÝ·åé êáé ôï óçìåßï  ∈ (∞)×R ¢ôïðï! ¢ñá üíôùò () = {}
(ii) Ç ìïíáäéáßá óöáßñá S åßíáé äñïìïóõíåêôéêÞ üôáí  ≥ 1. ÐñÜãìáôé° èåù-

38ÅÜí ôï óýíïëï −1({}) åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé êëåéóôü êáé áíïéêôü, ôüôå (åðåéäÞ −1({}) 6= ∅) éó·ýåé

−1({}) = I (ëüãù ôÞò óõíåêôéêüôçôáò ôïý I âë. 1.9.3 (i)⇔(ii)) Þ, éóïäõíÜìùò,  (I) = {} ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

ç áðåéêüíéóç åßíáé óôáèåñÞ. ¢ôïðï!

39Âë. Willard [129], Problem 6D2 óåë. 43
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ñïýìå óçìåßá xy ∈ S ìå x 6= y ÅÜí x 6= −y, ôüôå ç áðåéêüíéóç

I 3  7−→ xy() :=
(1− )x+ y

||(1− )x+ y|| ∈ S


åßíáé Ýíáò äñüìïò óõíäÝùí ôï x ìå ôï y (Ï ðáñoíïìáóôÞò ìçäåíßæåôáé ìüíïí üôáí

x = −y êáé  = 1
2 ). ÅÜí x = −y åðéëÝãïõìå Ýíá z ∈ S ìå z 6= x êáé z 6= y Ôüôå

ç áðåéêüíéóç

I 3  7−→ () :=

(
xz(2) üôáí 0 ≤  ≤ 1

2 

zy(2− 1) üôáí 1
2 ≤  ≤ 1

åßíáé (êáé ðÜëé) Ýíáò äñüìïò óõíäÝùí ôï x ìå ôï y

1.9.22 Ïñéóìüò. ¸óôù Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò. Åðß ôïý ïñßæïõìå ôç äéìåëÞ

ó·Ýóç ∼
äñ/óõí.

⊆  × ùò áêïëïýèùò:

1 ∼
äñ/óõí.

2 ⇐⇒
ïñó.

[∃ äñüìïò åíôüò ôïý óõíäÝùí ôï 1 ìå ôï 2]

Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ç ‘‘ ∼
äñ/óõí.

'' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò. Ïé áíôß-

óôïé·åò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘ ∼
äñ/óõí.

'' êáëïýíôáé äñïìïóõíåêôéêÝò óõ-

íéóôþóåò ôïý ôïðïëïãéêïý ·þñïõ 

1.9.23 ËÞììá. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá äñïìïóõíåêôéêþí õðïóõíüëùí (ôïý
õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ) åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ. ÅÜí

T
∈  6= ∅ ôüôå ç ÝíùóÞ

ôïõò
S
∈  åßíáé äñïìïóõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí  ∈ T∈  ÅÜí   ∈
S
∈  ôüôå  ∈  êáé  ∈ 

ãéá êÜðïéïõò äåßêôåò   ∈ ÅðåéäÞ áìöüôåñïé ïé êáé åßíáé (åî õðïèÝóåùò)

äñïìïóõíåêôéêïß, õðÜñ·ïõí äñüìïé  : I −→  êáé  : I −→  ìå (0) = 

(1) =  = (0) (1) = Ï äñüìïò40

I 3  7−→ () :=

(
(2) üôáí  ∈ [0 12 ]
(2− 1) üôáí  ∈ [12  1]

åíôüò ôÞò åíþóåùò
S
∈  óõíäÝåé ôï  ìå ôï  ¤

1.9.24 ËÞììá. Ïé äñïìïóõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ  åßíáé
áêñéâþò ôá ìåãéóôéêÜ äñïìïóõíåêôéêÜ õðïóýíïëá ôïý, Þôïé ôá äñïìïóõíåêôéêÜ
õðïóýíïëÜ ôïõ ôá ïðïßá äåí ðåñéÝ·ïíôáé óå ïéïäÞðïôå ìåãáëýôåñï äñïìïóõíåêôéêü
õðïóýíïëï.
40ÅðåéäÞ ïé ðåñéïñéóìïß 

¯̄
[0 1

2
]
êáé 

¯̄
[ 1
2
1]

åßíáé óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ç áðåéêüíéóç  åßíáé êáè' ïëï-

êëçñßáí (Þôïé åðß ïëïêëÞñïõ ôïý I) óõíå·Þò åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.6.
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Áðïäåéîç. ÅÜí  ∈   åßíáé ç äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý ðïõ ðåñéÝ·åé

ôï  êáé

 :=
S { ⊆ | äñïìïóõíåêôéêü êáé  ∈ } 

ôüôå ôï  åßíáé áö' åáõôïý äñïìïóõíåêôéêü (ëüãù ôïý ëÞììáôïò 1.9.23) êáé, ùò åê

ôïýôïõ, Ýíá ìåãéóôéêü äñïìïóõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïýÁñêåß ëïéðüí íá äåé·èåß

üôé  =  ÅÜí  ∈  ôüôå áìöüôåñá ôá   áíÞêïõí óôï äñïìïóõíåêôéêü õðï-

óýíïëï  ïðüôå  ∼
äñ/óõí.

 ⇒  ∈  ÅðïìÝíùò,  ⊆  Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

 ∈  ôüôå  ∼
äñ/óõí.

 êáé ôï  áíÞêåé óå êÜðïéï äñïìïóõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý

ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  ¢ñá  ∈  êáé éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò  ⊆  ¤

1.9.25 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÊÜèå äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  ðåñéÝ·åôáé óå ìßá (êáé ìüíïí) óõíå-
êôéêÞ óõíéóôþóá ôïý êáé êÜèå óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý åßíáé ìéá áðïóõíäåôÞ
Ýíùóç (êÜðïéùí) äñïìïóõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ôïõ.

(ii) ÅÜí  ⊆  åßíáé äñïìïóõíåêôéêü õðïóýíïëï, ôüôå ôï  ðåñéÝ·åôáé óå ìßá (êáé
ìüíïí) äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý .

Áðoäåéîç. (i) ¸óôù  ìéá äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý Ôüôå ç  åßíáé óõ-

íåêôéêü óýíïëï ôïý  ïðüôå ðåñéÝ·åôáé óå ìßá êáé ìüíïí óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá

ôïý (Âë. 1.9.20 êáé 1.9.15 (ii).) ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ç ‘‘ ∼
äñ/óõí.

'' åßíáé ó·Ýóç éóïäõíá-

ìßáò, ïé äñïìïóõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïý  ôïí äéáìåëßæïõí, Þôïé  =
`

∈  ,

üðïõ { |  ∈ } åßíáé ç ïéêïãÝíåéá ôùí äñïìïóõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ôïý 

¸óôù  ôõ·ïýóá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  Ôüôå  =
`

∈  ∩  (äéüôé ôá

 ∩  åßíáé áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò).

(ii) ¸óôù Ýíá äñïìïóõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý ÅðåéäÞ ç ïéêïãÝíåéá ôùí äñï-

ìïóõíåêôéêþí óõíéóôùóþí ôïý  áðïôåëåß Ýíá êÜëõììá áõôïý, õðÜñ·åé êÜðïéá

äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ìå∩ 6= ∅Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 1.9.23, ç Ýíùóç

∪ åßíáé äñïìïóõíåêôéêÞ. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 1.9.24, ôï åßíáé Ýíá ìåãéóôéêü

äñïìïóõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý  ïðüôå  ⊆  ∪⇒  =  ∪⇒  ⊆  ¤

1.9.26 Ðñüôáóç. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò, åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ìå-
ôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé ï  äñïìïóõíåêôé-
êüò, ôüôå êáé ï  åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò.

Áðoäåéîç. ¸óôù üôé 1 2 ∈  Ðñïöáíþò, 1 = (1) 2 = (2), ãéá êÜ-

ðïéá 1 2 ∈  (áöïý ç  åßíáé åðéññéðôéêÞ). ÅðåéäÞ ï åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò,

õðÜñ·åé äñüìïò  : I −→  ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé (0) = 1 êáé (1) = 2 Ç

óýíèåóç  ◦  : I −→  åßíáé ôÝôïéïò äñüìïò þóôå íá éó·ýåé  ◦ (0) = 1 êáé

 ◦ (1) = 2 ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï  åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò. ¤
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1.9.27 ÐáñáôÞñçóç. Åßíáé ðñüäçëï ìÝóù ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.26 üôé ç éäéüôçôá ôïý

íá åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò äñïìïóõíåêôéêüò åßíáé ôïðïëïãéêÞ. (ÅÜí åßíáé

äñïìïóõíåêôéêüò êáé ≈  ôüôå ï  åßíáé ùóáýôùò äñïìïóõíåêôéêüò.)

1.9.28 Ðñüôáóç. ¸óôù ()∈ ìéá ïéêïãÝíåéá (ìç êåíþí) ôïðïëïãéêþí ·þñùí. O
·þñïò ãéíïìÝíïõ

Q
∈  åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï åßíáé äñï-

ìïóõíåêôéêüò ãéá êÜèå  ∈ 

Áðoäåéîç. ÅÜí ï ·þñïò ãéíïìÝíïõ  :=
Q

∈  åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò, ôüôå

êÜèå åßíáé äñïìïóõíåêôéêü üíôáò ç óõíå·Þò åéêüíá ôïý ìÝóù ôÞò ðñïâïëÞò

pr ãéá êÜèå  ∈  (Âë. 1.7.2 (i) êáé 1.9.26.) Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí õðïèÝóïõìå

üôé ï 6= ∅ åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò ãéá êÜèå  ∈  èåùñÞóïõìå ôõ·üíôá óôïé·åßá

()∈  ()∈ ∈
Q

∈  êáé ëÜâïõìå õð' ïøéí ôçí ýðáñîç äñüìïõ  : I −→ 

ôÝôïéïõ þóôå íá éó·ýåé (0) =  êáé (1) =  ãéá êÜèå  ∈  ðáñáôçñïýìå üôé

ï äñüìïò I 3  7−→ () := (())∈ ∈  óõíäÝåé ôï ()∈ ìå ôï ()∈  ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, êáé ï åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò. ¤

1.9.29 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò (êáé

áíôéóôïß·ùò, ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò) üôáí äéáèÝôåé ìéá âÜóç áðïôåëïýìåíç áðü

óõíåêôéêÜ (êáé áíôéóôïß·ùò, áðü äñïìïóõíåêôéêÜ) õðïóýíïëá.

1.9.30 Ðñüôáóç. ÅÜí åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(i) ÅÜí ï  åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò, ôüôå êÜèå óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïý  åßíáé
áíïéêôÞ.

(ii) ÅÜí ï åßíáé ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò, ôüôå êÜèå äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá
ôïý  åßíáé áíïéêôÞ, ïé äñïìïóõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïõ ôáõôßæïíôáé ìå ôéò óõíå-
êôéêÝò óõíéóôþóåò, åíþ ï  åßíáé óõíåêôéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé äñïìïóõíå-
êôéêüò.

Áðoäåéîç. (i) ÅÜí ï åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò,  ìéá óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ôïõ

êáé  ∈  ôüôå ôï  äéáèÝôåé ìéá óõíåêôéêÞ ðåñéï·Þ  ç ïðïßá (óýìöùíá ìå ôï (ii)

ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.15) ïöåßëåé íá áíÞêåé êáè' ïëïêëçñßáí óôï  ¢ñá ãéá êÜèå

 ∈  õðÜñ·åé  ∈ U() ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé  ⊆  êÜôé ðïõ éóïäõíáìåß ìå ôï

üôé ôï  åßíáé áíïéêôü. (Âë. åä. 1.1.6.)

(ii) ÕðïèÝôïõìå üôé o åßíáé ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò. Ï ðñþôïò éó·õñéóìüò åðá-

ëçèåýåôáé üðùò êáé åêåßíïò ôïý (i). ¸óôù ôþñá  ∈  ÅÜí  åßíáé ìéá óõíåêôéêÞ

óõíéóôþóá ôïý  ðïõ ðåñéÝ·åé ôï  êáé  ôõ·ïýóá äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá

ôïý  ôüôå (óýìöùíá ìå ôï (i) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.9.25)  ⊆  êáé ç  ãñÜöå-

ôáé ùò áðïóõíäåôÞ Ýíùóç êÜðïéùí äñïìïóõíåêôéêþí óõíéóôùóþí, êáèåìéÜ ôùí

ïðïßùí åßíáé áíïéêôÞ åíôüò ôïý  êáé, êáô' åðÝêôáóç, áíïéêôÞ êáé åíôüò ôÞò 
ÅÜí ç äåí åßíáé ç ìüíç äñïìïóõíåêôéêÞ óõíéóôþóá ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôçí  ôüôå

 = 
`
(r)  êÜôé ðïõ åßíáé áäýíáôï (äéüôé ôï õðïóýíïëï åßíáé óõíåêôéêü).
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¢ñá =  êáé ïé äñïìïóõíåêôéêÝò óõíéóôþóåò ôïý ôáõôßæïíôáé ìå ôéò óõíåêôé-

êÝò óõíéóôþóåò. ÔÝëïò, ôï íá åßíáé ï  óõíåêôéêüò óçìáßíåé üôé äéáèÝôåé ìßá êáé

ìüíïí óõíåêôéêÞ óõíéóôþóá: ôïí åáõôü ôïõ. ÅÜí ëïéðüí ï  åßíáé óõíåêôéêüò,

ôüôå (âÜóåé ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí) äéáèÝôåé ìßá êáé ìüíïí äñïìïóõíåêôéêÞ óõ-

íéóôþóá: ôïí åáõôü ôïõ. ÅðïìÝíùò ï  åßíáé äñïìïóõíåêôéêüò. (Ôï áíôßóôñïöï

Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá 1.9.20.) ¤

1.9.31 Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ðñïöáíþò, êÜèå ôïðéêÜ äñïìïóõíåêôéêüò ôïðïëïãéêüò

·þñïò åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò.

(ii) ¸íáò ôïðéêÜ óõíåêôéêüò ·þñïò ìðïñåß íá ìçí åßíáé óõíåêôéêüò, üðùò, ð.·.,
êÜèå ÝíùóçäýïÞðåñéóóïôÝñùíáíïéêôþí (îÝíùí ìåôáîý ôïõò) äéáóôçìÜôùí åíôüò

ôïýR (áöïý êÜèå óçìåßï ôçò ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï åî áõôþí ôùí äéáóôçìÜôùí, êá-

èÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé óõíåêôéêü) Þ ç Ýíùóç ôùí äýï äßóêùí (ìå êåíÞ ôïìÞ) ôïý

ó·Þìáôïò 17 åíôüò ôïý R2

(iii) ¸íáò óõíåêôéêüò ·þñïò ìðïñåß íá ìçí åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò. Ð.·., ï õðü-

·ùñïò ôïý R2

 := {(0 ) | 0 ≤  ≤ 1} ∪
∞S
=1



(ôïý ó·Þìáôïò 19), üðïõ  := {( ) ∈ R2 | 0 ≤  ≤ 1
 êáé  +  = 1} åßíáé

óõíåêôéêüò (êáé ìÜëéóôá êáé äñïìïóõíåêôéêüò) áëëÜ äåí åßíáé ôïðéêÜ óõíåêôéêüò.

Ó·Þìá 1.9.

ÐñÜãìáôé° êÜèå ðåñéï·Þ  ôïý (0 12 ) Ý·åé ìç êåíÞ ôïìÞ ìå áðåéñïðëçèÞ åõèý-

ãñáììá ôìÞìáôá áíÞêïíôá óôï óýíïëï {| ∈ N} ÅÜí (0 1) ∈  ôüôå ôï  äåí

åßíáé óõíåêôéêü õðïóýíïëï ôïý R2

(iv) ÕðÜñ·ïõí, öõóéêÜ, êáé ôïðïëïãéêïß ·þñïé ðïõ äåí åßíáé ïýôå óõíåêôéêïß

ïýôå ôïðéêÜ óõíåêôéêïß, üðùò, ð.·., ï õðü·ùñïò Q ôïý R (Ùò ãíùóôüí, ï Q äåí

åßíáé óõíåêôéêüò õðü·ùñïò ôïý R Âë. 1.9.14 (iv). ÅðåéäÞ äå ïé óõíåêôéêÝò ôïõ

óõíéóôþóåéò, ïýóåò ìïíïóýíïëá, äåí åßíáé áíïéêôÝò, ï Q äåí åßíáé ïýôå ôïðéêÜ

óõíåêôéêüò õðü·ùñïò ôïý R)
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1.10 ÐÇËÉÊÏÔÏÐÏËÏÃÉÁ

ÊÁÉ ÔÁÕÔÉÓÌÉÊÅÓ ÁÐÅÉÊÏÍÉÓÅÉÓ

1.10.1 Ïñéóìüò. ¸óôù ( T ) Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù R ⊆  × ìéá

ó·Ýóç éóïäõíáìßáò. Èåùñïýìå ôç öõóéêÞ åðßññéøç

 :  −→ R  7−→ () := []R

üðïõ []R := { ∈  |( ) ∈ R} åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý  ùò ðñïò ôçíR
êáéR := {[]R | ∈  }ÌÝóùáõôÞò äçìéïõñãåßôáé ï ðçëéêü·ùñïò (R TR)
üðïõ ç ðçëéêïôïðïëïãßá TR ïñßæåôáé ùò åîÞò:

 ∈ TR ⇐⇒
ïñó.

−1() ∈ T 

1.10.2 ÐáñáôÞñçóç. (i) Ç  åßíáé óõíå·Þò.

(ii) Ç  åßíáé áíïéêôÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôÞ) åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï óýíïëï

−1(()) = { ∈  |[]R = []R ãéá êÜðïéï  ∈ }

åßíáé áíïéêôü (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôü) ãéá êÜèå áíïéêôü (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåé-

óôü) õðïóýíïëï  ⊆ 

(iii) ÓõíÞèùò ëÝìå üôé ï  ðñïêýðôåé êáôüðéí óõãêïëëÞóåùò ôùí R-éóïäõíÜìùí

óôïé·åßùí ôïý  Åßèéóôáé ìéá ôÝôïéá R íá ðåñéãñÜöåôáé ìÝóù óõóôçìÜôùí ó·Ý-
óåùí (åíþ ãéá ôá õðüëïéðá ( ) ∈ R íá õðïíïåßôáé üôé []R 6= []R).
(iv) ÅÜí ⊆  êáé åÜí ôï −1(()) åßíáé åßôå áíïéêôü åßôå êëåéóôü, ôüôå ç ó·åôéêÞ

ôïðïëïãßá åðß ôïý () ôáõôßæåôáé ìå ôçí ðçëéêïôïðïëïãßá åðß ôïý −1(())/R

1.10.3 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôçí ðáñÜèåóç óõãêåêñéìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí ðçëéêü-

·ùñùí Üëëïôå ïñßæåôáé äéåîïäéêþò ç R ⊆  × êáé Üëëïôå äßäåôáé êÜðïéïò äéá-
ìåëéóìüò 41 Z ôïý  êáé ãßíåôáé ìåôÜâáóç óôçí áíôßóôïé·ç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò42

RZ ⊆  ×

1.10.4 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí åðß ôïý  = I (:= [0 1]) ïñéóèåß ç ó·Ýóç éóïäõíá-

ìßáòR ⊆  × ùò åîÞò:

(1 2) ∈ R⇐⇒
ïñó.

[åßôå 1 = 2 åßôå {1 2} = {0 1}]
41¸íá õðïóýíïëïZ ôïý äõíáìïóõíüëïõP () ôïý ïíïìÜæåôáé äéáìåëéóìüò ôïý üôáí ðëçñïýíôáé ïé áêüëïõèåò

óõíèÞêåò: (i)  6= ∅  ∀ ∈ Z (ii) Ãéá 0 ∈ Z éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ  ∩ 0 6= ∅ ⇔  = 0

êáé (iii) =
S{ |  ∈ Z}

42ÊÜèå äéáìåëéóìüò Z ⊆ P () ôïý êáèïñßæåé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáòRZ ⊆  × åðß ôïý ùò áêïëïýèùò:

(1 2) ∈ RZ ⇐⇒
ïñó

[∃ ∈ Z : áìöüôåñá ôá 1 êáé 2 áíÞêïõí óôï]
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ôüôåR = {[0]R}
`{[]R : 0    1} (Âë. ó·Þìá 110)

Ó·Þìá 1.10

Ç  : R −→ S1($ C) []R 7−→ exp(2
√−1) åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò43.

(ii) Åðß ôïý  = I2 = I× I ïñßæåôáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáòR ùò åîÞò:

((1 1) (2 2)) ∈ R⇐⇒
ïñó.

"
åßôå [1 = 2 êáé 1 = 2]

åßôå [1 = 2 êáé {1 2} = {0 1}]

#


Ç áðåéêüíéóç  : I2R −→ I × S1 [( )]R 7→ ( exp(2
√−1)) åßíáé ïìïéï-

ìïñöéóìüò ìåôáîý ôïý I2R êáé ôïý êõëßíäñïõ I × S1 (ôïý ó·Þìáôïò 111) ôïý

äçìéïõñãïýìåíïõ ýóôåñá áðü ôç óõãêüëëçóç ôÞò Üíù êáé ôÞò êÜôù áêìÞò ôïý

(ìïíáäéáßïõ) ôåôñáãþíïõ I2

Ó·Þìá 1.11

(iii) Åðß ôïý  = I2 ïñßæåôáé êáé Üëëç ìßá ó·Ýóç éóïäõíáìßáòR0 ùò åîÞò:

((1 1) (2 2)) ∈ R0 ⇐⇒
ïñó.

⎡⎢⎢⎣
åßôå [1 = 2 êáé 1 = 2]

åßôå [1 = 2 êáé {1 2} = {0 1}]
åßôå [{1 2} = {0 1} êáé 1 = 2]

⎤⎥⎥⎦ 
Åí ðñïêåéìÝíù, óõãêïëëïýìå ôçí Üíù ìå ôçí êÜôù áêìÞ êáé êáôüðéí ôç äåîéÜ ìå

ôçí áñéóôåñÞ áêìÞ ôïý I2ÌÝóù ôïý ïìïéïìïñöéóìïý

 : I2R0 −→ S1 × S1 [( )]R0 7→ (exp(2
√−1) exp(2√−1))

43Ðåñéï·Ýò ôùí 0 1 ∈  óõíôßèåíôáé ãéá íá äïìÞóïõí ìéá ðåñéï·Þ ôïý ([0]R) = ([1]R)
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äéáðéóôþíïõìå üôé ï ðçëéêü·ùñïò I2R0 (âë. ó·Þìá 112) åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôïý
(äéäéÜóôáôïõ, ìïíáäéáßïõ44) ôüñïõ45

T2 := S1 × S1

Ó·Þìá 1.12

(iv) ¸óôùRZ ï ðçëéêü·ùñïò ðïõ äçìéïõñãåßôáé ìÝóù ôïý äéáìåëéóìïý

Z := {{{( )}| 0    1  ∈ I}  {{(0 ) (1 1− )}|  ∈ I}}

ôïý = I2 (ï ðåñéãñáöüìåíïò óôï ó·Þìá 113).

Ó·Þìá 1.13

ÊÜèå ôïðïëïãéêüò ·þñïò ðïõ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò áõôïý êáëåßôáé ôáéíßá ôïý

M−bius46. Ïé ðáñÜîåíåò éäéüôçôåò ôùí (ôüóï åýêïëá êáôáóêåõáæüìåíùí) ôáéíéþí

ôïýMbius (ìüíïí ìßá áêìÞ, ìüíïí ìßá ðëåõñÜ, áäõíáìßá ðñïóáíáôïëéóìïý) êá-

ôáðëÞóóïõí üóïõò ôéò óõíáíôïýí ãéá ðñþôç öïñÜ. ÌÜëéóôá, áíôßãñáöá ôÞò åéêü-

íáò ôùí «åãêÜèåéñêôùí ìõñìçãêéþí» óå ìéá ôÝôïéá ôáéíßá (áðü ôçí ðáóßãíùóôç

44Áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò, êÜèå ôïðïëïãéêüò ·þñïò ðïõ åßíáé≈ T2 èá êáëåßôáé (äéäéÜóôáôïò) ôüñïò.

45Ç ëÝîç ôüñïò (torus), Ý·åé ôéò ÉÅ ñßæåò *tere /*ôÝñ-jù, åî ïõ êáé ôá áñ·áéïåëëçíéêÜ ñÞìáôá ôåôñáßíù êáé ôåßñù, áð'
üðïõ ðáñÜãïíôáé ðÜìðïëëåò ëÝîåéò êáé ôùí íÝùí Åëëçíéêþí (üðùò, ð.·., ïé: äéÜôïñïò, äéÜôñçôïò, ôñõðþ, ôñýðá,
ôñõðÜíé (áñ·. ôÝñåôñïí ), ôüñíïò, ôåñçäüíá ê.Ü.). Õðü ôçí ôå·íéêÞ ôçò Ýííïéá (ôïñåýò, ôïñåõôéêÞ ) ìáñôõñåßôáé Þäç
óå åëåõóßíéåò êáé Üëëåò áôôéêÝò åðéãñáöÝò ôïý 5ïõ áéþíá ð.μ.

46Möbius, August Ferdinand (17/11/1790-26/9/1868) Ãåñìáíüò áóôñïíüìïò êáé ìáèçìáôéêüò. ¾óôåñá áðü

óõóôÜóåéò ôïý C. F. Gauss åîåëÝãç Ýêôáêôïò êáèçãçôÞò óôï Áóôñïíïìéêü ÔìÞìá ôïý Ðáíåðéóôçìßïõ ôÞò Ëåéøßáò ôï

1816 ÕðÞñîå ãéá äåêáåôßåò Ýíáò Üøïãïò ðáéäáãùãüò êáé ôï óýããñáììÜ ôïõ ðåñß ôïý «Âáñõêåíôñéêïý Ëïãéóìïý»

ðáñÝìåéíå Ýíá áðáñáßôçôï âïÞèçìá ãéá ðïëëÝò ãåíåÝò öïéôçôþí êáé ìåôÜ ôïí èÜíáôü ôïõ. Ç äéåîïäéêÞ ìåëÝôç ôþí

éäéïôÞôùí ôÞò «ôáéíßáò» ôïõ Ýëáâå ·þñá ãýñù óôï 1858 (åíþ ôçí ßäéá ðåñßðïõ åðï·Þ áõôÝò åß·áí áíåîáñôÞôùò äéå-

ñåõíçèåß êáé áðü ôïí J. B. Listing), ðáñüôé äçìïóßåõóå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ôïõ ìüëéò ôï 1865 Ôï 1844 Ýãéíå ôáêôéêüò

êáèçãçôÞò ôïý Ðáíåðéóôçìßïõ êáé ôï 1848 äéåõèõíôÞò ôïý Áóôåñïóêïðåßïõ ôÞò Ëåéøßáò. Ãéá ðéï ëåðôïìåñÞ âéïãñá-

öéêÜ óôïé·åßá âë. J. Fauvel, R. Flood & R. Wilson (Åds.),Mbius and his band, Oxford University Press, 1993.
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îõëïãñáößá ôïý M.C. Escher47 ôïý Ýôïõò 1963) êïóìïýí áêüìç êáé óÞìåñá ðïëëÜ

öïéôçôéêÜ äùìÜôéá. (Âë. ó·Þìá 114)

Ó·Þìá 1.14

(v) ¸óôùRZ0 ï ðçëéêü·ùñïò ðïõ äçìéïõñãåßôáé ìÝóù ôïý äéáìåëéóìïý

Z0 := {{{( )}|  ∈ (0 1)}  {{( 0) (1−  1)}| ∈ I}  {{(0 ) (1 )}|  ∈ I}}
ôïý  = I2 ÊÜèå ôïðïëïãéêüò ·þñïò ðïõ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò áõôïý êáëåßôáé

öéÜëç ôïý Klein48, äåí åßíáé (ôïðïëïãéêþò) åìöõôåýóéìïò åíôüò ôïý ôñéäéÜóôáôïõ

åõêëåßäåéïõ ·þñïõ R3 (ðñâë. 1.5.9 (ii)) êáé ãéá íá êáôáóôåß åöéêôÞ ìéá êÜðïéá

ïðôéêïðïéÞóÞ ôïõ åíôüò ôïý R3 åßíáé áíáãêáßï íá åðéôñáðåß ç óõìðåñßëçøç áõ-
ôïäéáôïìþí.

Ó·Þìá 1.15

47Escher, Maurits Cornelis (1761898-2731972). Ïëëáíäüò åéêáóôéêüò êáëëéôÝ·íçò. ÄéÝðñåøå óôï ó·Ýäéï êáé

óôç ãñáöéóôéêÞ, êáèþò êáé óôéò ôå·íéêÝò ôÞò îõëïãñáößáò, ôÞò ëéèïãñáößáò êáé ôÞò ·áëêïãñáößáò. μáñáêôçñéóôéêü

óôïé·åßï ôÞò ôÝ·íçò ôïõ õðÞñîå ç áðåéêüíéóç «áäýíáôùí» ãñáöéêþí ðáñáóôÜóåùí (áíèñþðùí, æþùí, áíôéêåéìÝ-

íùí ê.Ü.) ðïõ äçìéïõñãïýí ôçí øåõäáßóèçóç ôïý áðåßñïõ, äçëáäÞ ôÞò áôåëåßùôçò äçìéïõñãßáò ó·åäßùí, êáèþò êáé

«áäýíáôùí» ðáñáäïîïëïãéêþí êáôáóêåõþí (êôÞñéá ê.Ü.). ÁõôÞ ç éäéáéôåñüôçôá ôùí ó·åäßùí ôïõ ïöåßëåôï óôç óç-

ìáíôéêÞ åðéññïÞ ðïõ äÝ·èçêå áðü ôá ÌáèçìáôéêÜ, êõñßùò äå áðü ðñïôÜóåéò êáé ðïñßóìáôá ôÞò Ìç Åõêëåßäåéáò

êáé ôÞò ÐñïâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò. Âë. D. Schattschneider & M. Emmer (Eds.): M.C. Escher's Legacy. A Centennial
Celebration, Springer-Verlag, 2003.

48Klein, Christian Felix (24/4/1849-22/6/1925). Ãåñìáíüò ìáèçìáôéêüò. ¸íáò áðü ôïõò ìåãáëýôåñïõò ãåùìÝôñåò ôïý

19ïõ áéþíá, ìå ðëçèþñá óðïõäáßùí åñãáóéþí êáé óõããñáììÜôùí óå äéáöüñïõò ìáèçìáôéêïýò êëÜäïõò. ÄéåôÝ-

ëåóå êáèçãçôÞò ôùí Ðáíåðéóôçìßùí Erlangen (1872-1875), TH-ÌïíÜ·ïõ (1875-1880), Ëåéøßáò (1880-1886) êáé
Göttingen (1886-1913). Âë. R. Tobies: Felix Klein, Teubner, Leibniz, 1981. Ïé éäéüôçôåò ôÞò «öéÜëçò» ôïõ ðåñéãñÜ-

öïíôáé áíÜãëõöá óôç óåëßäá 571 ôïý ôñßôïõ ôüìïõ ôùí «Ýñãùí» ôïõ ¥Gesammelte Mathematische Abhandlungen III,

Springer, 1922].



§ 1.10 ðçëéêïôïðïëïãéá êáé ôáõôéóìéêåò áðåéêïíéóåéò 51

¼ðùò äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 115 ãéá íá êôéóèåß ç êáôÜ ôé «ðáñÜäïîç öéÜëç» (ùò

«ðñüôõðï» ôïýRZ0 åíôüò ôïýR3), ôï ðñþôïÞìéóõ ôÞò êáôáóêåõÞò (üóïíáöïñÜ
óôçí êáôáóêåõÞ ôïõ êõëßíäñïõ) ðáñáìÝíåé üðùò óôï ðáñÜäåéãìá (ii), áëëÜ åí óõ-

íå·åßá ôá Üêñá ôïý êõëßíäñïõ ðñÝðåé íá ôáõôéóèïýí óôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç.

Ãéá íá óõìâåß áõôü ï êýëéíäñïò ïöåßëåé íá êáìöèåß êáé ôï Ýíá Üêñï ôïõ íá ùèçèåß

äéáðåñíþíôáò ôçí ðëåõñÜ.

1.10.5 Ðñüôáóç. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí õðï-
êåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí, çR (êáé áíôéóôïß·ùò, ç S) ìéá ó·Ýóç
éóïäõíáìßáò åðß ôïý  (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý  ) êáé ç
 åßíáé óõìâáôÞ ìå ôéòR êáé S, äçëáäÞ ãéá  0 ∈  éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[]R = [0]R =⇒ [()]S = [(0)]S  (1.6)

ôüôå ïñßæåôáé êáëþò ç áðåéêüíéóç

̄ : R −→ S []R 7−→ ̄([]R) := [()]S 

ç ïðïßá åßíáé óõíå·Þò.

Áðïäåéîç. ÅÜí  :  −→ R êáé  :  −→ S åßíáé ïé öõóéêÝò åðéññßøåéò,

ôüôå ç ̄ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç ëüãù ôÞò (1.6) êáé ãéá êÜèå  ∈  Ý·ïõìå

( ◦ ) () =  (()) = [()]S = ̄([]R) = ̄(()) = (̄ ◦ )()
áð' üðïõ ðñïêýðôåé ç ìåôáèåôéêüôçôá ôïý äéáãñÜììáôïò



©

²²

 // 



²²
R

̄

// S

ÅðåéäÞ ç  ◦  åßíáé óõíå·Þò (ùò óýíèåóç óõíå·þí) êáé  ◦  = ̄ ◦   åÜí
 åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý S ôüôå ôï (̄ ◦ )−1() = 

−1(̄−1())
åßíáé áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý  ïðüôå ôï ̄−1() áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý R
¢ñá ç ̄ åßíáé óõíå·Þò. ¤
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1.10.6 Ðüñéóìá. ÅÜí  :  −→  åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý (ôùí õðï-
êåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí, çR ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý
êáé éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ []R = [0]R ⇒ () = (0) ôüôå ç

̄ : R −→  []R 7−→ ̄([]R) := () (1.7)

åßíáé óõíå·Þò.

1.10.7 Ïñéóìüò. ¸óôù  :  −→  ìéá óõíå·Þò êáé åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ìå-

ôáîý (ôùí õðïêåéìÝíùí óõíüëùí) äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí. Åðß ôïý ïñßæåôáé ç

ó·Ýóç éóïäõíáìßáòR ùò åîÞò:

( 0) ∈ R ⇐⇒
ïñó.

() = (0)

Ç  ïíïìÜæåôáé ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç üôáí éó·ýåé ìßá (êáé, êáô' åðÝêôáóç, êáé

ïé ôñåéò) åê ôùí êÜôùèé éóïäõíÜìùí óõíèçêþí:

(i) H ̄ : R −→  (üðùò óôçí (1.7)) åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò.

(ii) ¸íá  ⊆  åßíáé áíïéêôü (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôü)⇔ ôï −1() ⊆  åßíáé

áíïéêôü (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåéóôü).

(iii)Ìéá áðåéêüíéóç  :  −→  üðïõ ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò, åßíáé óõíå·Þò

⇔ ç óýíèåóç  ◦  :  −→  åßíáé óõíå·Þò.

Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ç ôïðïëïãßá åðß ôïý  åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ìÝóù
ôÞò  êáé ôÞò ôïðïëïãßáò åðß ôïý  êáé êáëåßôáé ôáõôéóìéêÞ ôïðïëïãßá ùò ðñïò

ôçí 

1.10.8 ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí  = R (ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá),  = [0+∞) êáé
() = 2 ôüôå ç ôáõôéóìéêÞ ôïðïëïãßá åðß ôïý  ùò ðñïò ôçí  åßíáé áêñéâþò ç

ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá.

1.10.9 Ðñüôáóç. (i)ÊÜèå óõíå·Þò, åðéññéðôéêÞ êáé áíïéêôÞ (êáé áíôéóôïß·ùò, êëåé-
óôÞ) áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí åßíáé ôáõôéóìéêÞ.

(ii) ÊÜèå óõíå·Þò, åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç áðü Ýíáí óõìðáãÞ ôïðïëïãéêü ·þñï åðß
åíüò ·þñïõ Hausdorff åßíáé êëåéóôÞ êáé, êáô' åðÝêôáóç, ôáõôéóìéêÞ áðåéêüíéóç.

(iii) ÅÜí ç  :  −→  åßíáé ôáõôéóìéêÞ êáé ç  :  −→  óõíå·Þò, ôüôå ç  ◦ 
åßíáé ôáõôéóìéêÞ⇔ ç  åßíáé ôáõôéóìéêÞ.
(iv) ÅÜí ç  :  −→  åßíáé ôáõôéóìéêÞ, ôï  ⊆  áíïéêôü (êáé áíôéóôïß·ùò,
êëåéóôü) êáé  := −1() ôüôå êáé ç  | :  −→  åßíáé ôáõôéóìéêÞ.

Åí óõíå·åßá ðáñáôßèåíôáé äéÜöïñïé ìÝèïäïé êáôáóêåõÞò ðçëéêü·ùñùí.
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1.10.10 Ïñéóìüò. ¸óôù  Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò,  Ýíá õðïóýíïëï ôïý  êáé

 := {( ) | ∈ } ç äéáãþíéïò ôïý . Åðß ôïý ïñßæïõìå ôç ó·Ýóç éóïäõíá-

ìßáò (1 2) ∈ R ⇐⇒
ïñó.

[åßôå 1 = 2 åßôå 1 2 ∈ ] Þôïé R :=  ∪ (× )

ËÝìå üôé ï

 := R

åßíáé ï ðçëéêü·ùñïò ï äçìéïõñãïýìåíïò ýóôåñá áðü ôçí ôáýôéóç üëùí ôùí

óçìåßùí ôïý  (Þ ýóôåñá áðü óõññßêíùóç ôïý  óå Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï).

1.10.11 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí ïñßóïõìå ôçí áðåéêüíéóç

 : B −→ S

() := (cos((1− )) 1 sin((1− ))   sin((1− )))

ãéá êÜèå  ∈ I êáé êÜèå x = (1  ) ∈ S−1 (ôáõôßæïíôáò ôç ìðÜëá B ìå ôçí

Ýíùóç
S

x∈S−1
{x | 0 ≤  ≤ 1}), ôüôå ç  åßíáé óõíå·Þò ìå (S−1) = {+}, åíþ ç

åðáãoìÝíç áðåéêüíéóç (1.7)

 : BS−1 −→ S

åßíáé Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò. Ï ôñüðïò ôÞò óôáäéáêÞò ôáõôßóåùò ôùí óçìåßùí ôïý

ìïíáäéáßïõ êýêëïõ S1 ôïý ðåñéâÜëëïíôïò ôïí äßóêï B2 (üôáí  = 2) ãéá ôçí áðü-

êôçóç ôÞò ìïíáäéáßáò óöáßñáò S2 åéêïíïãñáöåßôáé óôï ó·Þìá49 116

Ó·Þìá 1.16

ÓçìåéùôÝïí üôé åÜí êÜðïéïò, áíôß íá óõññéêíþóåé üëá ôá óçìåßá ôïý S1 óôïí âü-

ñåéï ðüëï ôÞò S2 (üðùò óôï ó·Þìá 116), åðéèõìåß íá ôáõôßóåé (áíÜ äýï) ôá áíôéäéá-
ìåôñéêÜ óçìåßá ôïýS1 (ôçñþíôáò, ð.·., ôçíùñïëïãéáêÞöïñÜãéá ôçíðåñéäéÜâáóÞ

49Ç ïìïéüôçôá ìå ôï êëåßóéìï ôïý öåñìïõÜñ åíüò ìéêñïý ðïñôïöïëéïý êåñìÜôùí («øéëþí») åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÞ.
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ôïõ), Þôïé íá ìåôáâåß óôïí ðçëéêü·ùñï B2RZ ôïí äçìéïõñãïýìåíï ìÝóù ôïý äéá-

ìåëéóìïý Z :=
©©{x}|x ∈ B2rS1ª ©{x−x}|x ∈ S1ªª ôïý ìïíáäéáßïõ äßóêïõ

B2 ôüôå, üðùò óõìâáßíåé êáé óôçí ðåñßðôùóç ôÞò öéÜëçò ôïý Klein, ðñïêåéìÝíïõ

íá êáôáëÞîåé óå êÜðïéá ïðôéêïðïßçóç ôïý B2RZ åíôüò ôïý R3 åßíáé áíáãêá-
óìÝíïò íá åðéôñÝøåé ôçí ýðáñîç áõôïäéáôïìþí êáé, óõêåêñéìÝíá, Ýíá ïëüêëçñï

åõèýãñáììï ôìÞìá áõôïäéáôïìþí, üðùò äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 117

Ó·Þìá 1.17

ÊÜèå ôïðïëïãéêüò ·þñïò ðïõ åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôïý êáôáëçêôéêïý (åî üóùí

ðáñáôßèåíôáé óôï ó·. 117) êáëåßôáé óôáõñùôü äéáðÝôáóìá50.

(ii) ÅÜí  åßíáé ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé cyl() :=  × I ï (ìïíáäéáßïò)

êýëéíäñïò õðåñÜíù ôïý  (åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ), ôüôå ï

êþíïò cone() õðåñÜíù ôïý  ïñßæåôáé ùò ï ðçëéêü·ùñïò

cone() := cyl() × {1}

(Âë. ó·Þìá 118)

Ó·Þìá 1.18

50Ãåñìáíéóôß Kreuzhaube Þ Kreuzkappe, áããëéóôß crosscap êáé ãáëëéóôß anse de deuxième espèce.
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ÓçìåéùôÝïí üôé ç áðåéêüíéóç

cone(S) −→ B+1 [(x )]RS×{1} 7−→ (1− )x

áðïôåëåß Ýíáí ïìïéïìïñöéóìü.

(iii) ÅÜí ( T)∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé

 :=
̀∈

 :=
S
∈

 0
 (ìå

0
 :=  × {})

ç áðïóõíäåôÞ Ýíùóç ôùí ìåëþí ôÞò åí ëüãù ïéêïãåíåßáò, ôüôå åðß ôïý  ïñßæåôáé

ç ôïðïëïãßá T Ý·ïõóá ùò âÜóç ôçò ôï óýíïëï

B = { × {} |  ∈   ∈ T}

Ï ôïðïëïãéêüò ·þñïò ( T ) êáëåßôáé ôïðïëïãéêü Üèñïéóìá ôùí    ∈  . Áíôß

ôïý ãñÜöïõìå óõíÞèùò
P

∈   (¼ôáí  = {1 2} ãñÜöïõìå áðëþò1+2)

ÅÜí ( T)∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá ôïðïëïãéêþí ·þñùí êáé åÜí ðáãéþóïõìå

óôïé·åßá ◦ ∈  (èåùñþíôáò ôá ùò óçìåßá áíáöïñÜò êáé ôïõò  ùò åóôéãìÝ-
íïõò ·þñïõò, âë. åä. 1.18.13) êáé õðïèÝóïõìå üôé ôï ìïíïóýíïëï {◦} ⊆  åßíáé

êëåéóôü ãéá êÜèå  ∈  üðùò, ð.·., óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï  åßíáé

Hausdorff, ôüôå ïñßæïõìå ôç ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç ôùí    ∈  ùò ôïí ðçëéêü-

·ùñï W
∈

 :=
P
∈



üðïõ  := {◦ |  ∈ }. (¼ôáí  = {1  } ãñÜöïõìå áðëþò 1 ∨  ∨) Ãéá

ôç öõóéêÞ åðßññéøç  :
P

∈  −→
W
∈  ìå

(
◦
 ) = ◦ := {[] :  ∈ } ∀ ∈ 

éó·ýïõí ôá åîÞò:

(a) Ï ðåñéïñéóìüò |
:  →

W
∈  åßíáé ìéá (ôïðïëïãéêÞ) åìöýôåõóç êáé ï

·þñïò
W
∈  åßíáé ç Ýíùóç ôùí () ≈  (ìå () ∩ (0) = {◦} ãéá

 6= 0).

(b) ¼ôáí  = {1 2  } ôüôå ìÝóù óõíå·þí áðåéêïíßóåùí

 :  −→  0
 ìå (

◦
 ) := 0

◦ ∀ ∈ 

åðÜãåôáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç:

1 ∨ 2 ∨  ∨  : 1 ∨2 ∨  ∨ −→  0
1 ∨ 0

2 ∨  ∨ 0


[ ]R 7−→ [()]R0



56 õðïìíçóåéò áðï ôçí ôïðïëïãéá

åíþìÝóùóõíå·þíáðåéêïíßóåùí  :  −→  ìå (
◦
 ) = 0(

◦
0) (ãéá ïéáäÞðïôå

 0 ∈ ) åðÜãåôáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç:

(1 2  ) : 1 ∨2 ∨  ∨ −→ 

[ ]R 7−→ ()

(c) ÅÜí ùò  :  −→ 1 × × óõìâïëßóïõìå ôçí Ýíèåóç:

 7−→ (◦1  
◦
−1   

◦
+1  

◦
) ∀ ∈ 

ôüôå ç åéêüíá áõôÞò

Λ := Im() = {◦} × × {◦−1} × × {◦+1} × × {◦}

åßíáé ï -ïóôüò «Üîïíáò ôùí óõíôåôáãìÝíùí» (åíôüò ôïý
Q

=1). Åí ðñïêåé-

ìÝíù, ç áðåéêüíéóç

(1  ) :
W
=1

 −→
Q
=1



óôÝëíåé ôïí ôïðïëïãéêü ·þñï
W
=1 íá áðåéêïíéóèåß ïìïéïìïñöéêþò åðß ôÞò

åíþóåùò Λ1 ∪ Λ2 ∪  ∪ Λ ôùí «áîüíùí óõíôåôáãìÝíùí». (Âë. ó·Þìá 119 óôçí

ðåñßðôùóç üðïõ  = 2 êáé 1 = 2 = S1.)

Ó·Þìá 1.19

Ðñïóï·Þ! Ôïýôï äåí åßíáé áëçèÝò ãéá áðåéñïðëçèÞ óýíïëá äåéêôþí ! Áò èåù-

ñÞóïõìå, åðß ðáñáäåßãìáôé, ôç ìïíïóçìåéáêÞ Ýíùóç

 := S11 ∨ S12 ∨ · · · ∨ S1 ∨ S1+1 ∨ · · · $ R2

áðåßñùí (áñéèìÞóéìùí) óöáéñþí S1 ≈ S1 üðïõ ◦ = 1 ∀ ∈ N (=: ). Ïé ðåñéï-

·Ýò ôïý ◦ ∈  åßíáé ôÞò ìïñöÞò 1 ∪2 ∪ , üðïõ (äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò

ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé) ïé  åßíáé êýêëïé ðåñß ôï 1 åíôüò ôÞò S1  ∀ ∈ N
ÉäéáéôÝñùò, ôï {◦} äåí äéáèÝôåé êáìßá óõìðáãÞ ðåñéï·Þ ïýôå êÜðïéá áñéèìÞóéìç
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âÜóç ðåñéï·þí. ¢ñá ï äåí åßíáé ïýôå ôïðéêÜ óõìðáãÞò ïýôå ìåôñéêïðïéÞóéìïò.

ÁíôéèÝôùò ï
Q

∈N S
1
 åßíáé Ýíáò óõìðáãÞò51 ìåôñéêüò ·þñïò, êÜôé ðïõ óçìáßíåé

üôé ï äåí ìðïñåß íá åìöõôåõèåß åíôüò ôïý
Q

∈N S
1
 Ðñïöáíþò, ï (ðïõ èá ìðï-

ñïýóå íá åêëçöèåß ùò ôï ðåñßãñáììá ìéáò ñïæÝôáò ìå áðåßñïõ ðëÞèïõò öýëëá),

ðáñüôé ïìïéÜæåé, äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ôïý õðü·ùñïõ

ÇÅ :=
[
∈N

  :=

½
( ) ∈ R2

¯̄̄̄
(− 1


)2 + 2 =

1

2

¾
≈ S1

ôïý R2 (ôïý ó·Þìáôïò 120) ðïõ êáëåßôáé ·áâáíÝæéêï óêïõëáñßêé52,

Ó·Þìá 1.20

äéüôé ï ÇÅ åßíáé óõìðáãÞò õðü·ùñïò ôïý R2 (êáèþò åßíáé öñáãìÝíïò êáé ìðïñåß
íá åêöñáóèåß ùò ôïìÞ êëåéóôþí õðïóõíüëùí53 ôïý R2 âë. 1.8.15).

Ìéá ðéï ãåíéêåõìÝíç ìÝèïäïò êáôáóêåõÞò ðçëéêü·ùñïõ ðåñéëáìâÜíåé ôç ëåão-

ìÝíç äéáäéêáóßá ðñïóáñôÞóåùò Þ óõãêïëëÞóåùò ·þñùí.

1.10.12 Ïñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé äßäïíôáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé  êáé 

Ýíáò êëåéóôüò õðü·ùñïò  ⊆  êáèþò êáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç  :  −→ 

Åðß ôïý ôïðïëïãéêïý áèñïßóìáôïò  +  ïñßæåôáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò R

ùò áêïëïýèùò:

( ) ∈ R ⇐⇒
ïñó.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
åßôå  ∈  ∪ () êáé  = 

åßôå   ∈  êáé () = ()

åßôå  ∈   ∈ () êáé () = 

åßôå  ∈  ∈ () êáé  = ()

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
51ÓõìðáãÞò ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 1.8.12 ôïý Tikhonov.

52Áããëéóôß Hawaiian earring.

53ÈÝôïíôáò :=  ∪ (
S
=1 ) üðïõ  :=

◦
Bóõí. ((

1
  0);

1
 ) ðáñáôçñïýìå üôé ôï (ùò Ýíùóç ðåðå-

ñáóìÝíïõ ðëÞèïõò êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïý R2) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R2 êáé üôé ÇÅ=
T
∈N
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(Åéäéêüôåñá, ìÝóù ôÞò R åðÝñ·åôáé ôáýôéóç ôùí  0 ∈  üôáí () = (0)
Ùóôüóï, ïéáäÞðïôå óáöþò äéáêåêñéìÝíá óçìåßá ôïý  ðáñáìÝíïõí áìåôÜâëçôá,

Þôïé äåí ôáõôßæïíôáé ìåôáîý ôïõò ìÝóù áõôÞò.) ËÝìå üôé ï

 ∪  := ( +  ) R

åßíáé ï ðçëéêü·ùñïò ï äçìéïõñãïýìåíïò ìÝóù ôÞò áðåéêïíßóåùò  ç ïðïßá

«ðñïóáñôÜ» Þ «åðéêïëëÜ» ôïí  óôïí 

Ó·Þìá 1.21

1.10.13 Óçìåßùóç. Áðü üóá ðñïáíáöÝñèçóáí óôï åä. 1.10.2 (iv) ðñïêýðôïõí ãéá

ôç öõóéêÞ åðßññéøç  :  +  −→  ∪  ôá áêüëïõèá:

(i) O ðåñéïñéóìüò | :  −→  ∪  áðïôåëåß ìéá (ôïðïëïãéêÞ) åìöýôåõóç

(ïðüôå êáíåßò ìðïñåß íá åêëáìâÜíåé ôï  ≈ ( )ùò êëåéóôü õðü·ùñï ôïý ∪)

(ii) O ðåñéïñéóìüò | :  −→  ∪  áðåéêïíßæåé ôï r ïìïéïìïñöéêþò åðß

ôïý ( ∪ )r
(iii) Ëüãù ôùí (i) êáé (ii) ï  ∪  áðáñôßæåôáé áðü äýï ôìÞìáôá: Ôï ðñþôï åßíáé

ïìïéïìïñöéêü ôïý r êáé ôï äåýôåñï ïìïéïìïñöéêü ôïý  Ôï ôé õöÞò åßíáé ï

ôïðïëïãéêüò ·þñïò  ∪  åêåß ðïõ ôá äýï áõôÜ ôìÞìáôá óõíáíôþíôáé åîáñôÜôáé
áðü ôçí áðåéêüíéóç óõãêïëëÞóåùò 

1.10.14 ÐáñáôÞñçóç. Áîßæåé íá åðéóçìáíèåß ôï ðïéïò åßíáé ï  ∪  óå ôñåéò åé-
äéêÝò ðåñéðôþóåéò :

(i) ÅÜí ⊇ 
−→  = {Ýíá óçìåßï} ôüôå  ∪  =  (Âë. åä. 1.10.10.)

(ii) ÅÜí ⊇  = {Ýíá óçìåßï} −→  ôüôå  ∪  =  ∨ 
(iii) ÅÜí  ⊇ 

−→  åßíáé ôÝôïéá, þóôå íá éó·ýåé () = {Ýíá óçìåßï} ôüôå
Ý·ïõìå  ∪  = () ∨ 

¸íáò ôñüðïò êáôáóêåõÞò óõíå·þí áðåéêïíßóåùí åðß ôïý  ∪  õðïäåéêíýåôáé

áðü ôçí åîÞò:
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1.10.15 Ðñüôáóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé äßäïíôáé ôïðïëïãéêïß ·þñïé êáé  Ýíáò
êëåéóôüò õðü·ùñïò  ⊆  êáé óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò

 ⊇ 
−→   :  −→  êáé  :  −→  ìå | =  ◦ 

ÅÜí ç +  :  +  −→  åßíáé ç áðåéêüíéóç ðïõ ôáõôßæåôáé ìå ôçí  åðß ôïý 
êáé ìå ôçí  åðß ôïý  ôüôå ç óýíèåóç 54 (+ ) ◦ −1 :  ∪  −→  åßíáé êáëþò
ïñéóìÝíç êáé óõíå·Þò.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ðüñéóìá 1.10.6. ¤

1.10.16 Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÅÜí =  = I  = [2 3] êáé (0) = 2 (1) = 3 ôüôå

 ∪  ≈ S1 (Âë. ó·Þìá 122)

Ó·Þìá 1.22

(ii) ÅÜí = B2 % S1 =  êáé  = {(2 2)} ìå ( ) = (2 2) ãéá êÜèå ( ) ∈ B2
ôüôå Ý·ïõìå  ∪  =  = B2S1 ≈ S2 (Ðñâë. 1.10.11.)

(iii) ÅÜí = I2  = { ( ) ∈ I2
¯̄
 ∈ {0 1}}  = I êáé  :  −→  çáðåéêüíéóç

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

( ) 7−→ ( ) :=

½
 üôáí  = 0

1−  üôáí  = 1

ôüôå ï  ∪  åßíáé ìéá ôáéíßá ôïý Mbius.

54Ãéá êÜèå ∈  ∪  (= ( +  ) R) ç ßíá (+ ) (−1({})) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.

Áõôü éóïýôáé ìå ôï + () (üðùò óôçí (1.7)).


