
ÁËÃÅÂÑÁ I: 12oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôù

 :=
n 


∈ Q

¯̄̄
( ) ∈ Z× (Zr{0}) ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 1(mod 2)

o
êáé Ýóôù

 :=
n 


∈ 

¯̄̄
 ≡ 0(mod 2)

o


Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé ìéá õðïðåñéï·Þ ôïý óþìáôïò Q ç ïðïßá äåí åßíáé õðüóùìá áõôïý.

Êáôüðéí ôïýôïõ, íá áðïäåé·èåß üôé ôï  åßíáé Ýíá éäåþäåò ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò  ôï ïðïßï äåí

åßíáé éäåþäåò ôïý Q

2. ÅÜí ç ()∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá (áñéóôåñþí/äåîéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõ 

ìå

1 ⊆ 2 ⊆ · · · ⊆  ⊆ +1 ⊆ · · · 

íá áðïäåé·èåß üôé ç Ýíùóç  :=
∞S
=1

 ôùí ìåëþí áõôÞò áðïôåëåß Ýíá (áñéóôåñü/äåîéü/áìößðëåõñï)

éäåþäåò ôïý 

3. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï Nil() ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ

åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýÅí óõíå·åßá, íá äïèåß ðáñÜäåéãìá ìç ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ åíôüò ôïý

ïðïßïõ ôï Nil() äåí åßíáé éäåþäåò.

4. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

 :=

(
X
=0

X
 ∈ Z[X]

¯̄̄̄
¯ ∈ N0 0 ≡ 0(mod 2)

)

åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Z[X] ðïõ äåí åßíáé êýñéï.

5. ÅÜí ôá  êáé  åßíáé äõï äåîéÜ (Þ äõï áñéóôåñÜ) éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ , ôüôå äåí éó·ýåé êáô'

áíÜãêçí ç éóüôçôá   =  Íá åðáëçèåõèåß áõôüò ï éó·õñéóìüò ìÝóù ôÞò ðáñï·Þò êáôáëëÞëïõ

ðáñáäåßãìáôïò.

6. ÅÜí1 2 åßíáé äõï äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå éäåþäåò ôïý1×2

åßíáé ôÞò ìïñöÞò 1 × 2 üðïõ 1 åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý 1 êáé 2 Ýíá éäåþäåò ôïý 2

7. ÅÜí   åßíáé äõï éäåþäç åíüò ìåôáèåôéêïý äáêôõëßïõ  íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí  ⊆ Nil() êáé  ⊆ Nil() ôüôå  +  ⊆ Nil()

(ii) ÅÜí áìöüôåñá ôá   åßíáé ìçäåíïäýíáìá éäåþäç (âë. åä. 7.4.8), ôüôå êáé ôï  +  åßíáé ìçäå-

íïäýíáìï éäåþäåò ôïý 

8. ¸óôù  ∈ N  ≥ 2 ÅÜí  = 11 · · ·    ∈ N 1      ∈ N åßíáé ç êáíïíéêÞ ðáñÜóôáóç

ôïý ùò ãéíïìÝíïõ êáôÜëëçëùí äõíÜìåùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí 1      íá

áðïäåé·èåß üôé

Nil (Z) = {[0]}⇔ 1 = · · · =  = 1
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9. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï êýñéï éäåþäåò h(X− 1) (X− 2)i ôïý Q[X] äåí åßíáé ðñþôï éäåþäåò.

10. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí ôá p1 êáé p2 åßíáé äõï ðñþôá éäåþäç ôïý  ôüôå ç ôïìÞ p1 ∩ p2 åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý 

⇐⇒ åßôå p1 ⊆ p2 åßôå p2 ⊆ p1
(ii) ÅÜí ç (p)∈Λ åßíáé ìéá áëõóßäá ðñþôùí éäåùäþí ôïý  Þôïé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá ðñþôùí

éäåùäþí ôïý  Ý·ïõóá ôçí éäéüôçôá:

[åßôå p1 ⊆ p2 åßôå p2 ⊆ p1 ] ∀(1 2) ∈ Λ× Λ

ôüôå ôüóïí ç Ýíùóç
S
∈Λ

p üóïí êáé ç ôïìÞ
T
∈Λ

p áðïôåëåß Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý 

11. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù p Ýíá ðñþôï éäåþäåò áõôïý. ÅÜí  ∈ N êáé åÜí ôá

1      åßíáé éäåþäç ôïý  íá áðïäåé·èåß üôé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(i) ∃  ∈ {1     } :  ⊆ p
(ii) 1 ∩ · · · ∩  ⊆ p
(iii) 1 · · ·  ⊆ p

12. ¸óôù Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé Ýóôù  Ýíá éäåþäåò áõôïý. ÅÜí ôá p1     p  ∈ N åßíáé
ðñþôá éäåþäç ôïý  ôÝôïéá þóôå  ⊆

S
=1
p íá áðïäåé·èåß üôé ∃  ∈ {1     } :  ⊆ p 

13. ¸óôù  Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Ùò ðñþôï öÜóìá ôïý  ïñßæåôáé ôï

óýíïëï üëùí ôùí ðñþôùí éäåùäþí ôïý  óõìâïëéæüìåíï ùò Spec() Ãéá êÜèå éäåþäåò  ôïý 

åéóÜãïõìå ôïí óõìâïëéóìü:

V() := {p ∈ Spec() | p ⊇  } 

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Spec() = ∅⇐⇒ ï  åßíáé ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò.

(ii) ÅÜí ôá   åßíáé äõï éäåþäç ôïý  ôüôå  ⊆  =⇒ V() ⊇ V()
(iii)V() = ∅⇐⇒  = 

(iv)V({0}) = Spec()

(v) ÅÜí  ∈ N êáé åÜí ôá 1      åßíáé éäåþäç ôïý  ôüôå

V(1) ∪ · · · ∪V() = V(1 · · · ) = V(1 ∩ · · · ∩ )

(vi) ÅÜí ç {}∈Λ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá éäåùäþí ôïý  ôüôå

T
∈Λ

V() = V

µP
∈Λ



¶


[Óçìåßùóç : Åßíáé ðñüäçëï åê ôùí áíùôÝñù üôé ôï Spec() åöïäéÜæåôáé ìå ìßá ôïðïëïãßá Ý·ïõóá ôá

ìÝëç ôÞò ïéêïãåíåßáò {V() |  éäåþäåò ôïý }ùò êëåéóôÜ óýíïëá. Ç åí ëüãù ôïðïëïãßá êáëåßôáé

ôïðïëïãßá Zariski åðß ôïý Spec() êáé äéáäñáìáôßæåé óçìáíôéêü ñüëï óôç ÌåôáèåôéêÞ ¢ëãåâñá

êáé óôçí ÁëãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá.]

14. ¸óôù Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:
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(i) To óýíïëï

 :=

(Ã
 

 

! ¯̄̄̄
¯   ∈ Z

)
áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý Mat2×2(Z)

(ii) Ç áðåéêüíéóç  : Z[
√
] −→  ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

Z[
√
] 3 + 

√


7−→
Ã

 

 

!
∈ 

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ùò åê ôïýôïõ, ï  åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. (Âë. Üóêçóç 24

ôïý öõëëáäßïõ 11 êáé ôï (i) ôïý ðïñßóìáôïò 7.6.5.)

15. Íá áðïäåé·èåß üôé R[X]
­
X2
® ∼=  üðïõ

 :=

(Ã
 

0 

! ¯̄̄̄
¯   ∈ R

)


[Õðüäåéîç : Íá äåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

R[X] 3
X
=0

X
 7−→

Ã
0 1

0 0

!
∈ 

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí Ý·ùí ôï êýñéï éäåþäåò
­
X2
®
ùò ðõñÞíá ôïõ êáé íá åöáñìïóèåß ôï

1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí 8.3.3.]

16. ÅÜí  :=
­
X2 + 1

®
êáé  :=

­
X2 + 2

®
$ R[X] íá áðïäåé·èåß üôé

R[X] ∼= R[X] êáé  6= 

17. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óýíïëá ëýóåùí ôùí óõóôçìÜôùí ãñáììéêþí éóïôéìéþí:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
 ≡ 2 (mod 3)
 ≡ 3 (mod 5)
 ≡ 2 (mod 7)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
êáé ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

5 ≡ 6 (mod 8)
8 ≡ 10 (mod 14)
10 ≡ 5 (mod 15)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
âÜóåé ôùí ôå·íéêþí ðïõ ðáñåôÝèçóáí óôçí åíüôçôá 8.4.

18. ¸óôù Ýíáò Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò óôåñïýìåíïò ôåôñáãþíùí. Íá áðïäåé·èåß üôé

Fr
¡
Z[
√
]
¢
= Q(

√
)

[Õðüäåéîç : Íá ãåíéêåõèïýí êáôáëëÞëùò ôá ðñïáíáöåñèÝíôá óôï ðáñÜäåéãìá 8.5.10.]

19. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå áêÝñáéï óôåñïýìåíïí ôåôñáãþíùí ç áðåéêüíéóç

Q(
√
) 3 + 

√
 7−→ − 

√
 ∈ Q(√)   ∈ Z

åßíáé áõôïìïñöéóìüò ôïý óþìáôïò Q(
√
) (âë. ôï (iv) ôÞò áóêÞóåùò 24 ôïý öõëëáäßïõ 11).
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20. ¸óôù Ýíá óþìá ìå ·áñ() =   0 êáé Ýóôù

 :  −→   7−→ () := 

ç áðåéêüíéóç ôïý Frobenius. (Bë. åä. 8.1.3 (iv).) Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ç  åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç : Âë. ðñüôáóç 8.1.12.]

(ii) ¼ôáí ôï  åßíáé ðåðåñáóìÝíï óþìá, ôüôå ç  åßíáé éóïìïñöéóìüò (Þôïé áõôïìïñöéóìüò ôïý

).

(iii)¼ôáí ôï åßíáé áðåéñïðëçèÝò, ôüôå ç  åßíáé äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí éóïìïñöéóìüò. [Õðüäåéîç :
Íá åîåôáóèåß ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï  åßíáé ôï óþìá Z(X) ôùí ñçôþí

óõíáñôÞóåùí õðåñÜíù ôïý óþìáôïò Z]

21. ¸óôù  ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé Ýóôù p ∈ Spec() Ôï

p :=
©

 ∈ Fr()

¯̄
 ∈   ∈ rp

ª
êáëåßôáé ôïðéêïðïßçóç ôïý  óôï p Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) Ôï p åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò Fr() ðåñéÝ·ùí ôïí 

(ii) Fr() ∼= Fr(p)
(iii) Ï p åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò Ý·ùí ôï mp

:= pp ùò ôï (ìïíáäéêü) ìåãéóôéêü ôïõ éäåþäåò.

(iv) p/pp ∼= Fr(p)
(v) ¼ôáí  = Z êáé p = hi = Z üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò, ï p åßíáé ï äáêôýëéïò ôùí

-áäéêþí êëáóìÜôùí Zhi ï ïñéóèåßò óôçí Üóêçóç 10 ôïý öõëëáäßïõ 11 ìå

mZhi = Zhi = ZhirZ×hi =
n 


∈ Q

¯̄̄
ìêä ( ) = 1 êáé  -   | 

o
(ðñâë. 7.7.3 (ii)) êáé ZhiZhi ∼= Z

22. Íá áðïäåé·èåß üôé ï (ìç ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò

 :=

½µ
 

0 

¶¯̄̄̄
  ∈ Z êáé  ∈ Q

¾
$ Mat2×2(Q)

åßíáé åî áñéóôåñþí íáéôåñéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åê äåîéþí íáéôåñéáíüò.

23. Íá áðïäåé·èåß üôé ï (ìç ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò

 :=

½µ
 

0 

¶¯̄̄̄
 ∈ Q êáé   ∈ R

¾
$ Mat2×2(R)

åßíáé åê äåîéþí áñôéíéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åî áñéóôåñþí áñôéíéáíüò.

24. Íá áðïäåé·èåß üôé ï (ìç ìåôáèåôéêüò) äáêôýëéïò

 :=

½µ
 

0 

¶¯̄̄̄
  ∈ R êáé  ∈ Q

¾
$ Mat2×2(R)

åßíáé åî áñéóôåñþí áñôéíéáíüò áëëÜ äåí åßíáé åê äåîéþí áñôéíéáíüò.

25. ¸óôù  Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé Ýóôù

Z(∞) :=
½




¯̄̄̄
 ∈ N0 êáé   

¾
$ Q
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To óýíïëï Z(∞) êáèßóôáôáé ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò (·ùñßò ìïíáäéáßï óôïé·åßï) ìÝóù ôùí ðñÜ-

îåùí ôÞò «ðñïóèÝóåùò mod 1»




+

0

0
:=

⎧⎨⎩


0
+0

+0  üôáí 0 ≤ 
0
+0

+0  1


0
+0

+0
− 1 üôáí 1 ≤ 

0
+0

+0
 2

ãéá  00 ∈ N0 ìå   0  
0
 êáé ôïý «ôåôñéììÝíïõ» ðïëëáðëáóéáóìïý

   := 0 ∀( ) ∈ Z(∞)× Z(∞)

Íá áðïäåé·èåß üôé áõôüò ï äáêôýëéïò åßíáé áñôéíéáíüò áëëÜ äåí åßíáé íáéôåñéáíüò.
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