
ÁËÃÅÂÑÁ I: 11oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù ( ) ∈ × ÅÜí  =  íá áðïäåé·èåß üôé éó·ýïõí ïé

áêüëïõèåò éóüôçôåò:

(i) (+ )2 = 2 + 2+ 2 (− )2 = 2 − 2+ 2

(ii) 2 − 2 = (− )(+ ) = (+ )(− )

(iii) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥ 3

 −  = (− )

⎛⎝−1 +
−1X
=2

−−1 + −1

⎞⎠
=

⎛⎝−1 +
−1X
=2

−−1 + −1

⎞⎠ (− ) 

(iv) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥ 1

2+1 + 2+1 = (+ )
¡
2 − 2−1+ · · ·+ 22−2 − 2−1 + 2

¢
=

¡
2 − 2−1+ · · ·+ 22−2 − 2−1 + 2

¢
(+ ) 

(v) Ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü  ≥ 2

2 − 2 = (+ )
¡
2−1 − 2−2+ · · ·− 22−3 + 2−2 − 2−1

¢
=

¡
2−1 − 2−2+ · · ·− 22−3 + 2−2 − 2−1

¢
(+ ) 

2. ÅÜí () ∈ N × N ìå ìêä() = 1 êáé   åßíáé áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ  ìå

ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé  =  êáé  =  íá áðïäåé·èåß üôé  = 

3. ¸óôù (+ ·) Ýíáò äáêôýëéïò. ËÝìå üôé ï äáêôýëéïò (+ ∗) ï ïñéæüìåíïò åðß ôïý óõíüëïõ  ìå

ôçí ßäéá ôçí ‘‘+'' ùò ðñÜîç ðñïóèÝóåùò êáé ôçí

× 3 ( ) 7−→  ∗  :=  ·  ∈ 

ùò ðñÜîç ðïëëÜðëáóéáóìïý, åßíáé ï áíôéêåßìåíïò äáêôýëéïò ôïý  Åí óõíôïìßá, o äáêôýëéïò

áõôüò óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò opp. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) (opp)opp = 

(ii) opp =  åÜí êáé ìüíïí åÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) ÅÜí ï Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, ôüôå êáé ïopp Ý·åé ìïíáäéáßï óôïé·åßï° åðéðñïóèÝôùò, 1opp =

1

4. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

2 =  ∀ ∈ 

Íá áðïäåé·èåß üôé 2 = 0 ∀ ∈  êáé üôé ï åí ëüãù äáêôýëéïò ïöåßëåé íá åßíáé ìåôáèåôéêüò.

ÅðéðñïóèÝôùò, óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï  Ý·åé ôïõëÜ·éóôïí ôñßá óôïé·åßá, íá áðïäåé-

·èåß üôé ï  äéáèÝôåé ìçäåíïäéáéñÝôåò. (Áõôïý ôïý åßäïõò ïé äáêôýëéïé ïíïìÜæïíôáé äáêôýëéïé ôïý

Boole).
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5. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

2 = 2 ∀ ∈ 

Íá áðïäåé·èåß üôé 3 = 0 ∀ ∈ 

6. ¸óôù  Ýíáò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

3 =  ∀ ∈ 

Íá áðïäåé·èåß (i) üôé 6 = 0 ∀ ∈  êáé (ii) üôé ï  åßíáé êáô' áíÜãêçí ìåôáèåôéêüò.

7. ¸óôù  ðñþôïò áñéèìüò êáé  :=
n
[]2

¯̄
[] ∈ Z

o
ôï óýíïëï ôùí ôåôñáãþíùí ôùí óôïé·åßùí

ôïý Z

(i) Ðïéïò åßíáé ï ðëçèéêüò áñéèìüò card() ôïý ;

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (+) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Z+) ìüíïí üôáí  = 2

(iii) Ãéá ïéáäÞðïôå   ∈ Zr íá áðïäåé·èåß üôé  ∈ 

8. ¸óôù  ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå óôïé·åßï ôïý Z ìðïñåß íá ðáñáóôáèåß ùò Üèñïé-
óìá ôåôñáãþíùí äýï óôïé·åßùí ôïý Z (Õðüäåéîç : Íá ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôÞò áóêÞóåùò 7)

9. ÅÜí åßíáé ôõ·þí äáêôýëéïò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï { ( ) |  ∈ } áðïôåëåß Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý
×

10. Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü  ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Zhi :=
©
 ∈ Q |  = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0})  ìå ìêä ( ) = 1 êáé  - 
ª


Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Zhi åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïýQ. (Ôï Zhi ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôùí -áäéêþí
êëáóìÜôùí êáé ðáßæåé Ýíáí éäéáßôåñï ñüëï óôçí ÁëãåâñéêÞ Èåùñßá Áñéèìþí.)

11. Íá åîåôáóèåß ðïéá åê ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí åßíáé õðïäáêôýëéïé ôïý Q:

(i) 1 :=

(
 ∈ Q

¯̄̄̄
¯  = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 1(mod 2)

)


(ii) 2 :=

(
 ∈ Q

¯̄̄̄
¯  = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 0(mod 2)

)


(iii) 3 :=

(
 ∈ Q

¯̄̄̄
¯  = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 1(mod2)

)


(iv) 4 :=

(
 ∈ Q

¯̄̄̄
¯  = 

  ( ) ∈ Z× (Zr{0}) 
ìå ìêä ( ) = 1 êáé  ≡ 0(mod 2)

)


(v) 5 := Q≥0 := { ∈ Q |  ≥ 0} 
(vi) 6 :=

©
2
¯̄
 ∈ Qª 

12. Íá åîåôáóèåß ðïéá åê ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí åßíáé õðïäáêôýëéïé ôïý R[01]:

(i) 1 :=
©
 ∈ R[01] ¯̄ () = 0∀ ∈ Q ∩ [0 1]ª 

(ii) 2 :=

⎧⎪⎨⎪⎩ ∈ R[01]
¯̄̄̄
¯̄̄ () =

X
=0


 ∀ ∈ [0 1]

üðïõ  ∈ N0 êáé 0   ∈ R

⎫⎪⎬⎪⎭ 
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(iii) 3 :=

(
 ∈ R[01]

¯̄̄̄
¯ () = 0 ìüíïí ãéá

ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò  ∈ [0 1]

)
∪ {0R[01]}

(iv) 4 :=
©
 ∈ R[01] | () = 0 ãéá Üðåéñá  ∈ [0 1]ª 

(v) 5 :=
©
 ∈ R[01] ¯̄ lim−→1 () = 0

ª


(vi) 6 :=

⎧⎪⎨⎪⎩ ∈ R[01]
¯̄̄̄
¯̄̄ () =

P
=1

 sin() +
P

=1
 cos()

ãéá êÜðïéïõò   ∈ Q êáé  ∈ N0   ∈ N

⎫⎪⎬⎪⎭ 

13. Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëïé ïé õðïäáêôýëéïé ôïý äáêôõëßïõ Z3 × Z3

14. ¸óôù  Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ  ÅÜí áìöüôåñïé ïé  êáé  äéáèÝôïõí ìïíáäéáßï

óôïé·åßï êáé 1 6= 1 íá áðïäåé·èåß üôé ôï 1 åßíáé Ýíáò ìçäåíïäéáéñÝôçò åíôüò ôïý 

15. ¸óôù Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïèÝôïíôáò ôçí ýðáñîç äýï óôïé-

·åßùí   ∈  ãéá ôá ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

+  = 1 2+ 2 = 

íá áðïäåé·èåß üôé  ∈ × ìå ôï 2 ùò áíôßóôñïöü ôïõ.

16. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôá   ∈  åßíáé

äåîéÜ áíôßóôñïöá åíüò  ∈  (Þôïé üôé  =  = 1) íá áðïäåé·èåß (i) üôé êáé ôï  +  − 1
åßíáé äåîéü áíôßóôñïöï ôïý  êáé (ii) üôé ôï  äéáèÝôåé Üðåéñá äåîéÜ áíôßóôñïöá üôáí  6= 

17. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÅÜí ôï  ∈  åßíáé Ýíá ìçäåíïäý-

íáìï óôïé·åßï ôïý  íá áðïäåé·èåß üôé ôï 1 +  åßíáé áíôéóôñÝøéìï.

18. ¸óôù  Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé Ýóôù ôõ·üí  ∈  Íá áðïäåé-

·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To 1 −  åßíáé áíôéóôñÝøéìï ìå áíôßóôñïöü ôïõ ôï 1 + ⇔ ∃ ∈  :  −  =  = 

(ii) Ãéá ïéïäÞðïôå  ∈  ôï 1 −  åßíáé áíôéóôñÝøéìï⇐⇒ ôï 1 −  åßíáé áíôéóôñÝøéìï.

(iii) Ôï 1−  åßíáé áíôéóôñÝøéìï ãéá êÜèå  ∈ ⇐⇒ ôï 1−  åßíáé áíôéóôñÝøéìï ãéá ïéáäÞ-

ðïôå   ∈ 

19. ÅÜí  ∈ N êáé ïé 1      åßíáé ìç ôåôñéììÝíïé äáêôýëéïé ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß

üôé (1 × · · · ×)
×
= ×1 × · · · ×× 

20. ¸óôù ôï óýíïëï  :=
©


2 ∈ Q

¯̄
 ∈ Z  ∈ N0

ª
åöïäéáóìÝíï ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝ-

óåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ñçôþí áñéèìþí. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) To  åßíáé äáêôýëéïò êáé Z $  $ Q

(ii) To  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) × = {± 2 |  ∈ Z} 

21. ¸óôù Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2 êáé Ýóôù

 :=

½µ
[] []
[] []

¶
∈Mat2×2 (Z)

¯̄̄̄
[] = [0]

¾


Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï óýíïëï  åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (Z) ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôïõ ôï 1Mat2×2(Z)
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(ii) Ï  äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò.

(iii) Éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞµ
[] []
[0] []

¶
∈ × ⇐⇒ ¡

[] ∈ Z× êáé [] ∈ Z×
¢


(iv) |×| =  ()2  üðïõ  ç óõíÜñôçóç öé ôïý Euler.

(v) ÅÜí = 2 ôüôå ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá (× ·) åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí (Z2+) 

22. ÅÜí ∈ N  ≥ 2 íá ðñïóäéïñéóèåß ôï óýíïëï Nil(Z) ôùí ìçäåíïäýíáìùí óôïé·åßùí ôïý Z

23. Íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ï äáêôýëéïò Z [] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss (âë. 6.1.11 (ii)) åßíáé

áêåñáßá ðåñéï·Þ áëëÜ ü·é êáé óþìá.

24. Ãéá ïéïíäÞðïôå áêÝñáéï  ï ïðïßïò äåí åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï (äçëáäÞ
p|| ∈ Q), íá áðïäåé-

·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá  + 
√
 êáé  + 

√
 ôïý äáêôõëßïõ Z[

√
] (âë. 6.1.11 (ii)) éó·ýåé ç

áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

+ 
√
 = + 

√
⇐⇒  =  êáé  = 

(ii) Ï äáêôýëéïò Z[
√
] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(iii) Ãéá êÜèå  + 
√
 ∈ Q[√] (âë. (6.12)) éó·ýåé ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ

2 −2 = 0⇐⇒  =  = 0

(iv) Ï äáêôýëéïò Q[
√
] åßíáé õðüóùìá ôïý C ïðüôå Q[

√
] = Q (

√
).

(v) ÅðåéäÞ ï  ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï  = 0 äýï ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíùí áêåñáßùí 0 êáé
 ≥ 1 üðïõ ï ìåí0 óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí1, ï äå  åßíáé ôÝëåéï ôåôñÜãùíï, éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

Z[
√
] = Z[

√
0] êáé Q(

√
) = Q(

√
0)

(Ãé' áõôüí ôïí ëüãï åßèéóôáé óôïí ïñéóìü áõôþí íá õðïèÝôïõìå åîáñ·Þò üôé ôï õðüññéæï óôåñåß-
ôáé ôåôñáãþíùí. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ëÝìå üôé ïZ[

√
] åßíáé ç ôåôñáãùíéêÞ áñéèìçôéêÞ ðåñéï·Þ

ç áíôéóôïé·éæüìåíç óôïí  êáé, êáô' áíáëïãßáí, üôé ôï óþìá Q (
√
) åßíáé ôï ôåôñáãùíéêü áñéè-

ìçôéêü óþìá ôï áíôéóôïé·éæüìåíï óôïí)

(vi) ÅÜí ïé12 åßíáé áêÝñáéïé ðïõ óôåñïýíôáé ôåôñáãþíùí, ôüôå

[Z[
√
1] = Z[

√
2]⇔ 1 = 2]

êáé [Q(√1) = Q(
√
2)⇔ 1 = 2]

25. ÄïèÝíôïò åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõ  ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï èåùñïýìå ôï óýíïëï Z üëùí

ôùí áêïëïõèéþí

(       −3 −2 −1 0 1 2       )  ∈  ∀ ∈ Z
êáèþò êáé ôï õðïóýíïëï L ôïý Z ôï áðáñôéæüìåíï áðü åêåßíåò ôéò áêïëïõèßåò ãéá ôéò ïðïßåò

õðÜñ·ïõí ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò    0 ðïõ åßíáé 6= 0 Åðß ôïýZ ïñßæïíôáé ðñÜîåéò
ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:

1ËÝìå üôé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò  óôåñåßôáé ôåôñáãþíùí üôáí  ∈ Zr{0 1} êáé @ ∈ N  ≥ 2 ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé 2 | 
Áõôü óçìáßíåé üôé åßôå  = −1 åßôå || = 1 · · ·  üðïõ  ∈ N êáé ïé 1      åßíáé ðñþôïé áñéèìïß (óáöþò äéáêåêñéìÝíïé üôáí
 ≥ 2) äçëáäÞ üôé  ∈ {−1±2±3±5±6±7±10±11±13    } 
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( −1 0 1 ) + ( −1 0 1 ) := (    −1 + −1 0 + 0 1 + 1    )

(    −1 0 1    ) · (    −1 0 1    ) := (    −1 0 1    )

üðïõ  :=
P

()∈Z×Z:+=
  ∀ ∈ Z (ìå ôï ðëÞèïò ôùí ìç ìçäåíéêþí ðñïóèåôÝùí ôïý  ôï

ðïëý ðåðåñáóìÝíï 2). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç ôñéÜäá (Z+ ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ôï ( 0 0 0 0 0    ) ùò ìçäåíéêü ôïõ

óôïé·åßï êáé ôï ( 0 1|{z}
èÝóç ìå äåßêôç 0

 0    ) ùò ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï, êáé ç ôñéÜäá (L+ ·) Ýíáí

õðïäáêôýëéï ôïý (Z+ ·) (ìå ôï ßäéï ìïíáäéáßï óôïé·åßï). ÅÜí

X := ( 0 0|{z}
èÝóç ìå äåßêôç 0

 1|{z}
èÝóç ìå äåßêôç 1

 0 0    )

ôüôå, âÜóåé ôùí ùò Üíù ðñÜîåùí, êÜèå óôïé·åßï

(       0 0 −     −3 −2 −1 0 1 2       )

ôïý L (üðïõ  = 0 ãéá êÜèå áêÝñáéïí   −) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

−X− + −1X−+1 + · · ·+ −1X−1 + 0 + 1X+ 2X
2 + · · · =:

∞P
=−

X


Óçìåßùóç : Ï äáêôýëéïò (L+ ·) óõìâïëßæåôáé ùò Laur[[X±1]] êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí åðßôõ-
ðùí óåéñþí Laurent ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ) X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí 

(ii) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý Laur[[X
±1]] ôÞò ìïñöÞò (X) =

P∞
=− X

 ãéá ôï ïðïßï

∃ ∈ N0 :  = 0 ãéá êÜèå áêÝñáéïí   

êáëåßôáé åðßôõðï ðïëõþíõìï Laurent ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí

Ôïóýíïëï áõôþí ôùíðïëõùíýìùí óõìâïëßæåôáé ùò
£
XX−1

¤
Þ[X±1], áðïôåëåß õðïäáêôýëéï

ôïý Laur[[X
±1]] (ìå ôï ßäéï ìïíáäéáßï óôïé·åßï) êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí ðïëõùíýìùí

Laurent ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ X ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïí 

(iii) ÅÜí ï  åßíáé ìåôáèåôéêüò, ôüôå êáé ïé [X±1] êáé Laur[[X±1]] åßíáé ìåôáèåôéêïß.

(iv) ÅÜí ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå êáé ïé [X±1] êáé Laur[[X±1]] åßíáé áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò.

(v) ·áñ() = ·áñ(Laur[[X
±1]]) = ·áñ([X±1])

(vi) ÅÜí ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå Ýíá óôïé·åßï (X) ∈ [X±1] åßíáé áíôéóôñÝøéìï åÜí êáé

ìüíïí åÜí ∃ ∈ × êáé  ∈ Z : (X) = X

(vii) ÅÜí ï  åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, Ýíá (X) =
P∞

=− X
 ∈ Laur[[X

±1]] ìå − 6= 0 ( ∈ N)
åßíáé áíôéóôñÝøéìï åÜí êáé ìüíïí åÜí − ∈ ×

(viii) Ïé [X] [X±1] êáé [[X]] äåí åßíáé ðïôÝ óôñåâëÜ óþìáôá Þ óþìáôá.

(ix) Ï äáêôýëéïò Laur[[X
±1]] åßíáé óôñåâëü óþìá (êáé áíôéóôïß·ùò, óþìá) åÜí êáé ìüíïí åÜí ï 

åßíáé óôñåâëü óþìá (êáé áíôéóôïß·ùò, óþìá).

2ÅðåéäÞ (åî õðïèÝóåùò) êáèÝíá åê ôùí óõíüëùí {  ∈ Z|   0 êáé  6= 0} êáé {  ∈ Z|   0 êáé  6= 0} åßíáé åßôå êåíü åßôå

ðåðåñáóìÝíï, ôï óýíïëï { ( ) ∈ Z× Z| +  =  êáé  6= 0} ïöåßëåé íá åßíáé ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíï ãéá êÜèå  ∈ Z
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