
ÁËÃÅÂÑÁ I: 5oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. Åðß ôïý N ïñßæïíôáé ïé åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò () 7−→  ∗1  := 

() 7−→  ∗2  := ìêä() êáé () 7−→  ∗3  := åêð()

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) H ‘‘∗1'' äåí åßíáé ïýôå ðñïóåôáéñéóôéêÞ ïýôå ìåôáèåôéêÞ, ôï äå 1 åßíáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ìüíïí åê
äåîéþí (ùò ðñïò áõôÞí).

(ii) H ‘‘∗2'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, áëëÜ äåí õößóôáôáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï ùò ðñïò

áõôÞí.

(iii) H ‘‘∗3'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ êáé ìåôáèåôéêÞ, ôï äå 1 åßíáé ïõäÝôåñï óôïé·åßï.

2. Åðß ôïý óõíüëïõ Rr{0} ïñßæïíôáé ïé åóùôåñéêÝò ðñÜîåéò

( ) 7−→  1  := |− | êáé ( ) 7−→  2  := max{ }

Íá åîåôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí ç ‘‘1''(êáé áíôéóôïß·ùò, ç ‘‘2'') åßíáé (Þ äåí åßíáé) ðñïóåôáéñéóôéêÞ

Þ/êáé ìåôáèåôéêÞ.

3. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ïìáäïåéäÝò (R¡), üðïõ

( ) 7−→ ¡  := 3
p
3 + 3

åßíáé áâåëéáíü ìïíïåéäÝò.

4. Íá áðïäåé·èåß üôé ôïQr{0}, åöïäéáæüìåíï ìå ôçí ðñÜîç ôÞò óõíÞèïõò äéáéñÝóåùò, åßíáé Ýíá ïìá-

äïåéäÝò. Åí óõíå·åßá, íá åîåôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí áõôü åßíáé (Þ äåí åßíáé) (i) ðñïóåôáéñéóôéêü êáé

(ii) áâåëéáíü.

5. Èåùñïýìå Ýíá ìç êåíü óýíïëï  åöïäéáóìÝíï ìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘}'', ç ïðïßá éêáíïðïéåß

ôçí áêüëïõèç óõíèÞêç:

(} )} (} ) = (} )} (} ) ∀ (   ) ∈ 4

ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ïìáäïåéäÝò (}) äéáèÝôåé ïõäÝôåñï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé åßíáé êáé ðñï-
óåôáéñéóôéêü êáé áâåëéáíü.

6. Íá åîåôáóèåß ç ýðáñîç åî áñéóôåñþí êáé åê äåîéþí ïõäåôÝñùí óôïé·åßùí ôïý ïìáäïåéäïýò (R ),
üðïõ

   := ||  ∀ ( ) ∈ R×R

7. Èåùñïýìå ôï óýíïëï R åöïäéáóìÝíï ìå ôçí åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘~'', üðïõ

~  :=  + +  ∀ ( ) ∈ R×R

ÄéáèÝôåé ôï ïìáäïåéäÝò (R~) ïõäÝôåñï óôïé·åßï; Êáé áí íáé, ôüôå ðïéá  ∈ R åðéäÝ·ïíôáé óõììå-

ôñéêÜ óôïé·åßá ùò ðñïò ôçí ‘‘~''; Ðïéåò èá åßíáé ïé áðáíôÞóåéò óôá ßäéá åñùôÞìáôá óôçí ðåñßðôùóç

êáôÜ ôçí ïðïßá, áíôß ôïý ïìáäïåéäïýò (R~), èåùñÞóïõìå ôï (Z ~|Z);
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8. Åðß ôïý óõíüëïõ R ïñßæïõìå ìéá åóùôåñéêÞ ðñÜîç ‘‘¯'' ùò áêïëïýèùò:

¯  := +  +  +  ∀ ( ) ∈ R×R

üðïõ    ∈ R. ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï ïìáäïåéäÝò (R¯) Ý·åé ôï  ∈ R ùò ïõäÝôåñü ôïõ óôïé·åßï êáé

üôé êÜèå  ∈ Rr{} äéáèÝôåé óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ‘‘¯'', üðïõ  åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò
áñéèìüò äéÜöïñïò ôïý , íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá    óõíáñôÞóåé ôùí  êáé 

9. ¸óôù (R ∗) ôï ïìáäïåéäÝò ôï ïñéæüìåíï ìÝóù ôÞò åóùôåñéêÞò ðñÜîåùò:

 ∗  := +  + 22 ∀ ( ) ∈ R×R

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï (R ∗) åßíáé Ýíá áâåëéáíü, ìç ðñïóåôáéñéóôéêü ïìáäïåéäÝò ìå ïõäÝôåñï óôïé-

·åßï, êáèþò êáé ôï üôé õðÜñ·ïõí óôïé·åßá ôïý R ôá ïðïßá äéáèÝôïõí äýï óõììåôñéêÜ óôïé·åßá, Ýíá

óõììåôñéêü óôïé·åßï Þ êáé êáíÝíá óõììåôñéêü óôïé·åßï ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ‘‘∗”.

10. Ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïý  ∈ N åßíáé ôï ïìáäïåéäÝò (Q¡) üðïõ

( ) 7−→  ¡  :=
 + 




çìéïìÜäá;

11. ¸óôù ( ·) ìéá çìéïìÜäá. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ç ( ·) åßíáé ïìÜäá åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá   ∈  ïé «åîéóþóåéò»  = 

êáé  =  åßíáé åðéëýóéìåò (ùò ðñïò  êáé ).

(ii) ÅÜí ãéá êÜèå  ∈  õðÜñ·åé ìïíáäéêü óôïé·åßï e ∈  ìå e =  ôüôå ç ( ·) åßíáé ïìÜäá.

12. ¸óôù Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò êáé  := {0 1 − 1}. Åðß ôïý  ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

 ∗  :=
(

+  üôáí +   

 üôáí +  = +  0 ≤   

ãéá êÜèå   ∈ . Íá äåé·èåß üôé ôï æåýãïò ( ∗) áðïôåëåß ïìÜäá ôÜîåùò

13. (i) ÅÜí  ∈ N  ≥ 2 êáé ç ( ~)1≤≤ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá  ïìÜäùí, íá áðïäåé·èåß üôé ôï

êáñôåóéáíü (Þ åõèý ) ãéíüìåíï
Q
=1

 ôùí ìåëþí ôçò, åöïäéáóìÝíï ìå ôçí ðñÜîç ‘‘¯'' üðïõ

(1     )¯ (01     0) := (1 ~1 01      ~ 
0
) 

∀((1     )  (01     0)) ∈ (
Q
=1

)
2 áðïôåëåß ìéá ïìÜäá.

(ii) ¸óôù := Z× Z× Z Åðß ôïý ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

(  ) ∗ (  ) :=
³
+ (−1)   + (−1)  (−1)  + 

´


Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò ( ∗) áðïôåëåß ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá. (ÓçìåéùôÝïí üôé ç áíùôÝñù

ðñÜîç ‘‘∗'' åðß ôïý Z×Z× Z åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôÞò «óõíÞèïõò» ðñÜîåùò ‘‘¯'' (ôïý (i)) ìå ôçí ïðïßá
åöïäéÜæåôáé Ýíá êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ïìÜäùí.)

14. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá Ý·ïõóá ôÜîç || =  ∈ N Ãéá ïéáäÞðïôå -Üäá óôïé·åßùí (1     ) ∈ 

íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç öõóéêþí áñéèìþí  ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé 1 ≤  ≤  ≤  êáé

+1 · · · −1 = 
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15. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí   ∈  ìå  =  íá äåé·èåß üôé

() =  ∀ ∈ Z êáé  =  ∀() ∈ Z× Z

16. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÕðïèÝôïíôáò üôé

(a) ()2 = ()2 ∀ ( ) ∈  × , êáé (b) (∀ ∈ )
¡
2 =  =⇒  = 

¢
 íá áðïäåé·èåß üôé

éó·ýïõí ôá áêüëïõèá:

(i) 2 = 2−1 ∀ ( ) ∈ ×

(ii) −1 = −1 ∀ ( ) ∈ ×

(iii) ç ( ·) åßíáé áâåëéáíÞ.

17. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé êÜðïéïò  ∈ N ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

()+ = ++  ∀( ) ∈ × êáé ∀ ∈ {0 1 2}

Íá áðïäåé·èåß üôé ç åí ëüãù ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.

18. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Ãéá êÜèå  ∈ Z íá áðïäåé·èåß üôé¡
−1

¢
= −1 ∀ ( ) ∈ ×

¸óôù ( ·) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï .

19. ÅÜí ( ·) åßíáé ìéá ïìÜäá êáé   ∈  ôÝôïéá, þóôå íá éó·ýåé −1 =  ãéá êÜðïéïí  ∈ Z íá
áðïäåé·èåß üôé − = 



 ∀ () ∈ Z× Z

20. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí   ∈  íá áðïäåé·èïýí ïé óõíåðáãùãÝò

(i) [2 = 3 êáé 3 = 2] =⇒  =  =  êáé

(ii) [2 =  êáé −12 = 3] =⇒ 5 = 
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