
ÁËÃÅÂÑÁ I: 6oò ÊÁÔÁËÏÃÏÓ ÐÑÏÔÅÉÍÏÌÅÍÙÍ ÁÓÊÇÓÅÙÍ

1. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. ÅÜí () ∈ N2 ìå ìêä() = 1 åßíáé ôÝôïéïé, þóôå íá éó·ýåé

 =  êáé  =  ∀( ) ∈ ×

íá áðïäåé·èåß ïôé ç ( ·) åßíáé êáô' áíÜãêçí áâåëéáíÞ.
2. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù  Ýíá ìç êåíü óýíïëï. ÅÜí ç  :  −→  åßíáé ìéá

áìößññéøç, íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (¯) åßíáé ìéá ïìÜäá üôáí -åî ïñéóìïý-  ¯  :=

−1 (() · ())  ∀ ( ) ∈  × 

3. Íá åîáêñéâùèåß üôé ôá := {2 | ∈ Z} êáé := { 1+2
1+2

¯̄̄
 ∈ Z} áðïôåëïýí õðïïìÜäåò ôÞò

ïìÜäáò (Qr{0} ·)
4. ¸óôù  ìéá õðïïìÜäá ôÞò (R+) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï  := {2 |  ∈ } åßíáé õðïïìÜäá ôÞò

(Rr{0} ·)
5. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï

 :=

½µ
 

 

¶
∈Mat2×2(Z)

¯̄̄̄
+ + +  = 0

¾
áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò (Mat2×2(Z)+)

6. ¸óôù ( ·) ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá óýíïëá  ∈ Z üðïõ  :=

{ ∈  |  = }  åßíáé õðïïìÜäåò ôÞò 
7. ¸óôù ( ·) ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá. ÅÜí  ⊆  ìå card()  ||

2 êáé  ∈  íá áðïäåé·èåß ç

ýðáñîç óôïé·åßùí   ∈  ôÝôïéùí þóôå íá éó·ýåé  = 

8. Ãéá êáèåìéÜ åê ôùí êáôùôÝñù ïìÜäùí íá ðñïóäéïñéóèïýí äõï ìç ôåôñéììÝíåò ãíÞóéåò õðïïìÜäåò:

(i) (Z+) (ii) (Q+) (iii) (Cr{0} ·)
(iv) (10Z+) (v) (Z×11 ·) (vi) (GL2(Q) ·)

9. Íááðïäåé·èåß üôé ìéá ïìÜäá åßíáé ðåðåñáóìÝíç åÜí êáé ìüíïí åÜí äéáèÝôåé ðåðåñáóìÝíïõðëÞèïõò

õðïïìÜäåò. (ÉóïäõíÜìùò, ìéá ïìÜäá åßíáé Üðåéñç åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï óýíïëï ôùí õðïïìÜäùí

ôçò åßíáé Üðåéñï.)

10. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Íá áðïäåé·èåß üôé card(Subg()) = 3 ⇔ ç  åßíáé êõêëéêÞ ôÜîåùò 2

üðïõ  êÜðïéïò ðñþôïò áñéèìüò.

11. Íá áðïäåé·èåß üôé ç (Z×11 ·) åßíáé êõêëéêÞ.
12. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå ∈ N ôï

 :=

½µ
 

 

¶
∈ SL2(Z)

¯̄̄̄
 ≡  ≡ 1(mod) êáé  ≡  ≡ 0(mod)

¾
áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò SL2(Z)

13. ¸óôù ( ·) ìéá ïìÜäá. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(i) ÅÜí @  êáé @  ôüôå ∃ ∈  ìå  ∈  êáé  ∈ 

(ii) ÅÜí @  ôüôå hri =  êáé hr{}i = 

1



14. Ïé ãåííÞôïñåò ôÞò êõêëéêÞò ïìÜäáò (E ·)  ∈ N ôùí -ïóôþí ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò êáëïýíôáé

ðñùôáñ·éêÝò -ïóôÝò ñßæåò ôÞò ìïíÜäáò. Íá äåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí ðñùôáñ·éêþí -ïóôþí

ñéæþí ôÞò ìïíÜäáò åßíáé ôï
n


¯̄̄
1 ≤  ≤  êáé ìêä( ) = 1

o


15. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá äéáèÝôåé áêñéâþò äýï ãåííÞôïñåò.

16. ÅÜí {}∈ åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò ( ·) üðïõ ôï

 = {1   +1 } ⊆ N0

åßíáé Ýíá áñéèìÞóéìï óýíïëï äåéêôþí êáé éó·ýåé ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N íá áðïäåé·èåß

(i) üôé ç Ýíùóç
S
∈N áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò  êáé

(ii) üôé åÜí ç åßíáé áâåëéáíÞ ãéá êÜèå  ∈ N ôüôå êáé çS∈N åßíáé ùóáýôùò áâåëéáíÞ.

17. Ãéá ôçí ïìÜäá (Q+) íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç õðïïìÜäá ôÞò (Q+) åßíáé ãíÞóéá êáé êõêëéêÞ.

(ii) Q =
S
∈N


1
!

®


(iii)Max-Subg(Q) = ∅ =Min-Subg(Q)

18. ÅÜí {}∈N åßíáé ìéá áêïëïõèßá ãíçóßùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò ( ·) ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé

 ⊆ +1 ãéá êÜèå  ∈ N êáé  =
S
∈N íá áðïäåé·èåß üôé ç ( ·) äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò

ðáñáãüìåíç.

19. ¸óôù  := h1 2i ç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò (Bij(RR) ◦) (ôùí áìöéññßøåùí áðü ôï R åðß ôïý R
ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óõíèÝóåùò) ç ðáñáãüìåíç áðü ôéò áìöéññßøåéò

R 3  7−→ 1() := + 1 ∈ R êáé R 3  7−→ 2() := 2 ∈ R

Íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç ìéáò ãíÞóéáò ìç ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíçò õðïïìÜäáò ôÞò [Õðü-
äåéîç : Áñêåß ãéá êÜèå  ∈ N íá èåùñçèåß ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá := hi ç ðáñáãüìåíç áðü ôçí

áìößññéøç

 := −2 ◦ 1 ◦  2 ìå ôýðï R 3  7−→ () := + 2− ∈ R

íá ôåèåß :=
S
∈N íá áðïäåé·èåß üôé @ +1 ãéá êÜèå  ∈ N êáé íá åöáñìïóèåß êáôáëëÞ-

ëùò ç Üóêçóç 18.]

20. Åðß ôïý óõíüëïõ  := (Rr{0})×R ïñßæåôáé ç åóùôåñéêÞ ðñÜîç:

× 3 (( ) ( )) 7−→ ( )¡ ( ) := ( + ) ∈ 

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï æåýãïò (¡) åßíáé ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá.

(ii) Ðïéá åê ôùí êÜôùèé õðïóõíüëùí áðïôåëïýí õðïïìÜäåò áõôÞò;

1 := { ( (− 1))|  6= 0}  2 := { ( 0)|   0} 
3 := { ( )|  6= 0}  4 := { (1 ))|  ∈ R} 

(Åí ðñïêåéìÝíù, ïé  ∈ R êáé  ∈ N0 åßíáé ðáãéùìÝíïé.)
(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí óôïé·åßùí ôÞò (¡) ðïõ Ý·ïõí ôÜîç 2 åßíáé Üðåéñï.

(iv) ÄéáèÝôåé ç (¡) óôïé·åßá ôÜîåùò 3;

2


