
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ¢ëãåâñá (M 110)

Åáñéíü ÅîÜìçíï 2006, ÅîÝôáóç Óåðôåìâñßïõ ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, ïé a1, . . . , an ìç ìçäåíéêïß áêÝñáéïé êáé d := ìêä(a1, . . . , an), íá áðïäåé·èåß üôé

õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé áñéèìïß k1, . . . , kn, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá d = k1a1 + · · ·+ knan.

ÈÅÌÁ 2ï ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ôÜîç |G| = m ∈ N. ÅÜí ç G åßíáé êõêëéêÞ, ðáñáãüìåíç áðü Ýíá óôïé·åßï

g ∈ G, êáé a = gn, n ∈ N, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ôï a ðáñÜãåé ìéá õðïïìÜäáH ôÞò G ôÜîåùò |H| = m
ìêä(m,n) .

(ii)H =
D
gìêä(m,n)

E
.

ÈÅÌÁ 3ï Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò (G, ·), ôüôå éó·ýåé ç éóüôçôá |G| = |G : H| |H| .

(ii) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e, ôüôå g|G| = e, ∀g ∈ G.

(iii) ÅÜí (n,m) ∈ (Zr{0})× N êáé ìêä(n,m) = 1, ôüôå éó·ýåé ï ôýðïò ôïý Euler : nϕ(m) ≡ 1 (mod m) ,

üðïõϕ ç óõíÜñôçóç ôïý Euler. [Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï (ii) ãéá ôçí ïìÜäá (Z×m, ·).]

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôùR Ýíáò äáêôýëéïò. ÅÜíôá I, J åßíáé äõï éäåþäçôïýR, íááðïäåé·èïýíïé áêüëïõèïé éóïìïñöéóìïß:

(I + J) / (I ∩ J) ∼= ((I + J) /I)× ((I + J) /J) ∼= (J/ (I ∩ J))× (I/ (I ∩ J)) .

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá äéáôõðùèåß ôï ëÞììá ôïýGauss êáé íá áðïäåé·èåß ìÝóù áõôïý üôé, åÜí Ýíá ðïëõþíõìï f(t) ∈ Z[t]
åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t], ôüôå åßíáé áíÜãùãï êáé åíôüò ôïýQ[t].

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï êñéôÞñéï áíáãùãéìüôçôáò ôïý Eisenstein.

ÈÅÌÁÔÁÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï ôåëåõôáßï øçößï ôïý áñéèìïý 3100. [Õðüäåéîç : Íá ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôïý
ôýðïõ ôïý Euler ðåñß éóïôéìéþí. Âë. èÝìá 3 (iii).]

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé áñéèìïß x, y, ôÝôïéïé þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

x2 − 3y2 = 989.

ÈÅÌÁ 7ï (i) ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

(ab)k+j = ak+jbk+j , ∀(a, b) ∈ G×G êáé ∀j ∈ {0, 1, 2}.

Íá áðïäåé·èåß üôé ç åí ëüãù ïìÜäá åßíáé áâåëéáíÞ.

(ii) ¸óôù f : G1 −→ G2 Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. ÅÜí H1 E G1 êáé H2 := f(H1) E G2, íá

áðïäåé·èåß üôé G1/H1
∼= G2/H2.
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ÈÅÌÁ 8ï (i) ÅÜí ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sn, n ≥ 2, ãñáöåß ùò ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá

σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τs

s óõíôéèÝìåíùí -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò- êýêëùí τ1, . . . , τs ìå ìÞêç k1, . . . , ks ≥ 2, áíôéóôïß·ùò, íá
áðïäåé·èåß üôé ord(σ) = åêð(k1, . . . , ks).

(ii) Äßäåôáé ç ìåôÜôáîç

σ :=

"
1 2 3

3 5 4

4

1

5 6 7

7 10 2

8

6

9 10

9 8

#
∈ S10.

Íá ðñïóäéïñéóèåß ç

σ100 = σ ◦ σ ◦ · · · ◦ σ| {z }
100 öïñÝò

.

ÈÅÌÁ 9ï (i) ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé r6 = r, ∀r ∈ R, íá
áðïäåé·èåß üôé

r2 = r, ∀r ∈ R.

(ii) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï

I :=
n
a ∈ R | ak = 0R, ãéá êÜðïéïí k ∈ N

o
åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýR.

ÈÅÌÁ 10ï (i) Ãéáðïéåò ôéìÝò ôïýn ∈ N åßíáé ôï ðïëõþíõìï f(t) = t2n+tn+1 ∈Z[t] äéáéñåôü äéÜ ôïýh(t) = t2+t+1;

[Õðüäåéîç : Ôï h(t) Ý·åé ùò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôïõ ôïõò óõæõãåßò ìéãáäéêïýò áñéèìïýò ω = −1+i
√
3

2 êáé

ω2 = −1−i
√
3

2 , ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé ω3 = 1 êáé ω2 + ω + 1 = 0.]

(ii) ÕðÜñ·åé a ∈ Z, ôÝôïéï þóôå ôï ðïëõþíõìï f(t) = t4 + [a]5 t+ [1]5 íá åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z5[t];

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò. (ÊáèÝíá ôùí õðïåñùôçìÜôùí ôùí èåìÜôùí 2, 5, 6,
7, 8, 9 êáé 10 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò ìå ìßá ìïíÜäá. Ôï (i) ôïý èÝìáôïò 3 áîéïëïãåßôáé âáèìïëïãéêþò

ìå ìßá êáé êáèÝíá áðü ôá (ii), (iii) ìå ìéóÞ ìïíÜäá.)

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò óçìåéþóåéò êáé âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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