
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ¢ëãåâñá (M 110)

Åáñéíü ÅîÜìçíï 2006, ÅîÝôáóç Éïõëßïõ ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå öõóéêüò áñéèìüò n ≥ 2 äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí ðñþôï äéáéñÝôç.

(ii) Ìå ôç âïÞèåéá ôïý (i) êáé ôÞò «åéò Üôïðïí áðáãùãÞò» íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí ðñþôùí áñéè-

ìþí åßíáé Ýíá áðåéñïóýíïëï.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá ïñéóèåß ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò

sgn : (Sn, ◦) −→ ({±1} , ·) , n ∈ N, n ≥ 2,

ìÝóù «ðáñáâáôéêþí æåõãþí» êáé íá äïèåß êáé áðïäåé·èåß ï «êëåéóôüò» ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò.

Êáôüðéí ôïýôïõ, êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý åí ëüãù ôýðïõ íá áðïäåé·èåß üôé åßíáé ç sgn áðïôåëåß åðéìïñöéóìü

ìåôáîý ôùí ùò Üíù áíáãñáöïìÝíùí ïìÜäùí.

(ii) Íá áðïäåé·èåß (êáôüðéí ·ñÞóåùò ôïý (i) êáé ëïéðÞò èåùñçôéêÞò áéôéïëïãÞóåùò) üôé ç åíáëëÜóóïõóá

ïìÜäáAn åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòSn êáé íá ðñïóäéïñéóèåß (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) çðçëéêïï-

ìÜäáSn/An.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Cayley.

ÈÅÌÁ 4ï Íá äéáôõðùèïýí ôï 1ï êáé ôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí êáé íá áðïäåé·èåß ôï 2ï.

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá äéáôõðùèåß ôï ëÞììá ôïýGauss êáé íá áðïäåé·èåß ìÝóù áõôïý üôé, åÜí Ýíá ðïëõþíõìï f(t) ∈ Z[t]
åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t], ôüôå åßíáé áíÜãùãï êáé åíôüò ôïýQ[t].

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï êñéôÞñéï áíáãùãéìüôçôáò ôïý Eisenstein.

ÈÅÌÁÔÁÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï ¸óôù

ϕ (n) := ` { c ∈ N | c ≤ n êáé ìêä(c, n) = 1}

ç áñéèìçôéêÞ óõíÜñôçóç ôïý Euler. Íá áðïäåé·èïýí ïé áêüëïõèåò éäéüôçôÝò ôçò:

(i) Ãéá êÜèå n > 2, ï öõóéêüò áñéèìüò ϕ (n) åßíáé Üñôéïò.

(ii) ÅÜím,n, k ∈ N, êáé n | m, ôüôå ϕ
¡
mnk

¢
= nkϕ (m) .

(iii) ÅÜím ∈ N, ôüôå 3 | m⇐⇒ ϕ (3m) = 3ϕ (m) êáé 3 - m⇐⇒ ϕ (3m) = 2ϕ (m) .

(iv) ϕ (n) = n
2
⇐⇒ n = 2k, ãéá êÜðïéïí k ∈ N.

ÈÅÌÁ 7ï Ðïéïò åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò k, ãéá ôïí ïðïßï õðÜñ·åé ìéá ðåðåñáóìÝíç ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá

G ôÜîåùò k; (Íá äéêáéïëïãçèåß ðëÞñùò ç áðÜíôçóç.)

ÈÅÌÁ 8ï (i) Íá ðáñáôåèïýí üëá ôá óôïé·åßá ôÞò åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò A4.

(ii) ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáòG ìå |G : H| = 2, íá áðïäåé·èåß üôé g2 ∈ H ãéá êÜèå g ∈ G.

(iii) ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí (i) êáé (ii) íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·åé õðïïìÜäáH ôÞò A4 ôÜîåùò 6.
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ÈÅÌÁ 9ï (i) ÅÜí

Rk :=

(Ã
x y

−ky x+ 2y

!
∈Mat2×2 (R)

¯̄̄̄
¯ x, y ∈ R

)
, k ∈ R,

íá áðïäåé·èåß üôé ôï Rk åßíáé ìåôáèåôéêüò õðïäáêôýëéïò ôïý Mat2×2 (R) ãéá êÜèå k ∈ R êáé íá ðñïó-
äéïñéóèïýí ïé ôéìÝò ôïý k ãéá ôéò ïðïßåò ï Rk åßíáé óþìá.

(ii) ÅÜím,n ∈ Zr{0}, íá áðïäåé·èåß ï éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

(mZ+ nZ)/mZ ∼= nZ/åêð(m,n)Z.

ÈÅÌÁ 10ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá ìç ìçäåíéêü ðïëõþíõìï f(t) ∈ Z[t] åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïýZ[t] åÜí êáé ìüíïí
åÜí ôï f(t+ a) ∈ Z[t] åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t], üðïõ a ∈ Z.
(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ðïëõþíõìï

g(t) = t4 + 1 ∈ Z[t]

åßíáé áíÜãùãï åíôüò ôïýQ[t].

(iii) Ãéá ðïéÝò ôéìÝò ôïý k ∈ Z åßíáé ôï ðïëõþíõìï

hk (t) = t5 − kt+ 1 ∈ Z[t]

áíÜãùãï åíôüò ôïý Z[t];

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí êáé
ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò óçìåéþóåéò êáé âéâëßá èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÜ.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé íá
ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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