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ΕΙΣΑΓΩΓΗ 
 
Η (κλασική) Αλγεβρική Τοπολογία βασίζεται στη μελέτη καταλλήλων συ-

ναρτητών από την κατηγορία των τοπολογικών χώρων, ζευγών κ.ά., σε κάποια 
από τις κατηγορίες Groups, Ab, Mod , Alg  ή γενικότερα κάποια «αλγεβρική κα-
τηγορία». Στις συνήθεις θεωρίες ομολογίας και συνομολογίας χρησιμοποιούμε 
συναρτητές με τιμές ανήκουσες στις κατηγορίες των αλυσωτών ή συναλυσωτών 
συμπλόκων R-μοδίων, όπου ο R είναι ένας μεταθετικός δακτύλιος με μοναδιαίο 
πολλαπλασιαστικό στοιχείο. Οι εν λόγω συναρτητές είναι από τον ορισμό τους 
περίπλοκα αντικείμενα, καθώς ορίζονται σε μία γνήσια «κλάση αντικειμένων». 
Θα ήταν λοιπόν εξαιρετικά χρήσιμο το να μπορούσαμε να εξαγάγουμε συμπε-
ράσματα για τη συμπεριφορά τους, μελετώντας τους σε κάποια κατάλληλη «μι-
κρή» υποκλάση -ειδικότερα, υποσύνολο- τού πεδίου ορισμού τους. 

R R

Ως αφετηρία για τη χάραξη μιας προς τούτο προσήκουσας «γραμμής πλεύ-
σης» είναι δυνατόν να θεωρήσουμε τη θεμελιώδη ιδιότητα που χρησιμοποιείται 
κατά τη μελέτη των λεγομένων «ελευθέρων» R-μοδίων: Οι ομομορφισμοί με πε-
δίο ορισμού τους έναν τέτοιου είδους R-μόδιο καθορίζονται μοναδικά από τις 
τιμές που λαμβάνουν σε ένα υποσύνολό του, ήτοι στη βάση τους (βλ. «καθολική 
ιδιότητα» ελευθέρων R-μοδίων). Μέσω αυτής τής ιδιότητας μπορούμε να απο-
δείξουμε διάφορες προτάσεις ύπαρξης ομομορφισμών σε κατάλληλα μεταθε-
τικά διαγράμματα. Η μέθοδος των «ακυκληματικών μοντέλων» είναι μια εφαρ-
μογή αυτής τής ιδέας σε μεταθετικά διαγράμματα συναρτητών και φυσικών με-
τασχηματισμών μεταξύ αυτών, έχοντας πρώτα ορίσει την έννοια τού «ελεύθε-
ρου συναρτητή». Κατ’ αυτόν τον τρόπο, είναι σε κάποιες -από θεωρητικής 
πλευράς- λίαν ενδιαφέρουσες περιπτώσεις δυνατή η κατασκευή φυσικών αλυ-
σωτών μετασχηματισμών : ( ) ( )c F C G Cτ →  για κάθε ( )C Ob∈ C , όπου  οιαδή-
ποτε κατηγορία και , καθώς και φυσικών αλυσωτών 
ομοτοπιών μεταξύ τέτοιων 

C

, : ( )RF G Comp Mod→C

αλυσωτών μετασχηματισμών. (Το ακριβές νόημα αυ-
τών των εννοιών θα δοθεί σε ό,τι ακολουθεί). Μάλιστα, το βασικό αποτέλεσμα 

 1



που επιτρέπει τη χρήση αυτής τής μεθόδου δεν είναι τίποτε άλλο παρά μια απλή 
γενίκευση αντίστοιχων προτάσεων τής Ομολογικής  Άλγεβρας. 

 
Στην παρούσα εργασία θα χρησιμοποιήσουμε τη μέθοδο των ακυκληματι-

κών μοντέλων για να αποδείξουμε το θεώρημα των Eilenberg και Zilber, το 
οποίο σχετίζει τους ιδιάζοντες μοδίους ομολογίας δύο χώρων με αυτούς τού γι-
νομένου τους. Συγκεκριμένα, θα κατασκευάσουμε για κάθε ζεύγος τοπολογι-
κών χώρων  φυσικούς αλυσωτούς μετασχηματισμούς: YX ,

 
);();();(: RYSRXSRYXS R ••• ⊗→×τ  
);();();(: RYXSRYSRXS R ×→⊗′ •••τ , 

 
ούτως ώστε να ισχύει ( ; )S X Y RIdτ τ

• ×′D � ( ; ) ( ; )RS X R S Y RId, τ τ
• •⊗′D �

))

, οι οποίοι, επιπρο-
σθέτως, θα είναι μονοσημάντως ορισμένοι ως προς την πλήρωση των εν λόγω 
συνθηκών μέχρις φυσικής αλυσωτής ομοτοπίας. Από αυτό θα προκύψουν για 
οιουσδήποτε τοπολογικούς χώρους  X, Y ισομορφισμοί R-μοδίων 
 

sin ( ; ) ( ( ; ) ( ;g
q q RH X Y R H S X R S Y R• •× ≅ ⊗  

 
για κάθε , όπου το δεξιό μέλος μπορεί να υπολογισθεί μέσω τής αλγεβρι-
κής εκδοχής τού θεωρήματος τού K

0q∈`
ünneth. 

 
▬▬▬ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 1:  ΠΡΟΚΑΤΑΡΚΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΑΠΟ ΤΗ ΘΕΩΡΙΑ R-ΜΟΔΙΩΝ. 
 
Ορισμός 1.1: Ένα αλυσωτό σύμπλοκο ),( •• ∂C  λέγεται μη αρνητικό όταν 

. Για παράδειγμα, το είναι μη αρνητικό, για κάθε τοπολο-
γικό χώρο X και για κάθε 

0 ,0 <∀= iCi ( ; )S X R•

μεταθετικό δακτύλιο με μοναδιαίο πολλαπλασιαστικό 
στοιχείο δακτύλιο R. Ένα μη αρνητικό αλυσωτό σύμπλοκο ονομάζεται 
ακυκληματικό όταν  για κάθε .  

),( •• ∂C
0)( =•CHn 0n >

 
Παρατηρήσεις: Για κάθε μη αρνητικό αλυσωτό σύμπλοκο  ισχύει ότι 

. Επιπροσθέτως, εάν ο  είναι ένας είναι αλυσωτός μετα-
σχηματισμός μεταξύ δυο μη αρνητικών συμπλόκων, τότε 

),( •• ∂C
0 ,0 ≤∀=∂ ii •• → DCt :

0 ,0 <∀= iti . Επομέ-
νως, όταν αναφερόμαστε σε μη αρνητικά αλυσωτά σύμπλοκα μπορούμε να 
αγνοούμε τους αρνητικούς δείκτες. Ακόμη, 0)( =•CHn  για όλους τους αρνητι-
κούς δείκτες, ενώ  

 

1
1

0

1

0
0 kercoImIm

ker)( ∂=∂=∂
∂=•

CCH . 
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Τέλος, εάν ο 100 kerco)(: ∂=→ •CHCp  είναι ο φυσικός επιμορφισμός και στο 
 «αντικαταστήσουμε» το    με το  ),( •• ∂C 210

10
−

∂
−

∂ ⎯→⎯⎯→⎯ − CCC
 

0kerco 0
10 ⎯→⎯∂⎯→⎯pC , 

 
αυτό που προκύπτει παραμένει αλυσωτό σύμπλοκο. Μάλιστα, εάν το αρχικό 
σύμπλοκο είναι ακυκληματικό, τότε προφανώς αυτό που προκύπτει είναι μια 
ακριβής ακολουθία. Όλα αυτά θα τα χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια χωρίς 
περαιτέρω σχόλια. 

 
Θεώρημα 1.2:  (i) (Προβολικότητα των ελευθέρων R-μοδίων) 
Έστω F ελεύθερος R-μόδιος. Τότε για κάθε διάγραμμα όπως το κάτωθι (χωρίς 
τον ), με την κάτω του γραμμή ακριβή (δηλαδή με τον p επιμορφισμό), υπάρ-
χει που το συμπληρώνει μεταθετικά. 

h′
h′
 

 
0

hh

p

F F

T B
∃ ′

⎯⎯→⎯⎯→

====

↓↓  

 
(ii) Θεωρούμε το ακόλουθο μεταθετικό διάγραμμα R-μοδίων, όπου η κάτω του 
γραμμή είναι ακριβής, 0G

Fs t ′′=D και ο F είναι ελεύθερος. Τότε υπάρχει :c F E′→  
που το συμπληρώνει μεταθετικά. 

 

 

t s

bc a

r p

F G G

E E E
∃

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

′′

′ ′
↓ ↓↓

′

1

 

 
(iii) Έστω ότι τα ,  είναι δυο μη αρνητικά αλυσωτά σύμπλοκα με συνορια-
κούς τελεστές  και , αντιστοίχως, όπου το μεν  είναι ελεύθερο, το δε  
ακυκληματικό. Εάν οι , 

•F •E

•d •∂ •F •E

10 coker : dFe → 0: coker Eε → ∂

1∂

 είναι οι φυσικοί 
επιμορφισμοί και ο  τυχών ομομορφισμός, τότε υπάρχει 
αλυσωτός μετασχηματισμός  που επεκτείνει την f  (δηλ. 

1: coker coker f d →

•• → EFt : 0tef DD ε= ) : 
 

2 1

2 1

02 1

2 1 0 1

2 1 0 1

0coker

0coker

tt t

ed d

f

F F F d

E E E ε

∃

∂ ∂

∃ ∃

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→∂
↓ ↓↓ ↓

…

…
#
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Απόδειξη: (i) Η απόδειξη χρησιμοποιεί την καθολική ιδιότητα των ελευθέρων 
R-μοδίων: Εάν η  είναι βάση τού ελευθέρου R-μοδίου F και η  
οικογένεια στοιχείων τυχόντος R-μοδίου G, τότε υπάρχει μοναδικός , 
τέτοιος ώστε να ισχύει 

Jjjx ∈)( Jjjy ∈)(
GFf →:

jj yxf =)(  για κάθε Jj∈  (βλ. [Σ.Ο.Α.] πρόταση 3.2.3, 
σελ. 129-130). 

 
(ii) Κατ’ αρχάς θα δείξουμε ότι . Λόγω τής ακριβείας τής κάτω 
γραμμής έχουμε . Επειδή 

)Im()Im( rtb ⊆D
pr kerIm =

 
E
F

G
Fatsatsatbptbp ′′′′ ===== 00)()()()( DDDDDDDDD , 

 
συμπεραίνουμε ότι  Στη συνέχεια 
θεωρούμε τον περιορισμό , όπου  και 

 η φυσική ένθεση. Μέσω τού (i) διασφαλίζεται η ύπαρξη ενός 
, ούτως ώστε να ισχύει , όπου  επιμορφι-

σμός και . 

rFtb Im:)( →+D tbtbj DDD =+)(
Erj →Im:

EFc ′→: ++ = )( tbcr DD rEr Im: →′+

rrj =+D
 

 ( )

Im 0
b t

r

c

F F

E r

+

+

∃

⎯⎯→⎯⎯→

====

′
↓ ↓ D  

  
Προφανώς,  
 

tbcrtbjcrjcrjtbcr DDDDDDDDDD =⇒==⇒= +++++ )()()()( , 
 
επαληθεύοντας τον ισχυρισμό.  

 
(iii) Κατασκευάζουμε τους  αναδρομικά για κάθε . nnn EFt →: 0≥n
Για  χρησιμοποιούμε το (ii) στο ακόλουθο διάγραμμα: 0=n
 

  0

0 1

0 1

0coker

0coker
t

e

f

F d

E ε

∃

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→∂
↓ ↓↓

 
και συνάγουμε την ύπαρξη ενός , τέτοιου ώστε να ισχύει η σχέση 0t eft DD =0ε . 
Ομοίως, για , υπάρχει , τέτοιος ώστε 1=n 111 : EFt → 1011 dtt DD =∂ : 

  

 

1

1

1 0

1 0 1

1 0 1

coker

coker

ed

t ft

F F d

E E ε

∃

∂

⎯⎯→⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→ ∂
↓ ↓↓  
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Για το επαγωγικό βήμα υποθέτουμε ότι για  έχουν ορισθεί οι , 
όπου , τέτοιος ώστε 

1>n 110 ,,, −nttt …

iii EFt →: iiii dtt DD 1−=∂  για κάθε { }1,,0 −∈ ni …  (και 
eft DD =0ε ). Εφαρμόζοντας το (ii) στο κάτωθι διάγραμμα προκύπτει ότι , 
, τέτοιος ώστε 

nt∃

nnn EFt →: nnnn dtt DD 1−=∂ . 
 

 

1

1 2

1

1 2

1 2

n n

n

n n

n n

n n

n n

t

d d

t t

F F n

n

F

E E E

−

− −

−

− −

− −∂ ∂

∃

⎯⎯→ ⎯⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
↓↓ ↓  

 
Άρα υπάρχει ακολουθία ομομορφισμών R-μοδίων  με  και 

 για κάθε , και 
0

( )n nt ∈` nnn EFt →:

nnnn dtt DD 1−=∂ 1≥n eft DD =0ε . Αρκεί λοιπόν να θέσουμε tn = 0 
για . (Πρβλ. [Σ.Ο.Α.] θεώρημα 4.1.4, σελ. 189-192 ).                                     ▫ 0<n

 
Σημείωση: Μπορεί να αποδειχθεί ότι ο  στην εκφώνηση τού (iii) είναι, για 
δεδομένο f, μοναδικός μέχρις αλυσωτής ομοτοπίας. Σημειωτέον ότι αυτό θα 
προκύψει ως πόρισμα από ό,τι ακολουθεί. 

t

 
▬▬▬ 

ΕΝΟΤΗΤΑ 2:  ΑΚΥΚΛΗΜΑΤΙΚΑ ΜΟΝΤΕΛΑ. 
 
Ορισμός 2.1: (i) Μια κατηγορία C  με μοντέλα  είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος 

, όπου 
M

),( MC

d

M  μια υποκλάση τής κλάσης  των αντικειμένων τής · τα 
στοιχεία τής  λέγονται μοντέλα

( )COb C
M . 

 
(ii) Έστω  κατηγορία και έστω  ένας συναρτητήςC : RF Mo→C 1. Ως στοιχείο 
τού συναρτητή F ορίζουμε οιοδήποτε ( )x F C∈ , για κάποιο ( )C Ob∈ C . (Ο ορι-
σμός αυτός εξαρτάται από το C. Ακριβέστερα, ως στοιχείο τού F οφείλουμε να 
νοούμε το ζεύγος (C, x)). 
Γενικότερα, μια οικογένεια στοιχείων τού F είναι μια οικογένεια ( )j j Jx ∈ , όπου 

( )j jx F C∈  για κάθε j, με ( )j j JC ∈  μια οικογένεια αντικειμένων τής . (Ακριβέ-
στερα, υπονοούμε την οικογένεια ζευγών 

C

( , )j j j JC x ∈ ). Δυο τέτοιες οικογένειες 
στοιχείων (όχι απαραίτητα τού ιδίου συναρτητή) λέγονται συμβατές όταν οι οι-
κογένειες τού ορισμού τους είναι οι ίδιες. Στην περίπτωση κατά την οποία η 
θεωρούμενη κατηγορία  έχει μοντέλα , τότε οιαδήποτε (συνήθης) οικογέ-
νεια στοιχείων τού F με την επιπλέον συνθήκη 

C M

jC ∈M , για κάθε j, καλείται -
οικογένεια στοιχείων τού F. 

M

 
Παρατήρηση: Η έννοια τής κατηγορίας με μοντέλα είναι περισσότερο χρήσιμη 
όταν η είναι υποσύνολο (και όχι απλώς υποκλάση) τής , οπότε σε αυτή M ( )Ob C

                                                 
1 Από τούδε και στο εξής «συναρτητής» θα σημαίνει «συναλλοίωτος συναρτητής». 
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την περίπτωση πρόκειται απλώς για μια «μικρή» συλλογή αντικειμένων επιλεγ-
μένων από μια κατηγορία . Επίσης, η έννοια τού στοιχείου ενός συναρτητή 
μπορεί να ορισθεί και για άλλες κατηγορίες εκτός τής 

C

RMod , αρκεί τα αντικεί-
μενά τους να «έχουν στοιχεία». 

 
Ορισμός 2.2: Έστω  μια κατηγορία (με μοντέλα ) και έστω  
ένας συναρτητής. Τότε ο F λέγεται ελεύθερος (ως προς τα μοντέλα ) όταν ισχύ-
ουν τα εξής: 

C M : RF Mo→C d
M

(i) Το F(C) είναι ένας ελεύθερος R-μόδιος για κάθε ( )C Ob∈ C . 
(ii) Υπάρχει μια (M -)οικογένεια στοιχείων ( , )j j j JM x ∈  τού F, ούτως ώστε για 

κάθε  το σύνολο ( )C Ob∈ C { }( ( )( ) : ( , ),j jF x Mor M C j Jσ σ ∈ C ∈

)j

 να είναι βάση 

τού F(C).  (Αυτό έχει νόημα, διότι  
 

( , ) ( ) ( ( ), ( )j RMor M C F Hom F M F Cσ σ∈ ⇒ ∈C  
 

για όλους τους σ, αφού ο F είναι συναρτητής. Επειδή ( )j jx F M∈ , προκύπτει ότι 

( ) ( ) ( )jF x F Cσ ∈ ). Μια τέτοιου είδους οικογένεια στοιχείων τού F λέγεται βάση 
τού F (ως προς την ). M

 
Σημείωση: Εδώ ορίσαμε δύο έννοιες «ελευθερίας»: Μία «απόλυτη» και μία που 
εξαρτάται από κάποια συλλογή μοντέλων . Το ότι ένας συναρτητής είναι 
ελεύθερος ως προς την  σημαίνει απλώς ότι είναι ελεύθερος με κάποιο 
περιορισμό για τις πιθανές βάσεις. Δηλαδή μια βάση τού F ως προς την  εί-
ναι μια συνήθης βάση 

M
M

M
( , )j j j JM x ∈  με την επιπλέον ιδιότητα jM ∈M , για κάθε j. 

Εάν λοιπόν ο συναρτητής F είναι -ελεύθερος και M MM ′⊆ , τότε είναι και 
-ελεύθερος. Επιπροσθέτως, ένας ελεύθερος F με την ανωτέρω βάση είναι 

πάντοτε -ελεύθερος θέτοντας ως 
M

M M .  
 

Παραδείγματα 2.3: (i) Έστω  κατηγορία. (Για λόγους διευκόλυνσής μας μπο-
ρούμε να υποθέσουμε ότι  = Sets). Για οιονδήποτε R-μόδιο L ορίζουμε τον 
σταθερό συναρτητή , όπου F

C
C

:CLF Mo→ Rd
)

L(C) = L, FL(f) = IdL για οιαδήποτε 
 και οιονδήποτε μορφισμό , (CC D Ob∈ :f C D→ . Παρατηρούμε ότι εάν η 

( , )j j j JC x ∈  είναι μια οικογένεια στοιχείων τού συναρτητή FL, τότε η ( )j j Jx ∈  είναι 
μια οικογένεια στοιχείων τού L. Και αντιστρόφως· κάθε οικογένεια στοιχείων 
τού L προέρχεται από μία αντίστοιχη τού FL κατ’ αυτόν τον τρόπο. Προκύπτει 
εύκολα ότι  ο FL είναι ελεύθερος με βάση του την ( , )j j j JC x ∈  εάν και μόνον εάν 
ο L είναι ελεύθερος με του την βάση ( )j j Jx ∈ . (Εν προκειμένω, ο FL θα είναι 
ελεύθερος και ως προς οιοδήποτε σύνολο μοντέλων , αρκεί να επιλεγεί 
κατάλληλα η οικογένεια 

M
( )j j JC ∈ ). Ως εκ τούτου, η έννοια τού ελευθέρου συναρ-

τητή μπορεί να θεωρηθεί ως γενίκευση τής έννοιας τού ελευθέρου R-μοδίου. 
(Μάλιστα, έχουμε και μια παρόμοια αντιστοιχία μεταξύ ομομορφισμών R-μο-
δίων και φυσικών μετασχηματισμών μεταξύ των αντίστοιχων σταθερών συναρ-
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τητών. Αυτό επιτρέπει να αναφανεί καλύτερα η αναλογία μεταξύ R-μοδίων και 
συναρτητών : RF Mod→C  σε ό,τι ακολουθεί). 

 
(ii)  « » που ορίσθηκε στο 6.2.3 (iv) 

βάση του το

Ο ελεύθερος συναρτητής :R RFr Sets Mod→  

των [Σ.Ο.Α.] είναι ελεύθερος με  { }( ),1 )Fr μ , όπου {(
R

μ }μ = ∗  οιοδή-

ποτε μονοσύνολο, δηλ. ( )RFr Rμ ≅ . Πράγματι· ίσουμε ως ς φυσι-
κές ενθέσεις :Ci C Fr→ ρχει μια αμφίρριψη μεταξύ των στοιχείων x 
τού (C Ob Se∈ εικονίσεων 

 ας συμβολ
C . Υπά

)  και των απ

 iC τι
( )R

ts : ,  ώστε ( )x C x xμ → ∗ = . Επίσης, από 
τον ορισμό , οι ομομορφισμοί  τους (RFr x ) : ( ) ( )R RFr Fr Cμ →  καθορίζονται από 
το ότι στέλνουν το ( )( ) 1

RFriμ μ∗ =  στο ( (*)) ( )C Ci x i x= . Άρα   
 

{ }( )( ( )(1 ) | :
RR FrFr x x Cμ μ → =  { } { }( ( )) | : ( ) |C Ci x x C i x x Cμ∗ → = ∈  

 
ου είναι εξ ορισμού βάση τού FrR(C). 

ii) Παγιώνουμε έναν και θεωρούμε την κατηγορία με μοντέλα 

π
 
(i 0≥q  Top  

{ }qΔ=M . Έστω Rq ModS To:  ο συναρτητής (XSX q6  )( fSf q6 , 
); RX  ο μ ίδων με συντελε  

και   
 

→p R ,
Sq όδιος των q-αλυσ στές ειλημμένους

);
όπου (  από τον R

 
 

 ομομορφισμός R-μοδίων ο οριζόμενος μέσω τού τύπουο   για 
κάθε ιδιάζον q-μονόπλοκο  εντός τού Χ και μέσω γρα  επί 
ολοκλήρου τού 

μμικής επέκτασης
. (Τ ότι ο ανωτέρω Rq ModS →Top:  είναι συναρτητής 

έπεται από το λήμμα .1.9 των διανεμηθεισώ  σημειώσεων τού 
διδάσκοντος, σελ. 164.) Θεωρώντας τή qqq

Id

ο 
 3 ν χειρογράφων

Δ→Δ= Δ :δ  (ιδωμένη ως ένα ιδιά-

ζον q-μονόπλοκο );( RS qq Δ∈δ ), το μονοσύνολο { }δ  είναι (τετριμμένα) M -
οικογένεια στοιχεί κριβέστερα, η οικογένεια είναι η ων τού Sq. (Α { }),( δqΔ  
μόδιος S

). Ο

q (X;R) είναι εξ ορισμού ελεύθερος για κάθε τοπολογικό  και 
μάλιστα με βάση του όλες τις συνεχείς απεικονίσεις Xq →

χώρο X,
Δ:σ . Όμως για 

κάθε τέτοια απεικόνιση έχουμε σδσδσ == D))((qS ,  οπ
 

ότε  

{ } { }( ( )( ) : ( : ), :  συνεχής j j qF x M C j J Xσ σ σ σ→ ∈ = Δ →  

 
ου είναι μια βάση τού Sq(X;R). Άρα ο Sq είναι ελεύθερος με βάση του π M -
το{ }δ . (Ένας άλλος τρόπος να δειχθεί αυτό είναι  παρατηρήσουμε ότι ο Sνα q 
ισούται με τη σύνθεση τού HomTop(Δq ,_ ) και τού συναρτητή τού (ii)).                ▫ 
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Από εδώ και στο εξής  θα επικεντρωθούμε σε συναρτητές  και 
σε φυσικούς μετασχηματισμούς μεταξύ αυτών. Παρότι οι εν λόγω συναρτητές 
δεν αποτελούν πάντοτε μια κατηγορία, υπάρχει μια «αναλογική ομοιότητα» 
προς την κατηγορία Mod

: RF Mo→C d

C

R, η οποία εξηγήθηκε εν μέρει στο παράδειγμα 2.3 (i) 
και η οποία θα οδηγήσει τόσο στη θεώρηση μεταθετικών διαγραμμάτων συναρ-
τητών και φυσικών μετασχηματισμών μεταξύ αυτών όσο και στην απόδειξη 
διάφορων αποτελεσμάτων απορρεόντων από γενικεύσεις των αντίστοιχων τής 
πρώτης ενότητας. Σε ό,τι ακολουθεί, η σύνθεση φυσικών μετασχηματισμών, το 
άθροισμα, η διαφορά τους, ο ταυτοτικός μετασχηματισμός, ο μηδενικός, ορίζο-
νται «κατά συντεταγμένες»· για παράδειγμα, ( )C Cσ τ σ τ=D D  κ.λπ. (Θα 
μπορούσαμε να ορίσουμε και «πυρήνες» ή «εικόνες» φυσικών μετασχηματι-
σμών με όμοιο τρόπο. Για παράδειγμα, εάν : F Eτ → , θα μπορούσαμε να ορί-
σουμε (ker ) kerC Cτ τ= . Σημειωτέον ότι ο (ker ) ker ( )C Cτ τ=  μπορεί να θεωρη-
θεί, με τον μόνο δυνατό ορισμό τού ker ( ) : ker ker ,  :C Df f C Dτ τ τ→ → , ως 
συναρτητής ker : RModτ →C , με τις ενθέσεις : ker ( )C Ci F Cτ →  να αποτελούν 
φυσικό μετασχηματισμό : keri Fτ → , τη «συνήθη ένθεση». Ωστόσο, δεν 
συγκαταλέγεται στις προθέσεις μας η επέκταση τής προαναφερθείσας «αναλο-
γική ομοιότητας»  σε τέτοιο βαθμό γενικότητας.) 

 
Ορισμός 2.4: Έστω ότι η  είναι μια κατηγορία με μοντέλα  και ότι οι E, F, 
G, είναι τρεις συναρτητές 

C M

RMod→C . Δοθέντων δύο φυσικών μετασχηματισμών 
, λέμε ότι το διάγραμμα είναι ακριβές στην ενδιάμεση θέση 

όταν 
E Fτ σ⎯⎯→ ⎯⎯→G

Im kerτ σ= , δηλαδή όταν Im ker ,  ( )C C C Obτ σ= ∀ ∈ C , ενώ λέμε ότι είναι 
-ακριβές όταν IM m ker ,  M M Mτ σ= ∀ ∈M .  
 

Παρατήρηση: Αυτοί οι ορισμοί επεκτείνονται κατά προφανή τρόπο και σε πιο 
περίπλοκα διαγράμματα. Παρατηρούμε επίσης ότι η συνθήκη Im ker ,C Cτ σ⊆  

, ισοδυναμεί με την ( )C Ob∀ ∈ C 0σ τ =D . Μάλιστα, μπορούμε να κάνουμε λόγο 
και για «αλυσωτά σύμπλοκα» συναρτητών. 

 
Λήμμα 2.5: Έστω  μία κατηγορία (με μοντέλα ) και έστω  
ένας ελεύθερος (ως προς ) συναρτητής με την 

C M : RF Mo→C d
M ( , )j j j JM x ∈=X  ως βάση του. 

Εάν ο  είναι τυχών συναρτητής και η : RG Mo→C d ( , )j j j JM y ∈=Y  τυχούσα συμ-

βατή (M -)οικογένεια στοιχείων τού G, τότε υπάρχει ένας μοναδικός φυσικός 
μετασχηματισμός : F Gτ → , ο οποίος «απεικονίζει την  στην », δηλαδή X Y

( ) , 
jM j jx y j Jτ = ∀ ∈ . 

 
Απόδειξη: Ας υποθέσουμε κατ’ αρχάς ότι υπάρχει ένας τ με αυτήν την ιδιότητα. 
Παγιώνουμε κάποιον δείκτη j J∈ . Τότε για κάθε ( )C Ob∈ C  και για κάθε 

( ,j )Mor M Cσ ∈ C  προκύπτει το εξής μεταθετικό διάγραμμα (όπου :
jj Mτ τ= ): 
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( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
j c

F
j

j G

F M F C

G M G C

σ

τ τ

σ

⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→
↓ ↓  

 
Άρα ( ( ))( ) ( ( ) )( ) ( ( )( )) ( )( ( )) ( )( )C j j j C j j jF x G x F x G x G y jτ σ σ τ τ σ σ τ σ= ⇒ = =D D . 
(Η τελευταία ισότητα από υπόθεση, η άλλη από μεταθετικότητα διαγράμματος). 
Συμπεραίνουμε λοιπόν ότι για οιουσδήποτε ,τ τ ′  που ικανοποιούν την υπόθεση 
και για οιοδήποτε  έχουμε: ( )C Ob∈ C ( ( )( )) ( ( )( )) ( )( )C j C jF x F x G y jτ σ τ σ σ′= =  
για όλα τα ( ,j )Mor M Cσ ∈ C  και για κάθε j J∈ . Όμως τα ( )( )jF xσ  αποτελούν 
βάση τού F(C), λόγω ελευθερίας, οπότε C Cτ τ ′= . Επειδή το C ήταν αυθαιρέτως 
επιλεγμένο, έχουμε τ = τ′, δείχνοντας τη μοναδικότητα. 
Για να κατασκευάσουμε τον φυσικό μετασχηματισμό τ, ορίζουμε για κάθε 

: ( )C Ob∈ C ( ( )( )) ( )( )C jF x G y jτ σ σ= , για κάθε ( ,j )Mor M Cσ ∈ C  και για κάθε 
j J∈  και χρησιμοποιούμε γραμμική επέκταση. Προφανώς, ( ) , 

jM j jx y j Jτ = ∀ ∈  

για 
jMj IdMC == σ , . Απομένει, ως εκ τούτου, να δείξουμε την ιδιότητα τού 

φυσικού μετασχηματισμού: Εάν ( , )f Mor C D∈ C , για κάποια C, D, τότε πρέπει 
να δείξουμε τη μεταθετικότητα τού ακόλουθου διαγράμματος: 
 

 

( )

( )

( ) ( )

( ) ( )
C D

F f

G f

F C F

G C G D
τ τ

⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→
↓ ↓

D

 

 
δηλαδή να δείξουμε ότι )()( fFfG DC DD ττ =  ως ομομορφισμοί . 
Επειδή ο F(C) είναι ελεύθερος, αρκεί να δείξουμε την ισότητα στα στοιχεία 
μιας βάσης τού F(C), συγκεκριμένα τής 

)()( DGCF →

{ }( ( )( ) : ( , ),j jF x Mor M C j Jσ σ ∈ ∈C . 

Έστω j J∈  και έστω ( ,j )Mor M Cσ ∈ C . Υπενθυμίζουμε ότι  
 

( ( )( )) ( )( )C jF x G y jτ σ σ= . 
 

Προφανώς,  
))(())(()(()))((()(()))(()()(( jjjCjC yfGyGfGxFfGxFfG σσστστ DD === , 

))(()))((())))(()((()))(())((( jjDjDjD yfGxfFxFfFxFfF σστστστ DDDD === . 
Άρα οι Cτ  αποτελούν όντως φυσικό μετασχηματισμό.                                            ▫ 
 
Λήμμα 2.6: Έστω  κατηγορία με μοντέλα . Θεωρούμε το ακόλουθο μεταθε-
τικό διάγραμμα συναρτητών  και φυσικών μετασχηματισμών μεταξύ 
αυτών (χωρίς τον 

C M

RMod→C
γ ), στο οποίο 0=τσ D , η κάτω γραμμή είναι ακριβής ως προς 

 (δηλαδή M Im ker ,  M M Mρ π= ∀ ∈M ) και ο F είναι ελεύθερος ως προς την . M
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Τότε υπάρχει ένας φυσικός μετασχηματισμός EF ′→:γ  που το συμπληρώνει 
μεταθετικά. 

 
F G G

E E E

τ σ

βγ α

ρ π

∃

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→

′′

′ ′
↓↓ ↓
′

 

 
Απόδειξη: Από την υπόθεσή μας υπάρχει μια οικογένεια , τέτοια ώστε να 
ισχύει 

Jjjx ∈)(
(j )jx F M∈  για κάθε j. Σε κάθε τιμή τού j αντιστοιχεί ένα μεταθετικό διά-

γραμμα στην ModR που ικανοποιεί τις υποθέσεις τού θεωρήματος 1.2 (ii), οπότε 
κάθε (j )jx F M∈  καθορίζει ένα )( όπου ),( jjjjj xcyMEy =′′∈′ .  

 
) )

) )

( (

( (

M Mj j

M Mj j

M Mj j

j

j j

j j

c

F M G M G M )

)

(

(

j

jE M E M E M

τ σ

β α

ρ π

∃

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→

′′

′ ′
↓ ↓↓

′
 

 
Τα  είναι μια (συμβατή) οικογένεια στοιχείων για τον jy′ E′ . Από το Λήμμα 2.5 
υπάρχει ένας φυσικός μετασχηματισμός EF ′→:γ , τέτοιος ώστε jjM yx

j
′=)(γ . 

Απομένει να ελέγξουμε τη μεταθετικότητα. Ορίζουμε μια συμβατή συλλογή 
στοιχείων για τον E θέτοντας  
 

 

Επομένως, αφού τα  αποτελούν βάση τού F, έχουμε λόγω μοναδικότητας Jjjx ∈)(
γρτβ DD = .                                                                                                                  ▫ 

 
Τώρα θα επικεντρωθούμε σε συναρτητές , όπου  τυ-

χούσα κατηγορία. Για κάθε 
: ( RE Comp Mod→C ) C

i∈Z  ορίζουμε την προβολή στην i-στη συντεταγ-
μένη: , όπου : ( )i RP Comp Mod Mod→ R i( ) ,  ( )i i iP C C P f f• •= = . Ο συναρτητής 

 είναι το i-οστό τμήμα τού E. Εάν για κάθε  
συμβολίσουμε τους συνοριακούς τελεστές τού E(C) ως 

:i iE P E Mod= →D C R ( )C Ob∈ C

( )C C
i i• ∈∂ = ∂ Z , εύκολα 

προκύπτει ότι για παγιωμένο i σχηματίζεται μια οικογένεια ομομορφισμών ως 
προς , η οποία αποτελεί φυσικό μετασχηματισμό ( )C Ob∈ C 1:i i iE E −∂ → . Πράγ-
ματι·  

 
( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( ) : ( ) ( )i i i i i i iE C E C E D E D E f E f E C E D= = = → i  

 
για τυχόντα , ( ), :C D Ob f C D∈ →C , και, ως εκ τούτου, πληρούται η συνθήκη 
τού φυσικού μετασχηματισμού: 
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 1

1
( )( )

1

( ) ( )

( ) ( )

C
i

i i

D
i

i i
E fE f

i i

E C E C

E D E
−

∂
−

−∂

⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→
↓ ↓

D
 

 
όπως διαπιστώνουμε κατόπιν απλής εφαρμογής τού ορισμού τού αλυσωτού με-
τασχηματισμού. Επίσης, είναι προφανές ότι 1 0i i−∂ ∂ =D ως φυσικοί μετασχηματι-
σμοί. Επομένως, από έναν συναρτητή  σχηματίζεται ένα 
«αλυσωτό σύμπλοκο» συναρτητών 

: ( RE Comp Mod→C )

RMod→C , ήτοι το ( , )i i iE E• ∈= ∂ Z . Και αντί-
στροφα· ένα τέτοιο «σύμπλοκο» μπορεί να θεωρηθεί συναρτητής 

με τον προφανή τρόπο. Θα χρησιμοποιούμε λοιπόν αυτήν την 
αντιστοιχία σε ό,τι ακολουθεί. Ορίζουμε 

( RComp Mod→C )
( ) : ,n nH E H E= D για κάθε ακέραιο n, 

όπου ο Hn είναι ιδωμένος ως συναρτητής . Τέλος, παρατη-
ρούμε ότι εάν  και ο 

( )RComp Mod Mod→ R

, : ( )RF E Comp Mod→C : F Eτ →  είναι ένας φυσικός μετα-
σχηματισμός, τότε αυτός μπορεί ομοίως να εκληφθεί ως «αλυσωτός μετασχημα-
τισμός» μεταξύ των αντίστοιχων «αλυσωτών συμπλόκων», ήτοι μια ακολουθία 

:i iF Eiτ → , οι όροι τής οποίας μετατίθενται με τους «συνοριακούς τελεστές». 
 

Ορισμός 2.7: Έστω  μια κατηγορία (με μοντέλα ), και έστω 
 ένας συναρτητής. Ο E λέγεται μη αρνητικός όταν το E(C) 

είναι μη αρνητικό για κάθε αντικείμενο C, ενώ λέγεται (M -)ακυκληματικός, 
όταν το E(C) είναι ακυκληματικό για κάθε αντικείμενο 

C M
: ( )RE Comp Mod→C

b( )C O∈ C

-)ε
<

(∈ ). Τέ-
λος, ο συναρτητής E ονομάζεται (M )ελεύθερος όταν τα i-οστά τμήματα E

M
- i  τού E 

είναι (M λεύθερα για κάθε i. Ισοδύναμα, ο E είναι μη αρνητικός όταν 
, και (M -)ακυκληματικός όταν 0, 0iE i= ∀ 0i∀ > , ( ) 0iH E =  ως συναρτητής 

(και αντιστοίχως, ως συναρτητής περιορισμένος στο ). M
Στην περίπτωση μη αρνητικού συναρτητή, μπορούμε να επεκτείνουμε κάθε 

E(C) επισυνάπτοντας τον 0
0 1( ) co ker 0C CE C π⎯⎯→ ∂ ⎯⎯→  (βλ. παρατήρηση στον 

ορισμό 1.1). Ο είναι συναρτητής αφού ισούται με τον , ενώ η 
συλλογή των επιμορφισμών π

1co ker C∂ 0H ED

C είναι φυσικός μετασχηματισμός  
(επειδή ο H

0 0E H→ DE

0(E0( f )) είναι απλώς ο ομομορφισμός που επάγεται από τον Ε0( f ), 
μεταβαίνοντας στο πηλίκο). Συνεπώς, η έννοια τού «αλυσωτού συμπλόκου συ-
ναρτητών»  επεκτείνεται στην περίπτωση που αυτό είναι μη αρνητικό, όπως 
ακριβώς συμβαίνει και με τα συνήθη αλυσωτά σύμπλοκα. 

 
Θεώρημα 2.8 (Ακυκληματικά Μοντέλα): Έστω  ότι η  είναι μια κατηγορία με 
μοντέλα  και ότι οι  είναι μη αρνητικοί συναρτητές, με 
τον μεν F -ελεύθερο, τον δε Ε -ακυκληματικό. Τότε: 

C
M , : ( )RF E Comp Mod→C

0

M M
 
(i) Για κάθε φυσικό μετασχηματισμό 0: H F H Eϕ →  υπάρχει φυσικός αλυσωτός 
μετασχηματισμός : F Eτ →  ο οποίος επεκτείνει τον φ, δηλαδή 0eϕ ε τ=D D . 
(Λέγοντας «φυσικό αλυσωτό μετασχηματισμό» εννοούμε έναν φυσικό μετασχη-
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ματισμό : F Eτ →  ή ισοδύναμα έναν «αλυσωτό μετασχηματισμό» μεταξύ των 
δυο «αλυσωτών συμπλόκων» που αντιστοιχούν στους F, E). Δηλαδή υπάρχει ένα 
μεταθετικό διάγραμμα: 

 

02 1

2 1

2 1

2 1 0 0

2 1 0 0

0

0

ed dF F F H F

E E E H E

ττ τ ϕ

ε

∃∃ ∃

∂ ∂

⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→ ⎯⎯→ ⎯⎯→
↓ ↓ ↓↓

…
#
…

 
(ii) Εάν ,τ τ ′είναι φυσικοί αλυσωτοί μετασχηματισμοί που επεκτείνουν τον φ, 
τότε οι ,τ τ ′  είναι φυσικώς αλυσωτώς ομότοποι, ήτοι υπάρχει ακολουθία 
φυσικών μετασχηματισμών , τέτοια ώστε  :k ks F E→ k k1 1k k k k ks s d τ τ+ − ′∂ + =D D − . 

 
(iii) Εάν αμφότεροι οι Ε και F είναι -ελεύθεροι και -ακυκληματικοί, και ο 
φ φυσική ισοδυναμία, τότε κάθε φυσικός αλυσωτός μετασχηματισμός υπεράνω 
τού φ είναι φυσική αλυσωτή ισοδυναμία. Δηλαδή εάν ο 

M M

: F Eτ →  είναι φυσικός 
αλυσωτός μετασχηματισμός, τότε υπάρχει ένας : E Fσ → , τέτοιος ώστε: 

,  F EId Idσ τ τ σD � D � , όπου : , :F EId F F Id E E→ →  είναι οι ταυτοτικοί φυσικοί 
μετασχηματισμοί. 

 
Απόδειξη: (i) Κατασκευάζουμε τους :n nF Enτ →  εργαζόμενοι επαγωγικά επί 
τού . Η ύπαρξη τού τ0n∈` 0 προκύπτει κατόπιν εφαρμογής τού λήμματος 2.6 
στο κάτωθι διάγραμμα: 
 

 0

0 0

0 0

0

0

eF H F

E H E
τ ϕ

ε

∃

⎯⎯→ ⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→
↓ ↓↓  

 
Άρα υπάρχει τ0 , τέτοιο ώστε 0 eε τ ϕ=D D . Ομοίως για 1=n : 

  

 
0 0

0

1

1

0

1

1

1 0

edF F H

E E
ττ ϕ

ε∂

∃

⎯⎯→⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→ ⎯⎯→
↓ ↓↓

F

H E

F

 

 
(διότι η κάτω γραμμή είναι προφανώς -ακριβής, και μάλιστα ακριβής για 
κάθε C, και στα δύο διαγράμματα.)  

M

 
Συνεχίζουμε επαγωγικά όπως στο 1.2 (iii): 

 

 
1

1 2

1

1 2

1 2

n

n

n

n n

n n

n n n

n n n

d dF F

E E E
τ τ τ

−

− −

−

− −

− −∂ ∂

∃

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
↓↓ ↓  
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Άρα υπάρχει ακολουθία φυσικών μετασχηματισμών 
0

( )n nτ ∈` , τέτοια ώστε να 
ισχύει :n n nF E→ nnnn dtt DD 1−=, ∂  για κάθε  και 1≥n eft DD =0ε .  τ

 
(ii) Ας υποθέσουμε ότι οι ,τ τ ′  είναι φυσικοί αλυσωτοί μετασχηματισμοί που 
επεκτείνουν τον φ. Ορίζουμε :k k kθ τ τ ′= − . Αναζητούμε φυσικούς μετασχηματι-
σμούς , τέτοιους ώστε 1:k k ks F E +→ 1 1k k k ks s d kθ+ −∂ +D D =

0

. Θέτουμε s-1 := 0 και 
κατασκευάζουμε τους sn αναδρομικά ως προς : 0n ≥
Επειδή 0eϕ ε τ ε τ ′= =D D D , έχουμε 0 0ε θ =D , οπότε το ακόλουθο διάγραμμα 

μετατίθεται και από το λήμμα 2.6 υπάρχει s0 ώστε: 
 

0

1

0

0 0

1 0

0
s

Id

0

F F

E E
θ

ε∂

∃

⎯⎯→⎯⎯⎯→

⎯⎯→ ⎯⎯→
↓↓ ↓

H E

0

 

 
με 1 0 1 0 1 0 1 00s s s s d θ−∂ = ∂ + = ∂ + =D D D D , ενώ για το επαγωγικό βήμα θεωρούμε 
το διάγραμμα: 

 

1

11 1

0
k k k k

k k

Id
k k

s d

k k

s

k

F F

E E
θ −

+
E −

∃ −

∂ ∂+

⎯⎯→⎯⎯⎯→

⎯⎯⎯→ ⎯⎯⎯→
↓ ↓↓ D  

 
Προφανώς, 1 1 1 2( ) ( ) (k k k k k k k k k k k k k k 1) ks d s d s d dθ θ θ θ− − − −∂ − = ∂ − ∂ = ∂ − −D D D D D D D − D

1

  
(αφού 1 2 1k k k k ks s d θ− − −∂ + =D D −

1 0
) 

1 1 2 1( ) ( )k k k k k k k k k k k k k k ks d d s d d dθ θ θ θ θ− − − − −⇒ ∂ − = ∂ − + = ∂ − =D D D D D D D D , 
επειδή ο θ είναι φυσικός αλυσωτός μετασχηματισμός.  
Αυτό αποδεικνύει και τον ισχυρισμό στη σημείωση τού θεωρήματος 1.2.(iii), 

σε πολύ μεγαλύτερη γενικότητα. 
 

(iii) Εάν ο φ είναι φυσική ισοδυναμία, τότε έχει αντίστροφο . 
Από το (i) υπάρχει φυσικός αλυσωτός μετασχηματισμός 

1
0 0: H E H Fϕ− →

: E Fσ → που επεκτεί-
νει την 1ϕ− . Άρα ο : F Fσ τ →D είναι αλυσωτός μετασχηματισμός που επεκτεί-
νει την 

0

1
H FIdϕ ϕ− =D . Και επειδή το ίδιο κάνει και ο ταυτοτικός, έχουμε 

FIdσ τD � . Ομοίως αποδεικνύεται ότι EIdτ σD � . Άρα ο τ  είναι μια φυσική 
αλυσωτή ισοδυναμία.                                                                                                   ▫ 

 
Σχόλια: Τα αποτελέσματα τής δεύτερης ενότητας μπορούν να θεωρηθούν γενι-
κεύσεις των αντιστοίχων τής πρώτης. Συγκεκριμένα, το λήμμα 2.5 είναι γενί-
κευση τής καθολικής ιδιότητας των ελευθέρων R-μοδίων, ενώ το λήμμα 2.6 και 
το θεώρημα 2.8 των ακυκληματικών μοντέλων γενικεύουν αντίστοιχα τα (i) και 
(ii) τού θεωρήματος 1.2. Επίσης, δεν είναι απαραίτητο να υποθέσουμε ότι 
έχουμε «κατηγορίες συναρτητών» για να τα εφαρμόσουμε. 
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Το 2.8 αξίζει ιδιαίτερη προσοχή: Μας δίνει την δυνατότητα να κατασκευά-
σουμε φυσικούς αλυσωτούς μετασχηματισμούς και φυσικές αλυσωτές ομοτοπίες 
μεταξύ αυτών. Η μόνη προϋπόθεση, πέραν τού ότι η άνω γραμμή οφείλει να 
αποτελείται από ελεύθερους συναρτητές, είναι να ισχύει Hn(E(M)) = 0 για θε-
τικά n, μόνο για τα αντικείμενα Μ τής . Το 2.8 θα μας επιτρέψει σε ό,τι 
ακολουθεί να αποδείξουμε το Θεώρημα των Eilenberg και Zilber, εφαρμόζο-
ντάς το σε κατάλληλους συναρτητές. Εξάλλου, ακόμη και το ότι η ιδιάζουσα 
θεωρία ομολογίας  πληροί το «αξίωμα τής ομοτοπίας» μπορεί να αναχθεί σε 
αυτό το θεώρημα (βλ. Rotman [4], σελ. 244). 

M

 
▬▬▬ 

ΕΝΟΤΗΤΑ  3:  Η ΑΠΟΔΕΙΞΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤΩΝ EILENBERG ΚΑΙ ZILBER. 
 
Έστω  η κατηγορία των τοπολογικών χώρων και έστω Top 2Top  η κατηγο-

ρία που έχει ως αντικείμενα ζεύγη τοπολογικών χώρων και ως μορφισμούς 
ζεύγη συνεχών συναρτήσεων μεταξύ αυτών. Ορίζουμε δύο μη αρνητικούς συ-
ναρτητές: , ως εξής: 2, : ( )RF E Comp Mod→Top

(i) , όπου : ( , ) ( ; ),  ( , ) ( )F X Y S X Y R f g S f g• •× ×6 6
 

: ,  :f X X g Y Y′ ′→ → , :f g X Y X Y′ ′× × → × , 
 
με τύπο 

( )( , ) : ( ( ), ( ))f g x y f x g y× = . 
 
(ii) , ( ,: ( , ) ( ; ) ( ; )RE X Y S X R S Y R• •→ ⊗ ) ( ) ( )Rf g S f S g• •⊗6 . 

 
Βήμα 1:   Οι συναρτητές F, E είναι M -ακυκληματικοί, όπου  
 

{ }0 0( , ) : ( , )p q p q= Δ Δ ∈ ×` `M . 

 
Πράγματι· ο  είναι συσταλτός για κάθε p, q, ως γινόμενο συσταλτών 
τοπολογικών χώρων,  οπότε 

pΔ ×Δq

( , ) 0p qF •Δ Δ = , ήτοι το μηδενικό αλυσωτό σύ-
μπλοκο, το οποίο είναι προφανώς ακυκληματικό. Επιπροσθέτως, από το αλγε-
βρικό θεώρημα τού Künneth, σε συνδυασμό με το καθολικό θεώρημα συντελε-
στών, προκύπτει ότι το τανυστικό γινόμενο ακυκληματικών συμπλόκων είναι 
ακυκληματικό. Επειδή το  είναι ακυκληματικό για κάθε p, έχουμε  ( ;pS• Δ )R
 

2
0( ( ; ) ( ; )) 0,  0,  ( , )n p R qH S R S R n p q• •Δ ⊗ Δ = ∀ > ∈` , 

 
οπότε ο Ε είναι ακυκληματικός και ως προς την . M

 
Βήμα 2:  Αμφότεροι οι  F, E  είναι -ελεύθεροι, διότι:  M
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(i) Το  είναι εξ ορισμού ελεύθερο για κάθε ζεύγος τοπολογικών χώ-
ρων X, Y. Επίσης, για κάθε παγιωμένο  η -οικογένεια στοιχείων 

( ;S X Y R• × )
0p ≥ M

{ }(( , ), )p p pdΔ Δ  τού F, με  τη διαγώνιο απεικόνιση τού Δ: ( ,pd x x x6 ) p ιδωμένη 

ως στοιχείο τού Sp(Δp
2;R), αποτελεί μια βάση τού Fp. Για κάθε C = (Χ,Υ) το σύ-

νολο 
  
{ } { }1 2 1,2( ( )( ) |  όπου : ( , ) ( , ) ( ) | : ,p p p p pF d X Y d X Yσ σ σ σ σΔ Δ → = × Δ →D  

{ }| : p X Yσ σ= Δ → ×   

 
είναι μια βάση τού R-μοδίου ( ; ) (pS X Y R F C)p× = . (Εν προκειμένω, 
χρησιμοποιήσαμε την καθολική ιδιότητα τού γινομένου: Η 1 2( ) pdσ σ× D  είναι 
απλώς η απεικόνιση που καθορίζεται μονοσήμαντα από τις 1,2σ ). 
(ii) Το τανυστικό γινόμενο δύο ελεύθερων συμπλόκων είναι και πάλι ελεύθερο, 
αφού ευθέα αθροίσματα και τανυστικά γινόμενα ελευθέρων R-μοδίων είναι 
επίσης ελεύθεροι (βλέπε [Σ.Ο.Α.] 1.6.17, σελ. 47, και 3.4.6, σελ. 151). Άρα και 
το   
 

( ; ) ( ; )RS X R S Y R• •⊗ = Ε(C) 
 
είναι ελεύθερο για κάθε C = (X, Y). Ειδικότερα, για παγιωμένο , έχουμε  0n ≥

 
( ( ; ) ( ; )) ( ; ) ( ; ) ( )R n p R q n

p q n
S X R S Y R S X R S Y R E C• •

+ =

⊗ = ⊗ =⊕  

 
με το σύνολο { }1 2 1 2| : , : ,R p qX Y p qσ σ σ σ n⊗ Δ → Δ → + =  (για την ακρίβεια, με 

τις εικόνες τους στο ευθύ άθροισμα) ως βάση του. Άρα λοιπόν, εάν για τυχόν μη 
αρνητικό p θεωρήσουμε την :

p p pId pδΔ = Δ → Δ , ιδωμένη ως ιδιάζουσα p-αλυ-

σίδα, το σύνολο  
 

{ }( ; ) ( ; ) :p R q p p R q qS R S R p qδ δ⊗ ∈ Δ ⊗ Δ + = n , 

 
όπου ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( , )p p R q q k p R l q n p q

k l n
S R S R S R S R E

+ =

Δ ⊗ Δ ⊆ Δ ⊗ Δ = Δ Δ⊕ ,  

αποτελεί -στοιχείο τού συναρτητή EM n.  
 
Εάν 1 2( , ),  : ( , ) ,  με p qC X X C p q nσ= Δ Δ → + =

2

, έχουμε  

1 2 1 1 2( , ),  όπου : ,  :p qX Xσ σ σ σ σ= Δ → Δ → , 
οπότε 
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{ }( )( ) | : ( , ) ,n p R q p qE Cσ δ δ σ⊗ Δ Δ → +p q n=  

1 2 1,2 , 1,2( ( ) ( ))( ) | : ,k l p R q p q
k l n

S S X p qσ σ δ δ σ
+ =

⎧ ⎫= ⊗ ⊗ Δ → +⎨ ⎬
⎩ ⎭⊕ n=  

{ }1 2 1,2 , 1,2( ( ) ( ))( ) | : ,p q p R q p qS S X p qσ σ δ δ σ= ⊗ ⊗ Δ → + n=  

{ }1 2 1,2 , 1,2( ( )( ) ( )( ) | : ,p p R q q p qS S X pσ δ σ δ σ= ⊗ Δ → + q n=  

{ }1 2 1,2 , 1,2( ) ( ) | : ,p R q p q X p q nσ δ σ δ σ= ⊗ Δ → +D D =  

{ }1 2 1 1 2 2| : ,  :  ,R p qX X pσ σ σ σ= ⊗ Δ → Δ → + =q n , που είναι βάση τού En(C). 

 
Βήμα 3: Θα κατασκευάσουμε μια φυσική ισοδυναμία 0: H F H E0ϕ → . Για κάθε 
τοπολογικό χώρο X γνωρίζουμε ότι   

 
sing

0 0( ( ; )) ( ; ) ( ( ))RH S X R H X R Fr X• = ≅ P , 
 

όπου  το σύνολο των δρομοσυνεκτικών συνιστωσών τού X. Για κάθε (X,Y) 
υπάρχει μια αμφίρριψη  

( )XP

 
( ) ( ) ( ),  ( ( ), (X Y ))X Y X Y C pr C pr× → × 6P P P C

P

•

•

 
 

και για οιουσδήποτε X, Y  υφίστανται φυσικοί ισομορφισμοί:  
 

( ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))R R R R RFr X Y Fr X Y Fr X Fr Y× ≅ × ≅ ⊗P P P P , 
 

(βλ. [Σ.Ο.Α] 3.4.6, σελ. 151), οπότε  
 

0 0 0( ( ; )) ( ( ; )) ( ( ; ))RH S X Y R H S X R H S Y R• •× ≅ ⊗ . 
 

Επίσης, λόγω τού θεωρήματος τού Künneth και τού καθολικού θεωρήματος συ-
ντελεστών έχουμε φυσικούς ισομορφισμούς:  

 
0 0 0( ( ; )) ( ( ; )) ( ( ; ) ( ; ))R RH S X R H S Y R H S X R S Y R• • •⊗ ≅ ⊗ , 

 
διότι τα Tor για αρνητικούς δείκτες είναι μηδέν. (Το ότι αυτοί οι ισομορφισμοί 
είναι φυσικοί σημαίνει ακριβώς ότι προέρχονται από φυσικές ισοδυναμίες, κάτι 
που μπορεί να αποδειχθεί λεπτομερώς). 
Επομένως, κατασκευάσαμε τη ζητούμενη φυσική ισοδυναμία και αρκεί να 
εφαρμόσουμε το θεώρημα 2.8. προκειμένου να καταλήξουμε στην απόδειξη τού 
θεωρήματος των Eilenberg και Zilber (πρβλ. εισαγωγή).   ▫ 
 

▬▬▬ 
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