
ÐáíåðéóôçìéáêÜ ÌáèçìáôéêÜ Êåßìåíá

4

ÅðéìÝëåéá ÓåéñÜò: Íßêïò Ìáñìáñßäçò

ÊáèçãçôÞò Ìáèçìáôéêþí Ðáíåðéóôçìßïõ Éùáííßíùí

ÁÈÇÍA 2002



Ðáíåðéóôçìéáêá Ìáèçìáôéêá Êåéìåíá

1. Rotman, J.J.: Èåùñßá Galois, xii+185 óåëßäåò, Ýôïò åêäüóåùò 2000.

2. Rudin, W.: Áñ·Ýò ÌáèçìáôéêÞò Áíáëýóåùò, xvi+524 óåëßäåò, Ýôïò åêäüóåùò 2000.

3. Fine, B. & Rosenberger, G.: Ôï Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ¢ëãåâñáò, xix+264 óåëßäåò,

Ýôïò åêäüóåùò 2001.



Mark Antony Armstrong

ÏìÜäåò êáé Óõììåôñßá

ÌåôÜöñáóç áðü ôá áããëéêÜ, ðñüëïãïò óôçí åëëçíéêÞ Ýêäïóç,

éóôïñéêÜ êáé âéâëéïãñáöéêÜ óõìðëçñþìáôá,

êáé åðéóôçìïíéêÞ åðéìÝëåéá:

ÄçìÞôñéïò É. ÍôáÞò

ÁÈÇÍA 2002



Ôßôëïò Ðñùôïôýðïõ: Groups and Symmetry

ÓõããñáöÝáò: Ì.Á. Armstrong

�êäïóç: 1988, Springer -Verlag,
New York, Berlin, Heidelberg

Copyright c©1988: Springer-Verlag New York, Inc.
Copyright c©2002 ãéá ôçí åëëçíéêÞ ãëþóóá: Leader Books A.E.

ÌåôÜöñáóç áðü ôá áããëéêÜ, çëåêôñïíéêÞ
åðåîåñãáóßá êáé åð. åðéìÝëåéá: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

Äñ. Ðáí/ìßïõ Âüííçò
Åðßêïõñïò êáèçãçôÞò ôïý ÔìÞìáôïò
Ìáèçìáôéêþí êáé ÓôáôéóôéêÞò
ôïý Ðáí/ìßïõ Êýðñïõ
e-mail: ddais@ucy.ac.cy

ÃëùóóéêÞ ÅðéìÝëåéá: Êáôåñßíá Ëáãïý

Öéëüëïãïò, e-mail: klagou@cc.uoi.gr

Ôå·íéêÞ ÅðéìÝëåéá Ó·çìÜôùí êáé
ÕðïóôÞñéîç Ëïãéóìéêïý: ÁëÝîáíäñïò Ðïëýìåñïò

Öõóéêüò, Åéäéêüò ÁíÜðôõîçò Ëïãéóìéêïý
e-mail: apolimer@panafonet.gr

ÓåéñÜ: ÐáíåðéóôçìéáêÜ
ÌáèçìáôéêÜ Êåßìåíá

ÅðéóôçìïíéêÞ ÅðéìÝëåéá ÓåéñÜò: Íßêïò Ìáñìáñßäçò

ÊáèçãçôÞò ôïý ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí
ôïý Ðáíåðéóôçìßïõ Éùáííßíùí
e-mail: nmarmar@cc.uoi.gr

1ç Ýêäïóç ãéá ôçí ÅëëÜäá: 2002

ISBN 960-7901-28-X

Åêäüóåéò

LEADER BOOKS A.E.

ÐáíáãÞ Êõñéáêïý 17, Áìðåëüêçðïé,

11521 ÁèÞíá

Ôçë.: 010/64.52.825-64.50.048, Fax: 010/64.49.924

web-page: http://www.leaderbooks.com, e-mail: info@leaderbooks.com

ÐáñáãùãÞ: Cosmoware

Áã. ÉùÜííïõ 53, Áãßá ÐáñáóêåõÞ

Ôçë.: 010/60.13.922, Fax: 010/60.01.642

Áðáãïñåýåôáé êÜèå ìïñöÞò áíáðáñáãùãÞ ìÝñïõò Þ üëïõ ôïý âéâëßïõ

ìå ïðïéïäÞðïôå ìÝóï ·ùñßò ôçí Ýããñáöç Üäåéá ôïý åêäüôç êáé ôïý óõããñáöÝá.



Ðñüëïãïò ôïý ìåôáöñáóôÞ

• ÏìÜäåò. Ç Èåùñßá ÏìÜäùí åßíáé Ýíáò áðü ôïõò ðëÝïí âáóéêïýò êëÜäïõò ôÞò

¢ëãåâñáò ìå åöáñìïãÝò åêôåéíüìåíåò óå üëï ôï öÜóìá ôùí èåôéêþí åðéóôçìþí.

Èá ìðïñïýóå êáíåßò íá éó·õñéóèåß ìå âÜóéìá åðé·åéñÞìáôá üôé ç Ýííïéá ôÞò

ïìÜäáò «åíõðÞñ·å» Þäç (åììÝóùò ðëçí óáöþò) óå äéÜöïñåò åñãáóßåò ôùí ìáèç-

ìáôéêþí ôÞò áñ·áéüôçôáò. Ùò áëãåâñéêÞ äïìÞ ðñùôïðáñïõóéÜóèçêå óå áñéèìï-

èåùñçôéêÝò åñãáóßåò ôùí L. Euler (1707-1783), C.-F. Gauss (1777-1855) ê.Ü. êáôÜ

ôá ôÝëç ôïý 18ïõ êáé ôéò áñ·Ýò ôïý 19ïõ áéþíá, êáé, åí óõíå·åßá, óôç èåùñßá ìåôá-

ôÜîåùí ôùí èÝóåùí ìçäåíéóìïý áëãåâñéêþí åîéóþóåùí1 ôùí J.-L. Lagrange (1736-

1813), E. Galois (1811-1832) ê.Ü. Ùóôüóï, ï ôåëéêþò êáèéåñùèåßò «ïñéóìüò» ôçò,

üðùò ôïí áíôéëáìâáíüìáóôå óôéò çìÝñåò ìáò, áðïêñõóôáëëþèçêå óå Ýíá Üñèñï2

ôïý A. Cayley (1821-1895) ôï ïðïßï äçìïóéåýèçêå ôï 1854, êáèþò êáé óå êáôïðé-

íÝò äçìïóéåýóåéò3 ôïõ ðåñß ôá ìÝóá ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1870. (Áñêåôïß éóôïñéêïß

õðïãñáììßæïõí êáé ôçí ðïëýôéìç óõìâïëÞ ôùíR.Dedekind (1831-1916), C. Jordan

(1838-1922) êáé W. van Dyck (1856-1934) óôçí ðáãßùóç áõôïý ôïý ïñéóìïý.)

Ç Èåùñßá ÏìÜäùí óýíôïìá äéåõñýíèçêå, áõôïíïìÞèçêå, êáé -ìå ôçí ðÜñïäï

ôïý ·ñüíïõ- êáôÝóôç áðáñáßôçôç ôüóï ãéá ôç äéäáóêáëßá ôùí áñ·þí ôÞò Óýã·ñï-

íçò ¢ëãåâñáò üóï êáé ãéá ôç ìåëÝôç ðëïõóéïôÝñùí ìáèçìáôéêþí äïìþí.

• Óõììåôñßá. Óôçí êáèïìéëïõìÝíç ìå ôç ëÝîç óõììåôñßá åêöñÜæïõìå ôçí áíá-

ãùãÞ óå êÜðïéï ìÝôñï Ý·ïíôáò óôïí íïõ ìáò ôçí áñìïíéêÞ êáé éóïññïðçìÝíç

ó·Ýóç ðïõ äéÝðåé ôá ìÝñç åíüò üëïõ. Óôçí áñ·áéïåëëçíéêÞ ãñáììáôåßá ôï åðßèåôï

óýììåôñïò áíôéóôïé·åß êõñßùò óôï åðßèåôï ñçôüò.

Ï óõó·åôéóìüò ôÞò ìáèçìáôéêÞò õëïðïßçóçò ôÞò óõììåôñßáò ìå ôçí ðïéïôéêÞ

1Ðñâë. Rotmann J.J.: Èåùñßá Galois, Ð.Ì.Ê., Ôüìïò 1, óå ìåôÜöñáóç êáé åð. åðéìÝëåéá Í. Ìáñìáñßäç, áðü ôéò
åêäüóåéò Leader Books, ÁèÞíá 2000.

2
Cayley A.: On the theory of groups, as depending in the symbolic equation Θn = 1, Phil. Mag. 7, (1854).

3Ðñâë. Scholz E. (Hrsg.): Geschichte der Algebra, B.I., Mannheim, 1990, óåë. 309.
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áéóèçôéêÞ äéÜôáîç êáé ôç ìïñöéêÞ áíáëïãßá äéáöüñùí ó·çìáôéóìþí ðïõ áðá-

íôïýí óôç öýóç, óôï æùéêü âáóßëåéï Þ áêüìç êáé óå ðïéêßëá äçìéïõñãÞìáôá ôÞò

æùãñáöéêÞò, ôÞò ãëõðôéêÞò, ôÞò áñ·éôåêôïíéêÞò, ôÞò ìïõóéêÞò êáé ôùí Üëëùí êá-

ëþí ôå·íþí ðåñéãñÜöåôáé êáôÜ ôñüðï õðïäåéãìáôéêü óôï ðáóßãíùóôï (êáé åíèÝñ-

ìùò óõíéóôþìåíï) óýããñáììá4 ¥1] ôïý Hermann Weyl5.

Áðü óõíïëïèåùñçôéêÞ Üðïøç ïìéëïýìå åíßïôå ãéá ïìÜäá óõììåôñéþí åíüò óõ-

íüëïõ X åííïþíôáò ôéò áìöéññéðôéêÝò óõíáñôÞóåéò áðü ôïX åðß ôïý åáõôïý ôïõ,

Þôïé ôéò ìåôáôÜîåéò ôïý X (ìáæß ìå ôç óõíÞèç ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò). Áðü ôçí êá-

èáñþò ãåùìåôñéêÞ óêïðéÜ åßèéóôáé íá áíáöåñüìáóôå óå óõììåôñßåò õðïíïþíôáò

ôá ìÝëç ôÞò ïìÜäáò ôùí ïñèïãùíßùí ìåôáó·çìáôéóìþí (ðñâë. êåö. 9).

Ç ïìáäïèåùñçôéêÞ åñìçíåßá ãåùìåôñéêþí éäéïôÞôùí åðéðÝäùí ó·çìÜôùí êáé

óôåñåþí óùìÜôùí (óôïí ôñéóäéÜóôáôï ·þñï) áêïëïýèçóå ìéá ìáêñÜ éóôïñéêÞ ðï-

ñåßá° ßóùò, ìÜëéóôá, ç ·ñïíéêÞ áðáñ·Þ ìéáò óõóôçìáôéêÞò ìåëÝôçò ôçò íá ìðï-

ñåß íá ôïðïèåôçèåß óôï Ýôïò 1872, ïðüôå êáé åìöáíßæåôáé ôï ðåñßöçìï Erlanger

Programm ôïý Felix Klein (1849-1925), óýìöùíá ìå ôï ïðïßï üëåò ïé ãíùóôÝò «ãåù-

ìåôñßåò» åßíáé äõíáôüí íá ðåñéãñáöïýí ìÝóù êáôáëëÞëùí ïìÜäùí ìåôáó·çìáôé-

óìþí6.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, óôï åðßðåäï, ç ÐñïâïëéêÞ Ãåùìåôñßá áó·ïëåßôáé ìå åêåßíåò

ôéò éäéüôçôåò ôùí ó·çìÜôùí, ïé ïðïßåò ìÝíïõí áíáëëïßùôåò ùò ðñïò ôïõò ðñïâï-

ëéêïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò, ç Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá ìå ôéò éäéüôçôåò ðïõ ìÝíïõí

áíáëëïßùôåò ùò ðñïò üëá ôá óôïé·åßá ôÞò åõêëåßäåéáò ïìÜäáò (ðñâë. êåö. 24)

ê.ï.ê. Áíôéóôïß·ùò, ç ÅëëåéðôéêÞ êáé ç ÕðåñâïëéêÞ Ãåùìåôñßá ·áñáêôçñßæïíôáé

áðü ôéò ïìÜäåò ôùí ðñïâïëéêïôÞôùí ðïõ ìåôáöÝñïõí ìéá êáôÜëëçëç êùíéêÞ ôïìÞ

(Þ, óôç äéÜóôáóç ôñßá, ìéá êáôÜëëçëç äåõôåñïâÜèìéá åðéöÜíåéá) óôïí åáõôü ôçò.

• Ôï êñßóéìï åñþôçìá. Ôé åßäïõò ðñüóâáóç óôç Óôïé·åéþäç Èåùñßá ÏìÜäùí

åßíáé åðéèõìçôÞ ðñïêåéìÝíïõ íá åéóáãÜãïõìå ðñïðôõ·éáêïýò öïéôçôÝò óôá ðñþôá

èåìåëéþäç áðïôåëÝóìáôÜ ôçò;

Ôï åñþôçìá áõôü åðéäÝ·åôáé, âåâáßùò, ðïéêßëåò áðáíôÞóåéò åîáñôþìåíåò áðü

ôïí äéáèÝóéìï ·ñüíï ãéá ôçí ðáñïõóßáóÞ ôçò, ôéò ðñïôéìÞóåéò ôïý åêÜóôïôå äéäÜ-

óêïíôïò êáé ôï ãåíéêüôåñï åðßðåäï ôïý áêñïáôçñßïõ. Ùóôüóï, äåí èá ðñÝðåé íá

äéáöåýãåé ôçí ðñïóï·Þ ìáò ôï üôé ç ðñüùñç ôÜóç èåìáôïëïãéêÞò åîåéäßêåõóçò,

ç ðñïóêüëëçóç óå õðåñöïñìáëéóôéêÝò áíôéëÞøåéò ðåñß ôïý «êáèáñïý» ìáèçìáôé-

4Áñéèìïß åõñéóêüìåíïé åíôüò áãêõëþí ðáñáðÝìðïõí óôç âéâëéïãñáößá ðïõ ðáñáôßèåôáé óôï ôÝëïò ôïý ðáñüíôïò
âéâëßïõ.

5¼ðùò áíáöÝñåé ·áñáêôçñéóôéêÜ ï H. Weyl êëåßíïíôáò ôï åí ëüãù óýããñáììá (âë. óåë. 145): «Ç óõììåôñßá åßíáé
Ýíá áðÝñáíôï èÝìá, óçìáíôéêü ôüóï óôçí ôÝ·íç üóï êáé óôç öýóç. Ôá ÌáèçìáôéêÜ âñßóêïíôáé óôç ñßæá ôçò êáé
èá Þôáí äýóêïëï íá åíôïðßóïõìå êÜôé ðéï êáôÜëëçëï áðü áõôÞí ðñïêåéìÝíïõ íá ðåñéãñÜøïõìå ôç ëåéôïõñãßá ôÞò
ìáèçìáôéêÞò íüçóçò».

6Ãéá ìéá äéåîïäéêÞ éóôïñéêÞ åîÝôáóç ôÞò óõìðüñåõóçò êáé áëëçëïóõìðëÞñùóçò ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí êáé ôÞò Ãåù-
ìåôñßáò ðáñáðÝìðïõìå ôïí áíáãíþóôç óôï âéâëßï ôïý H.Wussing: Die Genesis des abstrakten Gruppenbegriffes, VEB
Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin, 1969.
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êïý ëüãïõ Þ ç ðñùèýóôåñç äïëé·ïäñüìçóç óå ðïëõäáßäáëåò áðïäåéêôéêÝò ôå·íé-

êÝò áðïìáêñýíïõí -êáôÜ êáíüíá- ôïí áñ·Üñéï áðü ôïí ðñþôéóôï óôü·ï ôïõ (ðïõ

äåí ìðïñåß íá åßíáé êáíåßò Üëëïò ðáñÜ ç áðüêôçóç ìéáò åõñåßáò, áëëÜ óõã·ñüíùò

áíåðéôÞäåõôçò êáé èåëêôéêÞò ìáèçìáôéêÞò ðáéäåßáò), åíþ ðáñáëëÞëùò ôïí áðï-

óôåñïýí, óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò, áðü ôç äõíáôüôçôá åíåñãïýò óõììåôï·Þò ôïõ óôá

åêðáéäåõôéêÜ äñþìåíá, ïäçãþíôáò ôïí óå ìéá Üíåõ üñùí õðïôáãÞ ôïõ óôçí îçñÜ

áðïóôÞèéóç êáé óôç âåâéáóìÝíç óõóóþñåõóç ôõðïðïéçìÝíùí ãíþóåùí.

Áêüìç êáé ï ßäéïò ï Felix Klein, óôéò ðáñáäüóåéò ôïõ ãýñù áðü ôçí áíÜðôõîç

ôùí ìáèçìáôéêþí ôïý 19ïõ áéþíá, ðñïåéäïðïéåß ãéá ôïí êßíäõíï ðïõ åëëï·åýåé

áðü ôçí ðáéäáãùãéêÞ ïðôéêÞ ãùíßá, üôáí ï äéäÜóêùí åììÝíåé óå ìéá ôõöëÞ, ó·åäüí

öåôé·éóôéêÞ áöïóßùóç óôçí áîéùìáôéêÞ êáé ôõðïêñáôéêÞ ðñïóÝããéóç ôÞò Èåù-

ñßáò ÏìÜäùí. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, áíáöåñüìåíïò óå ìáèçóéáêÝò äéáäéêáóßåò ðïõ

âáóßæïíôáé óôçí «åî ïõñáíïý ðßðôïõóá» ðñüôáîç ôùí «áîéùìÜôùí» ôÞò ïìÜäáò

õðïãñáììßæåé ôá åîÞò7:

«Åí ðñïêåéìÝíù, ç üðïéá Ýêêëçóç ðñïò ôç öáíôáóßá ôßèåôáé óå äåýôåñç ìïßñá. Áíô� áõ-

ôÞò äéáöõëÜóóåôáé åðéìåëþò ï ëïãéêüò óêåëåôüò, ðñÜãìá ðïõ åêöñÜæåé ìéá ãåíéêÞ ¥ðáéäá-

ãùãéêÞ] êáôåõèõíôÞñéá ãñáììÞ óôçí ïðïßá èá åðáíÝëèïõìå áñêåôÝò öïñÝò êáôÜ ôç äéÜñ-

êåéá ôÞò ¥ðáñïýóáò] ðáñÜäïóçò. ÁõôÞ ç áöçñçìÝíç äéáôýðùóç ¥ôùí áîéùìÜôùí ìÝóù ôùí

ïðïßùí ïñßæåôáé ç Ýííïéá ôÞò ïìÜäáò] åßíáé åîáßñåôç üôáí êáíåßò áó·ïëåßôáé ìå ôçí åðåîåñ-

ãáóßá ôùí áðïäåßîåùí, áëëÜ óå êáìßá ðåñßðôùóç äåí ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò êáôÜëëçëç

ãéá ôçí áíÜðôõîç íÝùí éäåþí êáé ¥åñãáóéáêþí] ìåèüäùí° ãéá íá áêñéâïëïãïýìå, ðñüêåéôáé

ãéá ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá (ôï åðéóôÝãáóìá) ìéáò Þäç ðñïçãçèåßóáò åîåëéêôéêÞò ðïñåßáò.

Ùò åê ôïýôïõ, íáé ìåí äéåõêïëýíåé åðéöáíåéáêþò ôï ìÜèçìá, áöïý êáíåßò ìðïñåß ìÝóù áõ-

ôÞò íá áðïäåßîåé ãíùóôÜ èåùñÞìáôá êáôÜ ôñüðï åýêïëï êáé ðëÞñç , áëëÜ, áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, Ýôóé äõóêïëåýåôáé ï äéäáóêüìåíïò, äéüôé ôßèåôáé áíôéìÝôùðïò ìå êÜôé ôï Þäç ôåôåëå-

óìÝíï, ·ùñßò íá ãíùñßæåé ôï ðþò êáôáëÞîáìå óå áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò êáé ìç ìðïñþíôáò

íá öáíôáóèåß (íá áíáðáñáóôÞóåé óôï ìõáëü ôïõ) áðïëýôùò ôßðïôá. Åí ãÝíåé, áõôÞ ç ìÝ-

èïäïò ¥ðáñïõóßáóçò] ìåéïíåêôåß, êáèüôé äåí óõíôåëåß óôçí êáëëéÝñãåéá ôïý ¥äçìéïõñãéêïý]

óôï·áóìïý. Ôï ìüíï ðïõ áðáéôåßôáé åßíáé íá ìçí ðáñáâáßíïõìå ôéò ôÝóóåñåéò åíôïëÝò8».

Ðáñüôé ç ·ñïíéêÞ áðüóôáóç ðïõ ìáò ·ùñßæåé áðü ôéò áñ·Ýò ôïý ðñïçãïõìÝ-

íïõ áéþíá åßíáé üíôùò áéóèçôÞ, ïöåßëïõìå íá ëÜâïõìå óïâáñÜ õð� üøéí áõôÝò ôéò

ðáñáôçñÞóåéò, äéüôé êÜèå öïéôçôÞò ðïõ ðñùôïóõíáíôÜ ôçí Ýííïéá ôÞò ïìÜäáò åê-

êéíåß -ïýôùò Þ Üëëùò- áðü ôï «óçìåßï ìçäÝí».

ÌÞðùò ëïéðüí èá Þôáí ðéï ðñüóöïñï ôï íá ôïý ðáñÜó·ïõìå áñ·éêþò êÜðïéá

åýëçðôá ðáñáäåßãìáôá óõíüëùí åöïäéáóìÝíùí ìå ìéá óõãêåêñéìÝíç «ðñÜîç»,

áðü ôá ïðïßá íá óõíáãÜãåôáé (åê ôùí õóôÝñùí, ëüãù ôùí ïìïåéäþí éäéïôÞôùí ôÞò

7ÂëÝðå: Klein F.: Vorlesungen über die Entwicklung der Mathematik im 19 Jahrhundert, Teil I,

Springer, 1926, óåë. 335.

8Åäþ õðïíïïýíôáé: ç êëåéóôüôçôá ôÞò (åêÜóôïôå èåùñïõìÝíçò) ðñÜîçò, ç ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôÞò ðñÜîçò, ç
ýðáñîç ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ êáé ç ýðáñîç áíôéóôñüöïõ.
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åí ëüãù ðñÜîçò) êáé ç áäÞñéôç áíÜãêç åéóáãùãÞò ìéáò áëãåâñéêÞò äïìÞò; ÐñÜã-

ìáôé° ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò åíáëëáêôéêÞ áðÜíôçóç óôïùò Üíù åñþôçìá (ìå ðïëëáðëÜ

ðáéäáãùãéêÜ ïöÝëç) äßíåôáé ìÝóù ôÞò ðñïóöõãÞò ìáò óå ðáñáäåßãìáôá áðü ôçí

(êáô� ïõóßáí ó·ïëéêÞ) Ãåùìåôñßá. ºóùò ôá åíäåéêôéêüôåñá åî áõôþí íá åßíáé ïé ðå-

ñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôùí êáíïíéêþí ðïëõãþíùí êáé ôùí êáíïíéêþí óôåñåþí

(ðñâë. êåö. 1, 4, 5, 7, 8 ê.Ü.)

Ï äéäÜóêùí, ·ñçóéìïðïéþíôáò -êáô� áõôüí ôïí ôñüðï- ôçí Ýííïéá ôÞò «óõì-

ìåôñßáò» êáé ôïí áíåîÜíôëçôï ðëïýôï ôùí ãåùìåôñéêþí åöáñìïãþí, åßíáé ðëÝïí

åëåýèåñïò íá äéáìïñöþóåé Ýíá -áðü êÜèå Üðïøç- åíäéáöÝñïí êáé ãïçôåõôéêü ðñï-

ðôõ·éáêü ìÜèçìá, áíáäåéêíýïíôáò ôçí ïìïñöéÜ åíüò ôìÞìáôïò ôùíÌáèçìáôéêþí,

ôï ïðïßï ìðïñåß íá ðñïêýøåé ùò áðïôÝëåóìá óýæåõîçò äéáöïñåôéêþí «êëÜäùí»,

·ùñßò -ùóôüóï- íá åßíáé áíáãêáóìÝíïò íá ðñïâáßíåé óå ôá·õäáêôõëïõñãßåò Þ

íá áðåêäýåôáé ôçí áðáñáßôçôç óõíïäåõôéêÞ áõóôçñüôçôá êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò

üðïéáò åðé·åéñçìáôïëïãßáò ôïõ. (Ôïýôï, âåâáßùò, äåí áðïêëåßåé ôçí ðáñÜëëçëç

Þ êáé êáôïðéíÞ åíáó·üëçóç ìå ôçí ÁöçñçìÝíç Èåùñßá ÏìÜäùí. Ôïõíáíôßïí ìÜ-

ëéóôá° ç ãåùìåôñéêÞ «íïìéìïðïßçóÞ ôçò» åíäÝ·åôáé íá ôçí êáôáóôÞóåé óôáäéáêþò

áêüìç ðéï åëêõóôéêÞ, áöïý åßíáé äõíáôüí íá åîÜøåé ôï åíäéáöÝñïí ôïý áêñïáôÞ

Þ ôïý áíáãíþóôç ãéá ôï ìÝ�ñé ðïý ìðïñåß íá öèÜóåé õðáêïýïíôáò óôéò ðñïáíá-

öåñèåßóåò «ôÝóóåñåéò åíôïëÝò».)

• Ïé «áñåôÝò» ôïý ðáñüíôïò âéâëßïõ. Ï óõããñáöÝáò äéáêñßíåôáé ãéá ôç äõíá-

ôüôçôá íá ðåñéãñÜöåé ïõóéþäç èåùñÞìáôá ìå ôñüðï ëéôü êáé áðÝñéôôï. Ôï âéâëßï

äéáðíÝåôáé áðü Ýíá ðíåýìá «öéëéêü» ðñïò ôïí áíáãíþóôç, ôïí ïðïßï åðéäéþêåé íá

êåñäßóåé ìå ìéá êáô� åîï·Þí «öõóéêÞ» ðáñïõóßáóç ôùí åðéìÝñïõò èåìÜôùí õðü ôï

ðñßóìá ôÞò (ôüóï óçìáßíïõóáò, üðùò ðñïåßðáìå) ãåùìåôñéêÞò ôïõò íïçìáôïäüôç-

óçò. Ç ýëç ôïõ, êáôáíåìçìÝíç óå 28 óýíôïìá êåöÜëáéá, ìðïñåß íá ·ñçóéìïðïéç-

èåß ôüóï ãéá ôç äüìçóç áõôïíüìùí ðáíåðéóôçìéáêþí ðáñáäüóåùí üóï êáé ãéá

ôç äéåîáãùãÞ åíäéáöåñüíôùí óåìéíáñßùí ðñïðôõ·éáêïý åðéðÝäïõ° åîÜëëïõ, åßíáé

éäåþäçò áêüìç êáé ãéá êáô� éäßáí ìåëÝôç, êáèüóïí ðåñéëáìâÜíåé:

(á) ðëçèþñá åðåîåñãáóìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí ðïõ óõíäñÜìïõí óôïí ìç·áíéóìü

êáôáíüçóçò ôÞò áíáðôõóóüìåíçò èåùñßáò,

(â) Üíù ôùí 300 áóêÞóåùí (êõìáéíüìåíïõ âáèìïý äõóêïëßáò) ïé ïðïßåò óõìðëç-

ñþíïõí ôéò ãíþóåéò ðïõ áðïêôþíôáé åíôüò ôïý êõñßùò êåéìÝíïõ,

(ã) ðïëëÜ ãåùìåôñéêÜ ó·Þìáôá ðïõ äéåõêïëýíïõí ôçí áíÜðôõîç ôùí åíïñáôéêþí

éêáíïôÞôùí ôïý áíáãíþóôç, êáé

(ä) âïçèçôéêÝò ìåèïäïëïãéêÝò åðåîçãÞóåéò åíôüò ôùí ðáñå·ïìÝíùí áðïäåßîåùí.

Ïé üðïéåò «Ýîùèåí ðáñåìâÜóåéò» óôçí åëëçíéêÞ Ýêäïóç ðåñéïñßóèçêáí:

(i) óå óýíôïìá éóôïñéêÜ ó·üëéá ôá ïðïßá áíáöÝñïíôáé óôá êáíïíéêÜ ðïëýåäñá

(êåö. 8), óôá ðëåîßäéá (êåö. 12), óôéò ôáîéíïìÞóåéò ôùí áðëþí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜ-

äùí (êåö. 15), ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ðåñéóôñïöþí (êåö. 19), ôùí ïìÜäùí
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ìéêñÞò ôÜîçò (êåö. 20) , êáé óôï èåþñçìá ôùí Nielsen êáé Schreier (êåö. 28),

(ii) óå õðïóçìåéþóåéò äéåõêñéíéóôéêïý ·áñáêôÞñá, êáé

(iii) óôçí Ýíôáîç ôÞò áñßèìçóçò ïñéóìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí, ðñïôÜóåùí êáé ðá-

ñáôçñÞóåùí óôç ëïéðÞ äéðëïøÞöéá áñßèìçóç ôïý âéâëßïõ.

•Ðñïáðáéôïýìåíåò ãíþóåéò. ÁõôÝò åßíáé åí ðåñéëÞøåé ïé áêüëïõèåò:

(á) Áðü ôç Óôïé�åéþäç Óõíïëïèåùñßá. Áðïäï·Þ ôÞò «áðëïúêÞò» èåþñçóçò ôÞò åí-

íïßáò ôïý óõíüëïõ ùò ìéáò óõëëïãÞò êÜðïéùí ðëÞñùò êáèïñéóìÝíùí áíôéêåéìÝ-

íùí (óõíÞèùò ìÝóù ìéáò ·áñáêôçñéóôéêÞò êïéíÞò éäéüôçôáò). Õðïóýíïëá óõíü-

ëïõ. Êåíü óýíïëï (∅). ÔïìÞ (A ∩ B), Ýíùóç (A ∪ B) êáé äéáöïñÜ (A�B) äõï

óõíüëùí A êáé B, êáñôåóéáíü ãéíüìåíï A × B, êáé ïé êýñéåò éäéüôçôÝò ôïõò. Ãå-

íéêåýóåéò áõôþí ôùí åííïéþí êáé éäéïôÞôùí ãéá ïéêïãÝíåéåò óõíüëùí. Äéìåëåßò

ó·Ýóåéò. ÁíáêëáóôéêÝò, óõììåôñéêÝò, áíôéóõììåôñéêÝò êáé ìåôáâáôéêÝò äéìåëåßò

ó·Ýóåéò9. ÓõíÞèåéò ó·Ýóåéò äéÜôáîçò.

(â) Áðü ôïí Ðñïôáóéáêü Ëïãéóìü. Óôï ðáñüí âéâëßï óõíÞèç óýìâïëá áðü ôïí

ðñïôáóéáêü êáé óõíïëïèåùñçôéêü ëïãéóìü, üðùò ð.·. ôá óýìâïëá «∈», «∀»,

«∃», «=⇒», «⇐⇒», «⊆», «�», ôïý «áíÞêåéí», ôïý «ãéá êÜèå», ôïý «õðÜñ·åéí»,

ôÞò áðëÞò êáé áìößðëåõñçò óõíåðáãùãÞò, êáé ôïý (óõíïëïèåùñçôéêïý) «ðåñéÝ-

·åóèáé» êáé «ãíçóßùò ðåñéÝ·åóèáé», áíôéóôïß·ùò, ·ñçóéìïðïéïýíôáé åëåõèÝñùò

(áëëÜ åíôïýôïéò ìå áñêåôÞ öåéäþ).

(ã) Áðü ôç Óôïé�åéþäç Èåùñßá Áñéèìþí 10. ÂáóéêÝò éäéüôçôåò äéáéñåôüôçôáò áêå-

ñáßùí. ÌÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò (ìêä) êáé åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï (åêð)

äýï áêåñáßùí áñéèìþí. Ðñþôïé áñéèìïß. Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ÁñéèìçôéêÞò.

Éóïûðüëïéðïé áñéèìïß, éóïôéìßåò a = b(mod n), êáé ïé êýñéåò éäéüôçôÝò ôïõò.

(ä) ÓõíáñôÞóåéò. Ìéá óõíÜñôçóç f áðü Ýíá óýíïëïX óå Ýíá óýíïëï Y åßíáé ìéá

äéáôåôáãìÝíç ôñéÜäá (X,Y,Γf ) ãéá ôçí ïðïßá:

(i) ôï óýíïëïΓf ⊆ X×Y åßíáé ìéá äéìåëÞò ó·Ýóç áðü ôïX óôï Y ìåðåäßï ïñéóìïý

ôçò ôï Dom(f) = Dom(Γf ) = X, ðåäßï ôéìþí ôçò ôï Rg(f) = Y, êáé åéêüíá ôçò

ôï Im (f) = Im(Γf ) ⊆ Y, êáé

(ii) ãéá êÜèå x ∈ X õðÜñ·åé áêñéâþò Ýíá y ∈ Y, ïýôùò þóôå (x, y) ∈ Γf .

� Ôï óýíïëï Γf ïíïìÜæåôáé ôï ãñÜöçìá ôÞò óõíÜñôçóçò f . Ãéá äïèÝí x ∈ X, ôï

ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï óôïé·åßï y ∈ Y, ãéá ôï ïðïßï (x, y) ∈ Γf , êáëåßôáé ç ôéìÞ

ðïõ ëáìâÜíåé ç f óôï x Þ ç åéêüíá ôïý x ìÝóù ôÞò f , êáé óçìåéþíåôáé ùò y = f(x).

Åðßóçò, åßèéóôáé íá ëÝìå ðùò ç óõíÜñôçóç f óôÝëíåé ôï x íá áðåéêïíéóèåß óôï y.

9Ïé ëåãüìåíåò ó�Ýóåéò éóïäõíáìßáò (Þôïé äéìåëåßò ó·Ýóåéò ïé ïðïßåò åßíáé áíáêëáóôéêÝò, óõììåôñéêÝò êáé ìåôáâáôé-
êÝò) ìåëåôþíôáé åí óðïõäÞ óôï êåöÜëáéï 12 ôïý ðáñüíôïò âéâëßïõ.

10Âë. êåö. 4 (óåë. 135-184) ôïý ó·ïëéêïý âéâëßïõ:

ÌáèçìáôéêÜ ÈåôéêÞò êáé Ôå�íïëïãéêÞò Êáôåýèõíóçò (Â′ ÔÜîçò Åíéáßïõ Ëõêåßïõ), Ï.Å.Ä.Â, Åêä. Ä′, 2001. (ÏìÜäá
óõããñáöÞò: Ë. Áäáìüðïõëïò, Â. ÂéóêáäïõñÜêçò, Ä. ÃáâáëÜò, Ã. Ðïëýæïò, Á. ÓâÝñêïò.)
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Ï óõíÞèçò óõìâïëéóìüò ãéá ìéá óõíÜñôçóç f áðü ôï óýíïëïX óôï óýíïëï Y

åßíáé ï åîÞò:

f : X −→ Y, x 
−→ f(x) .

ÅÜí A ⊆ X êáé B ⊆ Y , ôüôå ôï óýíïëï f(A) = {f(x) | x ∈ A} êáëåßôáé ç åéêüíá

ôïý A, åíþ ôï óýíïëï f−1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B } êáëåßôáé ç áíôßóôñïöç åé-

êüíá Þ ôï áñ�Ýôõðï ôïý B ìÝóù ôÞò f . (ÉäéáéôÝñùò, üôáí A = X, f(X) = Im(f).)

��óôù üôé ç f : X −→ Y åßíáé ìéá óõíÜñôçóç, ôá A,B õðïóýíïëá ôïýX êáé ôá

C,D õðïóýíïëá ôïý Y. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) f(∅) = ∅ = f−1 (∅) , f (X) ⊆ Y.

(ii) A ⊆ B =⇒ f(A) ⊆ f (B) . Êáé áíôéóôïß·ùò, C ⊆ D =⇒ f−1(C) ⊆ f−1 (D) .

(iii) A ⊆ f−1 (f (A)) êáé f
(
f−1 (C)

)
⊆ C.

(iv) f (A ∪B) = f(A) ∪ f(B) êáé f−1 (C ∪D) = f−1(C) ∪ f−1(D).

(v) f (A ∩B) ⊆ f(A) ∩ f(B), åíþ f−1 (C ∩D) = f−1(C) ∩ f−1(D).

(vi) B ⊆ A =⇒ f(A)�f(B) ⊆ f(A�B).

(vii)D ⊆ C =⇒ f−1 (C�D) = f−1(C)�f−1(D).

� �óôù f : X −→ Y ìéá óõíÜñôçóç. ÅÜí U ⊆ X, ôüôå ç f |U : U −→ Y, üðïõ

f |U (x) = f(x), ãéá êÜèå x ∈ U, ëÝãåôáé ðåñéïñéóìüò ôÞò f åðß ôïý õðïóõíüëïõ U.

��óôù g : U −→ Y ìéá óõíÜñôçóç, üðïõ ôïU åßíáé Ýíá õðïóýíïëï åíüò óõíüëïõ

X. ÊÜèå óõíÜñôçóç f : X −→ Y , ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé g = f |U , ïíïìÜæåôáé åðÝ-

êôáóç ôÞò g õðåñÜíù ôïý óõíüëïõX. (Ïé åðåêôÜóåéò ôÞò g õðåñÜíù ôïý óõíüëïõ

X äåí åßíáé êáô� áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíåò.)

�Ìéá óõíÜñôçóç f : X −→ Y ëÝãåôáé

(i) åíñéðôéêÞ (Þ åññéðôéêÞ Þ Ýíá ðñïò Ýíá -óõíÜñôçóç (1-1)), Þ áðëþò Ýíñéøç, üôáí

∀ x, y ∈ X, f (x) = f (y) =⇒ x = y,

(ii) åðéññéðôéêÞ (Þ åðß -óõíÜñôçóç), Þ áðëþò åðßññéøç, üôáí f(X) = Y, äçëáäÞ

üôáí

(∀ y ∈ Y, ∃ x ∈ X : y = f(x)) , êáé

(iii) áìöéññéðôéêÞ (Þ Ýíá ðñüò Ýíá êáé åðß -óõíÜñôçóç), Þ áðëþò áìößññéøç, üôáí

åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé åíñéðôéêÞ êáé åðéññéðôéêÞ.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç 1X : X −→ X, üðïõ 1X(x) = x, ∀x,

x ∈ X, åßíáé ðñïöáíþò áìöéññéðôéêÞ, åíþ ãéá ïéïäÞðïôå õðïóýíïëï A ⊆ X ç

åíèåôéêÞ óõíÜñôçóç 1X |A : A −→ X åßíáé åíñéðôéêÞ.
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��óôù f : X −→ Y ìéá ôõ·ïýóá óõíÜñôçóç. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò:

(i) H f åßíáé åíñéðôéêÞ⇐⇒ (f(A ∩B) = f (A) ∩ f (B) ãéá üëá ôá A,B ⊆ X).

(ii) H f åßíáé åíñéðôéêÞ⇐⇒ (A = f−1 (f (A)) ãéá üëá ôá A ⊆ X).

(iii) H f åßíáé åðéññéðôéêÞ⇐⇒ (f
(
f−1 (C)

)
= C ãéá üëá ôá C ⊆ Y ).

(iv) H f åßíáé áìöéññéðôéêÞ ⇐⇒ (f(X�A) = Y�f (A) ãéá üëá ôá A ⊆ X).

� Áò õðïèÝóïõìå ðùò ïé f : X −→ Y êáé g : Y −→ Z åßíáé äõï óõíáñôÞóåéò. H

óýíèåóç gf ôùí óõíáñôÞóåùí g êáé f (óõìâïëéæüìåíç åíßïôå êáé ùò g ◦ f) åßíáé ç

óõíÜñôçóç

gf : X −→ Z ,

ç ïðïßá ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ (gf)(x) = g(f(x)), ∀x, x ∈ X, Ý·ïíôáò ùò ðåäßï

ïñéóìïý ôçò ôï Dom(gf) = X, ùò ðåäßï ôéìþí ôçò ôï Rg(gf) = Z êáé ùò åéêüíá

ôçò ôçí Im(gf) = Im
(
g
∣∣
Im(f)

)
. Áò óçìåéùèåß üôé, åÜí A ⊆ X êáé B ⊆ Z, ôüôå

(gf) (A) = g(f(A)) êáé (gf)−1 (B) = f−1
(
g−1(B)

)
, åíþ, åÜí ç h : Z −→ W åßíáé

ìéá åðéðñüóèåôç óõíÜñôçóç, ç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí Ý·åé ôçí ðñïóåôáéñéóôéêÞ

éäéüôçôá, Þôïé h (gf) = (hg) f.

�Áò õðïèÝóïõìå ðùò ïé f : X −→ Y êáé g : Y −→ Z åßíáé äõï óõíáñôÞóåéò. Ôüôå

éó·ýïõí ïé áêüëïõèåò óõíåðáãùãÝò:

(i) f, g åíñéðôéêÝò =⇒ gf Ýíñéøç

(ii) f, g åðéññéðôéêÝò =⇒ gf åðßññéøç

(iii) gf Ýíñéøç =⇒ f Ýíñéøç

(iv) gf åðßññéøç =⇒ g åðßññéøç

��óôù f : X −→ Y ìéá óõíÜñôçóç.

(i) Ç f åßíáé åíñéðôéêÞ ⇐⇒ ∃ g : Y −→ X, ïýôùò þóôå gf = 1X .

(ii) Ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ ⇐⇒ ∃ h : Y −→ X, ïýôùò þóôå fh = 1Y .

(iii) Ç f åßíáé áìöéññéðôéêÞ ⇐⇒

{
∃ θ : Y −→ X, ïýôùò þóôå

θf = 1X êáé fθ = 1Y .

Óôçí ðñïêåéìÝíç ðåñßðôùóç, ç óõíÜñôçóç θ åßíáé ìïíáäéêÞ (ùò ðñïò áõôÞí ôçí éäéüôçôá),

óõìâïëßæåôáé éäéáéôÝñùò ùò f−1, êáé ïíïìÜæåôáé áíôßóôñïöïò ôÞò f .

� Äõï óýíïëá X êáé Y ïíïìÜæïíôáé éóïðëçèéêÜ üôáí õðÜñ·åé ìéá áìöéññéðôéêÞ

óõíÜñôçóç ϕ : X −→ Y . �íá óýíïëï X åßíáé ðåðåñáóìÝíï üôáí õðÜñ·åé

Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò n, ôÝôïéïò þóôå ôï X íá åßíáé éóïðëçèéêü ôïý

{1, 2, . . . , n}. Åí ðñïêåéìÝíù, ëÝìå üôé ï n åßíáé ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý X (óç-

ìåéïýìåíïò ùò |X|) Þ üôé ôï ðëÞèïò ôùí óôïé·åßùí ôïýX éóïýôáé ìå n. ÊÜèå (äéÜ-

öïñï ôïý êåíïý) óýíïëï ôï ïðïßï äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíï ïíïìÜæåôáé Üðåéñï Þ
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áðÝñáíôï óýíïëï11. Ìéá åéäéêÞ ïéêïãÝíåéá áðåñÜíôùí óõíüëùí áðïôåëïýí ôá

ëåãüìåíá áñéèìÞóéìá óýíïëá. (�íá áðÝñáíôï óýíïëï X êáëåßôáé áñéèìÞóéìï

üôáí åßíáé éóïðëçèéêü ôïý óõíüëïõ ôùí öõóéêþí áñéèìþí). Ìéá áîéïóçìåßùôç

éäéüôçôá ôùí ðåðåñáóìÝíùí óõíüëùí åßíáé ç åîÞò: �óôù üôé ôá X êáé Y åßíáé

äõï ðåðåñáóìÝíá óýíïëá. ÕðïèÝôïõìå üôé ôáX êáé Y åßíáé éóïðëçèéêÜ êáé üôé ç

f : X −→ Y åßíáé ìéá ôõ·ïýóá óõíÜñôçóç áðü ôïX óôï Y . Ôüôå Ý·ïõìå:

(ç f åßíáé åíñéðôéêÞ) ⇐⇒ (ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ) .

(å) ÂáóéêÝò éäéüôçôåò ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí. Ôï óýíïëï ôùí ðñáãìá-

ôéêþí áñéèìþí R. ÐñÜîåéò êáé éäéüôçôåò ðñáãìáôéêþí áñéèìþí. ÐñáãìáôéêÝò óõ-

íáñôÞóåéò. ÔñéãùíïìåôñéêÝò óõíáñôÞóåéò. Êýñéåò ôñéãùíïìåôñéêÝò ôáõôüôçôåò12.

Ôï óýíïëï ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C. ÐñÜîåéò êáé éäéüôçôåò ìéãáäéêþí áñéè-

ìþí. Áðüëõôç ôéìÞ êáé ãåùìåôñéêÞ ðáñÜóôáóç åíüò ìéãáäéêïý áñéèìïý. Ðïëõù-

íõìéêÝò åîéóþóåéò (óôï C)13.

(óô) Áðü ôçí Åðéðåäïìåôñßá êáé ôç Óôåñåïìåôñßá 14. ÂáóéêÜ ãåùìåôñéêÜ ó·Þìáôá,

ôñßãùíá, ôåôñÜðëåõñá, ðáñÜëëçëåò åõèåßåò, ðáñáëëçëüãñáììá, áíáëïãßåò, ïìïéü-

ôçôá, ìåôñéêÝò ó·Ýóåéò. ÊáíïíéêÜ ðïëýãùíá. Óöáßñá. ÔåôñÜåäñï, êýâïò, ïêôÜå-

äñï, äùäåêÜåäñï êáé åéêïóÜåäñï. (Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ïñéóìÝíùí Üëëùí óôåñåþí,

üðùò ôïý ïêôáãùíéêïý Üóôñïõ, ôïý êõâïêôáÝäñïõ, ôïý ñïìâïäùäåêáÝäñïõ ê.Ü.,

äßíïíôáé éêáíïðïéçôéêÝò åîçãÞóåéò åíôüò ôïý êõñßùò êåéìÝíïõ. Ðñâë. êåö. 19.)

(æ) Áðü ôç ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá 15. Ðßíáêåò ìå åããñáöÝò16 áðü ôïõò ðñáãìáôéêïýò Þ

ìéãáäéêïýò áñéèìïýò,

11Ãéá ìéá åéóáãùãÞ óôç èåùñßá ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí ôüóï ðåðåñáóìÝíùí üóï êáé áðåßñùí óõíüëùí âë. P. R.
Halmos ¥7], êåö. 24 êáé 25.
12Âë. êåö. 1, 2 êáé 5 ôïý ó·ïëéêïý âéâëßïõ:

¢ëãåâñá (Á′ ÔÜîçò Åíéáßïõ Ëõêåßïõ), Ï.Å.Ä.Â, Åêä. É′, 2001. (ÏìÜäá óõããñáöÞò: Ó. ÁíäñåáäÜêçò, Â. Êáôóáñ-
ãýñçò, Ó. Ðáðáóôáõñßäçò, Ã. Ðïëýæïò, Á. ÓâÝñêïò). Åðßóçò, âë. êáé ôï êåö. 1 ôïý âéâëßïõ ôÞò ¢ëãåâñáò Â′ ÔÜîçò
Åíéáßïõ Ëõêåßïõ (ôùí éäßùí óõããñáöÝùí).
13Âë. êåö. 2 (óåë. 85-126) ôïý ó·ïëéêïý âéâëßïõ:

ÌáèçìáôéêÜ ÈåôéêÞò êáé Ôå�íïëïãéêÞò Êáôåýèõíóçò (Ã′ ÔÜîçò Åíéáßïõ Ëõêåßïõ), Ï.Å.Ä.Â, Åêä. Ã′, 2001. (ÏìÜäá
óõããñáöÞò: Ó. ÁíäñåáäÜêçò, Â. Êáôóáñãýñçò, Ó. ÌÝôçò, Ê. Ìðñïõ·ïýôáò, Ó. Ðáðáóôáõñßäçò, Ã. Ðïëýæïò.)
14Âë. éäéáéôÝñùò ôá êåö. 2, 3, 4, 7, 8, 9, 12 êáé 13 ôùí ó·ïëéêþí âéâëßùí:

� Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá (Á′ êáé Â′ Åíéáßïõ Ëõêåßïõ), Ï.Å.Ä.Â, 1999. (ÏìÜäá óõããñáöÞò: Ã. ÈùìáÀäçò, È. ÎÝíïò,
Á. Ðïýëïò. Åðéóô. Åð.: Ã. Ðáíôåëßäçò, Ã. ÓôÜìïõ.)

� Åõêëåßäåéá Ãåùìåôñßá (Á′ êáé Â′ Åíéáßïõ Ëõêåßïõ), Ï.Å.Ä.Â, 2001. (ÏìÜäá óõããñáöÞò: Ç. Áñãõñüðïõëïò, Ð.
ÂëÜìïò, Ã. Êáôóïýëçò, Ó. ÌáñêÜôçò, Ð. ÓéäÝñçò. Éóô. óçì.: É. ÂáíäïõëÜêçò.)
15ÁñêåôÝò áðü ôéò áíáöåñüìåíåò Ýííïéåò ìðïñïýí íá åíôïðéóèïýí óôï êåö. 1 (óåë. 11-84) ôïý ó·ïëéêïý âéâëßïõ:

ÌáèçìáôéêÜ ÈåôéêÞò êáé Ôå�íïëïãéêÞò Êáôåýèõíóçò (Ã′ ÔÜîçò Åíéáßïõ Ëõêåßïõ), Ï.Å.Ä.Â, Åêä. Ã′, 2001. (ÏìÜäá
óõããñáöÞò: Ó. ÁíäñåáäÜêçò, Â. Êáôóáñãýñçò, Ó. ÌÝôçò, Ê. Ìðñïõ·ïýôáò, Ó. Ðáðáóôáõñßäçò, Ã. Ðïëýæïò). Ãéá
ôïí ïñéóìü ôïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ, ôÞò ãñáììéêÞò åîÜñôçóçò êáé áíåîáñôçóßáò, ôùí âÜóåùí ê.Ü. ìðïñåß êáíåßò
íá áíáôñÝîåé óôá ðñþôá êåöÜëáéá ïéïõäÞðïôå óõããñÜììáôïò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò.
16Åäþ ðñïóäßäïõìå óôïí üñï entry (ãåñì. Eitrag) ôçí áêñéâÞ ôïõ óçìáóßá, Þôïé åããñáöÞ (åíüò ðßíáêá) ¥êáèåôß ðïõ
åããñÜöåôáé Þ êáôá·ùñßæåôáé óôïí èåùñïýìåíïðßíáêá]. ÇáðïöõãÞ ôÞò õéïèÝôçóçò ôÞò -óõíåêäï·éêÞò- áðüäïóÞò ôïõ
áðëþò ùò óôïé�åßï (åíüò ðßíáêá), ðïõ óõíçèßæåôáé óôçí åëëçíéêÞ ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá, åßíáé ùò åðß ôï ðëåßóôïí
åðéâåâëçìÝíç. (Óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò ïé ßäéïé ïé ðßíáêåò áðïôåëïýí óôïé·åßá êÜðïéùí ïìÜäùí.)
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Üèñïéóìá ðéíÜêùí A = [ai j ]1≤i≤m, 1≤j≤n
, B = [bi j ]1≤i≤m, 1≤j≤n

:

A+B = [ai j + bi j ]1≤i≤m, 1≤j≤n
,

ðïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí A = [ai k]1≤i≤m, 1≤k≤p, B = [bk j ]1≤k≤p, 1≤j≤n
:

AB =

[
p∑

k=1

ai kbk j

]
1≤i≤m, 1≤j≤n

,

ìïíáäéáßïò n× n ðßíáêáò

In =




1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 1 0

0 0 · · · 0 1




(óõìâïëéæüìåíïò ùò In, Þ áðëþò ùò I, üôáí ôï n õðïíïåßôáé áðü ôá óõìöñáæü-

ìåíá), ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôéò

AIn = InA = A,

ãéá êÜèå n× n ðßíáêá A.

ÁíÜóôñïöïò At = [aj i]1≤i≤m, 1≤j≤n
åíüòm× n ðßíáêá A = [ai j ]1≤i≤m, 1≤j≤n

(ðïõ Ý·åé ùò ãñáììÝò ôïõ ôéò óôÞëåò ôïý A êáé ùò óôÞëåò ôïõ ôéò ãñáììÝò ôïý A).

Õðïëïãéóìüò ïñéæïõóþí ôùí 2× 2 ðéíÜêùí ìå ôïí ·éáóôß ðïëëáðëáóéáóìü

det

[
a b

c d

]
= ad− cb,

ôùí 3× 3 ðéíÜêùí

det


 a b c

d e f

g h j


 = aej + dhc+ gbf − ahf − gec− dbj

ìÝóù ôïý «êáíüíá ôïý Sarrus» êáé, ãåíéêüôåñá, ôùí n× n ðéíÜêùí A ìÝóù ìáèç-

ìáôéêÞò åðáãùãÞò Þ -áðåõèåßáò- ìÝóù ôïý «êëåéóôïý» ôýðïõ

det (A) =
∑
ϑ∈Sn

sign(ϑ) · α1ϑ(1) · α2ϑ(2) · · · · · αnϑ(n),

üðïõ Sn åßíáé ç óõììåôñéêÞ ïìÜäá17 âáèìïý n êáé sign(ϑ) ï ðñïóçìáóìÝíïò

Üóïò18 ôïý êÜèå óôïé·åßïõ ϑ ∈ Sn. Áíôßóôñïöïò A−1 êÜèå n × n ðßíáêá A ìå

17Ãéá ôïí ïñéóìü ôÞò Sn âë. óåë. 36.
18Ãéá ôïí ïñéóìü ôïý sign(ϑ) âë. óåë. 40.
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det (A) �= 0, êáèïñéæüìåíïò áðü ôéò éóüôçôåò

AA−1 = A−1A = In.

ÃñáììéêÜ óõóôÞìáôá. ÐñÜîåéò ãñáììþí êáé óôçëþí. ÌÝèïäïé áðáëïéöÞò.

Äéáíõóìáôéêïß ·þñïé. ÃñáììéêÞ åîÜñôçóç êáé áíåîáñôçóßá. Õðü·ùñïé ðáñáãü-

ìåíïé áðü õðïóýíïëá åíüò äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ. ÂÜóåéò äéáíõóìáôéêþí ·þñùí.

(ç) Áðü ôçí ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá. Äéáíõóìáôéêüò ëïãéóìüò. ÓõóôÞìáôá óõíôåôáã-

ìÝíùí. Ãåùìåôñéêïß ìåôáó·çìáôéóìïß

fA : Rn −→ R
n, fA(x) = xAt

áíáðáñéóôþìåíïé ìÝóù ðéíÜêùí A ∈ GLn (R). ÌåôñéêÝò ó·Ýóåéò êáé ïñèïãùíéü-

ôçôá. ÌåôáöïñÝò. ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá n = 2: óôñïöÝò ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîü-

íùí19, êáôïðôñéóìïß ùò ðñïò ìßá åõèåßá, ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß ê.ëð. Ãéá

n = 3: óôñïöÝò óôåñåþí ðåñß Ýíáí Üîïíá, êáôïðôñéóìïß óôåñåþí ùò ðñïò Ýíá

åðßðåäï ê.ëð. Éóïìåôñßåò ôïý R
n.

ÏñéóìÝíåò åî áõôþí ôùí åííïéþí (üôáí n = 2 ) åßíáé Þäç ãíùóôÝò áðü ôéò

ôåëåõôáßåò ôÜîåéò ôïý ó·ïëåßïõ. Ïé õðüëïéðåò áíáðôýóóïíôáé, ãéá ðáñÜäåéãìá,

óôï áñêåôÜ óôïé·åéþäåò âéâëßï ôùí

� Banchoff T., Wermer J.: Linear Algebra Through Geometry 20, UTM, 2nd ed.,

Springer-Verlag, 1992.

Åðßóçò, áðü ôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá îå·ùñßæïõí ôá áêüëïõèá óõããñÜì-

ìáôá ôïý Í.Ê. Óôåöáíßäç ðïõ ðñáãìáôåýïíôáé ìå óáöÞíåéá ôéò èåùñçôéêÝò áñ·Ýò

ôÞò õøçëïäéÜóôáôçò ÁíáëõôéêÞò Ãåùìåôñßáò:

� Óôåöáíéäç Í.Ê.: ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá 21 (Ôüìïò É), Åêäüóåéò ÆÞôç, Èåóóáëï-

íßêç, 1979.

� Óôåöáíéäç Í.Ê.: ÅéóáãùãÞ óôç Ãåùìåôñßá 22 (Ã′ åêä.), Åêäüóåéò ÆÞôç, Èåóóá-

ëïíßêç, 1985.

•ÐñïôÜóåéò ãéá ðáñÜëëçëç êáé ðåñáéôÝñù ìåëÝôç. Âéâëßá ôá ïðïßá ðñïóöÝñïõí

ìéá óõóôçìáôéêÞ êáé ïëïêëçñùìÝíç åéóáãùãÞ óôçí ÁöçñçìÝíç Èåùñßá ÏìÜäùí,

óå åðßðåäï ðñïðôõ·éáêþí óðïõäþí, åßíáé ôá åîÞò:

� LedermannW.: Introduction to Group Theory, Oliver & Boyd, 1973.

� Rose J. S.: A Course on Group Theory, Cambridge University Press, 1978.

19Ç ëÝîç rotation áðïäßäåôáé ùò óôñïöÞ, üôáí óõíïäåýôáé áðü ôï óçìåßï (ãéá n = 2) Þ ôïí Üîïíá (ãéá n = 3) ðåñß
ôùí ïðïßùí åêôåëåßôáé, êáé ùò ðåñéóôñïöÞ, üôáí ôá äåäïìÝíá áõôÜ õðïíïïýíôáé áðü ôá óõìöñáæüìåíá.

20ÓõíéóôÜôáé ãéá ìéá åýêïëç ðñüóâáóç óôç èåùñßá ôÞò ÁíáëõôéêÞò Ãåùìåôñßáò óôç äéÜóôáóçn = 2 êáén = 3. ¥Âë.
êåöÜëáéá 1-3]. Åðßêåéôáé êáé ç ìåôÜöñáóÞ ôïõ óôá åëëçíéêÜ áðü ôïí åêäïôéêü ïßêï Leader Books.

21Âë. éäéáéôÝñùò: ìÝñïò 2ï, êåö. 1-3.

22Âë. ôá êåö. É, ÉÉ êáé V.
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� Scott W. R.: Group Theory, 2nd ed., Dover Pub., 1987.

�Humphreys J. F.: A Course in Group Theory, Oxford University Press, 1997.

� SmithG., TabachnikovaO.: Topics in Group Theory, SUMS, Springer-Verlag,

2000.

Óå ìåôáðôõ·éáêü åðßðåäï, óõíéóôÜôáé ôï üíôùò áíáíôéêáôÜóôáôï óýããñáììá

ôïý J.J. Rotman ¥6].

� Ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ôïý ñüëïõ ðïõ äéáäñáìáôßæïõí ïé ïìÜäåò óôç Ãåùìåôñßá,

ìáæß ìå ôá ¥1], ¥2], ¥3], ¥4], ¥5], ¥8], ¥9] êáé ¥10], ðñïôåßíïíôáé êáé ôá áêüëïõèá óõã-

ãñÜììáôá, ôá ïðïßá åßíáé (Þ -ôïõëÜ·éóôïí- ôåßíïõí íá ãßíïõí) êëáóéêÜ:

�Hilbert D., Cohn Vossen S.: Anschauliche Geometrie, Springer, 1932.

� Coxeter H.S.M.: Introduction to Geometry, Wiley, 1961.

� Fejer Ôóth L.: Regular Figures, Pergamon Press, 1964.

� Coxeter H.S.M.: Regular Polytopes, Dover Pub., 1973.

�Grove L., BensonC.: Finite Reflection Groups, GTM, Vol. 99, Springer-Verlag,

1971.

� BergerM.: Geometry (2 Volumes), Universitext, Springer-Verlag, 1987.

� Quaisser E.: Diskrete Geometrie, Spektrum Akad. Verlag, 1994.

� Kn�rrer H.: Geometrie, Vieweg, 1996.

(Åðéðñüóèåôåò âéâëéïãñáöéêÝò áíáöïñÝò ãéá åéäéêÜ ãåùìåôñéêÜ èÝìáôá óôá ïðïßá

õðåéóÝ·åôáé ç Èåùñßá ôùí ÏìÜäùí ðáñáôßèåíôáé óôéò õðïóçìåéþóåéò ôïý ðáñü-

íôïò âéâëßïõ.)

� ÔÝëïò, óå åêåßíïõò ðïõ åðéèõìïýí ôçí åìâÜèõíóç ôÞò ìåëÝôçò ôïõò óôïõò äéáý-

ëïõò ôïý óõó·åôéóìïý ôÞò (ïìáäïèåùñçôéêÞò) «Óõììåôñßáò» ìå äéáöüñïõò êëÜ-

äïõò ôÞò óýã·ñïíçò ÖõóéêÞò (Êâáíôïìç·áíéêÞ, ÖõóéêÞ Óôåñåïý, ÌïñéáêÞ Öõ-

óéêÞ, ÐõñçíéêÞÖõóéêÞ, ÖõóéêÞ Óôïé·åéùäþí Óùìáôéäßùí ê.Ü.) ç åëëçíéêÞ âéâëéï-

ãñáößá åðéöõëÜóóåé Ýíá ïãêþäåò Ýñãï óõíïäåõüìåíï áðü åêôåíÞ êáôÜëïãï åîåé-

äéêåõìÝíùí áíáöïñþí:

�Âåñãáäïõ É. Ä.: Èåùñßá ÏìÜäùí (ÌáèçìáôéêÝòÌÝèïäïé ÖõóéêÞò ÉÉÉ), 2 ôüìïé,

Åêäüóåéò Óõìåþí, ÁèÞíá, 1991.

• ÐáñáôçñÞóåéò åðß ôÞò ïñïëïãßáò. Ðáñüôé êáôåâëÞèç ìåãÜëç ðñïóðÜèåéá ãéá
ôç äéáôÞñçóç ôùí ðåñéóóïôÝñùí åí ·ñÞóåé åõñéóêïìÝíùí ìáèçìáôéêþí üñùí, óå
ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò óõíÝôñå·áí ôüóï óïâáñïß ëüãïé åðáíåîÝôáóÞò ôïõò, þóôå
äéïñèùôéêÝò ðáñåìâÜóåéò óå ðåñéïñéóìÝíï áñéèìü åôõìïëïãéêþí (êáé Üëëùí) ðñï-
âëçìÜôùí ôÞò êáèåóôçêõßáò ïñïëïãßáò íá öáíôÜæïõí áíáðüöåõêôåò. Áêïëïõ-
èïýí óýíôïìïé ó·ïëéáóìïß ôùí ôåëéêþò åêôåëåóèåéóþí ðáñåìâÜóåùí.

(á) ¼ôáí ç äéáöïñÜ x− y äõï áêåñáßùí áñéèìþí x, y äéáéñåßôáé ìå ôïí áêÝñáéï áñéèìü n,

ôüôå ãñÜöïõìå x = y(mod n) (Þ, åðß ôï êëáóéêüôåñïí, x ≡ y(mod n)). Åßèéóôáé íá ëÝãåôáé

ðùò ïé x êáé y åßíáé éóüôéìïé (Þ éóïûðüëïéðïé) ìå ìÝôñï n Þ «ìüíôïõëï» n. Ìïëáôáýôá, ôï

ìåí ìÝôñï åßíáé ëÝîç ðïëý ãåíéêÞ ðïõ, óõí ôïéò Üëëïéò, ·ñçóéìïðïéåßôáé áëëïôñüðùò óôá
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ÌáèçìáôéêÜ (ðñâë. measure) êáé óôç ÖõóéêÞ (ðñâë. meter), ôï äå «ìüíôïõëï» áðïôåëåß

ìéá áíáßôéá äéáôÞñçóç ôïý áíôéóôïß·ïõ ëáôéíéêïý üñïõ. Ùò åê ôïýôïõ, ùò ðëÝïí åíäåäåéã-

ìÝíç êñßíåôáé ç ðñïóöõãÞ óôç ·ñÞóç ôïý (ïõäåôÝñïõ ãÝíïõò) ìåôáðëáóèÝíôïò ïõóéáóôé-

êïý ìüäéï (ëáúê. ìüäé ) ìå ôéò áðïäåäåéãìÝíåò áñ·áéïåëëçíéêÝò ñßæåò (üðùò: ìÝäéìíïò, ôï

-ôïõëÜ·éóôïí ïìçñéêü- ñÞìá ìÝäù 23 ê.Ü.). �ôóé ëïéðüí, äéáâÜæïõìå ôçí éóïôéìßá ôùí x êáé

y êáôÜ ìüäéï n.

(â) Ôï åðßèåôï commutative ìåôáöñÜæåôáé ùò ìåôáèåôéêüò/Þ/ü (Þôïé24 ab = ba), áöïý ç

ýðáñîç ôïý ·ñçóôéêïý åðéèÝôïõ anticommutative ìáò õðáãïñåýåé ôçí áðüäïóç ôïý äåõ-

ôÝñïõ ùò áíôéìåôáèåôéêüò/Þ/ü (Þôïé ab = −ba), ïäçãþíôáò ìáò, åí ïëßãïéò, óôï íá ðñï-

ôÜóóïõìå ôç ìáèçìáôéêÞ áêñßâåéá (ìå ôç ·ñÞóç ôÞò ðñüèåóçò áíôß ãéá ôçí Ýêöñáóç ôïý

áñíçôéêïý, áíôé-èÝôïõ ðñïóÞìïõ) ôÞò åíßïôå åðéäéùêïìÝíçò ãñáììáôéêÞò åðßôáóçò (Þôïé

ôÞò óçìáóéïëïãéêÞò åðßôáóçò -ìÝóù ôïý áíôß - ôÞò åðåñ·ïìÝíçò áìïéâáßáò áëëáãÞò èÝóçò,

ôÞò áíôé-êáôÜóôáóçò ôïý åíüò óôïé·åßïõ ìå ôï Üëëï). ¥Åßíáé, Üëëùóôå, ôüóï áíáãêáßá ç

åðßôáóç áõôÞ, üôáí ïõóéáóôéêþò ôá åêÜóôïôå (áëëçëï)ìåôáôéèÝìåíá óôïé·åßá åßíáé ìüíïí

äýï;]25

(ã) µñçóéìïðïéåßôáé ôï ðñïóÞêïí ïõóéáóôéêü ìåôÜôáîç áíôß ôïý ìåôÜèåóç ãéá ôç ìåôÜ-

öñáóç ôïý üñïõpermutation, êáèüôé ç åðéëïãÞ ôïý äåõôÝñïõ èáïäçãïýóåóåáôõ·Þ ïìïåéäÞ

áðüäïóç ôùí ñçìÜôùí commute êáé permute. (ÓçìåéùôÝïí üôé üëåò ïé permutation groups

ôÜîçò ≥ 3 åßíáé ìç ìåôáèåôéêÝò ïìÜäåò! ÅîÜëëïõ, ôï ïõóéáóôéêü áíôéìåôÜèåóç äåóìåýåôáé

ãéá ôçí áðüäïóç ôïý üñïõ transposition.)

(ä) Ï üñïò lattice Ý·åé ðñïêáëÝóåé äéêáéïëïãçìÝíç óýã·õóç åîáéôßáò ôïý üôé (óôçí áããëéêÞ

ìáèçìáôéêÞ âéâëéïãñáößá) ·ñçóéìïðïéåßôáé êáôÜ ôñüðï áìößóçìï. ÌÝóù áõôïý áðïäß-

äåôáé ôüóï ï (ãåñìáíéêüò) üñïò Gitter üóï êáé ï üñïò Verband. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç,

åííïïýìå ìéá åëåýèåñç áâåëéáíÞ õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò åíüò ðñáãìáôéêïý äéá-

íõóìáôéêïý ·þñïõ V ðïõ ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

Zv1 + Zv2 + · · ·+ Zvn = {λ1v1 + λ2v2 + · · ·+ λnvn | λi ∈ Z, ∀i, 1 ≤ i ≤ n} ,

üðïõ ôï {v1, v2, . . . , vn} åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïý V ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðåñÜíù ôïý

R, Þôïé Ýíá êéãêëßäùìá 26. ÁíôéèÝôùò, óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç åííïïýìå Ýíá äéáôåôáãìÝíï

óýíïëï óôï ïðïßï êÜèå æåýãïò óôïé·åßùí ôïõ x, y Ý·åé ìÝãéóôï êÜôù öñÜãìá (infimum) x∧y

êáé åëÜ·éóôï Üíù öñÜãìá (supremum) x ∨ y, Þôïé Ýíáí óýíäåóìï.

23Âë. ÉëéÜò (åä. Â 79) êáé Ïäýóóåéá (åä. Á 72).
24¼ôáí ab = ba, ôüôå ëÝìå ðùò ôá a êáé b (áëëçëï)ìåôáôßèåíôáé Þ -áðëïýóôåñá- üôé ôï Ýíá ìåôáôßèåôáé ìå ôï Üëëï.

25ÖõóéêÜ, åêôñùìáôéêïß íåïëïãéóìïß ôÞò ìïñöÞò áíôé-áíôéìåôáèåôéêüò/Þ/ü äåí åßíáé äõíáôüí íá ãßíïõí äåêôïß.
26Óôçí åëëçíéêÞ âéâëéïãñáößá, áíôß ôïý êéãêëéäþìáôïò, Ý·ïõí ·ñçóéìïðïéçèåß êáôÜ êáéñïýò êáé ïé üñïé äéêôõùôü,
ðëÝãìá êáé êõøåëßäá. Ïé äýï ðñþôïé ðéèáíþò íá åßíáé áñêåôÜ êáôÜëëçëïé ãéá íá åêöñÜóïõí ôï lattice óôç äéÜóôáóç
n = 2, áëëÜ ìÜëëïí áðïôõã·Üíïõí óôçí áðüäïóç ôÞò åí ëüãù åííïßáò óå äéáóôÜóåéòn ≥ 3. (ÅðéðñïóèÝôùò, ï üñïò
ðëÝãìá ðáñáåßíáé ãåíéêüò). ÔÝëïò, ç ·ñÞóç ôÞò ëÝîçò êõøåëßäá èá ïäçãïýóå óå óýã·õóç, êáèüôé èá óõíÝðéðôå ìå ôçí
áðüäïóç ôïý (åíôåëþò äéáöïñåôéêïý) ãåùìåôñéêïý üñïõ honey comb. Ôï êéãêëßäùìá, óôçí êïéíÞ ãëþóóá, åêöñÜæåé
ìéá óåéñÜ êéãêëßäùí (Þôïé ðáíïìïéüôõðùí îýëéíùí Þ ìåôáëëéêþí ñÜâäùí), ïé ïðïßåò åßíáé ôïðïèåôçìÝíåò êáôÜ ìéêñÜ
äéáóôÞìáôá ó·çìáôßæïíôáò Ýíá ðåôáýñùìá Þ Ýíáí öñÜêôç. Ç áíôßóôïé·ç äéÜôáîç ãéá n = 3 ìðïñåß ü·é ìüíïí íá
ãßíåé áíôéëçðôÞ äéáéóèçôéêÜ, áëëÜ êáé íá õëïðïéçèåß ðñáêôéêÜ. ÅõöÜíôáóôá «ðáé·íßäéá» ôïý ôýðïõ «zome-kits» (âë.
http://store.yahoo.com/zome-tool/index.html) Þ áêüìç êáé äéÜöïñåò êáôáóêåõÝò ðñïôýðùí («ìïíôÝëùí») ôùí ·çìéêþí
ãéá ôçí áíáðáñÜóôáóç ôÞò äïìÞò ïñéóìÝíùí ìïñßùí èá Ýðåéèáí ãéá ôïý ëüãïõ ôï áëçèÝò. Ùò åê ôïýôïõ, ç áöáéñåôéêÞ
ìåôÜâáóç ôïý üñïõ êéãêëßäùìá óôç ìáèçìáôéêÞ ïñïëïãßá êñßíåôáé, åí ðñïêåéìÝíù, ùò ç ðëÝïí áñìüæïõóá.
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(å) Ãßíåôáé óáöÞò äéÜêñéóç ìåôáîý ôùí ìáèçìáôéêþí üñùí degree/order/rank, ïé ïðïßïé

ìåôáöñÜæïíôáé ùò: âáèìüò/(ôÜîç, äéÜôáîç)/âáèìßäá, áíôéóôïß·ùò.

(óô) ¢ëëç ìßá ôñéÜäá üñùí, ç ïðïßá ðïëý óõ·íÜ ðñïêáëåß ìåôáöñáóôéêÜ ðñïâëÞìáôá, áðï-

ôåëåßôáé áðü ôá åðßèåôá regular/canonical/normal, ðïõ üëá ôïõò Ý·ïõí -êáôÜ êáéñïýò- áðï-

äïèåß ùò êáíïíéêüò, ðñÜãìá Üêñùò åðéæÞìéï, äéüôé ç áðïäï·Þ ìéáò ôÝôïéïõ åßäïõò ðïëõóç-

ìßáò äñá êáôÜ ôñüðï áðáãïñåõôéêü óå ü,ôé áöïñÜ óôç ñõèìéóôéêÞ åöáñìïãÞ êáé äéÜêñéóç

ëßáí óçìáíôéêþí åííïéþí. Ç ðëÝïí åýóôï·ç êáé, áðü ãëùóóïëïãéêÞ Üðïøç, áêñéâïëïãç-

ìÝíç äéáöïñïðïßçóÞ ôïõò åðÝñ·åôáé ìå ôç ·ñÞóç ôùí åðéèÝôùí:(
êáíïíéêüò,

ïìáëüò

)
/ êáíïíéóôéêüò /

(
ïñèüèåôïò, äéáêáíïíéóìÝíïò,

äéåõèåôþí/çìÝíïò, öõóéïëïãéêüò ê.Ü.

)
,

áíôéóôïß·ùò27. Ð.·. regular polyhedron åßíáé ôï êáíïíéêü ðïëýåäñï, åíþ ï üñïò normal

subgroup ïöåßëåé íá áðïäïèåß ùò ïñèüèåôç õðïïìÜäá. Ïé normal õðïïìÜäåò ìéáò äåäïìÝ-

íçò ïìÜäáò G åßíáé ðñÜãìáôé ïé «ïñèþò ôéèÝìåíåò» (åíôüò ôÞò óõëëïãÞò üëùí ôùí õðïï-

ìÜäùí ôÞò G), êáé ìÜëéóôá êáôÜ ðïëëïýò åìöáíåßò ôñüðïõò. Áîßæåé, äåéãìáôïëçðôéêþò, íá

áíáöåñèåß üôé:

(i) êÜèå ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ïéêïäïìåßôáé áðü ðëÞñåéò êëÜóåéò óõæõãßáò,

(ii) ìüíïí ïé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò H ìéáò ïìÜäáò G åßíáé êáôÜëëçëåò ãéá ôç äçìéïõñãßá

ôùí «ïìÜäùí ðçëßêùí» G/H (üðïõ gH = Hg ãéá üëá ôá g ∈ G),

(iii) ïé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G åßíáé áêñéâþò åêåßíåò ïé õðïïìÜäåò ôÞò G, ïé

ïðïßåò ìÝíïõí áíáëëïßùôåò ìÝóù üëùí ôùí åóùôåñéêþí áõôïìïñöéóìþí ôÞòG (ðñâë. áóê.

23.6), êáé üôé

(iv) ï õðïóýíäåóìïò ôïý óõíäÝóìïõ28 ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáòG ðïõ áðáñôßæåôáé áðü

ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò G åßíáé ðÜíôïôå Ýíáò ìïäéáêüò óýíäåóìïò29.

(æ) Åíüò Üëëïõ åßäïõò ðñüâëçìá äçìéïõñãåßôáé ìå ôïí üñï coset. Ïé ëÝîåéò «óõ(ó)óýíïëï» Þ

«ïìïóýíïëï» åßíáé áäüêéìåò. Çáíô� áõôþí ·ñÞóç ôÞò ëÝîçòóýìðëïêï åßíáé ðñïâëçìáôéêÞ,

êáèüôé ·ñçóéìïðïéåßôáé êáé ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôÞò ëÝîçò complex ðïõ Ý·åé ðëÝïí áôïíÞóåé

ùò üñïò ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí. Åäþ ðñïôéìÞèçêå ç áðüäïóç ôïý coset ùò ðëåõñéêÞ êëÜóç

êáôÜ ôïí áíôßóôïé·ï ãåñìáíéêü üñï Nebenklasse.

(ç) Åðßóçò, ãéá ôç óáöÞ äéÜêñéóç ôùí ìåëþí ôñéþí åðéðñïóèÝôùí, óçìáíôéêþí æåõãþí

üñùí, åðåëÝãçóáí ïé åîÞò áðïäüóåéò:

unit matrix / unitary matrix � ìïíáäéáßïò / ìïíáäéáêüò ðßíáêáò

maximum / maximal element � ìÝãéóôï / ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï

minimum / minimal element � åëÜ·éóôï / åëá·éóôïôéêü óôïé·åßï

27Åîáßñåóç: ï éäéïìåñÞò üñïò «orthonormal» ðïõ áðïäßäåôáé ùò ïñèüôáêôïò (áíôß ôïý ïñèïêáíïíéêüò ).

28Ç óõëëïãÞ ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáòG áðïôåëåß Ýíáí óýíäåóìï (õðü ôçí Ýííïéá ôïý (ä)). Åí ðñïêåéìÝíù, ãéá
äõï õðïïìÜäåò H1, H2 ôÞò G, H1 ∧ H2 = H1 ∩ H2 êáé H1 ∨ H2 = ç õðïïìÜäá ôÞò G ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí
Ýíùóç H1 ∪ H2. Ç õðïóõëëïãÞ ôÞò åí ëüãù óõëëïãÞò, ç áðáñôéæüìåíç áðü üëåò ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò G,
áðïôåëåß õðïóýíäåóìï ôïý áíùôÝñù óõíäÝóìïõ, êáèüóïí êáèßóôáôáé áö� åáõôÞò óýíäåóìïò ùò ðñïò ôéò ðñÜîåéò ∨
êáé ∧.

29�íáò óýíäåóìïò ïíïìÜæåôáé ìïäéáêüò (modular lattice) üôáí ãéá êÜèå ôñéÜäá óôïé·åßùí ôïõ x, y, z, üðïõ x ≤ z,
éó·ýåé ç éóüôçôá: x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ z. (Ï ùò Üíù ïñéóèåßò óýíäåóìïò üëùí ôùí õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò G
äåí åßíáé åí ãÝíåé ìïäéáêüò.)
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(è) ÔÝëïò, áîßæåé íá óçìåéùèåß, üôé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáòG êáëåßôáé ìïíáäéáßï

üôáí çG èåùñåßôáé ùò ðïëëáðëáóéáóôéêÞ, ðåñéïñßæïíôáò -óå ðïëëÝò ðåñéðôþóåéò- ôç ·ñÞóç

ôïý üñïõ ôáõôïôéêü óôïé�åßï óôïí ìÝóùáõôïý ·áñáêôçñéóìü ôïý ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ ïìÜ-

äùí óõíáñôÞóåùí.

• Ãëþóóá êáé óýóôçìá ôïíéóìïý. Óå ü,ôé áöïñÜ óôç ãñáììáôéêÞ, ïñèïãñáöéêÞ

êáé õöïëïãéêÞ äüìçóç ôïý êåéìÝíïõ ôÞò åëëçíéêÞò ìåôÜöñáóçò, áêïëïõèïýíôáé

ïñéóìÝíåò (åí ðïëëïßò ðñïóùðéêÝò, áëëÜ ðëÞñùò áéôéïëïãçìÝíåò) åðéëïãÝò êáé

óõìâÜóåéò, ïé ïðïßåò óôï·åýïõí óôçí åîáóöÜëéóç ôÞò ôå·íéêÞò ëåéôïõñãéêüôçôáò

ôùí ·ñçóéìïðïéïýìåíùí åêöñáóôéêþí ìÝóùí (·ùñßò ôçí áíáãùãÞ ôùí áíôéóôïß-

·ùí «ó·ïëéêþí» åã·åéñéäßùí óå ðáíÜêåéá), êáèþò êáé óôçí áðïöõãÞ «áêñïôÞôùí»

(üðùò ð.·. èá Þôáí ç åðáíÜêáìøÞ ìáò óå ìéá «îýëéíç» ãëþóóá Þ ï -åê äéáìÝôñïõ

áíôßèåôïò- åîïâåëéóìüò áðïëýôùò áðáñáßôçôùí ëïãßùí ëÝîåùí êáé åêöñÜóåùí

óôï üíïìá ìéáò êáêþò åííïïõìÝíçò íåïëïãéêÞò, äÞèåí ìåôáññõèìéóôéêÞò ðñáêôé-

êÞò). Ùò ðñïò ôï óýóôçìá ôïíéóìïý ôùí ëÝîåùí, áîßæåé íá áíáöåñèåß üôé, ýóôåñá

áðü ðåñßðïõ ìßá åéêïóáåôßá åöáñìïãÞò ôïý «åðéóÞìïõ» ìïíïôïíéêïý, Ý·ïõí êá-

ôáäåé·èåß ôüóï ôá ðñïôåñÞìáôá üóï êáé ôá ìåéïíåêôÞìáôÜ ôïõ. Ç êáôÜñãçóÞ ôïõ

èá åß·å ùò óõíÝðåéá ìéá ìÜëëïí Üêñéôç ïðéóèïäñüìçóç, ·ùñßò áõôü íá óçìáßíåé

ðùò ç åêìÜèçóç ôïý ðïëõôïíéêïý èá Þôáí êÜôé ôï åíôåëþò ðåñéôôü° ôïõíáíôßïí, èá

äéáóöÜëéæå ôç äõíáôüôçôá áðñüóêïðôçò áíÜãíùóçò ðáëáéïôÝñùí (ìáèçìáôéêþí

Þ ìç) êåéìÝíùí.

Óôçí ðáñïýóá ìåôÜöñáóç ·ñçóéìïðïéåßôáé ôï ìïíïôïíéêü ìå êÜðïéåò åëáöñÝò

ôñïðïðïéÞóåéò30. Ôá ìïíïóýëëáâá ôïõ /ôçò /ôïõ ôïíßæïíôáé áõôïìÜôùò üôáí åðÝ-

·ïõí èÝóç ãåíéêÞò ôïý ïñéóôéêïý Üñèñïõ ãéá íá äéá·ùñßæïíôáé åõ·åñÝóôåñá áðü

ôá áíôßóôïé·á êôçôéêÜ êáé íá äéåõêïëýíåôáé ôüóï ç åñãáóßá ôïý åêÜóôïôå ãñÜöï-

íôïò üóï êáé ç ñïÞ ôÞò áíÜãíùóçò. (Ç ëÝîç «ôùí» èá åðÝ·åé ðÜíôïôå èÝóç Üñ-

èñïõ êáé, ùò åê ôïýôïõ, äåí êñßíåôáé ùò áíáãêáßá ç ôïíïäüôçóÞ ôçò). Óôéò ëïéðÝò

ðåñéðôþóåéò åìöÜíéóçò äéöïñïýìåíùí ìïíïóýëëáâùí ðñïóùðéêþí áíôùíõìéþí

(åííïåßôáé óå ó·Ýóç ìå ôéò üìïñÝò ôïõò ëÝîåéò åíôüò ôïý êåéìÝíïõ) ï ôüíïò óçìåéþ-

íåôáé óýìöùíá ìå ôïí (áðü ðïëëïýò óðáíßùò åöáñìïæüìåíï) «êáíüíá» 2 (ã) ôïý

«åðéóÞìïõ» ìïíïôïíéêïý31.

• Åõ�áñéóôßåò. Èåùñþ õðï·ñÝùóÞ ìïõ íá áðåõèýíù èåñìÝò åõ·áñéóôßåò óôïí

êáëü ìïõ ößëï êáé óõíåñãÜôç Á. Ðïëýìåñï ãéá ôçí ðïëýôéìç ôå·íéêÞ âïÞèåéÜ ôïõ

êáôÜ ôç óôïé·åéïèÝôçóç ôïý âéâëßïõ êáé ôçí åðåîåñãáóßá ôùí ó·çìÜôùí, óôç öé-

ëüëïãï Ê. Ëáãïý ãéá ôçí ôüóï õðåýèõíç ôåëéêÞ ãëùóóéêÞ åðéìÝëåéá ôïý êåéìÝíïõ,

óôïí åðßêïõñï êáèçãçôÞ ôïý ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí êáé ÓôáôéóôéêÞò ôïý Ðáíå-

ðéóôçìßïõ Êýðñïõ Ã.-Ó. ÓìõñëÞ ãéá ôç óõììåôï·Þ ôïõ óôéò äéïñèþóåéò ôùí áñ·é-

30Ðñüêåéôáé ãéá óýóôçìá ôïíéóìïý ó·åäüí ðáíïìïéüôõðï åêåßíïõ, ôï ïðïßï åöáñìüæåôáé ôá ôåëåõôáßá ·ñüíéá áðü
ôïí êáèçãçôÞ Ã. Ìðáìðéíéþôç êáé ôïõò óõíåñãÜôåò ôïõ.

31Âë. ÍåïåëëçíéêÞ ÃñáììáôéêÞ. (ÁíáðñïóáñìïãÞ ôÞòÍåïåëëçíéêÞò ÃñáììáôéêÞò ôïýÌ.Ôñéáíôáöõëëßäç), Ï.Å.Ä.Â.,
Åêä. È′, 1986, óåë. 24.
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êþí äïêéìßùí, óôïí åðßêïõñï êáèçãçôÞ ôïý ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí ôïý Ðáíåðé-

óôçìßïõ Éùáííßíùí Á. ÈùìÜ ãéá ôéò åýóôï·åò ðáñáôçñÞóåéò ôïõ, êáèþò êáé óôïí

êáèçãçôÞ ôïý Ìáèçìáôéêïý ÔìÞìáôïò ôïý Åèíéêïý êáé Êáðïäéóôñéáêïý Ðáíå-

ðéóôçìßïõ Áèçíþí Ì. ÌáëéÜêá, ï ïðïßïò, Ý·ïíôáò áíáãíùñßóåé ôç ìáèçìáôéêÞ

êáé ðáéäáãùãéêÞ áîßá ôïý «Groups and Symmetry», ôï Ý·åé åíôÜîåé (ìÝóù ôùí äéá-

äéêôõáêþí ôïõ óåëßäùí32) óôá óõíéóôþìåíá âïçèÞìáôá ãéá ôçí ðáñáêïëïýèçóç

ôïý ìáèÞìáôïò «¢ëãåâñá Á′» .

Åðßóçò, èá Þèåëá íá åêöñÜóù ôçí åõãíùìïóýíç ìïõ óôïõò êáèçãçôÝò ôïý

ÔìÞìáôïò Ìáèçìáôéêþí ôïý Ðáíåðéóôçìßïõ Éùáííßíùí, È. Ìðüëç êáé Í. Ìáñ-

ìáñßäç. Ïé åê ìÝñïõò ôïý È. Ìðüëç åéóçãçèåßóåò äéïñèþóåéò êáé âéâëéïãñáöéêÝò

óõìðëçñþóåéò óõíÝôåéíáí óôçí ïõóéáóôéêÞ âåëôßùóç ôÞò ôåëéêÞò ìïñöÞò ôïý üëïõ

êåéìÝíïõ. ÅîÜëëïõ, ·ùñßò ôç óõíå·Þ åíèÜññõíóç ôïý åðéìåëçôÞ ôÞò óåéñÜò ôùí

Ð.Ì.Ê., Í. Ìáñìáñßäç, åßíáé áìößâïëï ôï êáôÜ ðüóïí ç ìåôÜöñáóç áõôÞ èá åß·å

âñåé ôïí äñüìï ðñïò ôç äçìïóßåõóÞ ôçò. Ôï åíäéáöÝñïí ôïõ ãéá ôçí áíÜäåéîç ôÞò

Èåùñßáò ÏìÜäùí (ìÝóù äéáöüñùí ôüìùí ôùí Ð.Ì.Ê.) óå Ýíá áðü ôá ðëÝïí èå-

ìåëéþäç ìÝóá áíÜðôõîçò óýã·ñïíùí ìáèçìáôéêþí ðñïãñáììÜôùí óðïõäþí Þôáí

Ýêäçëï êáè� üëç ôç äéÜñêåéá ôÞò ðåñéðåôåéþäïõò óõíåñãáóßáò ìáò. ÐÝñáí ôÞò

ëïéðÞò óõíåéóöïñÜò ôïõ, åíäåéêôéêÞ ôÞò âïýëçóÞò ôïõ ãéá ôç èÝóðéóç åíüò ïìá-

äéêïý åñãáóéáêïý ðíåýìáôïò åßíáé ç åê ìÝñïõò ôïõ çëåêôñïíéêÞ öéëïôÝ·íçóç ôïý

ó·Þìáôïò ôïý åîùöýëëïõ, ôï ïðïßï ðáñïõóéÜæåé Ýíá ãåùìåôñéêü äéáìüñöùìá ìå

ôéò óõììåôñßåò ôïõ õëïðïéïýìåíåò ìÝóù ôÞò ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò

ôïß·ïõ ðïõ öÝñåé ôï üíïìá33 «p6» (ðñâë. êåö. 26).

ÔÝëïò, åîßóïõ èåñìÝò åõ·áñéóôßåò ïöåßëïíôáé êáé óôïõò õðåõèýíïõò ôùí

Leader Books (êáé éäéáéôÝñùò óôïí Ó. ÊáñÝãëç), ïé ïðïßïé áíôáðïêñßèçêáí ðëÞ-

ñùòóôéò áðáéôÞóåéò áõôïý ôïý åêäïôéêïý åã·åéñÞìáôïò, ìåñéìíþíôáò ãéá ôçíÜñôéá

åìöÜíéóç êáé ðñïþèçóç ôïý âéâëßïõ.

Ä. É. ÍôáÞò

Ëåõêùóßá, Êýðñïò, Éïýëéïò ôïý 2002

32Âë. http://www.math.uoa.gr/~mmaliak/algabibliografia.htm

33Ôï ó·Þìá áõôü ðåñéÝ·åé åìöáíþò Üóôñá, ìå ôéò ãùíßåò êáèåìéÜò ôùí 12 êïñõöþí ôïõò ßóåò ìå 60◦. Ó·Þìáôá áõ-
ôïý ôïý åßäïõò Ý·ïõí åíôïðéóèåß óå äéÜöïñá áñáâïõñãÞìáôá óôç Óåâßëç ôÞò Áíäáëïõóßáò (La Giralda) êáé óôçí
ÁëÜìðñá (Lion Courtyard). Ãéá ðåñáéôÝñù ðëçñïöïñßåò âë. O. Jones ¥8] êáé

Field R.: Geometric Patterns from Islamic Art & Architecture. Tarquin Publications, 1998.





Óôïí Éåñþíõìï êáé óôçí Áéìéëßá



Ç ïìïñöéÜ ôùí ·éïíïêñõóôÜëëùí åîáñôÜôáé áðü ôç ìáèçìáôéêÞ ôïõò êáíïíéêüôçôá êáé

óõììåôñßá° áëëÜ, êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, ü,ôé ìáò ðñïêáëåß ìéá áëìáôùäþò áõîáíüìåíç åõ·á-

ñßóôçóç êáé Ýíáí áðÝñáíôï èáõìáóìü åßíáé ç áëëçëåîÜñôçóç ðïëëþí ðáñáëëáãþí åíüò

êáé ìüíïõ ôýðïõ ·éïíïêñõóôÜëëïõ, ïé ïðïßåò åßíáé ìåí áíÜ äýï ó·åôéóìÝíåò, ü·é üìùò êáé

áðïëýôùò ôáõôüóçìåò.

D’ Arcy Thompson

(On Growth and Form, Cambridge, 1917)

Óå ãåíéêÝò ãñáììÝò, ïé ìüíåò êáô� åìÝ ìáèçìáôéêþò åíäéáöÝñïõóåò äïìÝò åßíáé áõôÝò ðïõ

åðéäÝ·ïíôáé ìéá êÜðïéá íïìéìïðïßçóç, Þôïé áõôÝò ïé ïðïßåò äéáèÝôïõí ìéá öõóéêÞ õëï-

ðïßçóç åíôüò ôïý óõíå·ïýò. Áðü ôéò õðïëåéðüìåíåò, åêåßíåò ðïõ èåùñþ ùò ôéò êáëýôåñåò

ìåôáîý ôùí êáèáñþò áëãåâñéêþí èåùñéþí, üðùò ð.·. åíôüò ôÞò èåùñßáò ôùí ÁöçñçìÝíùí

ÏìÜäùí, åßíáé ïñéóìÝíá åßäç ïìÜäùí, ðïëëþ äå åêåßíåò ðïõ åìöáíßæïíôáé ùò ïìÜäåò áõ-

ôïìïñöéóìþí ôùí óõíå·þí ó·çìÜôùí.

René Thom

(Paraboles et Catastrophes, Flammarion, 1983)



Ðñüëïãïò ôïý óõããñáöÝá

Ïé áñéèìïß ìåôñïýí ìåãÝèç, åíþ ïé ïìÜäåò ìåôñïýí ôç óõììåôñßá. Ï ðñþôïò éó·õ-

ñéóìüò äåí áðïôåëåß Ýêðëçîç° óå ôåëéêÞ áíÜëõóç, áõôüò åßíáé ï ëüãïò ýðáñîçò

ôùí áñéèìþí. Ï äåýôåñïò éó·õñéóìüò ðñüêåéôáé íá åðáëçèåõèåß åäþ, åíüóù èá

åðé·åéñïýìå íá åéóáãÜãïõìå ôï âáóéêü ãëùóóÜñéï êáé ïñéóìÝíïõò áðü ôïõò ðëÝïí

óçìáíôéêïýò äïìéêïýò ëßèïõò ôÞò Óôïé·åéþäïõò Èåùñßáò ôùí ÏìÜäùí.

Åí ðñþôïéò, íïìßæù ðùò ðñïóÞêïíôá èá Þôáí êÜðïéá ó·üëéá ãýñù áðü ôï ðå-

ñéå·üìåíï êáé ôï óõããñáöéêü ýöïò. Áð� áñ·Þò ìÝ·ñé ôÝëïõò ôïý ðáñüíôïò âéâëßïõ

éäéáßôåñç Ýìöáóç äßíåôáé óôçí ðáñÜèåóç ðëçèþñáò ðáñáäåéãìÜôùí, ìå ìéá êÜ-

ðïéá âáñýôçôá óå ü,ôé áöïñÜ óôéò ïìÜäåò óõììåôñéþí óôåñåþí êáé Üëëùí ãåùìå-

ôñéêþí äéáìïñöùìÜôùí. Ó·åäüí üëç ç èåìáôïëïãßá åßíáé êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï åðé-

ëåãìÝíç, þóôå íá ðáñïõóéÜæåé ôéò ïìÜäåò åíäåäõìÝíåò ìå ôïí ðëÝïí öõóéêü ôïõò

ñüëï, Þôïé äñþóåò åðß ôùí óôïé·åßùí (Þ ìåôáôÜóóïõóåò ôá óôïé·åßá) åíüò óõíü-

ëïõ, áíåîáñôÞôùò ôïý áí áõôü áðáñôßæåôáé áðü ôéò äéáãùíßïõò åíüò êýâïõ, áðü

ôéò áêìÝò åíüò äÝíôñïõ Þ áêüìç êáé áðü ìéá óõëëïãÞ õðïïìÜäùí ìéáò äåäïìÝíçò

ïìÜäáò. Ç üëç ýëç õðïäéáéñåßôáé óå 28 óýíôïìá êåöÜëáéá, êáèÝíá áðü ôá ïðïßá

åéóÜãåé ìéá íÝá Ýííïéá Þ ðñáãìáôåýåôáé Ýíá íÝï èåùñçôéêü áðïôÝëåóìá. Ìéá,

Ýóôù êáé ãñÞãïñç, áíÜãíùóç ôïý êáôáëüãïõ ôùí ðåñéå·ïìÝíùí èá êáôáäåßêíõå

üôé ôá ðåñéóóüôåñá ôùí êõñéïôÝñùí åñåéóìÜôùí ãéá ôç äüìçóç ìéáò «ðñþôçò óåé-

ñÜò ìáèçìÜôùí» åßíáé ðáñüíôá. Ôá èåùñÞìáôá ôùí Langrange, Cauchy êáé Sylow

äåóìåýïõí, ôï êáèÝíá ãéá ôïí åáõôü ôïõ, Ýíá ïëüêëçñï êåöÜëáéï° ôï ßäéï óõì-

âáßíåé ìå ôçí ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí ïìÜäùí, ôçí áðáñßè-

ìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí ðåñéóôñïöéêþí êáé ôùí åðéðÝäùí êñõóôáëëïãñáöéêþí

ïìÜäùí, êáèþò êáé ìå ôï èåþñçìá ôùí Nielsen êáé Schreier.

ÐñïóðÜèçóá íá ãñÜøù óå üóï ôï äõíáôüí ïëéãüôåñï åðßóçìï ýöïò, ðáñáèÝ-

ôïíôáò ìüíïí ðïëý óçìáíôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ùò «èåùñÞìáôá» êáé áðïöåýãïíôáò

ôçí êáôÜñôéóç åíüò áôÝñìïíá êáôáëüãïõ ïñéóìþí. Óêïðüò ìïõ Þôáí íá ãñÜøù
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Ýíá âéâëßï ðïõ íá ìðïñåß íá äéáâÜæåôáé ìå Þ êáé ·ùñßò ôç óõíäñïìÞ åéäéêþí ðá-

íåðéóôçìéáêþí ðáñáäüóåùí° áí êáé äåí ó·åäéÜóèçêå ãéá íá ·ñçóéìïðïéåßôáé ùò

ëåîéêü Þ ïäçãüò áíáöïñÜò, êÜèå íÝá Ýííïéá ðïõ åéóÜãåôáé óôïé·åéïèåôåßôáé ìå

åíôüíùò ôïíéóìÝíç ãñáììáôïóåéñÜ êáé ìðïñåß åýêïëá íá åíôïðéóèåß óôï åõñåôÞ-

ñéï üñùí. ÊÜèå êåöÜëáéï êëåßíåé ìå ìéá óõëëïãÞ áóêÞóåùí ðïõ óôï·åýåé óôçí

åäñáßùóç êáé -óå ïñéóìÝíåò ðåñéðôþóåéò- óôçóõìðëÞñùóç ôùí ãíþóåùí ðïõáðï-

êôþíôáé åíôüò ôïý êõñßùò êåéìÝíïõ. Åßíáé áðïëýôùò ïõóéáóôéêÞ ç åê ìÝñïõò óáò

åðßëõóç üóï ôï äõíáôüí ðåñéóóïôÝñùí áóêÞóåùí, ðñéí áðü ôç ìåôÜâáóÞ óáò áðü

ôï Ýíá êåöÜëáéï óôï Üëëï. Ôá ÌáèçìáôéêÜ äåí áðïôåßíïíôáé óå èåáôÝò° ãéá íá

êáôáêôçèåß Ýíá õøçëü ðïóïóôü êáôáíüçóçò, áõôïðåðïßèçóçò êáé åíèïõóéáóìïý

åßíáé áíáãêáßá ç óõììåôï·Þ óáò.

Ùò ðñïáðáéôïýìåíåò ãíþóåéò èåùñþ ü,ôé ìáèáßíåé êáíåßò, ùò óõíÞèùò, óå ìéá

ðñþôç ðáñÜäïóç ÃñáììéêÞò¢ëãåâñáò (óõìðåñéëáìâáíïìÝíïõ ôïý ðïëëáðëáóéá-

óìïý ðéíÜêùí, ôÞò ìÝóù ðéíÜêùí áíáðáñÜóôáóçò ãñáììéêþí áðåéêïíßóåùí ìå-

ôáîý åõêëåéäåßùí ·þñùí, áëëÜ ü·é êáô� áíÜãêçí êáé ôÞò ÁöçñçìÝíçò Èåùñßáò

ôùí Äéáíõóìáôéêþí µþñùí), êáèþò êáé ìéá óôïé·åéþäç åîïéêåßùóç ìå ôéò éäéü-

ôçôåò ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí. Èá Þôáí êñßìá íá äßäáóêå

êáíåßò ÈåùñßáÏìÜäùí ·ùñßò íá Ý·åé óôç äéÜèåóÞ ôïõ ôéò ïìÜäåò ðéíÜêùí, êáèüôé

áõôÝò áðïôåëïýí ìéá ðëïýóéá ðçãÞ ðáñáäåéãìÜôùí, éäéáéôÝñùò äå ëüãù ôÞò êáôÜ

êüñïí ·ñçóéìïðïßçóçò ôùí ðéíÜêùí óôéò åöáñìïãÝò.

Ìéá óôïé·åéþäçò ýëç áõôïý ôïý åßäïõò åßíáé, âåâáßùò, êÜôé ôï êïéíüôïðï°

ùóôüóï, äåí åßíáé ïëùóäéüëïõ êÜôé ôï óôáôéêü, åðéäå·üìåíç áðü êáéñïý åéò êáé-

ñüí âåëôéþóåéò êáé íÝåò ðñïóåããßóåéò. Óôï óçìåßï áõôü, èá üöåéëá íá êÜíù ìíåßá

ôñéþí åî áõôþí° ðñüêåéôáé ãéá ôçí êáôÜ H. Wielandt ðñïóÝããéóç ôùí èåùñçìÜ-

ôùí ôïý Sylow (âë. êåöÜëáéï 20), ôçí êáôÜ J. McKay áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò

ôïý Cauchy (âë. êåöÜëáéï 13) êáé ôçí åéóáãùãÞ ôùí äñÜóåùí ïìÜäùí åðß äÝ-

íôñùí ôçí ïöåéëüìåíç óôïí J.-P. Serre (âë. êåöÜëáéï 28). Ìéá Üëëç åðéññïÞ êáôÜ

ôç óõããñáöÞ ðñïÞëèå áðü åìðåéñßåò ðñïóùðéêÞò öýóåùò. Ùò öïéôçôÞò åß·á ôçí

êáëÞ ôý·ç íá óðïõäÜóù õðü ôïí A.M. Macbeath, ïé ðáñáäüóåéò ôïý ïðïßïõ ìå

ðñùôïåéóÞãáãáí óôç Èåùñßá ôùí ÏìÜäùí. Ôï ·ñÝïò ôï ïðïßï öÝñåé ï ìáèçôÞò,

ôï óõíáñôþìåíï ìå ôçí åõãíùìïóýíç ðïõ ïöåßëåé óôïí äéäÜóêáëï, åîïöëåßôáé ìå

ôïí êáëýôåñï äõíáôü ôñüðï üôáí ç åîüöëçóç ãßíåôáé óå åßäïò. ÅÜí ëïéðüí ôïýôï

ôï ìéêñü âéâëßï èá ìðïñïýóå íá óõíåéóöÝñåé êÜôé óôçí åêôßìçóç ôÞò ïìïñöéÜò ôùí

Ìáèçìáôéêþí, óå âáèìü áíÜëïãï åêåßíïõ óôïí ïðïßï áõôÞ ìåôáäüèçêå áðü ôïí

åí ëüãù êáèçãçôÞ óå åìÝíá, ôüôå èá Þìïõí êÜôé ðåñéóóüôåñï áðü éêáíïðïéçìÝíïò.

Åõ�áñéóôßåò. Èá Þèåëá íá åõ·áñéóôÞóù ôïí Andrew Jobbings, ï ïðïßïò äéÜâáóå

êáé ó·ïëßáóå ìåãÜëï ôìÞìá ôïý áñ·éêïý ·åéñïãñÜöïõ, ôïí LyndonWoodward ãéá

ôéò ðïëëÝò ·ñÞóéìåò óõæçôÞóåéò ìáò ôùí ôåëåõôáßùí åôþí, ôçí êõñßá S. Nesbitt

ãéá ôçí åýèõìç äéÜèåóÞ ôçò êáé ôçí õðïìïíÞ ôçò êáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò óôïé-

·åéïèåóßáò ôïý âéâëßïõ, êáèþò êáé ôïõò åîÞò åêäïôéêïýò ïßêïõò ãéá ôçí åõãåíéêÞ
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ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

Ïé óõììåôñßåò ôïý ôåôñáÝäñïõ

Ðüóç óõììåôñßá äéáèÝôåé Ýíá ôåôñÜåäñï; ÈåùñÞóôå Ýíá êáíïíéêü ôåôñÜåäñï T

êáé, ·Üñéí åõêïëßáò, áíáëïãéóèåßôå ìüíïí ôçí ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá. Ôï ó·Þìá

1.1 äåß·íåé äýï Üîïíåò. Ï Ýíáò, ï ïðïßïò åðéãñÜöåôáé ìå ôï L, äéÝñ·åôáé áðü ìßá

êïñõöÞ ôïý ôåôñáÝäñïõ êáé áðü ôï âáñýêåíôñï ôÞò áíôéêåßìåíçò Ýäñáò° ï Üëëïò,

ï ïðïßïò åðéãñÜöåôáé ìå ôïM , êáèïñßæåôáé áðü ôá ìåóïóçìåßá äýï áíôéêåéìÝíùí

áêìþí.

Ó�Þìá 1.1



2 ïìáäåò êáé óõììåôñéá

ÕðÜñ·ïõí ôÝóóåñåéò Üîïíåò ïìïåéäåßò ôïý L êáé äýï óôñïöÝò ãýñù áðü ôïí êÜèå

Ýíáí åî áõôþí, êáôÜ 2π

3
êáé 4π

3
, áíôéóôïß·ùò, ïé ïðïßåò óôÝëíïõí ôï åí ëüãù ôåôñÜå-

äñï íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôïõ. Ïé óôñïöÝò åêôåëïýíôáé õðü ôçí Ýííïéá ôçí

õðïäçëïýìåíç ìÝóù ôïý ó·Þìáôïò° õðïèÝôïíôáò üôé ôï óçìåßï åðüðôåõóçò ôïý ôå-

ôñáÝäñïõ åßíáé ôïðïèåôçìÝíï åðß ôïý Üîïíá ôïý äéåñ·ïìÝíïõ áðü ôç èåùñïõìÝíç

êïñõöÞ, ç áíôéêåßìåíç Ýäñá óôñÝöåôáé êáôÜ ôç öïñÜ ôçí áíôßèåôç ôÞò êßíçóçò

ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ). ÅÜí, âåâáßùò, åêôåëïýóáìå

óôñïöÞ êáôÜ 2π

3
(êé áíôéóôïß·ùò, êáôÜ 4π

3
) óýìöùíá ìå ôçí ùñïëïãéáêÞ öïñÜ (äå-

îéüóôñïöç öïñÜ), ôüôå ç óôñïöÞ áõôÞ èá åðéäñïýóå óôï T üðùò áêñéâþò ç ùò Üíù

óôñïöÞ êáôÜ 4π

3
(êé áíôéóôïß·ùò, êáôÜ 2π

3
). Ôþñá, óå ü,ôé áöïñÜ óôïí ÜîïíáM, ôï

ìüíï ðïõ èá ìðïñïýóáìå íá êÜíïõìå åßíáé íá ôïí óôñÝøïõìå êáôÜπ. (ÓçìåéùôÝïí

üôé õðÜñ·ïõí ôñåéò Üîïíåò áõôïý ôïý åßäïõò). ÌÝ·ñé óôéãìÞò Ý·ïõìå ó·çìáôßóåé

(4× 2) + 3 = 11 óõììåôñßåò. ÓõìðåñéëáìâÜíïíôáò óå áõôÝò êáé ôçí ôáõôïôéêÞ, ç

ïðïßá áöÞíåé ôï T óôáèåñü êáé åßíáé éóïäýíáìç ìå ìéá ðëÞñç óôñïöÞ ðåñß Ýíáí

åê ôùí äéáèåóßìùí áîüíùí ìáò, ëáìâÜíïõìå åí óõíüëù äþäåêá ðåñéóôñïöÝò.

Öáßíåôáé íá Ý·ïõìå áðáíôÞóåé óôï áñ·éêü ìáò åñþôçìá. ÕðÜñ·ïõí áêñéâþò

äþäåêá ðåñéóôñïöÝò, óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé ôÞò ôáõôïôéêÞò, ïé ïðïßåò êéíïýí

ôï ôåôñÜåäñï åðáíáöÝñïíôÜò ôï óôïí åáõôü ôïõ. ÁëëÜ áõôü äåí áðïôåëåß ôï ôÝëïò

ôÞò üëçò éóôïñßáò° ìéá éóüðåäç åîáãùíéêÞ ðëÜêá ìå éóïìÞêåéò ðëåõñÝò äéáèÝôåé

ùóáýôùò äþäåêá ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò (âë. ó·Þìá 1.2).

Ó�Þìá 1.2

Ôï ßäéï ìÜëéóôá óõìâáßíåé êáé ìå ìéá ïñèÞ êáíïíéêÞ ðõñáìßäá âáóéæüìåíç óå Ýíá
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êáíïíéêü äùäåêÜãùíï (âë. ó·Þìá 1.3).

Ó�Þìá 1.3

Áíáöåñüìåíïé óôçí ðëÜêá, äéáðéóôþíïõìå üôé ïñßæïíôáé ðÝíôå óôñïöÝò (êáôÜ
π

3
, 2π

3
, π, 4π

3
êáé 5π

3
) ðåñß ôïí Üîïíá ï ïðïßïò äéÝñ·åôáé áðü ôï âáñýêåíôñü ôçò êáé

åßíáé êÜèåôïò ðñïò áõôÞí. ÅðéðñïóèÝôùò, õðÜñ·ïõí ôñåéò Üîïíåò óõììåôñßáò êá-

èïñéæüìåíïé áðü æåýãç áíôéêåéìÝíùí ãùíéþí, êáèþò êáé Üëëïé ôñåéò Üîïíåò óõììå-

ôñßáò êáèïñéæüìåíïé áðü ôá ìåóïóçìåßá æåõãþí áíôéêåéìÝíùí ðëåõñþí, ãýñù áðü

ôïõò ïðïßïõò ìðïñïýìå íá óôñÝøïõìå ôçí ðëÜêá êáôÜ π. ÅÜí äåí îå·Üóïõìå íá

óõìðåñéëÜâïõìå êáé ôçí ôáõôïôéêÞ óõììåôñßá, ôüôå áðïêïìßæïõìå åê íÝïõ áêñé-

âþò äþäåêá óõììåôñßåò. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ðõñáìßäá ìáò äéáèÝôåé ìüíïí Ýíáí

Üîïíá ðåñéóôñïöéêÞò óõììåôñßáò, ï ïðïßïò óõíäÝåé ôçí áðáñ·Þ ôÞò ðõñáìßäáò ìå

ôï âáñýêåíôñï ôÞò âÜóçò ôçò. Ëüãù áõôþí ôùí ãåùìåôñéêþí äåäïìÝíùí ó·çìá-

ôßæïíôáé äþäåêá äéáöïñåôéêÝò óôñïöÝò (êáôÜ kπ

6
, 1 ≤ k ≤ 12, õðü ìßá ðñïåðéëåã-

ìÝíç Ýííïéá) ðåñß ôïí ðñïêåßìåíï Üîïíá. ÐáñÜ ôï ãåãïíüò üôé Ý·ïõìå êáôáãñÜøåé

áêñéâþò äþäåêá ðåñéóôñïöÝò êáé óôéò ôñåéò ðåñéðôþóåéò, åßíáé ôåëåßùò ðñïöáíÝò

üôé ôï ôåôñÜåäñï, ç ðëÜêá êáé ç ðõñáìßäá äåí åðéäåéêíýïõí ôá ßäéá ðïéïôéêÜ ·á-

ñáêôçñéóôéêÜ óõììåôñßáò.

Ç ðëÝïí åíôõðùóéáêÞ äéáöïñÜ Ýãêåéôáé óôï üôé ç ðõñáìßäá äéáèÝôåé ìüíïí

Ýíáí Üîïíá óõììåôñßáò. Ìéá óôñïöÞ êáôÜ π

6
ðåñß áõôüí ôïí Üîïíá ðñÝðåé íá

åðáíáëçöèåß (Þ, ìå Üëëá ëüãéá, íá óõíäõáóèåß ìå ôïí åáõôü ôçò) äþäåêá öïñÝò

ðñïôïý ç ðõñáìßäá åðáíÝëèåé óôçí áñ·éêÞ ôçò èÝóç. ÐñÜãìáôé° ýóôåñá áðü êá-

ôÜëëçëç åðáíÜëçøç ôÞò óôñïöÞò ôÞò âÜóçò ôçò Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ðáñáãùãÞò
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üëùí ôùí õðïëåéðïìÝíùí Ýíôåêá óõììåôñéþí ôçò. Ùóôüóï, óôçí ðåñßðôùóç ôïý

ôåôñáÝäñïõ êáé ôÞò ðëÜêáò, äåí õðÜñ·åé êÜðïéá «ìïíáäéêÞ»óôñïöÞ ôïõò, ç ïðïßá,

åðáíáëáìâáíüìåíç, èá ìáò ðáñåß·å üëåò ôéò Üëëåò óõììåôñßåò.

Ìéá ðéï ðñïóåêôéêÞ åîÝôáóç ôùí äåäïìÝíùí ìáò ìðïñåß íá ìáò ïäçãÞóåé óôï

íá äéáêñßíïõìå êáé Üëëåò äéáöïñÝò, ïé ïðïßåò ó·åôßæïíôáé, ìå ôïí Ýíáí Þ ôïí Üëëïí

ôñüðï, ìå ôï ðþò ïé äéáèÝóéìåò óõììåôñßåò «óõíäõÜæïíôáé» ìåôáîý ôïõò. Ãéá ðá-

ñÜäåéãìá, üëåò ïé óõììåôñßåò ôÞò ðõñáìßäáò ìåôáôßèåíôáé ìåôáîý ôïõò áíÜ æåýãç.

Áõôü óçìáßíåé üôé, èåùñþíôáò äýï ôõ·ïýóåò (ðåñé)óôñïöÝò êáé åêôåëþíôáò ôÞ ìßá

êáôüðéí ôÞò Üëëçò, ôï áðïôÝëåóìá èá åßíáé áíåîÜñôçôï ôïý ðïéá åî áõôþí åðéëÝ-

îáìå íá åßíáé ðñþôç Þ äåýôåñç. (¼ëåò ïé åí ëüãù óôñïöÝò Ý·ïõí ôïí ßäéï Üîïíá,

ïðüôå, åÜí, ·Üñéí ôÞò åðé·åéñçìáôïëïãßáò ìáò, åêôåëÝóïõìå ìßá óôñïöÞ êáôÜ π

3

êáé êáôüðéí ìßá óôñïöÞ êáôÜ 5π

6
, áðïêôïýìå ìéá óôñïöÞ êáôÜ 7π

6
, ç ïðïßá ìðï-

ñåß íá éäùèåß êáé ùò ôï áðïôÝëåóìá ôÞò óôñïöÞò êáôÜ 5π

6
áêïëïõèïýìåíçò áðü ôç

óôñïöÞ êáôÜ π

3
). Ôïýôï üìùò äåí óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ôïý ôåôñáÝäñïõ Þ ôÞò

ðëÜêáò. Óõíéóôïýìå óôïí áíáãíþóôç íá ðåéñáìáôéóèåß ìå ôï ôåôñÜåäñï. Ç åðé-

ãñáöÞ ôùí êïñõöþí ôïý T , üðùò óôï ó·Þìá 1.4, ìáò åðéôñÝðåé íá áíôéëçöèïýìå

ðëÞñùò ôï áðïôÝëåóìá ìéáò ðñÜãìáôé éäéïìåñïýò óõììåôñßáò.

Ó�Þìá 1.4

Ùò r ïñßæïõìå ôçí êáôÜ 2π

3
óôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá L (Ýôóé üðùò äåß·íåôáé óôï

ó·Þìá) êáé ùò s ôçí êáôÜ π óôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá M. Åêôåëþíôáò ðñþôá ôçí

r êáé êáôüðéí ôçí s, ðáßñíïõìå ôç óôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá N , ç ïðïßá åðáíáöÝ-

ñåé ôçí êïñõöÞ 2 óôçí ðñùôáñ·éêÞ ôçò èÝóç. ÁíôéèÝôùò, åêôåëþíôáò ðñþôá ôçí s
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êáé êáôüðéí ôçí r, ç êïñõöÞ 2 êéíåßôáé óôç èÝóç ðïõ Þôáí áñ·éêþò êáôåéëçììÝíç

áðü ôçí êïñõöÞ 4, ïðüôå äåí ðñïêýðôåé ç ßäéá óôñïöÞ. Åäþ áðáéôåßôáé âåâáßùò

êÜðïéá éäéáßôåñç ðñïóï·Þ ãéá íá ìçí ðÝóåé êáíåßò óôçí ðáãßäá íá óõìðáñáóý-

ñåé ôïí Üîïíá ôÞò s üôáí åí ðñþôïéò åöáñìüæåé ôçí r. Ôüóï ç r üóï êáé ç s èá

ðñÝðåé íá åêëáìâÜíïíôáé ùò «Üêáìðôåò» êéíÞóåéò ôïý ·þñïõ, õðü ôçí Ýííïéá ôïý

üôé ï Üîïíáò êáèåìéÜò åî áõôþí ðáñáìÝíåé óôáèåñüò óôïí ·þñï, åíüóù ïé r êáé s

(ðåñé)óôñÝöïõí ôï T åðáíáöÝñïíôÜò ôï óôçí áñ·éêÞ ôïõ èÝóç.

Óôï óçìåßï áõôü èá êÜíïõìå ìéá ôñßôç ðáñáôÞñçóç. ÕðÜñ·åé ìßá êáé ìüíç

óôñïöÞ ôÞò ðõñáìßäáò ç ïðïßá, óõíäõáæüìåíç ìßá öïñÜ ìå ôïí åáõôü ôçò, ìáò

äßíåé ôçí ôáõôïôéêÞ óõììåôñßá° ðñüêåéôáé ãéá ôç ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç óôñïöÞ

êáôÜ π. ÁíôéèÝôùò, ç ðëÜêá äéáèÝôåé åðôÜ êáé ôï ôåôñÜåäñï ôñåéò óõììåôñßåò áõ-

ôïý ôïý åßäïõò. Ïé ôñåéò óôñïöÝò ôïý ôåôñáÝäñïõ (êáôÜ π) ìåôáôßèåíôáé ìåôáîý

ôïõò áíÜ æåýãç, åíþ ìüíï ìßá áðü ôéò åðôÜ ïìïåéäåßò óõììåôñßåò ôÞò ðëÜêáò ìåôá-

ôßèåôáé ìå ôéò Üëëåò 6. (Ðïéá åßíáé áõôÞ; Ðåéñáìáôéóèåßôå ìÝ·ñé íá ôçí áðïêáëý-

øåôå.)

¼ðùò Þäç äéáðéóôþóáìå, ç áðëÞ êáôáìÝôñçóç ôùí êéíÞóåùí óõììåôñßáò äåí

åßíáé áñêåôÞ ãéá ôçí áðüêôçóç åíüò ·ñçóôéêïý ìÝóïõ êáôáãñáöÞò ôùí ðïéïôé-

êþí ·áñáêôçñéóôéêþí ôÞò óõììåôñßáò ãåùìåôñéêþí äéáìïñöùìÜôùí° ïöåßëïõìå,

åðéðñïóèÝôùò, íá ëÜâïõìå õð� üøéí ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï áõôÝò ïé êéíÞóåéò óõí-

äõÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò. Åêåßíï ôï ìáèçìáôéêü áíôéêåßìåíï, ôï ïðïßï åíóùìáôþíåé

üëåò ôéò ðñïò ôïýôï áðáéôïýìåíåò ðëçñïöïñßåò, åßíáé ç áðïêáëïýìåíç ïìÜäá óõì-

ìåôñéþí, ôçí ïðïßá êáé èá åðé·åéñÞóïõìå íá ðåñéãñÜøïõìå åí óõíå·åßá ãéá ôï T .

Ôï óýíïëï ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý T åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå Ýíá åß-

äïò «áëãåâñéêÞò äïìÞò». Ìðïñïýìå íá óõíäõÜóïõìå äýï äïèåßóåò ðåñéóôñïöÝò

u êáé v, åêôåëþíôáò ðñþôá ôçí v êáé êáôüðéí ôçí u, ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáóêåõÜ-

óïõìå ìéá íÝá ðåñéóôñïöÞ ðïõ, êáé áõôÞ ìå ôç óåéñÜ ôçò, áðåéêïíßæåé ôï T óôïí

åáõôü ôïõ, óõìâïëéæüìåíç ùò uv. (Ç åðéëïãÞ ôïý óõìâïëéóìïý uv -áíôß ôïý vu-

õðáãïñåýåôáé áðü ôç óõíÞèç óýìâáóÞ ìáò ãéá ôçí Ýêöñáóç ôÞò óýíèåóçò äýï

óõíáñôÞóåùí, üðïõ ìÝóù ôïý fg Þ ôïý f ◦ g åííïïýìå üôé ðñïçãåßôáé ç åöáñìïãÞ

ôÞò g êáé üôé Ýðåôáé ç åöáñìïãÞ ôÞò f). Ç ôáõôïôéêÞ ðåñéóôñïöÞ, ôçí ïðïßá óõìâï-

ëßæïõìå ùò e, óõìðåñéöÝñåôáé êáôÜ êÜðïéïí åéäéêü ôñüðï. Åöáñìüæïíôáò ðñþôá

ôçí e êáé êáôüðéí ìéá ïéáäÞðïôå Üëëç ðåñéóôñïöÞ u, Þ ðñþôá ôçí u êáé êáôüðéí

ôçí e, óõíÜãïõìå ùò áðïôÝëåóìá áêñéâþò ü,ôé èá ðáßñíáìå åöáñìüæïíôáò ìüíïí

ôçí u.Ìå Üëëá ëüãéá,

ue = u = eu,

ãéá êÜèå óõììåôñßá u ôïý T.Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå u äéáèÝôåé Ýíá áíôßóôñïöï,

óõìâïëéæüìåíï ùò u−1, Þôïé ìéá óõììåôñßá ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé

u−1u = e = uu−1.
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Ãéá ôçí áðüêôçóç ôïý u−1 äåí Ý·åôå ðáñÜ íá åêôåëÝóåôå ôç óôñïöÞðåñß ôïí Üîïíá

ôÞò u êáé êáôÜ ãùíßá ßóç ìå åêåßíç ôÞò óôñïöÞò u, áëëÜ ðñïò ôçí áíôßèåôç êáôåý-

èõíóç. (Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï áíôßóôñïöï ôÞò r åßíáé ç rr, åðåéäÞ, åöáñìüæïíôáò ôçí

r ôñåéò öïñÝò, ðáßñíïõìå ôçí ôáõôïôéêÞ). ÔÝëïò, èåùñþíôáò ôñåéò ôõ·ïýóåò ðåñé-

óôñïöÝò u, v êáé w, ìáò åßíáé áäéÜöïñï ôï êáôÜ ðüóïí èá åöáñìüóïõìå ðñþôá

ôçíw êáé êáôüðéí ôç óýíèåóç uv Þ ðñþôá ôçí vw êáé êáôüðéí ôçí u. Óå óõìâïëéêÞ

ãñáöÞ, ç äéáðßóôùóç áõôÞ åêöñÜæåôáé ùò åîÞò:

(uv)w = u(vw)

(üðïõ u, v êáé w åßíáé ïéåóäÞðïôå -ü·é êáô� áíÜãêçí äéáêåêñéìÝíåò- óõììåôñßåò

ôïý ôåôñáÝäñïõ T ).

Ïé äþäåêá óõììåôñßåò ôïý ôåôñáÝäñïõ T , åöïäéáóìÝíåò ìå ôçí ùò Üíù áëãå-

âñéêÞ äïìÞ, ïéêïäïìïýí ôçí ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïõ.

ÁóêÞóåéò

1.1 ÓõãêïëëÞóôå äýï áíôßôõðá åíüò êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï,

þóôå íá Ý·ïõí ìéá êïéíÞ ôñéãùíéêÞ Ýäñá, êáé ìåëåôÞóôå üëåò ôéò ðåñéóôñïöé-

êÝò óõììåôñßåò áõôïý ôïý íÝïõ óôåñåïý.

1.2 Âñåßôå üëåò ôéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò åíüò êýâïõ.

1.3 Õéïèåôþíôáò ôïí óõìâïëéóìü ôïý ó·Þìáôïò 1.4 äåßîôå üôé ï Üîïíáò ôÞò óõ-

íôéèÝìåíçò ðåñéóôñïöÞò srs äéÝñ·åôáé áðü ôçí êïñõöÞ 4, êáèþò êáé üôé ï

Üîïíáò ôÞò óõíôéèÝìåíçò ðåñéóôñïöÞò rsrr êáèïñßæåôáé áðü ôá ìåóïóçìåßá

ôùí áêìþí 1 2 êáé 3 4.

1.4 �·ïíôáò ïëïêëçñþóåé ôç ëýóç ôÞò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò åêöñÜóôå êáèå-

ìéÜ ôùí äþäåêá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý ôåôñáÝäñïõ ìå ôç âïÞèåéá

ôùí r êáé s.

1.5 ÊÜíïíôáò åê íÝïõ ·ñÞóç ôïý óõìâïëéóìïý ôïý åéóá·èÝíôïò óôï ó·Þìá 1.4,

âåâáéþóôå ôçí éó·ý ôùí éóïôÞôùí r−1 = rr, s−1 = s, (rs)
−1

= srr êáé

(sr)
−1

= rrs.

1.6 Äåßîôå üôé êÜèå êáíïíéêü ôåôñÜåäñï äéáèÝôåé åí óõíüëù åßêïóé ôÝóóåñåéò

óõììåôñßåò, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé åðéôñÝðïõìå êáé ôç óõìðåñßëçøç êá-

ôïðôñéóìþí êáé ãéíïìÝíùí êáôïðôñéóìþí. Åíôïðßóôå ìåôáîý áõôþí ìéá óõì-

ìåôñßá, ç ïðïßá äåí åßíáé ïýôå ðåñéóôñïöÞ ïýôå êáôïðôñéóìüò. Êáôüðéí, âå-

âáéùèåßôå ãéá ôï üôé ç åí ëüãù óõììåôñßá ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ôï ãéíüìåíï

ôñéþí êáôïðôñéóìþí.
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1.7 �óôù q Ýíáò êáôïðôñéóìüò åíüò êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ ùò ðñïò ôï åðßðåäï

ôï ïðïßï êáèïñßæåôáé áðü ôï âáñýêåíôñü ôïõ (Þ «êÝíôñï óõììåôñßáò» ôïõ)

êáé ìßá áðü ôéò áêìÝò ôïõ. Äåßîôå üôé ïé ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò, ìáæß ìå

ôéò óõììåôñßåò ôÞò ìïñöÞò uq, üðïõ ç u åßíáé ìéá ïéáäÞðïôå ðåñéóôñïöÞ, ìáò

ðáñÝ·ïõí êáé ôéò åßêïóé ôÝóóåñåéò óõììåôñßåò ôïý ôåôñáÝäñïõ.

1.8 Ðñïóäéïñßóôå üëåò ôéò åðßðåäåò óõììåôñßåò (Þôïé ðåñéóôñïöÝò êáé êáôïðôñé-

óìïýò) åíüò êáíïíéêïý ðåíôáãþíïõ êáé åíüò êáíïíéêïý åîáãþíïõ.

1.9 Äåßîôå üôé ç åîáãùíéêÞ ðëÜêá ôïý ó·Þìáôïò 1.2 äéáèÝôåé óõíïëéêþò åßêïóé

ôÝóóåñåéò óõììåôñßåò. Åíôïðßóôå åêåßíåò ðïõ ìåôáôßèåíôáé ìå üëåò ôéò Üëëåò.

1.10 ÄïìÞóôå ðñüôõðá («ìïíôÝëá») ôïý ïêôáÝäñïõ, ôïý äùäåêáÝäñïõ êáé ôïý åé-

êïóáÝäñïõ (âë. ó·Þìá 8.1). Ãéá êáèÝíá åî áõôþí ôùí óôåñåþí ðñïóðáèÞóôå

íá åíôïðßóåôå üóï ðåñéóóüôåñåò óõììåôñßåò ìðïñåßôå.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Ôá áîéþìáôá ôÞò ïìÜäáò

µùñßò Üëëá åéóáãùãéêÜ ó·üëéá èá äþóïõìå ôïí ïñéóìü ôÞò åííïßáò ôÞò ïìÜ-

äáò Ý·ïíôáò ùò õðüäåéãìÜ ìáò ôéò óõììåôñßåò ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ. Ôï

ðñþôï óõóôáôéêü ôïõ åßíáé Ýíá óýíïëï G° ôï äåýôåñï, Ýíáò êáíüíáò ï ïðïßïò

ìáò åðéôñÝðåé íá óõíäõÜæïõìå ìåôáîý ôïõò ôá ìÝëç êÜèå äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò

(x, y) ∈ G × G êáé íá ëáìâÜíïõìå Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï «ãéíüìåíï» xy,

ôï ïðïßï íá áíÞêåé åðßóçò óôï óýíïëü ìáò. Áõôüò ï «êáíüíáò óõíäõáóìïý» (Þ

ç «ðñÜîç» ðïõ åêôåëïýìå) áíáöÝñåôáé óõíÞèùò ùò «ðïëëáðëáóéáóìüò» åðß ôïý

äïèÝíôïò óõíüëïõ G.

Ìéá ïìÜäá åßíáé Ýíá óýíïëï G, ìáæß ìå Ýíáí ðïëëáðëáóéáóìü åðß ôïý G, ï ïðïßïò

éêáíïðïéåß ôá åîÞò áîéþìáôá :

(a) Ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò, Þôïé éó�ýåé

(xy)z = x(yz)

ãéá ïéáäÞðïôå (ü�é êáô' áíÜãêçí äéáêåêñéìÝíá ) óôïé�åßá x, y, z ôïý G.

(b) ÕðÜñ�åé Ýíá óôïé�åßï e ∈ G, ôï ëåãüìåíï ìïíáäéáßï (Þ ôáõôïôéêü) óôïé�åßï,

ãéá ôï ïðïßï éó�ýåé

xe = x = ex, ∀x, x ∈ G.
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(c) ÊÜèå óôïé�åßï x ôÞò G äéáèÝôåé Ýíá áíôßóôñïöï x−1, ôï ïðïßï áíÞêåé óôï

óýíïëï G êáé éêáíïðïéåß ôéò éóüôçôåò

x−1x = e = xx−1.

Ðüóï ìðïñåß êáíåßò íá âïçèçèåß áðü Ýíáí åðßôõðï ïñéóìü ðáñå·üìåíïí ìÝóù

áîéùìÜôùí; Åðß ôïý ðáñüíôïò, åëÜ·éóôá° åÜí ç ìüíç õöéóôÜìåíç ïìÜäá Þôáí ç

ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, ôüôå èá ·Üíáìå ôïí

·ñüíï ìáò. Áëë� áõôü åõôõ·þò äåí óõìâáßíåé. Ïé ïìÜäåò «îåðñïâÜëëïõí» óå ìéá

ðëçèþñá äéáöïñåôéêþí ðåñéóôÜóåùí.

¼ëïé ìáò, ãéá ðáñÜäåéãìá, èåùñïýìå ôç äïìÞ ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò ôïý óõ-

íüëïõ ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ùò «äåäïìÝíç». Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ï êá-

íüíáò óõíäõáóìïý ôùí ìåëþí êÜèå äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò (x, y) åßíáé ï ó·çìá-

ôéóìüò ôïý êïéíüôïðïõ áèñïßóìáôüò ôïõò x + y. ÖõóéêÜ, áðïäå·üìáóôå üôé ãéá

ïéïõóäÞðïôå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò x, y, z éó·ýåé ç éóüôçôá

(x+ y) + z = x+ (y + z),

üôé ôï 0 ðáßæåé ôïí ñüëï ôïý ôáõôïôéêïý (Þ «ïõäåôÝñïõ») óôïé·åßïõ ùò ðñïò ôçí

ðñÜîç ôÞò ðñüóèåóçò êáé üôé ôï−x åßíáé ôï áíôßóôñïöï (Þ, êáëýôåñá, ôï «áíôßèå-

ôï») ôïý x. Áõôü ôï ðáñÜäåéãìá äåß·íåé ôï ãéáôß ðñïçãïõìÝíùò èÝóáìå ôéò ëÝîåéò

ãéíüìåíï êáé ðïëëáðëáóéáóìüò åíôüò åéóáãùãéêþí. Ç «ðñÜîç» Þ ï «êáíüíáò»

ðïõ ìáò åðéôñÝðåé íá óõíäõÜæïõìå ôá óôïé·åßá ìáò ðñüêåéôáé, ùò åðß ôï ðëåßóôïí,

íá óçìåéþíåôáé êáé íá áíáöÝñåôáé åöåîÞò ùò ðïëëáðëáóéáóìüò, áëëÜ åßíáé äõ-

íáôüí íá ìç ó·åôßæåôáé êáèüëïõ ìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü áñéèìþí õðü ôç óõíÞèç

ôïõ Ýííïéá.

Ï �çìéêüò åíßïôå åêöñÜæåé ôï åíäéáöÝñïí ôïõ ãéá ôï ðüóç óõììåôñßá èá ìðï-

ñïýóå íá äéáèÝôåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï ìüñéï. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôï ìüñéï ôïý ìåèá-

íßïõ (CH4) ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò Ýíáò ó·çìáôéóìüò ðÝíôå áôüìùí, ìå ôï Üôïìï

ôïý Üíèñáêá ôïðïèåôçìÝíï óôï âáñýêåíôñï åíüò êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ êáé ìå

ôá ôÝóóåñá ðñùôüíéÜ ôïõ (Üôïìá õäñïãüíïõ) ôïðïèåôçìÝíá óôéò ôÝóóåñåéò êïñõ-

öÝò ôïý ôåôñáÝäñïõ. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ôï ðñüôõðï («ìïíôÝëï») ôïý ìïñßïõ

ôÞò âåíæüëçò (C6H6) Ý·åé ìéá åîáãùíéêÞ äüìçóç, äçëáäÞ åßíáé Ýíáò ó·çìáôéóìüò

äþäåêá áôüìùí, ìå äýï Üôïìá (Ýíá Üôïìï Üíèñáêá êáé Ýíá Üôïìï õäñïãüíïõ) ôï-

ðïèåôçìÝíá óå êáèåìßá áðü ôéò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý åîáãþíïõ. (Ç åîáãùíéêÞ

óõììåôñßá åßíáé ìßá áðü ôéò ðëÝïí óõíÞèåéò óôç öýóç° ðéèáíþò äå, áðü ôçí Üðïøç

ôÞò áéóèçôéêÞò, íá ìçí åßíáé ðïõèåíÜ áëëïý ôüóï åõÜñåóôç, üóï óôçí ðåñßðôùóç

ôÞò èåþñçóçò ôÞò äïìÞò ôùí ·éïíïêñõóôÜëëùí, âë. ó·Þìá 2.1). Áðü ôçí åìðåé-

ñßá ìáò ìå ôï êáíïíéêü ôåôñÜåäñï êáé ôï êáíïíéêü åîÜãùíï ãíùñßæïõìå üôé åßíáé

óçìáíôéêÞ ç äéÜôáîç ç ïðïßá ôçñåßôáé üôáí óõíäõÜæïõìå äýï óõììåôñßåò. Áõôüò



10 ïìáäåò êáé óõììåôñéá

åßíáé êáé ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï ïìéëïýìå óõíå·þò ãéá äéáôåôáãìÝíá æåýãç óôïé-

·åßùí. Åßíáé êáèïñéóôéêÞò óçìáóßáò ôï ðüôå èá èåùñÞóïõìå äýï óôïé·åßá ìéáò

ïìÜäáò äéáôåôáãìÝíá ùò x, y Þ ôï ðüôå èá ôïõò ðñïóäþóïõìå ôçí áíôßèåôç äéÜ-

ôáîç y, x. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, ï êáíüíáò ìáò ìÜò äßíåé ôï ãéíüìåíï xy, óôç

äåýôåñç ôï yx, ·ùñßò ôá äýï áõôÜ ãéíüìåíá íá åßíáé êáô� áíÜãêçí ßóá.

Ó�Þìá 2.1
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Ï öõóéêüò, êáôÜ ôç ìåëÝôç ôÞò Èåùñßáò ôÞò Ó·åôéêüôçôáò, óõíáíôÜ ôç ëåãï-

ìÝíç ïìÜäá ôïý Lorentz, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò åßíáé ðßíáêåò ôÞò ìïñöÞò

[
coshu sinhu

sinhu coshu

]
(*)

óõíäõáæüìåíá ìåôáîý ôïõò ìÝóù ôïý óõíÞèïõò ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí. Èõ-

ìçèåßôå üôé ïé coshu êáé sinhu åßíáé ïé õðåñâïëéêÝò óõíáñôÞóåéò óõíçìéôüíïõ êáé

çìéôüíïõ, ïíïìáæüìåíåò Ýôóé åîáéôßáò ôïý üôé ïé åîéóþóåéò x = coshu, y = sinhu

ðñïóäéïñßæïõí ôçí õðåñâïëÞ x2 − y2 = 1. Ãé� áõôÝò éó·ýïõí ïé ôáõôüôçôåò

cosh (u± v) = coshu cosh v ± sinhu sinh v,

sinh (u± v) = sinhu cosh v ± coshu sinh v

êáé, êáôÜ óõíÝðåéáí,

[
coshu sinhu

sinhu coshu

] [
cosh v sinh v

sinh v cosh v

]
=

[
cosh (u+ v) sinh (u+ v)

sinh (u+ v) cosh (u+ v)

]
.

ÓçìåéùôÝïí üôé ôï ãéíüìåíï áõôü ìÜò äßíåé Ýíáí ïìïåéäÞ ðßíáêá. Ï ìïíáäéáßïò ðß-

íáêáò ðëçñïß ôéò áðáéôÞóåéò ôïý ìïíáäéáßïõ (Þ «ôáõôïôéêïý») óôïé·åßïõ êáé áíÞ-

êåé óôï äïèÝí óýíïëï ðéíÜêùí, äéüôé éóïýôáé ìå ôïí ðßíáêá

[
cosh0 sinh 0

sinh 0 cosh0

]
.

Ùò áíôßóôñïöï ôïý (*) ìðïñïýìå íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí ðßíáêá

[
cosh (−u) sinh (−u)

sinh (−u) cosh (−u)

]

ï ïðïßïò Ý·åé ôçí áðáéôïõìÝíç ìïñöÞ. ÅðåéäÞ, åðéðñïóèÝôùò, ï ðïëëáðëáóéáóìüò

ðéíÜêùí åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò, ðáßñíïõìå ðñÜãìáôé ìéá ïìÜäá.

ÔÝëïò, ï ìáèçìáôéêüò áíôéëáìâÜíåôáé üôé, ïõóéáóôéêþò, áõôü ðïõ ìåëåôÜ åí

ðñþôïéò åíôüò ôïý ðëáéóßïõ ôÞò (äéóäéÜóôáôçò) Åõêëåßäåéáò Ãåùìåôñßáò åßíáé ïé

éäéüôçôåò åêåßíåò, ïé ïðïßåò ìÝíïõí áìåôÜâëçôåò ìÝóù ôùí óôïé·åßùí ìéáò åéäéêÞò

ïìÜäáò, Þôïé ôÞò ïìÜäáò ïìïéïôÞôùí ôïý åðéðÝäïõ. Ìéá ïìïéüôçôá ìåãåèýíåé Þ

óõññéêíþíåé ôá ó·Þìáôá, åíþ äéáöõëÜóóåé ôï ìüñöùìÜ ôïõò. Ðéï óõãêåêñéìÝíá,

êÜèå ïìïéüôçôá óôÝëíåé åõèýãñáììá ôìÞìáôá íá áðåéêïíéóèïýí óå åõèýãñáììá

ôìÞìáôá, ðïëëáðëáóéÜæïíôáò ôá ìÞêç ôïõò ìå Ýíáí ðáñÜãïíôá, ï ïðïßïò åßíáé ï

ßäéïò ãéá êÜèå åõèýãñáììï ôìÞìá. Åðßóçò, ôñßãùíá óôÝëíïíôáé íá áðåéêïíéóèïýí

óå üìïéá ôñßãùíá êáé ïé ãùíßåò äéáôçñïýí ôï ìÝãåèüò ôïõò, áëëÜ ü·é áíáãêáßùò

êáé ôç öïñÜ ôïõò. Ç óýíèåóç äýï ïìïéïôÞôùí åßíáé êáé áõôÞ ìéá ïìïéüôçôá, êáé ç
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åðáëÞèåõóç ôùí áîéùìÜôùí ôÞò ïìÜäáò ìðïñåß åýêïëá íá åëåã·èåß (âë. Üóêçóç

2.4).

Ç áöçñçìÝíç ðñïóÝããéóç ìéáò èåùñßáò Ý·åé éäéáßôåñç áîßá áêñéâþò üôáí äéá-

êñßíïõìå ôçí ýðáñîç ôÞò åîåôáæïìÝíçò äïìÞò óå ìéá åõñåßá êëÜóç åíäéáöåñüíôùí

ðáñáäåéãìÜôùí. �·ïíôáòùò áöåôçñßá ìáò ôááîéþìáôá (ôïý ïñéóìïý) ôÞò ïìÜäáò

èá áíáðôýîïõìå óôáäéáêÜ Ýíá ïëüêëçñï ðëáßóéï ãéá ôç äñïìïëüãçóç ðëçèþñáò

èåùñçôéêþí áðïôåëåóìÜôùí, ôï ïðïßï ìðïñåß íá ·ñçóéìïðïéçèåß êÜèå öïñÜ ðïõ

ôá áîéþìáôá áõôÜ éêáíïðïéïýíôáé, ïäçãïýìåíïé êáô� áõôüí ôïí ôñüðïóå ìéá êáôÜ-

óôáóç óáöþò ðñïôéìüôåñç áðü ôï íá Ýðñåðå íá åðáëçèåýïõìå ìéá óõãêåêñéìÝíç

éäéüôçôá îáíÜ êáé îáíÜ, Þôïé ·ùñéóôÜ ãéá äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò.

Óôï óçìåßï áõôü èá ðåñéãñÜøïõìå äýï éäéüôçôåò, ïé ïðïßåò åßíáé êïéíÝò ãéá

üëåò ôéò ïìÜäåò.

(2.1) Ðñüôáóç. Ôï ìïíáäéáßï óôïé�åßï ìéáò ïìÜäáò åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé áìöüôåñá ôá óôïé·åßá e êáé e′ åßíáé ìïíáäéáßá. Ôüôå

ee′ = e′, åðåéäÞ ôï e åßíáé ìïíáäéáßï, êáé ee′ = e, åðåéäÞ ôï e′ åßíáé ìïíáäéáßï. ¢ñá

ôåëéêþò e = e′. �

(2.2) Ðñüôáóç. Ôï áíôßóôñïöï êáèåíüò óôïé�åßïõ ìéáò ïìÜäáò åßíáé ìïíïóçìÜ-

íôùò ïñéóìÝíï.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé áìöüôåñá ôá y êáé z åßíáé áíôßóôñïöá åíüò óôïé-

·åßïõ x. Ôüôå Ý·ïõìå

y = ey (üðïõ ôï e åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò)

= (zx)y (åðåéäÞ ôï z åßíáé áíôßóôñïöï ôïý x)

= z(xy) (äéüôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò)

= ze (åðåéäÞ ôï y åßíáé êáé áõôü áíôßóôñïöï ôïý x)

= z (äéüôé ôï e åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò).

Ùò åê ôïýôïõ, ôï áíôßóôñïöï ôïý x åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï. �

ÓçìåéùôÝïí üôé êáé ïé äýï áõôÝò ðñïôÜóåéò ·ñçóéìïðïéïýí ìüíïí åêåßíåò ôéò

éäéüôçôåò ìéáò ïìÜäáò, ïé ïðïßåò õðåéóÝñ·ïíôáé óôá áîéþìáôá ôïý ïñéóìïý ôçò.

Ãé� áõôüí ôïí ëüãï, ìðïñïýìå íá åßìáóôå áðïëýôùò âÝâáéïé üôé ôá áíùôÝñù áðï-

ôåëÝóìáôá ôßèåíôáé óå éó·ý ãéá ïéáäÞðïôå ïìÜäá.

Óôá áìÝóùò åðüìåíá êåöÜëáéá èá îåêéíÞóïõìå íá ðáñïõóéÜæïõìå êÜðïéá

ðñþôá èåùñçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá ðáñáðëåýñùò óõãêåêñéìÝíùí ðáñáäåéãìÜôùí

ïìÜäùí. Èõìçèåßôå: ôá ðáñáäåßãìáôá åßíáé óçìáíôéêÜ ° ·ùñßò áõôÜ, ç èåùñßá èá

êáôÝëçãå -óôçí êáëýôåñç ôùí ðåñéðôþóåùí- íá åßíáé ìéá åíäåÞò ìïñöÞ äéáíïçôé-

êÞò øõ·áãùãßáò.
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ÁóêÞóåéò

2.1 Óõãêñßíåôå ôç óõììåôñßá åíüò ·éïíïêñõóôÜëëïõ ìå åêåßíçí ôÞò åîáãùíéêÞò

ðëÜêáò ôïý ó·Þìáôïò 1.2.

2.2 Äåßîôå üôé ôï óýíïëï ôùí èåôéêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ó·çìáôßæåé ìéá

ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý.

2.3 Ðïéåò áðü ôéò áêüëïõèåò óõëëïãÝò 2×2 ðéíÜêùí (ìå ðñáãìáôéêïýò áñéèìïýò

ùò åããñáöÝò ôïõò) ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäáùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëá-

óéáóìïý;

(i) Åêåßíç ìå óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò

[
a b

b c

]
ãéá ôá ïðïßá ac �= b2.

(ii) Åêåßíç ìå óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò

[
a b

c a

]
ãéá ôá ïðïßá a2 �= bc.

(iii) Åêåßíç ìå óôïé·åßá ôÞò ìïñöÞò

[
a b

0 c

]
ãéá ôá ïðïßá ac �= 0.

(iv) ÔÝëïò, åêåßíç, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò äéáèÝôïõí ïñßæïõóá äéÜöïñç ôïý

ìçäåíüò êáé áêåñáßïõò áñéèìïýò ùò åããñáöÝò ôïõò.

2.4 �óôù f ìéá ïìïéüôçôá ôïý åðéðÝäïõ. Äåßîôå üôé ç f åßíáé ìéá áìößññéøç êáé

üôé ç áíôßóôñïöç óõíÜñôçóÞ ôçò f−1 åßíáé êáé áõôÞ ìéá ïìïéüôçôá. Êáôüðéí

åðáëçèåýóôå ôï üôé ç óõëëïãÞ üëùí ôùí ïìïéïôÞôùí ôïý åðéðÝäïõ ó·çìáôß-

æåé ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí.

2.5 Ìéá óõíÜñôçóç áðü ôï åðßðåäï óôïí åáõôü ôïõ, ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí áðü-

óôáóç ìåôáîý äýï ïéùíäÞðïôå óçìåßùí, êáëåßôáé éóïìåôñßá. Áðïäåßîôå ðùò

êÜèå éóïìåôñßá ïöåßëåé íá åßíáé áìöéññéðôéêÞ êáé åðéâåâáéþóôå ôï üôé ç óõë-

ëïãÞ üëùí ôùí éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí

ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí.

2.6 Äåßîôå ðùò ç óõëëïãÞ üëùí ôùí óôñïöþí ôïý åðéðÝäïõ ãýñù áðü Ýíá ðá-

ãéùìÝíï óçìåßï P óõãêñïôåß ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò

óõíáñôÞóåùí. Éó·ýåé ôï ßäéï êáé ãéá ôï óýíïëï üëùí ôùí êáôïðôñéóìþí ùò

ðñïò åõèåßåò ïé ïðïßåò äéÝñ·ïíôáé áðü ôï P ; Ôé óõìâáßíåé üôáí èåùñÞóïõìå

áðü êïéíïý üëåò ôéò óôñïöÝò êáé üëïõò ôïõò êáôïðôñéóìïýò;

2.7 �óôùüôé ôáx êáé y åßíáé óôïé·åßá ìéáò ïìÜäáòG. Áðïäåßîôå üôé çGðåñéÝ·åé

êÜðïéá óôïé·åßá w êáé z, ôá ïðïßá éêáíïðïéïýí ôéò wx = y êáé xz = y, êáé

äåßîôå üôé áõôÜ ôá w êáé z åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá (ùò ðñïò ôçí åí

ëüãù éäéüôçôá).
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2.8 ÅÜí ôá x êáé y åßíáé óôïé·åßá ìéáò ïìÜäáò, áðïäåßîôå üôé éó·ýåé ç éóüôçôá

(xy)−1 = y−1x−1.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

Áñéèìïß

Ðéèáíþò ï ðëÝïí ðñüóöïñïò ôñüðïò ãéá íá Ýëèåé êáíåßò óå ìéá ðñþôç åðáöÞ ìå

ôá «áîéþìáôá» ôÞò ïìÜäáò åßíáé íá ðñïóöýãåé óå ïìÜäåò áñéèìþí. Ïé äýï êáôÜ-

ëïãïé ðïõ áêïëïõèïýí ðåñéëáìâÜíïõí ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá êáé åéóÜãïõí ·ñÞóé-

ìïõò óõìâïëéóìïýò.

Ç óõíÞèçò ðñüóèåóç áñéèìþí (ðñáãìáôéêþí Þ ìéãáäéêþí) êáèéóôÜ êáèÝíá

ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí ìéá ïìÜäá.

Óýíïëï Óõìâïëéóìüò

ôùí áêåñáßùí áñéèìþí Z

ôùí ñçôþí áñéèìþí Q

ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí C

Åäþ, ôï ìçäÝí åßíáé ôï ôáõôïôéêü (Þ «ïõäÝôåñï») óôïé·åßï, åíþ ôï −x åßíáé ôï

áíôßóôñïöï (Þ «áíôßèåôï») óôïé·åßï ôïý áñéèìïý x.

ÅðéðñïóèÝôùò, ï óõíÞèçò ðïëëáðëáóéáóìüò áñéèìþí (ðñáãìáôéêþí Þ ìéãá-

äéêþí) êáèéóôÜ êáèÝíá ôùí áêïëïýèùí óõíüëùí ìßá ïìÜäá.
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Óýíïëï Óõìâïëéóìüò

ôùí ñçôþí áñéèìþí ðëçí ôïý ìçäåíüò Q�{0}

ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ðëçí ôïý ìçäåíüò R�{0}

ôùí èåôéêþí ñçôþí áñéèìþí Q>0

ôùí èåôéêþí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí R>0

{1,−1} {±1}

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí ðëçí ôïý ìçäåíüò C�{0}

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí áðïëýôïõ ôéìÞò 1 C

{1,−1, i,−i}, üðïõ i ç öáíôáóôéêÞ ìïíÜäá {±1,±i}

Åäþ, ôï 1 åßíáé ôï ôáõôïôéêü (Þ «ìïíáäéáßï») óôïé·åßï, åíþ ôï 1
x
åßíáé ôï áíôß-

óôñïöï ôïý áñéèìïý x.

Áîßæåé íá åîåôÜóïõìå áõôïýò ôïõò êáôáëüãïõò êáôÜ ôé ëåðôïìåñÝóôåñá, ôüóï

óå ó·Ýóç ìå ôï ôé ðåñéÝ·ïõí üóï êáé óå ó·Ýóç ìå ôï ôé ôïõò ëåßðåé. Ç ðñüóèåóç

äýï áêåñáßùí ìÜò äßíåé Ýíáí áêÝñáéï. Áõôü åßíáé ôï ðñþôï ðñÜãìá ðïõ ðñÝðåé íá

ðáñáôçñÞóïõìå ãéá ôçí åðéâåâáßùóç ôïý üôé ïé áêÝñáéïé ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá

ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç. ÅÜí, ãéá ðáñÜäåéãìá, èåùñïýóáìå -áíôß ôùí áêåñáßùí-

ìüíïí ôïõò ðåñéôôïýò áêåñáßïõò ùò óýíïëï áíáöïñÜò ìáò (áëëÜ êáé ðÜëé åöï-

äéáóìÝíïõò ìå ôçí ðñÜîç ôÞò ðñüóèåóçò), ôüôå áõôü ðïõ èá ðñïÝêõðôå äåí èá

ìðïñïýóå íá åßíáé ìéá ïìÜäá, êáèüôé ôï Üèñïéóìá äýï ðåñéôôþí áêåñáßùí åßíáé

Ýíáò Üñôéïò áêÝñáéïò.

Åñ·üìåíïé ôþñá óôçí åîÝôáóç ôïý óõíÞèïõò ðïëëáðëáóéáóìïý áñéèìþí ùò

ðñÜîçò, ðñÝðåé íá áðïìáêñýíïõìå ôï ìçäÝí áðü ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí

áñéèìþí åÜí åðéèõìïýìå ôïí ó·çìáôéóìü ìéáò ïìÜäáò. ÖõóéêÜ, äåí õðÜñ·åé ðñáã-

ìáôéêüò áñéèìüò x ãéá ôïí ïðïßï íá éó·ýåé x · 0 = 1. Óõíåðþò ôï ìçäÝí äåí Ý·åé

ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé ïé -äéÜöïñïé ôïý

ìçäåíüò- ñçôïß, ðñáãìáôéêïß êáé ìéãáäéêïß áñéèìïß óõãêñïôïýí ïìÜäåò ùò ðñïò

ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý. Ôé óõìâáßíåé üìùò ìå ôïõò -äéÜöïñïõò ôïý

ìçäåíüò- áêåñáßïõò; Ï ðïëëáðëáóéáóìüò äåí ìðïñåß íá ôïõò êáôáóôÞóåé ïìÜäá,

äéüôé ð.·. ï ìüíïò áñéèìüò x ï ïðïßïò éêáíïðïéåß ôçí åîßóùóç 2 · x = 1 åßíáé ï
1
2 /∈ Z. ÅðïìÝíùò, ôï 2 äåí äéáèÝôåé ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï ðïõ íá áíÞêåé

óôï Z.

µñçóéìïðïéïýìå ôïC ãéá íá óõìâïëßæïõìå ôïí ìïíáäéáßï êýêëï ôïý ìéãáäéêïý

åðéðÝäïõ, Þôïé

C = {z ∈ C : |z| = 1} .
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ÅÜí z, w ∈ C, ôüôå |zw| = |z| |w| = 1, ïðüôå zw ∈ C. Ï áñéèìüò 1 áíÞêåé óôïí C

êáé áðïôåëåß ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ãéá ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ìéãáäé-

êþí áñéèìþí. ÔÝëïò, åÜí z ∈ C, ôüôå
∣∣ 1
z

∣∣ = 1
|z| = 1, ïðüôå 1

z
∈ C, êé åðïìÝíùò êÜèå

óôïé·åßï ôïý C Ý·åé Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï ðïõ áíÞêåé óôïí C. Ùò åê

ôïýôïõ, ï ðïëëáðëáóéáóìüò ìéãáäéêþí áñéèìþí êáèéóôÜ ôïí C ìßá ïìÜäá. Äåí

êÜíáìå êáíÝíá ó·üëéï ðåñß ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò, áëëÜ, åÜí (åõëüãùò)

áðïäå·èïýìå üôé áõôÞ éó·ýåé ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôñéþí ôõ·üíôùí ìéãáäéêþí

áñéèìþí, ôüôå êáô� ïõóßáí èá éó·ýåé êáé ãéá ôñåéò ôõ·üíôåò áñéèìïýò åéëçììÝíïõò

áðü ôïí C.

ÅÜí åðéèõìïýóáìå íá åßìáóôå áðïëýôùò áõóôçñïß ìå ôïõò óõìâïëéóìïýò ìáò,

ôüôå èá Ýðñåðå íá ·ñçóéìïðïéïýìå ð.·. óõìâïëéóìïýò ôÞò ìïñöÞò (R,+) ãéá íá

åêöñÜóïõìå ôçí ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí, ðñïêåéìÝíïõ íá

êáèßóôáôáé åíôåëþò óáöÝò üôé ôï õðïêåßìåíï óýíïëü ìáò åßíáé ôï óýíïëï ôùí

ðñáãìáôéêþí áñéèìþí êáé üôé ç ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò ìáò åßíáé ç óõíÞèçò ðñüóèåóç.

Ùóôüóï, áðü ðñáêôéêÞ Üðïøç, ôï íá åñãáæüìáóôå ìå ôüóï äõóêßíçôïõò óõìâï-

ëéóìïýò èá ìáò Þôáí êÜôé ôï ðïëý öïñôéêü° Ýôóé, èá óõìöùíÞóïõìå óôï íá óõì-

âïëßæïõìå ìå ôï R ôüóï ôï óýíïëï ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí üóï êáé ôçí ïìÜäá

ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí ìå ðñÜîç ôçò ôç óõíÞèç ðñüóèåóç. Ôéò ðåñéóóüôåñåò

öïñÝò èá åßíáé áðïëýôùò ðñüäçëï áðü ôá óõìöñáæüìåíá ôï ôé áêñéâþò åííïïýìå

(êáôÜ ðåñßðôùóç). ÁíÜëïãåò óõìâÜóåéò èá óõíáöèïýí êáé ãéá ôá ëïéðÜ óýìâïëá

ôùí äýï ðñïçãçèÝíôùí êáôáëüãùí ìáò.

Ôïóýíïëï ôùíáêåñáßùíáñéèìþí åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïýóõíüëïõ ôùíðñáã-

ìáôéêþí áñéèìþí, åíþ êáé ôá äýï áõôÜ óýíïëá áðïôåëïýí ïìÜäåò ùò ðñïò ôç óõ-

íÞèç ðñüóèåóç. Ãé� áõôü ëïéðüí ëÝìå, éäéáéôÝñùò, ðùò ç ïìÜäá Z åßíáé ìéá «õ-

ðïïìÜäá» ôÞò R. Ìå ôçí Ýííïéá áõôÞ èá áó·ïëçèïýìå ðåñáéôÝñù óå êáôïðéíÜ

êåöÜëáéá, áñ·Þò ãåíïìÝíçò áðü ôï êåöÜëáéï 5.

Ìéá ïìÜäá ëÝãåôáé ìåôáèåôéêÞ Þ áâåëéáíÞ ïìÜäá (Þ ïìÜäá ôïý Abel) üôáí

xy = yx

ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá ôçò x, y. Ïé ïìÜäåò óå üëá ôá ðáñáäåßãìáôá ôùí äýï ðñïç-

ãçèÝíôùí êáôáëüãùí ìáò åßíáé áâåëéáíÝò, äéüôé ðñïöáíþò éó·ýåé

x+ y = y + x, x · y = y · x

ãéá ïéïõóäÞðïôå ðñáãìáôéêïýò Þ ìéãáäéêïýò áñéèìïýò x, y.

�óôù n Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò. Ôï óýíïëï {0, 1, 2, . . . , n− 1} ìðïñåß
íá êáôáóôåß ìßá ïìÜäá ìÝóù ôÞò ðñÜîçò ôÞò ðñüóèåóçò êáôÜ ìüäéï n. ÅÜí ôá x

êáé y åßíáé äýï óôïé·åßá ôïý ùò Üíù óõíüëïõ, ôüôå ç ðñÜîç áõôÞ «+n» ïñßæåôáé
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ùò åîÞò:

x+n y =

{
x+ y, üôáí 0 ≤ x+ y < n,

x+ y − n, üôáí x+ y ≥ n.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, 5 +6 3 = 8 − 6 = 2. (Ç ìÝôñçóç êáôÜ êÜðïéï ðñïêáèïñéóìÝíï

ìüäéï åßíáé ìéá áñêåôÜ ïéêåßá Ýííïéá. Èõìçèåßôå ð.·. ôï ðþò ðñïóèÝôåé êáíåßò äýï

ãùíßåò êáôÜ ìüäéï 2π). Ç åðáëÞèåõóç ôùí áîéùìÜôùí ôÞò ïìÜäáò åßíáé åýêïëç.

Ôï Üèñïéóìá x +n y áíÞêåé ðñïöáíþò óôï {0, 1, 2, . . . , n− 1}. ÅîÜëëïõ, ôüóï ôï

(x+n y ) +n z üóï êáé ôï x+n (y +n z) éóïýôáé ìå




x+ y + z, üôáí 0 ≤ x+ y + z < n,

x+ y + z − n, üôáí n ≤ x+ y + z < 2n,

x+ y + z − 2n, üôáí x+ y + z ≥ 2n,

áð� üðïõ Ýðåôáé ç ðñïóåôáéñéóôéêÞ éäéüôçôá. Ôï ìçäÝí áðïôåëåß ôï ïõäÝôåñï óôïé-

·åßï ôÞò «+n» êáé ôï n−x ôï áíôßóôñïöï (áíôßèåôï) ôïý x, üôáí x �= 0. Ç åí ëüãù

ïìÜäá åßíáé ðåðåñáóìÝíç êáé áâåëéáíÞ, êáèüôé

x+n y = y +n x,

êáé èá óõìâïëßæåôáé åöåîÞò ùò Zn.

ËÝìå ðùò äýï áêÝñáéïé áñéèìïß åßíáé éóüôéìïé êáôÜ ìüäéï n üôáí ç äéáöïñÜ

ôïõò éóïýôáé ìå Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý n. ÖõóéêÜ, êÜèå áêÝñáéïò áñéèìüò x åßíáé

éóüôéìïò êáôÜ ìüäéï n ìå Ýíáí áðü ôïõò áêåñáßïõò 0, 1, 2, . . . , n − 1, Þôïé ìå ôï

õðüëïéðï ðïõ ðáßñíïõìå üôáí äéáéñïýìå ôïí x ìå ôïí n. Èá óõìâïëßæïõìå áðü

åäþ êáé óôï åîÞò áõôü ôï õðüëïéðï ùò x (mod n) . Ðñïöáíþò,

x+n y = (x+ y) (mod n) .

ÅîÜëëïõ, åßíáé äõíáôüí êáé íá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôïõò áêåñáßïõò 0, 1, 2, . . . ,

n− 1 êáôÜ ìüäéï n, èÝôïíôáò

x ·n y = xy (mod n) .

Ãéá ðáñÜäåéãìá, 5 ·6 3 = 3, äéüôé ç äéáßñåóç ôïý äåêáðÝíôå ìå ôï Ýîé ìÜò äßíåé õðü-

ëïéðï ßóï ìå ôñßá. Ìðïñïýìå íá ó·çìáôßóïõìå ìéá ïìÜäá ·ñçóéìïðïéþíôáò áõôü

ôï åßäïò ðïëëáðëáóéáóìïý; Êáô� áñ·Üò, ùò åßèéóôáé, ðñÝðåé íá áðïìáêñýíïõìå

áðü ôï óýíïëü ìáò ôï ìçäÝí. ÁëëÜ ôïýôï äåí åßíáé áñêåôü. ÅÜí n = 10, ôüôå

2 ·10 5 = 0, ïðüôå ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìüäéï 10 äýï áñéèìþí ðïõ áíÞêïõí

óôï {1, 2, . . . , 9} äåí ìáò äßíåé Ýíáí Üëëïí áêÝñáéï ìåôáîý ôïý 1 êáé ôïý 9. Ùò åê

ôïýôïõ, äåí ìðïñïýìå íá ó·çìáôßóïõìå ìéá ïìÜäá. Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ï ðïë-

ëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìüäéï n êáèéóôÜ ôï óýíïëï {1, 2, . . . , n− 1} ìéá ïìÜäá ìüíïí
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üôáí ï n åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Åðßóçò, áðëüò ðåéñáìáôéóìüò ìÜò äåß·íåé

üôé ôï óýíïëï {1, 3, 7, 9} (ôï ïðïßï ó·çìáôßæåôáé ýóôåñá áðü áðïìÜêñõíóç ôùí

0, 2, 4, 5, 6, 8 áðü ôï {0, 1, 2, . . . , 9}) åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôç äïìÞ ôÞò ïìÜäáò ùò

ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý êáôÜ ìüäéï 10. ÌÞðùò áõôü ôï ãåãïíüò

õðïäåéêíýåé ôçí ýðáñîç åíüò ãåíéêüôåñïõ èåùñçôéêïý áðïôåëÝóìáôïò; (Ç áðÜ-

íôçóç âñßóêåôáé óôï êåöÜëáéï 11.)

ÁóêÞóåéò

3.1 Äåßîôå üôé êáèåìéÜ ôùí áêïëïýèùí óõëëïãþí áñéèìþí åßíáé åöïäéáóìÝíç ìå

ôç äïìÞ ôÞò ïìÜäáò ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò ðñüóèåóçò.

(i) Ïé Üñôéïé áêÝñáéïé áñéèìïß.

(ii) ¼ëïé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ôÞò ìïñöÞò a+ b
√
2, üðïõ a, b ∈ Z.

(iii) ¼ëïé ïé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß ôÞò ìïñöÞò a+ b
√
2, üðïõ a, b ∈ Q.

(iv) ¼ëïé ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß ôÞò ìïñöÞò a+ bi, üðïõ a, b ∈ Z.

3.2 Óõìâïëßóôå ùò Q(
√
2) ôï óýíïëï ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí Üóêçóç 3.1 (iii).

ÄïèÝíôïò åíüò ìç ìçäåíéêïý óôïé·åßïõ a+b
√
2 ôïýQ(

√
2) åêöñÜóôå ôü êëÜ-

óìá 1
a+b

√
2
õðü ôç ìïñöÞ c + d

√
2, üðïõ c, d ∈ Q. Êáôüðéí, áðïäåßîôå üôé ï

ðïëëáðëáóéáóìüò êáèéóôÜ ôï óýíïëï Q(
√
2)�{0} ìéá ïìÜäá.

3.3 �óôù n Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò êáé ÝóôùG ôï óýíïëï üëùí åêåßíùí

ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí z, ïé ïðïßïé éêáíïðïéïýí ôçí éóüôçôá zn = 1. Äåßîôå

üôé ôï G ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý

ìéãáäéêþí áñéèìþí.

3.4 ÌåôáâÜëëïíôáò ôïí n óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç äåßîôå üôé êáé ç Ýíùóç

∞⋃
n=1

{z ∈ C | zn = 1}

üëùí áõôþí ôùí ïìÜäùí áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëá-

ðëáóéáóìïý ìéãáäéêþí áñéèìþí.

3.5 �óôù n Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò. Áðïäåßîôå üôé

(x ·n y) ·n z = x ·n (y ·n z)

ãéá üëïõò ôïõò x, y, z ∈ Z.
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3.6 Åðáëçèåýóôå üôé êáèÝíá ôùí óõíüëùí

{1, 3, 7, 9, 11, 13, 17, 19}
{1, 3, 7, 9}
{1, 9, 13, 17}

ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï 20.

3.7 Ðïéá áðü ôá áêüëïõèá óýíïëá ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôïí ðïëëá-

ðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï 14;

{1, 3, 5}, {1, 3, 5, 7},
{1, 7, 13}, {1, 9, 11, 13}.

3.8 Äåßîôå üôé, üôáí Ýíá õðïóýíïëï ôïý {1, 2, . . . , 20, 21} ðåñéÝ·åé åßôå Ýíáí Üñ-

ôéï áñéèìü åßôå ôïí áñéèìü 11, ôüôå áõôü äåí ìðïñåß íá ó·çìáôßóåé ìéá ïìÜäá

ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï 22.

3.9 �óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé x Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò, ãéá ôïí ïðïßïí

éó·ýåé: 1 ≤ x ≤ p − 1. Äåßîôå üôé êáíåßò åê ôùí x, 2x, . . . , (p − 1)x äåí

áðïôåëåß Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý p. ÓõíáãÜãåôå ôçí ýðáñîç åíüò áêåñáßïõ z,

ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýåé:

1 ≤ x ≤ p− 1 êáé xz(mod p) = 1.

3.10 µñçóéìïðïéÞóôå ôá áðïôåëÝóìáôá ôùí áóêÞóåùí 3.5 êáé 3.9 ðñïêåéìÝíïõ

íá äéáðéóôþóåôå üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìüäéï n êáèéóôÜ ôï óýíïëï

{1, 2, . . . , n− 1} ïìÜäá üôáí ï n åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Ðïéá éäéüôçôá

ôßèåôáé åêôüò éó·ýïò üôáí ï n äåí åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò;



ÊÅÖÁËÁÉÏ 4

Ïé äéåäñéêÝò ïìÜäåò

Áò åðáíÝëèïõìå óôçí éóüðåäç åîáãùíéêÞ ðëÜêá óôçí ïðïßá áíáöåñèÞêáìå ðñïç-

ãïõìÝíùò (óôï êåöÜëáéï 1). Ïé äþäåêá ðåñéóôñïöéêÝò ôçò óõììåôñßåò óõíäõÜæï-

íôáé êáôÜ Ýíáí öõóéêü ôñüðï, ïýôùò þóôå íá ðñïêýðôåé ï ó·çìáôéóìüò ìéáò ïìÜ-

äáò. Ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü n ≥ 3 ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ðëÜêá ìå

n éóïìÞêåéò ðëåõñÝò. �ôóé, äçìéïõñãïýìå ìéá ïéêïãÝíåéá ìç ìåôáèåôéêþí ïìÜäùí

óõììåôñßáò, ïé ïðïßåò êáëïýíôáé äéåäñéêÝò ïìÜäåò.

¼ôáí n = 3, ôüôå Ý·ïõìå ìéá ôñéãùíéêÞ ðëÜêá. ÁõôÞ äéáèÝôåé Ýîé ðåñéóôñïöé-

êÝò óõììåôñßåò. ÅÜí ïé r êáé s åßíáé ïé ðåñéóôñïöÝò ðïõ äåß·íïíôáé óôï ó·Þìá 4.1,

ôüôå ïé åí ëüãù Ýîé óõììåôñßåò åßíáé ïé åîÞò:

e, r, r2, s, rs, r2s. (∗)

Ó�Þìá 4.1
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Åí ðñïêåéìÝíù, ôï r2 áðïôåëåß ìéá óõìâïëéóôéêÞ óõíôüìåõóç ãéá ôï ãéíüìåíï rr,

ðïõóçìáßíåé üôé åöáñìüæïõìå ôçí r äýïöïñÝò. Ðñïöáíþò, ôï r3 åßíáé ç ôáõôïôéêÞ

óõììåôñßá, åðåéäÞ ç ôñéðëÞ åöáñìïãÞ ôÞò r ìÜò äßíåé ìéá ðëÞñç óôñïöÞ êáôÜ 2π,

åíþ ïé õøçëüôåñåò äõíÜìåéò ôÞò r äåí ìáò äßíïõí êÜôé ôï êáéíïýñãéï. ÖõóéêÜ, ç s2

éóïýôáé êáé áõôÞ ìå ôçí ôáõôïôéêÞ óõììåôñßá. Èõìçèåßôå üôé ìÝóù ôïý ãéíïìÝíïõ

rs åííïïýìå ôç óõììåôñßá ðïõ áðïêôïýìå üôáí ðñïçãåßôáé ç åöáñìïãÞ ôÞò s (óôï

ôñßãùíï) êáé Ýðåôáé ç åöáñìïãÞ ôÞò r. Ôï ó·Þìá 4.1 äåß·íåé üôé ç rs åßíáé ç êáôÜ

π óôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá óõììåôñßáò ôïí åðéãñáöüìåíï ùò M. Ðáñïìïßùò, ç r2s

åßíáé ç êáôÜ π óôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá N.

Ôá Ýîé óôïé·åßá (∗) ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ùò D3.

ÅÜí èåùñÞóïõìå äýï åî áõôþí êáé ôá óõíäõÜóïõìå (ìå ôõ·ïýóá äéÜôáîç), èá ðñÝ-

ðåé -óå êÜèå ðåñßðôùóç- íá áðïêïìßóïõìå Ýíá óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò. Ôï óôïé·åßï

rs âñßóêåôáé óôïí êáôÜëïãü ìáò. ÁëëÜ ðïý åßíáé ôï sr; Êáé ðÜëé ôï ó·Þìá 4.2

äåß·íåé üôé áõôü éóïýôáé ìå ôï r2s. Ðáñïìïßùò, sr2 = rs.

Ó�Þìá 4.2

Ç áíùôÝñù éóüôçôá ìðïñåß íá áðïäåé·èåß åßôå ãåùìåôñéêþò åßôå áëãåâñéêþò ùò

åîÞò:

sr2 = s(rr) = (sr)r = (r2s)r = r2(sr)

= r2(r2s) = r4s = r3(rs) = e(rs)

= rs.

ÐáñáôçñÞóôå åäþ ôçí êáô� åðáíÜëçøéí ·ñÞóç ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò.

Ïé õðïëïãéóìïß ìáò Ýãéíáí óå áñêåôÜ âÞìáôá, áëëÜ, åÜí êÜðïéïò åßíáé êáôÜ ôé ðéï

åîïéêåéùìÝíïò ìå ôá äåäïìÝíá, ôüôå ìðïñåß íá ôá ðåñéïñßóåé. Óêïðüò ìáò åßíáé íá

åîçãÞóïõìå üôé áðü ìüíç ôçò ç ãíþóç ôÞò éó·ýïò ôùí éóïôÞôùí r3 = e, s2 = e êáé

sr = r2s ìáò åðéôñÝðåé íá ·åéñéæüìáóôå êáôáëëÞëùò êÜèå ãéíüìåíï óõììåôñéþí,
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ïýôùò þóôå íá êáôáëÞãïõìå ãñÞãïñá óå Ýíá áðü ôá Ýîé óôïé·åßá (∗). Áò äïýìå

Üëëá äýï ðáñáäåßãìáôá:

r(r2s) = r3s = es = s,

(r2s)(rs) = r2(s(rs)) = r2((sr)s = r2((r2s)s)

= r2(r2s2) = r4s2 = re = r.

Ôï ðñþôï âÞìá ôïý ðñïçãçèÝíôïò õðïëïãéóìïý èá ìðïñïýóå íá Þôáí ôï

(r2s)(rs) = ((r2s)r)s. ÁëëÜ ãéá êáëÞ ìáò ôý·ç, áêüìç êáé ôüôå, ôï ôåëéêü áðïôÝëå-

óìá èá ðáñÝìåíå ôï ßäéï. Ïõóéáóôéêþò, Ýíá ãéíüìåíï üðùò ôï r2srs äåí åîáñôÜôáé

áðü ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï èÝôïõìå ðáñåíèÝóåéò óôïõò üñïõò ôïõ. Ãåíéêüôåñá,

åÜí ôá x1, x2, . . . , xn åßíáé óôïé�åßá ìéáò ïìÜäáò, ôüôå äýï ïéïéäÞðïôå ôñüðïé ó�ç-

ìáôéóìïý ãéíïìÝíïõáõôþí ôùí óôïé�åßùí (ðïõ ôçñïýí ôç äéÜôáîç ôùí äåéêôþí )êá-

ôáëÞãïõí óôï ßäéï áðïôÝëåóìá ° ìå Üëëá ëüãéá, ôï ãéíüìåíï ôùí x1, x2, . . . , xn Ý·åé

íüçìá áêüìç êáé üôáí äåí ðáñåìâÜëëïíôáé ðáñåíèÝóåéò. Ìéá åðáãùãéêÞ áðü-

äåéîç áõôÞò ôÞò éäéüôçôáò óêéáãñáöåßôáé óôçí Üóêçóç 4.10. Ôï åðáãùãéêü âÞìá

êÜíåé ·ñÞóç ôÞò óõíÞèïõò ðñïóåôáéñéóôéêüôçôáò.

�ôóé, ïé åêÜóôïôå õðïëïãéóìïß ìáò ìðïñïýí íá åêôåëïýíôáé ·ùñßò éäéáßôåñç

äõóêïëßá° ãéá ðáñÜäåéãìá,

xyy−1x−1 = xex−1 = xx−1 = e,

êáé -ðáñïìïßùò- y−1x−1xy = e. ÅðïìÝíùò, ðáßñíïõìå ôçí åîÞò:

(4.1) Ðñüôáóç. ÅÜí ôá x êáé y åßíáé óôïé�åßá ìéáò ïìÜäáò, ôüôå

(xy)−1 = y−1x−1.

Ãåíéêüôåñá, åÜí ôá x1, x2, . . . , xn åßíáé óôïé�åßá ìéáò ïìÜäáò, ôüôå Ý�ïõìå

(x1 x2 · · · xn)
−1 = x−1

n · · · x−1
2 x−1

1 .

ÅÜí ïm åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò êáé ôï x Ýíá óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáò, ôüôå

ïñßæïõìå ùò

xm =




xx · · · x︸ ︷︷ ︸
m öïñÝò

, üôáím > 0

e, üôáím = 0

x−1 x−1 · · · x−1︸ ︷︷ ︸
−m öïñÝò

, üôáím < 0
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ÓçìåéùôÝïí üôé

xmxn = xm+n, (xm)n = xmn

ãéá ôõ·üíôåò áêåñáßïõòm êáé n.

Ï áêüëïõèïò êáôÜëïãïò, ï ïðïßïò êáëåßôáé ðïëëáðëáóéáóôéêüò êáôÜëïãïò,

ìáò ðáñÝ·åé ôá 36 äõíáôÜ ãéíüìåíá xy äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (x, y) äõï óôïé·åßùí

x, y ôÞò ïìÜäáòD3.

e r r2 s rs r2s

e e r r2 s rs r2s

r r r2 e rs r2s s

r2 r2 e r r2s s rs

s s r2s rs e r2 r

rs rs s r2s r e r2

r2s r2s rs s r2 r e

Ôï ãéíüìåíï xy åíôïðßæåôáé óôçí ôïìÞ ôÞò ãñáììÞò ôïý x êáé ôÞò óôÞëçò ôïý y. Ãéá

ðáñÜäåéãìá, ôï óôïé·åßï ðïõ âÜëáìå óå êïõôÜêé åßíáé ôï s(rs). ÐáñáôçñÞóôå üôé

êÜèå óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò åìöáíßæåôáé ìüíï ìßá öïñÜ óå êÜèå ãñáììÞ êáé êÜèå

óôÞëç ôïý êáôáëüãïõ. Áõôü éó·ýåé ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ïéáóäÞ-

ðïôå ïìÜäáò (âë. Üóêçóç 4.4). ÉäéáéôÝñùò, ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò åì-

öáíßæåôáé ìüíï ìßá öïñÜ óå êÜèå ãñáììÞ, ãåãïíüò ôï ïðïßï ïöåßëåôáé óôï üôé êÜèå

óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò äéáèÝôåé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï áíôßóôñïöï.

Ç äéåäñéêÞ ïìÜäáDn åßíáé ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ìéáò éóüðåäçò

ðëÜêáò ìå n éóïìÞêåéò ðëåõñÝò. Ôá óôïé·åßá ôçò åßíáé äõíáôüí íá ðåñéãñáöïýí ìå

ôñüðï áíÜëïãï åêåßíïõ, ìå ôïí ïðïßïí ðåñéãñÜøáìå ôá óôïé·åßá ôÞò D3. �óôù r

ç êáôÜ 2π
n

óôñïöÞ ôÞò ðëÜêáò ðåñß ôïí Üîïíá óõììåôñßáò, ï ïðïßïò åßíáé êÜèåôïò

ðñïò ôçí ðëÜêá, êáé Ýóôù s ç êáôÜ π óôñïöÞ ðåñß ôïí Üîïíá óõììåôñßáò, ï ïðïßïò

êåßôáé åðß ôïý åðéðÝäïõ ôÞò ðëÜêáò. Ôüôå ôá óôïé·åßá ôÞòDn åßíáé ôá åîÞò:

e, r, r2, . . . , rn−1, s, rs, r2s, . . . , rn−1s.

Ðñïöáíþò, rn = s2 = e, åíþ ãåùìåôñéêþò äéáðéóôþíïõìå üôé éó·ýåé sr = rn−1s.

ÅðåéäÞ rn−1 = r−1, ç ó·Ýóç áõôÞ ãñÜöåôáé óõíÞèùò õðü ôç ìïñöÞ sr = r−1s.

¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, ôá õðïëåéðüìåíá ãéíüìåíá ìðïñïýí íá ìåëåôçèïýí ëå-

ðôïìåñþò êÜíïíôáò ·ñÞóç ìüíïí áõôþí ôùí ôñéþí ó·Ýóåùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

sr2 = srr = r−1sr = r−2s = rn−2s.

ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò åßíáé ôÞò ìïñöÞò ra Þ ras, üðïõ ï a åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò
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ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé 0 ≤ a ≤ n− 1. ÅðéðëÝïí, âñßóêïõìå ôéò ó·Ýóåéò

rarb = rk

ra
(
rbs

)
= rks

}
üðïõ k = a+n b

(ras) rb = rls

(ras)
(
rbs

)
= rl

}
üðïõ l = a+n (n− b)

Åí ðñïêåéìÝíù, ëÝìå üôé ôá óôïé·åßá r êáé s áðïôåëïýí «ãåííÞôïñåò» ôÞò ïìÜäáò

Dn. (Ç Ýííïéá ôùí ãåííçôüñùí ìéáò ïìÜäáò áíáðôýóóåôáé óôï êåöÜëáéï 5).

Ç ôÜîç ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí óôïé·åßùí ôçò. ÏìÜäåò

ïé ïðïßåò ðåñéÝ·ïõí áðåßñïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá ïíïìÜæïíôáé ïìÜäåò ìå Üðåéñç

ôÜîç. Óõ·íÜ èá óõìâïëßæïõìå ôçí ôÜîç ìéáò ïìÜäáò G ùò |G| . ÅÜí ôï x åßíáé Ýíá

óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáò êáé xn = e ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü n, ôüôå èá

ëÝìå ðùò ôï x åßíáé ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò, ïíïìÜæïíôáò ôÜîç ôïý x ôïí åëÜ·éóôï

èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü m, ãéá ôïí ïðïßïí éó·ýåé xm = e. ÅéäÜëëùò, èá ëÝìå ðùò

ôï x Ý�åé Üðåéñç ôÜîç.

(4.2) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ç ôÜîç ôÞò D3 éóïýôáé ìå Ýîé. ÕðÜñ·ïõí äýï óôïé·åßá

ôÜîçò 3 (Þôïé ôá r, r2) êáé ôñßá óôïé·åßá ôÜîçò 2 (Þôïé ôá s, rs, r2s).

(ii) Ç ôÜîç ôÞò Z6 éóïýôáé åðßóçò ìå Ýîé. Ôá óôïé·åßá 1 êáé 5 Ý·ïõí ôÜîç 6, ôá 2 êáé

4 Ý·ïõí ôÜîç 3, åíþ ôï 3 Ý·åé ôÜîç 2.

(iii) H R Ý·åé Üðåéñç ôÜîç êáé êÜèå óôïé·åßï ôçò -ðëçí ôïý ìçäåíüò- Ý·åé Üðåéñç

ôÜîç, äéüôé ç åðáíáëáìâáíüìåíç ðñüóèåóç åíüò ðñáãìáôéêïý áñéèìïý ìå ôïí

åáõôü ôïõ äåí äßíåé ðïôÝ ôï ìçäÝí, ìå ìüíç åîáßñåóç ôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí

ïðïßá ï áñéèìüò áõôüò éóïýôáé ìå ôï ìçäÝí.

(iv) ¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå, ï ìïíáäéáßïò êýêëïò C óôï ìéãáäéêü åðßðåäï êáèßóôá-

ôáé ìéá ïìÜäáùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ìéãáäéêþí áñéèìþí. Ðñü-

êåéôáé ãéá ìéá Üðåéñç ïìÜäá, ç ïðïßá äéáèÝôåé ü·é ìüíï óôïé·åßá Üðåéñçò áëëÜ

êáé óôïé·åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò. �íá ôõðéêü óôïé·åßï ôçò eiθ Ý·åé ðåðåñáóìÝíç

ôÜîç åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï θ åßíáé Ýíá ñçôü ðïëëáðëÜóéï ôïý 2π, äçëáäÞ åÜí êáé

ìüíïí åÜí θ = 2πm
n

, ãéá êÜðïéïõò áñéèìïýòm ∈ Z êáé n ∈ Z�{0}.

ÁóêÞóåéò

4.1 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôÞò äéåäñéêÞò ïìÜ-

äáòD4. Ðüóá óôïé·åßá ôÜîçò 2 õðÜñ·ïõí åíôüò ôÞòD4;
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4.2 Âñåßôå ôçí ôÜîç êáèåíüò ôùí óôïé·åßùí ôùí ïìÜäùí Z5,Z9 êáé Z12.

4.3 Âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ïé áêÝñáéïé áñéèìïß 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13 êáé 14 óõãêñï-

ôïýí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï 15.ÌåëåôÞóôå ëå-

ðôïìåñþò ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï áõôÞò ôÞò ïìÜäáò êáé ðñïóäéï-

ñßóôå ôçí ôÜîç êáèåíüò ôùí óôïé·åßùí ôçò.

4.4 �óôù g Ýíá óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáò G. ÄéáôçñÞóôå áõôü ôï g ðáãéùìÝíï êáé

áðïäåßîôå ðùò üëá ôá ãéíüìåíá {gx | x ∈ G} åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá, åíþ
ç ÝíùóÞ ôïõò ìáò äßíåé ôçí ßäéá ôçí G. Káôüðéí áðïäåßîôå üôé ôï ßäéï éó·ýåé

êáé ãéá ôá ãéíüìåíá {xg | x ∈ G}.
4.5 �íá óôïé·åßï x ìéáò ïìÜäáò éêáíïðïéåß ôçí x2 = e åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé

x = x−1. µñçóéìïðïéþíôáò áõôÞí ôçí éäéüôçôá áðïäåßîôå üôé êÜèå ïìÜäá,

ç ïðïßá Ý·åé ùò ôÜîç ôçò Ýíáí Üñôéï áñéèìü, ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé ðåñéôôïý

ðëÞèïõò óôïé·åßá ôÜîçò 2.

4.6 ÅÜí ôá x êáé y åßíáé óôïé·åßá ìéáò ïìÜäáò G êáé åÜí õðïôåèåß üôé ôá x, y, xy

Ý·ïõí ôÜîç ßóç ìå 2, íá áðïäåßîåôå üôé xy = yx.

4.7 �óôù G ç óõëëïãÞ üëùí åêåßíùí ôùí ñçôþí áñéèìþí x, ãéá ôïõò ïðïßïõò

éó·ýåé 0 ≤ x < 1. Äåßîôå üôé ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

x+ y =

{
x+ y, üôáí 0 ≤ x+ y < 1

x+ y − 1, üôáí x+ y ≥ 1

ç G êáèßóôáôáé ìéá Üðåéñç áâåëéáíÞ ïìÜäá, êÜèå óôïé·åßï ôçò ïðïßáò Ý·åé

ðåðåñáóìÝíç ôÜîç.

4.8 �óôù üôé ôá x êáé g åßíáé óôïé·åßá ìéáò ïìÜäáòG. Äåßîôå üôé ôá x êáé gxg−1

Ý·ïõí ôçí ßäéá ôÜîç. Êáôüðéí áðïäåßîôå üôé ôá xy êáé yx Ý·ïõí ôçí ßäéá ôÜîç

ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá x, y ôÞò G.

4.9 Âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ïé 2× 2 ðßíáêåò

[
a b

c d

]
,

ãéá ôïõò ïðïßïõò a, b, c, d ∈ Z êáé ad − bc = 1, ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá ùò

ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ðéíÜêùí. ÅÜí

A =

[
0 −1

1 0

]
, B =

[
0 1

−1 −1

]
,

ôüôå íá ðñïóäéïñßóåôå ôéò ôÜîåéò ôùí A,B,AB,BA åíôüò áõôÞò ôÞò ïìÜäáò.
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4.10 Ãåíéêüò ðñïóåôáéñéóôéêüò íüìïò. �óôù G ìéá ïìÜäá. Áò õðïèÝóïõìå åðá-

ãùãéêþò üôé ôá ãéíüìåíá x1x2 · · ·xk óôïé·åßùí ôÞòG Ý·ïõí íüçìá ·ùñßò ôçí

ðáñÝìâáóç ïéùíäÞðïôå ðáñåíèÝóåùí üôáí 1 ≤ k ≤ n−1.ÐñÝðåé íá åðáëç-

èåýóïõìå üôé êáé ôõ·üíôá ãéíüìåíáx1x2 · · ·xn ìå ðëÞèïò ðáñáãüíôùí ßóï ìå

n åßíáé êáëþò ïñéóìÝíá, áíåîáñôÞôùò ôïý ôñüðïõ ìå ôïí ïðïßï èá èÝóïõìå

ôéò ðáñåíèÝóåéò óôïõò åêÜóôïôå üñïõò. Áò õðïèÝóïõìå üôé óõíäõÜæïõìå ôá

óôïé·åßá áõôïý ôïý åßäïõò êáôÜ äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò êáé üôé ïé ôåëé-

êïß ðïëëáðëáóéáóìïß óôéò äýï áõôÝò äéáäéêáóßåò ·åéñéóìïý ôÞò ðñÜîçò åßíáé

ïé åîÞò:

(x1x2 · · ·xr) (xr+1 · · ·xn) , (1)

(x1x2 · · ·xs) (xs+1 · · ·xn) , (2)

üðïõ 1 ≤ r < s ≤ n − 1. Ïé üñïé ïé åõñéóêüìåíïé åíôüò ôùí ðáñåíèÝóåùí

Ý·ïõí ðñïöáíþò íüçìá êáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç. ÃñÜøôå ôÞí (1)

ùò

(x1x2 · · ·xr) [(xr+1 · · ·xs) (xs+1 · · ·xn)] ,

åêöñÜóôå ôÞí (2)ðáñïìïßùò êáé êÜíåôå ·ñÞóç ôïý óõíÞèïõò ðñïóåôáéñéóôé-

êïý íüìïõ, ï ïðïßïò éó·ýåé ãéá ôñßá óôïé·åßá, ðñïêåéìÝíïõ íá ïëïêëçñþóåôå

ôçí áðïäåéêôéêÞ åðé·åéñçìáôïëïãßá.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 5

ÕðïïìÜäåò êáé ãåííÞôïñåò

Ôá Ýîé óôïé·åßá

e, r2, r4, s, r2s, r4s

ôÞò ïìÜäáòD6 ó·çìáôßæïõí áö� åáõôþí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óýíèå-

óçò óõììåôñéþí. Ôïýôï ìðïñåß íá åðáëçèåõèåß åýêïëá. Ôï ãéíüìåíï äýï åî áõôþí

äßíåé Ýíá Üëëï, ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé ðáñüí, üðùò êáé ôá áíôßóôñïöÜ ôïõò,

êáèüôé

e−1 = e,
(
r2
)−1

= r4,
(
r4
)−1

= r2, s−1 = s,
(
r2s

)−1
= r2s,

(
r4s

)−1
= r4s.

Ñß·íïíôáò ìéá ìáôéÜ óôï ó·Þìá 5.1 äéáðéóôþíïõìå üôé áõôÜ ôá óôïé·åßá ó·çìáôß-

æïõí ôçí ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí åíüò ôñéãþíïõ åããåãñáììÝíïõ åíôüò

ôïý åîáãþíïõ° ùò åê ôïýôïõ, ïéêïäïìïýí Ýíá «áíôßôõðï» ôÞò D3 êáèÞìåíï åíôüò

ôÞòD6, Þôïé ìéá õðïïìÜäá ôÞòD6 õðü ôçí áêüëïõèç Ýííïéá:

Ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïý õðïêåéìÝíïõ óõíüëïõ ôÞò

G, ôï ïðïßï, åöïäéáæüìåíï ìå ôçí ðñÜîç ôïý «ðïëëáðëáóéáóìïý» ôÞò G, ó�çìáôßæåé

áö' åáõôïý ìéá ïìÜäá.

(Ùò åßèéóôáé, êáèåìéÜ ôùí èåùñïõìÝíùí ïìÜäùí ìáò óõíïäåýåôáé áðü ìéá ðáãéù-

ìÝíç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ðñÜîç). Áò õðïèÝóïõìå üôé äéáèÝôïõìå Ýíá õðïóýíïëï

H ìéáò ïìÜäáòG êáé üôé ðñüèåóÞ ìáò åßíáé íá áðïöáíèïýìå ãéá ôï êáôÜ ðüóïí ôï

H åßíáé Þ äåí åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòG.Ôüôå ïöåßëïõìå íá èÝóïõìå ôñßá äéáöïñå-

ôéêÜ åñùôÞìáôá: äïèÝíôùí äýï óôïé·åßùí x êáé y ôïý óõíüëïõ H , ó·çìáôßæïõìå
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ôï ãéíüìåíü ôïõò åíôüò ôÞò G. ÁíÞêåé áõôü ôï ãéíüìåíï ðÜíôïôå óôï H; ÁíÞêåé

ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò G óôï H; ÊÜèå óôïé·åßï ôïý H óßãïõñá äéáèÝôåé Ýíá

áíôßóôñïöï åíôüò ôÞò G. ÁíÞêåé áõôü ôï áíôßóôñïöï ðÜíôïôå óôï H; ÅÜí êáé ôá

ôñßá áõôÜ åñùôÞìáôá åðéäÝ·ïíôáé êáôáöáôéêÞ áðÜíôçóç, ôüôå ôï óýíïëïH åßíáé

ðñÜãìáôé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ùò ðñïò ôçí ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ðñÜîç ôÞò G. Óç-

ìåéùôÝïí üôé äåí áðáéôåßôáé ï Ýëåã·ïò ôÞò éó·ýïò ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò.

(ÐñÜãìáôé° åÜí (xy)z = x(yz) ãéá ôñßá ôõ·üíôá óôïé·åßá ôÞò G, ôüôå ôï ßäéï èá

éó·ýåé êáé ãéá ôñßá ôõ·üíôá óôïé·åßá, ôá ïðïßá Ý·ïõí åðéëåãåß áðü Ýíá õðïóýíïëï

ôÞò G). ¼ôáí ôïH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G, ôüôå èá ãñÜöïõìåH < G.

Ó�Þìá 5.1

(5.1) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Z < Q, Q < R êáé R < C.

(ii) Ïé Üñôéïé áêÝñáéïé áñéèìïß, ôïõò ïðïßïõò èá óõìâïëßæïõìåùò 2Z, ó·çìáôßæïõí

ìéá õðïïìÜäá ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò ôùí áêåñáßùí áñéèìþí. Ðéï ãåíéêÜ, ôï

óýíïëï nZ üëùí ôùí ðïëëáðëáóßùí åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý n áðïôåëåß

ìéá õðïïìÜäá ôÞò Z.

(iii) Q�{0} < R�{0} êáé R�{0} < C�{0}.
(iv) {±1} < C êáé C < C�{0}.
(v) Ôá óôïé·åßá e, r2, r3, r4, r5 óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá ôÞòD6.

(vi) Ôï óýíïëï {e, r, s, rs} äåí áðïôåëåß õðïïìÜäá ôÞòD6. Ôï óôïé·åßï r áíÞêåé óå

áõôü ôï óýíïëï, áëëÜ ôï ãéíüìåíï rr = r2 äåí áíÞêåé.

(vii) Ôï óýíïëï {0, 2, 4} áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò Z6.

To (v) ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò: äïèÝíôïò åíüò óôïé·åßïõ x ìéáò ïìÜäáò G, ôï óý-

íïëï üëùí ôùí «äõíÜìåùí» ôïý x (Þôïé ôï óýíïëï üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò G ôÞò

ìïñöÞò xn, üðïõ n Ýíáò áêÝñáéïò) áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò G. (Ôï ãéíüìåíï
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xmxn äýï äõíÜìåùí ôïý x éóïýôáé ìå xm+n, ðïõ åßíáé êáé áõôü ìéá äýíáìç ôïý

x, ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò G éóïýôáé ìå x0 êáé ôï áíôßóôñïöï ôïý xn åßíáé ôï

x−n, ðïõ åðßóçò åßíáé ìéá äýíáìç ôïý x). ÁõôÞ ç õðïïìÜäá êáëåßôáé ç õðïïìÜäá

ç ðáñáãüìåíç áðü ôï x êáé óõìâïëßæåôáé ùò 〈x〉 . ÅÜí ôï x Ý·åé Üðåéñç ôÜîç, ôüôå

〈x〉 = {
. . . , x−2, x−1, e, x, x2, x3, . . .

}
.

ÅÜí ôï x Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, áò ðïýìå ßóç ìåm, ôüôå

〈x〉 = {
e, x, x2, . . . , xm−1

}
.

ÅðïìÝíùò, ç ôÜîç ôïý x éóïýôáé áêñéâþò ìå ôçí ôÜîç ôÞò õðïïìÜäáò 〈x〉 ôÞò ðá-
ñáãïìÝíçò áðü ôï x.¼ôáí õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï x ∈ G ôï ïðïßï ðáñÜãåé ïëü-

êëçñç ôçí ïìÜäá G, ôüôå ëÝìå ðùò ç G åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá.

(5.2) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôüóï ôï 1 üóï êáé ôï −1 ðáñÜãoõí ôçí Z, äçëáäÞ ç Z

åßíáé ìéá Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá. (ÅðåéäÞ ç ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç

ç Z åßíáé ç ðñüóèåóç áêåñáßùí áñéèìþí, ç ôåôÜñôç, áò ðïýìå, «äýíáìç» ôïý 1

éóïýôáé ìå 1 + 1 + 1 + 1 = 4.)

(ii) Ï áñéèìüò 1 ðáñÜãåé ôçí Zn, ïðüôå ç Zn åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò n.

(iii) Åíôüò ôÞò Z6 Ý·ïõìå

〈0〉 = {0},

〈1〉 = 〈5〉 = Z6,

〈2〉 = 〈4〉 = {0, 2, 4},

〈3〉 = {0, 3}.
Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôá óôïé·åßá ôÞò 〈4〉 åßíáé ôï 4, ôï 4+6 4 = 2 êáé ôï 4+6 4+6 4 = 0.

(iv) Åíôüò ôÞòD3 Ý·ïõìå

〈e〉 = {e},

〈r〉 = 〈
r2
〉
= {e, r, r2},

〈s〉 = {e, s},

〈rs〉 = {e, rs},
〈
r2s

〉
= {e, r2s}.
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Ç äéåäñéêÞ ïìÜäá Dn äåí åßíáé êõêëéêÞ, áëëÜ êÜèå óôïé·åßï ôçò ìðïñåß íá

ãñáöåß ùò ìßá Ýêöñáóç åîáñôþìåíç áðü ôá r êáé s. Ãé� áõôü ëÝìå ðùò ôá r êáé s

áðü êïéíïý ðáñÜãïõí ôçíDn.

Ãåíéêüôåñá, áò õðïèÝóïõìå üôé ôïX åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ìéáò ïìÜäáòG.ÊÜèå

Ýêöñáóç ôÞò ìïñöÞò

xm1

1 xm2

2 · · · xmk

k (∗)

üðïõ ôá x1, x2, . . . , xk áíÞêïõí óôï X (·ùñßò íá åßíáé êáô� áíÜãêçí óáöþò äéá-

êåêñéìÝíá) êáé ïé m1, m2, . . . , mk åßíáé áêÝñáéïé, êáëåßôáé ëÝîç (ó·çìáôéóìÝíç

áðü óôïé·åßá) ôïý X. Ç óõëëïãÞ üëùí áõôþí ôùí ëÝîåùí áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá

ôÞòG. (ÄïèÝíôùí äýï ôÝôïéùí ëÝîåùí, ç ãñáöÞ ôÞò ìßáò ìåôÜ ôçí Üëëç ìÜò äåß·íåé

üôé ôï ãéíüìåíï äýï ëÝîåùí ôïý X åßíáé êáé áõôü ìéá ëÝîç ôïý X. Ôï ìïíáäéáßï

óôïé·åßï ôÞò G ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ç ëÝîç x0 ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï x ôïý X,

åíþ ôï áíôßóôñïöï ôïý óôïé·åßïõ (∗) åßíáé ôï x−mk

k · · · x−m2

2 x−m1

1 , Þôïé êáé ðÜëé

ìßá ëÝîç ôïý X). Ç åí ëüãù õðïïìÜäá ·áñáêôçñßæåôáé ùò ç õðïïìÜäá ç ðáñá-

ãüìåíç áðü ôïX. ÅÜí áõôÞ éóïýôáé ìå ïëüêëçñç ôçíG, ôüôå ëÝìå ðùò ôïX åßíáé

Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞòG Þ üôé ôá óôïé·åßá ôïýX ðáñÜãïõí (áðü êïéíïý) ôçí

G. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôïX åßíáé Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞòG êáé ôï Y Ýíá Üëëï

õðïóýíïëï ôÞò G. ÅÜí Y ⊇ X, ôüôå ôï Y åßíáé êáé áõôü Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí

ôÞòG° êáé ãåíéêüôåñá, åÜí êÜèå óôïé·åßï ôïýX ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ìéá ëÝîç ôïý

Y, ôüôå ôï Y åßíáé Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò G.

(5.3) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá óôïé·åßá r êáé s ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí Dn. ÁõôÞ

ç åðéëïãÞ äýï ãåííçôüñùí äåí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ôá

rs êáé s ðáñÜãïõí êáé áõôÜ áðü êïéíïý ôçíDn, äéüôé r = (rs)s, êé åðïìÝíùò êÜèå

ëÝîç ó·çìáôéæüìåíç áðü ôá r êáé s ìðïñåß íá ìåôáôñáðåß óå ìéá ëÝîç ó·çìáôéæü-

ìåíç áðü ôá rs êáé s.

(ii) H ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç ç C åßíáé ç óõíÞèçò ðñüóèåóç ìéãá-

äéêþí áñéèìþí. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïé ëÝîåéò ãñÜöïíôáé ùò ãñáììéêïß óõíäõáóìïß

m1z1 +m2z2 + · · ·+mkzk ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò. Ç õðïïìÜäá ç ðáñáãüìåíç

áðü ôï {1, i} åßíáé ç ïìÜäá ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò åßíáé

ïé ìéãáäéêïß áñéèìïß ôÞò ìïñöÞò a+ ib, üðïõ a, b ∈ Z.

(iii) ÈåùñÞóôå ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá êáé ìáñêÜñåôå åð� áõôÞò ôï óýíïëï ôùí

áêåñáßùí áñéèìþí üðùò óôï ó·Þìá 5.2. �óôù G ôï óýíïëï ôùí óõíáñôÞóåùí

áðü ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá óôïí åáõôü ôçò, ïé ïðïßåò äéáôçñïýí ôéò áðïóôÜóåéò

êáé óôÝëíïõí ôï õðïóýíïëï ôùí áêåñáßùí íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôïõ. Ôüôå

ôï G áðïôåëåß ìéá ïìÜäá ìå ðñÜîç ôçò ôç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí.
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Ó�Þìá 5.2

Äåí åßíáé äýóêïëï íá äéáðéóôùèåß (âë. Üóêçóç 5.9) üôé êÜèå óôïé·åßï áõôÞò ôÞò

ïìÜäáòG åßíáé Þ ìéá (ðñïò ôá áñéóôåñÜ Þ ðñïò ôá äåîéÜ) ìåôáöïñÜ êáôÜ ìßá áêå-

ñáßá áðüóôáóç Þ Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò Ýíá áêÝñáéï óçìåßï Þ, ôÝëïò, Ýíáò

êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò Ýíá óçìåßï, ôï ïðïßï âñßóêåôáé óôï ìÝóïí ôïý ôìÞìáôïò

ôïý êáèïñéæïìÝíïõ áðü äýï áêÝñáéá óçìåßá. �óôù t ç ðñïò ôá äåîéÜ ìåôáöïñÜ

êáôÜ ìßá ìïíÜäá, Þôïé ç t(x) = x+1, êáé Ýóôù s ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôï ìçäÝí,

Þôïé ç s(x) = −x. Ôüôå ôá óôïé·åßá ôÞò G åßíáé ôá åîÞò:

. . . t−2, t−1, e, t, t2, . . .

. . . t−2s, t−1s, s, ts, t2s, . . .

(∗∗)

üðïõ e åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç. Ãéá ðáñÜäåéãìá, t−2(x) = x − 2, äåß·íï-

íôÜò ìáò üôé ôï óôïé·åßï t−2 áðïôåëåß ôçí ðñïò ôá áñéóôåñÜ ìåôáöïñÜ êáôÜ äýï

ìïíÜäåò, êáé ts(x) = t(−x) = −x+1, äåß·íïíôÜò ìáò üôé ôï ts áðïôåëåß ôïí êáôï-

ðôñéóìü ùò ðñïò ôï óçìåßï 1
2 . Ç ìåôáöïñÜ t êáé ï êáôïðôñéóìüò s ðáñÜãïõí áðü

êïéíïý ôçí ïìÜäá G. Óçìåéþóôå üôé, åðéðñïóèÝôùò, éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

st(x) = s(x+ 1) = −x− 1,

t−1s(x) = t−1 (−x) = −x− 1,

ðïõ óçìáßíåé üôé st = t−1s. Ôï íá ãíùñßæïõìå üôé s2 = e êáé st = t−1s ìÜò åðéôñÝ-

ðåé íá ðïëëáðëáóéÜæïõìå äýï ïéáäÞðïôå óôïé·åßá áðü ôá (∗∗) êáé íá ·åéñéæüìáóôå

ôï ãéíüìåíü ôïõò êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå áõôü íá ðñïóëáìâÜíåé ôçí ßäéá ìïñöÞ.

Ôïýôï ìÜò èõìßæåé óå ìåãÜëï âáèìü ôçí Dn. ÐñÜãìáôé° ç ìüíç äéáöïñÜ Ýãêåéôáé

óôï üôé ç ðåñéóôñïöÞ r ôÜîçò n Ý·åé áíôéêáôáóôáèåß áðü ìéá ìåôáöïñÜ t Üðåéñçò

ôÜîçò. Ãé� áõôüí ôïí ëüãï ïíïìÜæïõìå ôçí G Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäá óõìâïëßæï-

íôÜò ôç ìå ôïD∞.

Èá êëåßóïõìå áõôü ôï êåöÜëáéï ðáñáèÝôïíôáò ïñéóìÝíåò ·ñÞóéìåò éäéüôçôåò

ôùí õðïïìÜäùí.



5. õðïïìÜäåò êáé ãåííçôïñåò 33

(5.4) Èåþñçìá. ¸íá ìç êåíü õðïóýíïëïH ìéáò ïìÜäáòG áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá

ôÞò G åÜí êáé ìüíïí åÜí xy−1 ∈ H ïðïôåäÞðïôå x, y ∈ H.

Áðüäåéîç. ÅÜí çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá êáé x, y ∈ H , ôüôå ãíùñßæïõìå üôé y−1 ∈ H,

êáé åðïìÝíùò ôï ãéíüìåíï xy−1 áíÞêåé óôçíH.Êáé áíôéóôñüöùò° õðïèÝôïíôáò üôé

H �= ∅ êáé üôé xy−1 ∈ H ïðïôåäÞðïôå x, y ∈ H, åðé·åéñçìáôïëïãïýìå ùò åîÞò:

åÜí x ∈ H, Ý·ïõìå e = xx−1 ∈ H êáé x−1 = ex−1 ∈ H. ÅîÜëëïõ, åÜí ôï y

åßíáé Ýíá Üëëï óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ H, ôüôå êáé ðÜëé y−1 ∈ H, ïðüôå ôåëéêþò

xy = x(y−1)−1 ∈ H. ¢ñá ôï óýíïëïH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G. �

(5.5) Èåþñçìá. Ç ôïìÞ äõï õðïïìÜäùí ìéáò ïìÜäáò áðïôåëåß áö' åáõôÞò ìéá

õðïïìÜäá.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå ðùò ïé H êáé K åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G.

Ôüôå ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï áíÞêåé óôçí ôïìÞ ôïõò, ïðüôå H ∩K �= ∅. ÅÜí ôá x

êáé y åßíáé óçìåßá ôÞò ôïìÞò H ∩ K, ôüôå áíÞêïõí êáé ôá äýï ôüóï óôçí H üóï

êáé óôçí K. ÅðåéäÞ ïé H êáé K åßíáé õðïïìÜäåò, xy−1 ∈ H ∩ K. Ùò åê ôïýôïõ,

ç áðüäåéîÞ ìáò ëÞãåé ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò (5.4) ãéá ôçí ôïìÞ

H ∩K. �

(5.6) Èåþñçìá. (a) ÊÜèå õðïïìÜäá ôÞò Z åßíáé êõêëéêÞ.

(b) ÅðéðñïóèÝôùò, éó�ýåé êÜôé ôï áêüìç ðéï éó�õñü, Þôïé êÜèå õðïïìÜäá ìéáò êõ-

êëéêÞò ïìÜäáò åßíáé êõêëéêÞ.

Áðüäåéîç. (a) �óôùH ìéá õðïïìÜäá ôÞò Z. ÅÜí çH åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå åßíáé

ðñïöáíþò êõêëéêÞ. ÅÜí ç H äåí åßíáé ôåôñéììÝíç, ôüôå ðåñéÝ·åé Ýíáí áêÝñáéï

áñéèìü x äéÜöïñï ôïý ìçäåíüò êáé, åðåéäÞ ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá, èá Ý·ïõìå

êáé −x ∈ H. ¢ñá ç H ðåñéÝ·åé õðï·ñåùôéêþò Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï. �óôù d ï

åëÜ·éóôïò èåôéêüò áêÝñáéïò åíôüò ôÞò H. Éó·õñéæüìáóôå üôé ï d ðáñÜãåé ôçí H.

ÅÜí n ∈ H, äéáéñïýìå ôï n ìå ôï d êáé ðáßñíïõìå n = qd + m, üðïõ ïé q êáé m

åßíáé áêÝñáéïé êáé 0 ≤ m < d, Þôïé m = n (mod d) . Ãíùñßæïõìå üôé n ∈ H êáé

d ∈ H. ÅðåéäÞ çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá, Ý·ïõìå qd ∈ H, ïðüôå −qd ∈ H, áð� üðïõ

óõìðåñáßíïõìå üôé

m = n− qd = n+ (−qd) ∈ H.

Áõôü üìùò áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý d, åêôüò êáé åÜí ôï m éóïýôáé ìå

ìçäÝí. ÊáôÜ óõíÝðåéáí Ý·ïõìå n = qd, ðñÜãìá ôï ïðïßï ìáò äåß·íåé üôé êÜèå

óôïé·åßï ôÞòH åßíáé Ýíá áêÝñáéï ðïëëáðëÜóéï ôïý d.

(b) �óôù G ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá êáé Ýóôù K ìéá ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò G.

ÅÜí ï x åßíáé Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞò G, ôüôå êÜèå óôïé·åßï ôÞò G, êé åðïìÝíùò êáé
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êÜèå óôïé·åßï ôÞòK, åßíáé ìéá äýíáìç ôïý x.�óôùH = {n ∈ Z | xn ∈ K}. Åßíáé
åýêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ôï óýíïëïH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáòZ.ÊáôÜ

ôï (a) ç H åßíáé êõêëéêÞ. ÅÜí ôï d ðáñÜãåé ôçí H, ôüôå ç äýíáìç xd ðáñÜãåé ôçí

K. Ôïýôï ïëïêëçñþíåé ôçí áðüäåéîÞ ìáò. �

ÁóêÞóåéò

5.1 Âñåßôå üëåò ôéò õðïïìÜäåò êáèåìéÜò ôùí ïìÜäùí Z4, Z7, Z12,D4 êáéD5.

5.2 ÅÜí ïé m êáé n åßíáé èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß êáé åÜí ï m äéáéñåß ôïí n,

äåßîôå üôé ç ïìÜäá Zn ðåñéÝ·åé ìéá ïìÜäá ôÜîçòm. Ï áñéèìüò ôùí õðïïìÜ-

äùí ôÞò Zn ðïõ Ý·ïõí ôÜîçm åßíáé ìåãáëýôåñïò ôïý 1;

5.3 µñçóéìïðïéþíôáò ôïí óõìâïëéóìü ôïí åéóá·èÝíôá óôï êåöÜëáéï 4 áðï-

äåßîôå üôé ôá óôïé·åßá rs êáé r2s ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí ïìÜäáDn.

5.4 Ðñïóäéïñßóôå ôçí õðïïìÜäá ôÞò Dn ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôá óôïé·åßá r2

êáé r2s êÜíïíôáò ìéá ðñïóåêôéêÞ äéÜêñéóç ìåôáîý ôÞò ðåñßðôùóçò êáôÜ ôçí

ïðïßá ï n åßíáé ðåñéôôüò êáé åêåßíçò êáôÜ ôçí ïðïßá ï n åßíáé Üñôéïò.

5.5 ÕðïèÝóôå üôé ôïH åßíáé Ýíá ìç êåíü, ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ìéáò ïìÜäáò

G.Áðïäåßîôå üôé ôïH áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòG åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé

xy ∈ H ïðïôåäÞðïôå ôá x êáé y áíÞêïõí óôïH.

5.6 µáñÜîôå ìéá äéáãþíéï åíüò êáíïíéêïý åîáãþíïõ. ÊáôáãñÜøôå åí åßäåé êá-

ôáëüãïõ åêåßíåò ôéò åðßðåäåò óõììåôñßåò, ïé ïðïßåò áöÞíïõí ôçí ðñïêåéìÝíç

äéáãþíéï óôáèåñÞ, êáèþò êáé åêåßíåò ðïõ óôÝëíïõí ôç äéáãþíéï íá áðåéêï-

íéóèåß óôïí åáõôü ôçò. Êáôüðéí áðïäåßîôå üôé êáé ïé äýï áõôÝò óõëëïãÝò

óõììåôñéþí áðïôåëïýí õðïïìÜäåò ôÞò ïìÜäáò üëùí ôùí åðéðÝäùí óõììå-

ôñéþí ôïý êáíïíéêïý óáò åîáãþíïõ.

5.7 �óôù üôé ç G åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé üôé ôï H åßíáé ôï õðïóýíïëï

ôÞò G ôï áðïôåëïýìåíï áðü üëá åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò G, ôá ïðïßá äéáèÝ-

ôïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç. Íá áðïäåßîåôå üôé ôï åí ëüãù óýíïëï H åßíáé ìéá

õðïïìÜäá ôÞò G.

5.8 Ðïéá óôïé·åßá ôÞò Üðåéñçò äéåäñéêÞò ïìÜäáò Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç; Ó·ç-

ìáôßæïõí áõôÜ ôá óôïé·åßá ìéá õðïïìÜäá ôÞòD∞;

5.9 �óôù f ìéá óõíÜñôçóç áðü ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá óôïí åáõôü ôçò, ç ïðïßá

äéáôçñåß ôçí áðüóôáóç ìåôáîý äõï ïéùíäÞðïôå óçìåßùí êáé óôÝëíåé ôï óý-

íïëï ôùí áêåñáßùí áñéèìþí íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôïõ.
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(a) ÕðïèÝôïíôáò üôé ç f äåí äéáèÝôåé óôáèåñÜ óçìåßá, äåßîôå üôé ç f áðïôå-

ëåß ìéá ìåôáöïñÜ êáôÜ ìßá áêåñáßá áðüóôáóç.

(b) ÅÜí ç f áöÞíåé áêñéâþò Ýíá óçìåßï óôáèåñü, äåßîôå üôé áõôü ôï óçìåßï

ïöåßëåé åßôå íá åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò åßôå íá êåßôáé óôï ìÝóïí ôïý

äéáóôÞìáôïò ìåôáîý äýï áêåñáßùí áñéèìþí. Áêïëïýèùò, áðïäåßîôå üôé ç f

áðïôåëåß Ýíáí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôï åí ëüãù óôáèåñü óçìåßï.

(c) ÔÝëïò, áðïäåßîôå üôé ç f åßíáé êáô� áíÜãêçí ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç óôçí

ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá áöÞíåé ðåñéóóüôåñá ôïý åíüò óçìåßá óôáèåñÜ.

5.10 Ó·çìáôßóôå Ýíáí êáôÜëïãï ìå üëá åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò Z12 ôá ïðïßá ðá-

ñÜãïõí ôçíZ12. Êáôüðéí êÜíåôå ôï ßäéï êáé ãéá ôéò ïìÜäåòZ5 êáéZ9. ÌÞðùò

ôá áðïôåëÝóìáôÜ óáò õðïäåéêíýïõí ôçí åîáãùãÞ åíüò ãåíéêüôåñïõ óõìðå-

ñÜóìáôïò;

5.11 Äåßîôå üôé ç ïìÜäá Q äåí åßíáé êõêëéêÞ. Êáôüðéí áðïäåßîôå ìéá áêüìç ðéï

éó·õñÞ éäéüôçôá, Þôïé üôé çQ äåí ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü ôá óôïé·åßá êáíå-

íüò ðåðåñáóìÝíïõ õðïóõíüëïõ ôçò.

5.12 ÅÜí ïé a, b ∈ Z äåí åßíáé ôáõôï·ñüíùò ßóïé ìå ôï ìçäÝí êáé åÜí ïñßóïõìå ôï

H = {λa+ µb | λ, µ ∈ Z}, äåßîôå üôé ôï óýíïëï H áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá

ôÞò Z. �óôù d ï åëÜ·éóôïò èåôéêüò áêÝñáéïò ï ïðïßïò áíÞêåé óôçíH . Áðï-

äåßîôå üôé ï d éóïýôáé ìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí a êáé b. (Ôïýôï Ý·åé

ùò óõíÝðåéá ôï üôé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò äýï áêåñáßùí a êáé b ìðïñåß

ðÜíôïôå íá ãñáöåß ùò Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôÞò ìïñöÞò λa + µb ìå

áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò.)
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ÌåôáôÜîåéò

Óõíå·ßæïõìå ìå ôçí áýîçóç ôïý áðïèÝìáôüò ìáò óå ðáñáäåßãìáôá ìÝóù ôÞò åé-

óáãùãÞò ôùí ïìÜäùí ìåôáôÜîåùí. Ç áíáäéåõèÝôçóç Þ ìåôÜôáîç ôùí óôïé·åßùí

åíüò óõíüëïõ åßíáé ìéá ïéêåßá Ýííïéá° ãéá ðáñÜäåéãìá, åíáëëÜóóïíôáò ôá 1 êáé 3,

êáé áöÞíïíôáò ôï 2 óôáèåñü, ðáßñíïõìå ìéá ìåôÜôáîç ôïý óõíüëïõ {1, 2, 3}. Ìéá

ìåôÜôáîç åíüò ôõ·üíôïò óõíüëïõ X åßíáé ìéá áìöéññéðôéêÞ óõíÜñôçóç áðü ôï X

åðß ôïý åáõôïý ôïõ. Ç óõëëïãÞ üëùí ôùí ìåôáôÜîåùí åíüò óõíüëïõ X óõãêñï-

ôåß ìéá ïìÜäá SX ìå ðñÜîç ôçò ôç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí. Áõôü åðéâåâáéþíåôáé

åýêïëá: åÜí ïé α : X −→ X êáé β : X −→ X åßíáé äõï ìåôáôÜîåéò, ôüôå ç óýí-

èåóÞ ôïõò αβ : X −→ X, ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï αβ (x) = α (β (x)) , åßíáé êáé

áõôÞ ìéá ìåôÜôáîç. Ç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, åíþ ç åéäéêÞ

ìåôÜôáîç ε, ç ïðïßá áöÞíåé üëá ôá óôïé·åßá ôïý X óôáèåñÜ, ðáßæåé ôïí ñüëï ôïý

ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ. ÔÝëïò, êÜèå ìåôÜôáîç α : X −→ X åßíáé ìéá áìößññéøç,

ïðüôå ïñßæåôáé ç áíôßóôñïöüò ôçò α−1 : X −→ X, ç ïðïßá áðïôåëåß ìéá ìåôÜôáîç

ôïý X êáé éêáíïðïéåß ôéò éóüôçôåò α−1α = ε = αα−1. ÅÜí ôï X åßíáé Ýíá Üðåéñï

óýíïëï, ôüôå ç SX åßíáé ìéá Üðåéñç ïìÜäá. ¼ôáíX = {1, 2, . . . , n}, ôüôå áíôß ôïý
SX ãñÜöïõìå Sn.Ç Sn êáëåßôáé óõììåôñéêÞ ïìÜäá âáèìïý n êáé ôÜîç ôçò éóïýôáé

ìå n!.

Åðß ôïý ðáñüíôïò èá åðéêåíôñþóïõìå ôï åíäéáöÝñïí ìáò óôéò óõììåôñéêÝò

ïìÜäåò. Ôá Ýîé óôïé·åßá ôÞò S3 åßíáé ôá áêüëïõèá:

ε =

[
1 2 3

1 2 3

]
,

[
1 2 3

2 1 3

]
,

[
1 2 3

3 2 1

]
,

[
1 2 3

1 3 2

]
,

[
1 2 3

2 3 1

]
,

[
1 2 3

3 1 2

]
.



6. ìåôáôÜîåéò 37

Ãéá íá âñåßôå ôçí åéêüíá åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ ìÝóù ìéáò åê ôùí áíùôÝñù ìå-

ôáôÜîåùí, áðëþò êïéôÜîôå ôï ôé âñßóêåôáé (êáôáêïñýöùò) êÜôù áðü áõôüí. Ãéá

ðáñÜäåéãìá, ç

[
1 2 3

3 1 2

]

óôÝëíåé ôï 1 íá áðåéêïíéóèåß óôï 3, ôï 2 óôï 1 êáé ôï 3 óôï 2. Åíèõìïýìåíïé üôé αβ

óçìáßíåé üôé ðñþôá åöáñìüæïõìå ôçí β êáé ìåôÜ ôçí α, ðáßñíïõìå

[
1 2 3

2 1 3

] [
1 2 3

1 3 2

]
=

[
1 2 3

2 3 1

]
,

åíþ

[
1 2 3

1 3 2

] [
1 2 3

2 1 3

]
=

[
1 2 3

3 1 2

]
.

(∗)

ÅðïìÝíùò ç S3 äåí åßíáé áâåëéáíÞ. Åî áõôïý ìðïñïýìå íá óõìðåñÜíïõìå Üìåóá

üôé, ãåíéêüôåñá, ç ïìÜäá Sn äåí åßíáé áâåëéáíÞ ãéá êÜèå n ≥ 3. (Ãéáôß;)

¼ôáí ìåôáâáßíïõìå óå õøçëüôåñåò ôéìÝò ôïý n, áõôüò ï óõìâïëéóìüò åßíáé

êáôÜ ôé äõóêßíçôïò ãéá ôçí åêôÝëåóç õðïëïãéóôéêþí åñãáóéþí. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

ôï óôïé·åßï α ôÞò S6 ðïõ ïñßæåôáé ìÝóù ôùí

α (1) = 5, α (2) = 4, α (3) = 3, α (4) = 6, α (5) = 1, α (6) = 2,

ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

[
1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

]
.

¼ìùò ç ßäéá ìïñöÞ ðëçñïöïñßáò ìðïñåß íá áé·ìáëùôéóèåß áêüìç êáé ìÝóù ôïý

óõìâïëéóìïýα = (15)(2 4 6).ÂÜóåé áõôïý, åíôüò êÜèå æåýãïõò ðáñåíèÝóåùí Ýíáò

èåôéêüò áêÝñáéïò óôÝëíåôáé íá áðåéêïíéóèåß óôïí èåôéêü áêÝñáéï ðïõ ôïí áêïëïõ-

èåß, åíþ ï ôåëåõôáßïò èåôéêüò áêÝñáéïò óôÝëíåôáé íá áðåéêïíéóèåß óôïí ðñþôï. Åí

ðñïêåéìÝíù, ôï 1 óôÝëíåôáé íá áðåéêïíéóèåß óôï 5 êáé ôï 5 óôï 1, ôï 2 óôï 4, ôï 4

óôï 6 êáé ôï 6 óôï 2. Äåí õðÜñ·åé áíÜãêç áíáöïñÜò ôùí èåôéêþí áêåñáßùí áñéè-

ìþí ïé ïðïßïé ìÝíïõí óôáèåñïß ìÝóù ôÞò ìåôÜôáîçò. (Åäþ ð.·. äåí ãßíåôáé ìíåßá

ôïý 3). Ìðïñïýìå íá ðåñéãñÜøïõìå ïéáäÞðïôå ìåôÜôáîç êáô' áõôüí ôïí ôñüðï

ìÝóù ôÞò áêüëïõèçò ìåèüäïõ : áíïßãïõìå Ýíá æåýãïò ðáñåíèÝóåùí êáé ãñÜöïõìå,

êáô� áñ·Üò, ôïí åëÜ·éóôï èåôéêü áêÝñáéï, ï ïðïßïò êéíåßôáé ìÝóù ôÞò ìåôÜôáîÞò

ìáò. Êáôüðéí êáôáãñÜöïõìå ôçí åéêüíá áõôïý ôïý èåôéêïý áêåñáßïõ ìÝóù ôÞò

ìåôÜôáîçò, áêïëïõèïýìåíç áðü ôçí åéêüíá ôÞò åéêüíáò ê.ï.ê., êëåßíïíôáò ôç äåîéÜ
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ðáñÝíèåóç óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá åðáíåñ·üìáóôå êõêëéêÜ óôï áöåôç-

ñéáêü ìáò óçìåßï. Åí óõíå·åßá, áíïßãïõìå Ýíá íÝï æåýãïò ðáñåíèÝóåùí, êáôá-

ãñÜöïõìå ôïí åëÜ·éóôï -ìÝ·ñé ôïýäå ìç áíáöåñèÝíôá- èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü, ï

ïðïßïò êéíåßôáé ìÝóù ôÞò ìåôÜôáîÞò ìáò, êáé áêïëïõèïýìå ôï ßäéï óêåðôéêü Ýùò

üôïõ áðïðåñáôþóïõìå ôçí üëç äéáäéêáóßá.

(6.1) Ðáñáäåßãìáôá. (i)

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 8 9 3 6 2 7 5 4

]
= (2 8 5 6) (3 9 4) .

(ii)

[
1 2 3 4 5 6 7 8

8 1 6 7 3 5 4 2

]
= (1 8 2) (3 6 5) (4 7) .

(iii) Ôá óôïé·åßá ôÞò S3 åßíáé ôá

ε, (1 2) , (1 3), (2 3), (1 2 3), (1 3 2).

Ïé õðïëïãéóìïß (∗) ãñÜöïíôáé ùò åîÞò:
(1 2) (2 3) = (1 2 3), (2 3) (1 2) = (1 3 2).

ÊÜèå ìåôÜôáîç (a1 a2 . . . ak), ç ïðïßá óõíáíôÜôáé (êáôÜ ôçí åöáñìïãÞ áõôïý

ôïý íÝïõ ìáò óõìâïëéóìïý) åíôüò åíüò êáé ìüíïõ æåýãïõò ðáñåíèÝóåùí, êáëåßôáé

êõêëéêÞ ìåôÜôáîç. Ç êõêëéêÞ ìåôÜôáîç (a1 a2 . . . ak) óôÝëíåé ôïí a1 íá áðåéêïíé-

óèåß óôïí a2, ôïí a2 óôïí a3 ê.ï.ê, ôïí ak−1 óôïí ak, êáé, ôÝëïò, ôïí ak óôïí a1,áöÞ-

íïíôáò üëïõò ôïõò Üëëïõò äéáèÝóéìïõò èåôéêïýò áêåñáßïõò óôáèåñïýò. Ï áñéèìüò

k ïíïìÜæåôáé ôï ìÞêïò ôÞò (a1 a2 . . . ak). Åí óõíôïìßá, êÜèå êõêëéêÞ ìåôÜôáîç

ìÞêïõò k êáëåßôáé k-êýêëïò. Åðßóçò, Ýíáò 2-êýêëïò óõ·íÜ ïíïìÜæåôáé áíôéìåôÜ-

èåóç.

ÂÜóåé ôùí üóùí ðñïáíáöÝñáìå, êÜèå óôïé�åßï ôÞò Sn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

ãéíüìåíï óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êõêëéêþí ìåôáôÜîåùí («óáöþò äéáêåêñéìÝíùí»,

õðü ôçí Ýííïéá ôïý üôé äåí õðÜñ·åé èåôéêüò áêÝñáéïò ï ïðïßïò íá êéíåßôáé áðü

ðåñéóóüôåñåò ôÞò ìéáò åî áõôþí).

Áò îáíáêïéôÜîïõìå ôï ðáñÜäåéãìá (6.1) (i), óôï ïðïßï åß·áí ðñïêýøåé ïé

êõêëéêÝò ìåôáôÜîåéò (2 8 5 6) êáé (3 9 4). Ç ðñþôç áðü áõôÝò åðçñåÜæåé ìüíïí

ôïõò áêåñáßïõò 2, 5, 6, 8, åíþ ç äåýôåñç êéíåß ìüíïí ôïõò 3, 4 êáé 9. ÅðåéäÞ áõ-

ôÝò ïé ìåôáôÜîåéò åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò, ìåôáôßèåíôáé ç ìßá ìå ôçí Üëëç, Þôïé

(2 8 5 6) (3 9 4) = (3 9 4) (2 8 5 6) . Âåâáßùò åäþ êñýâåôáé ìéá ãåíéêÞ éäéüôçôá. ÅÜí

ôá α êáé β åßíáé äõï óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò Sn ôá ïðïßá äåí êéíïýí áðü êïéíïý êáíÝ-

íáí èåôéêü áêÝñáéï, ôüôå éó·ýåé αβ = βα. Ç áðïóýíèåóç ôïý êÜèå óôïé·åßïõ ôÞò

Sn óå ãéíüìåíï óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êõêëéêþí ìåôáôÜîåùí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò

ïñéóìÝíç, ìå ìüíç åîáßñåóç ü,ôé áöïñÜ óôç äéÜôáîç ìå ôçí ïðïßá ðáñáèÝôïõìå ôéò

åí ëüãù êõêëéêÝò ìåôáôÜîåéò.

(6.2) Èåþñçìá. Ïé áíôéìåôáèÝóåéò ôÞò Sn ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí Sn.
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Áðüäåéîç. ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò Sn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Ýíá ãéíüìåíï êõêëéêþí ìå-

ôáôÜîåùí êáé êÜèå êõêëéêÞ ìåôÜôáîç ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Ýíá ãéíüìåíï áíôéìå-

ôáèÝóåùí, êáèüôé

(a1 a2 . . . ak) = (a1 ak) · · · (a1 a3)(a1 a2).

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êÜèå óôïé·åßï ôÞò Sn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Ýíá ãéíüìåíï áíôéìå-

ôáèÝóåùí. Óçìåéþóôå üôé áõôÝò ïé áíôéìåôáèÝóåéò äåí åßíáé êáô� áíÜãêçí óáöþò

äéáêåêñéìÝíåò êáé üôé áõôïý ôïý åßäïõò ç áðïóýíèåóç äåí åßíáé êáô� áíÜãêçí ìï-

íïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç. �

(6.3) ÐáñÜäåéãìá. Ðñïöáíþò,

[
1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

]
= (1 5) (2 4 6) = (1 5) (2 6) (2 4) .

ÅðåéäÞ äå (2 4 6) = (6 2 4) , ìðïñïýìå éóïäõíÜìùò íá ãñÜøïõìå áõôü ôï óôïé·åßï

ôÞò S6 êáé ùò

[
1 2 3 4 5 6

5 4 3 6 1 2

]
= (1 5) (6 2 4) = (1 5) (6 4) (6 2)

= (1 5) (4 6) (2 6) .

(6.4) Èåþñçìá. (a) Ïé áíôéìåôáèÝóåéò (1 2), (1 3), . . . , (1n) ðáñÜãïõí áðü êïéíïý

ôçí Sn.

(b) Åðßóçò, ïé áíôéìåôáèÝóåéò (1 2), (2 3), . . . , (n − 1n) ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí

Sn.

Áðüäåéîç. (a) ÐáñáôçñÞóôå üôé (a b) = (1a)(1 b)(1a) êáé êÜíåôå ·ñÞóç ôïý èåù-

ñÞìáôïò (6.2).

(b) ÐáñáôçñÞóôå üôé

(1 k) = (k − 1 k) · · · (3 4) (2 3) (1 2) (2 3) (3 4) · · · (k − 1 k)

êáé ·ñçóéìïðïéÞóôå ôü (a). �

(6.5) Èåþñçìá. Ç áíôéìåôÜèåóç (1 2), ìáæß ìå ôïí n-êýêëï (1 2 . . . n), ðáñÜãïõí

ôçí Sn.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôï (6.4) (b) ôï ìüíï ðïõ ·ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå åßíáé íá ãñÜ-

øïõìå êÜèå áíôéìåôÜèåóç ôÞò ìïñöÞò (k k + 1) ùò ìéá ëÝîç ó·çìáôéæüìåíç áðü
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ôçí áíôéìåôÜèåóç (1 2) êáé ôïí n-êýêëï (1 2 . . . n). Ôïýôï ìðïñåß íá åðéôåõ·èåß ùò

åîÞò:

(2 3) = (1 2 . . . n)(1 2)(1 2 . . . n)−1,

êáé, ðéï ãåíéêÜ ãéá üëïõò ôïõò k, üðïõ 2 ≤ k < n, âÜóåé ôÞò

(k k + 1) = (1 2 . . . n)k−1(1 2)(1 2 . . . n)1−k.

�

�íá äïèÝí óôïé·åßï ôÞòSn åíäÝ·åôáé íá ìðïñåß íá ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï áíôé-

ìåôáèÝóåùí êáôÜ ðïëëïýò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Ùóôüóï, ôï ðëÞèïò ôùí åìöá-

íéæïìÝíùí áíôéìåôáèÝóåùí åßíáé Þ ðÜíôïôå Ýíáò Üñôéïò Þ ðÜíôïôå Ýíáò ðåñéôôüò

èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò. Ãéá íá ôï áðïäåßîïõìå åéóÜãïõìå ôï ðïëõþíõìï

P = P (x1, x2, . . . , xn)

= (x1 − x2)(x1 − x3) · · · (x1 − xn) (x2 − x3) · · · (xn−1 − xn),

Þôïé ôï ãéíüìåíï ìå üñïõò ôïõ ôïõò (xi − xj), üðïõ 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ n êáé

i < j. ÅÜí α ∈ Sn, ôüôå ïñßæïõìå ôï ðïëõþíõìï αP ùò ôï ãéíüìåíï üëùí ôùí

(xα(i) − xα(j)), üðïõ êáé ðÜëé 1 ≤ i ≤ n , 1 ≤ j ≤ n êáé i < j. Ïõóéáóôéêþò, áõôü

ðïõ åðéöÝñåé ç åöáñìïãÞ ôÞò α óôïõò (õðï)äåßêôåò ôïý áñ·éêïý ìáò ðïëõùíýìïõ

åßíáé ç ìåôÜôáîç ôùí üñùí ôïýP, åíßïôå óõíïäåõüìåíç áðü ôçí áëëáãÞ ðñïóÞìïõ

ãéá ïñéóìÝíïõò åî áõôþí. ÅðïìÝíùò, ôï αP éóïýôáé åßôå ìå ôï P åßôå ìå ôï −P.

Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ëÝìå ðùò ôï ðñüóçìï ôÞò α åßíáé ôï «+» (ôï «óõí»), åíþ

óôç äåýôåñç ôï «−» (ôï «ìåßïí»). Åðßóçò, ãéá ôå·íéêïýò ëüãïõò, ëÝìå üôé óôçí

ðñþôç ðåñßðôùóç ç α Ý·åé ôïí +1, åíþ óôç äåýôåñç ôïí −1, ùò ðñïóçìáóìÝíï

Üóï ôçò (Þôïé ôï óýìâïëï ôÞò ìïíÜäáò ìå áíáãåãñáììÝíï ðñüóçìï). ¥(Ó.ô.Ì): Ï

äéá·ùñéóìüò áõôüò ãßíåôáé óôçí åëëçíéêÞ ìåôÜöñáóç ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáóôåß

åöéêôÞ ç áêñéâïëïãßá êáôÜ ôçí áðüäïóç ôïý üñïõ «sign».]

(6.6) ÐáñÜäåéãìá. Ãéá êáëýôåñç åìðÝäùóç ôïý ðþò õðïëïãßæåôáé ôï αP , äßíïõìå

åäþ Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá. ÅÜí n = 3 êáé α = (13 2), ôüôå

P = (x1 − x2) (x1 − x3) (x2 − x3)

êáé

αP = (x3 − x1) (x3 − x2) (x1 − x2) = P.

¢ñá ï ðñïóçìáóìÝíïò Üóïò ôÞò (1 3 2) åßíáé ï +1 (ìå ðñüóçìü ôïõ ôï «óõí»).



6. ìåôáôÜîåéò 41

Åí ãÝíåé, åÜí α, β ∈ Sn, ôüôå ï ðñïóçìáóìÝíïò Üóïò ôÞò óýíèåóçò αβ éóïý-

ôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ðñïóçìáóìÝíùí Üóùí ôùí α êáé β (üðïõ, ùò óõíÞèùò,

(+1)(+1) = +1, (+1)(−1) = −1, (−1)(+1) = −1 êáé (−1)(−1) = +1). Ç áíôé-

ìåôÜèåóç (1 2) Ý·åé ðñïöáíþò ôïí −1 ùò ðñïóçìáóìÝíï Üóï ôçò. ÅðåéäÞ, üôáí

a > 2, éó·ýåé ç éóüôçôá

(1a) = (2a) (1 2) (2a) ,

ï −1 áðïôåëåß ôïí ðñïóçìáóìÝíï Üóï êáé ãéá ôçí (1a). ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ

(a b) = (1a) (1 b) (1 a) ,

êÜèå áíôéìåôÜèåóç ïöåßëåé íá Ý·åé ôïí −1 ùò ðñïóçìáóìÝíï ôçò Üóï. ÊáôÜ óõ-

íÝðåéáí, êÜèå óôïé·åßï ôÞò Sn, ôï ïðïßï ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãéíüìåíï áñôßïõ

ðëÞèïõò áíôéìåôáèÝóåùí, ïöåßëåé íá Ý·åé ôïí +1 ùò ðñïóçìáóìÝíï ôçò Üóï, åíþ

ï ðñïóçìáóìÝíïò Üóïò åíüò ãéíïìÝíïõ ðåñéôôïý ðëÞèïõò áíôéìåôáèÝóåùí åßíáé

ðÜíôïôå ï −1.

ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò Sn ôï ïðïßï ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò ãéíüìåíï áñôßïõ ðëÞ-

èïõò áíôéìåôáèÝóåùí êáëåßôáé Üñôéá ìåôÜôáîç° ïé ëïéðÝò ìåôáôÜîåéò åíôüò ôÞò Sn

ïíïìÜæïíôáé ðåñéôôÝò ìåôáôÜîåéò. ÅðåéäÞ

(a1 a2 . . . ak) = (a1 ak) · · · (a1 a3)(a1 a2),

ìéá êõêëéêÞ ìåôÜôáîç åßíáé Üñôéá åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï ìÞêïò ôçò åßíáé Ýíáò ðå-

ñéôôüò áñéèìüò.

(6.7) Èåþñçìá. Ïé Üñôéåò ìåôáôÜîåéò ôÞò Sn óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá ôÜîçò n!
2 , ôçí

áðïêáëïýìåíç åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá An âáèìïý n.

Áðüäåéîç. ÅÜí ïé α êáé β åßíáé äõï Üñôéåò ìåôáôÜîåéò, ãñÜöïõìå êáèåìéÜ åî áõôþí

ùò Ýíá ãéíüìåíï áñôßïõ ðëÞèïõò áíôéìåôáèÝóåùí. Ç ðáñÜèåóç ôïý åíüò ãéíïìÝ-

íïõ êáôüðéí ôïý Üëëïõ ìÜò äåß·íåé üôé ç αβ åßíáé Üñôéá. ÃñÜöïíôáò ôï ãéíüìåíï

ãéá ôçí α ìå áíôßóôñïöç äéÜôáîç, äéáðéóôþíïõìå üôé êáé ç α−1 åßíáé Üñôéá. ÔÝëïò,

êáé ç ôáõôïôéêÞ ìåôÜôáîç ε åßíáé Üñôéá, äéüôé ε = (1 2)(12). ÅðïìÝíùò ïé Üñôéåò

ìåôáôÜîåéò óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá ôÞò Sn. ÅÜí ç α åßíáé Üñôéá, ôüôå ç (1 2)α

åßíáé ðåñéôôÞ. Áõôü óçìáßíåé üôé ôá óôïé·åßá ôÞò Sn åðéäÝ·ïíôáé ìéá æåõãáñùôÞ

êáôÜôáîç, ïðüôå áêñéâþò ôá ìéóÜ ôùí óôïé·åßùí ôÞò Sn åßíáé Üñôéåò ìåôáôÜîåéò.

(Ãéáôß ìðïñåß êÜèå ðåñéôôÞ ìåôÜôáîç íá åêöñáóèåß ùò ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç áêï-

ëïõèïýìåíç áðü ôçí áíôéìåôÜèåóç (1 2);) �

(6.8) Èåþñçìá. ¼ôáí n ≥ 3, ôüôå ïé 3-êýêëïé ðáñÜãïõí ôçí An.
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Áðüäåéîç. ÊÜèå 3-êýêëïò åßíáé, áóöáëþò, ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç. ÄïèÝíôïò åíüò

óôïé·åßïõ ôÞò An, ·ñçóéìïðïéïýìå ôï (6.4) (a) ãéá íá ôï ãñÜøïõìå ùò ãéíüìåíï

áñôßïõ ðëÞèïõò áíôéìåôáèÝóåùí ôÞò ìïñöÞò (1a). Êáôüðéí óõììáæåýïõìå áõôÝò

ôéò áíôéìåôáèÝóåéò óå ðáñáêåßìåíá æåýãç êáé åêôåëïýìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ãéá

êÜèå æåýãïò äõíÜìåé ôÞò (1a)(1 b) = (1 b a). Ôþñá ðëÝïí ôï óôïé·åßï ìáò åßíáé

åêöñáóìÝíï ùò Ýíá ãéíüìåíï 3-êýêëùí. �

(6.9) ÐáñÜäåéãìá. Ôá äþäåêá óôïé�åßá ôÞò A4 åßíáé ôá

ε, (1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) , (1 4) (2 3) ,

(1 2 3) , (1 2 4) , (1 3 4) , (2 3 4) ,

(1 3 2) , (1 4 2) , (1 4 3) , (2 4 3) .

Ôá õðïëåéðüìåíá óôïé·åßá ôÞò S4, Þôïé ïé ðåñéôôÝò ìåôáôÜîåéò ôçò, åßíáé ôá

(1 2) , (1 3) , (1 4) , (2 3) ,

(2 4) , (3 4) , (1 2 3 4) , (1 2 4 3) ,

(1 3 2 4) , (1 4 3 2) , (1 3 4 2) , (1 4 2 3) .

ÅÜí åðéèõìïýìå íá ãñÜøïõìå ð.·. ôï (1 3) (2 4) ùò ãéíüìåíï 3-êýêëùí, ç ìÝèïäïò

ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò (6.8) ìáò äßíåé

(1 3) (2 4) = (1 3) (1 2) (1 4) (1 2) = (1 2 3) (1 2 4) .

ÁóêÞóåéò

6.1 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ôÞò ïìÜäáò S3.

6.2 ÅêöñÜóôå êáèÝíá áðü ôá áêüëïõèá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò S8 ùò Ýíá ãéíüìåíï

óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êõêëéêþí ìåôáôÜîåùí, êáèþò åðßóçò êáé ùò Ýíá ãéíü-

ìåíï áíôéìåôáèÝóåùí.

(a)

[
1 2 3 4 5 6 7 8

7 6 4 1 8 2 3 5

]
, (b) (4 5 6 8) (1 2 4 5), (c) (6 2 4) (2 5 3) (8 6 7) (4 5).

Ðïéåò åî áõôþí ôùí ìåôáôÜîåùí áíÞêïõí óôçí A8;

6.3 Äåßîôå üôé ôá óôïé·åßá ôÞò S9 ôá ïðïßá óôÝëíïõí ôá 2, 5 êáé 7 íá áðåéêïíé-

óèïýí óå (áêñéâþò) Ýíá åê ôùí 2, 5 Þ 7 ó·çìáôßæïõí ìéá õðïïìÜäá ôÞò S9.

Ðïéá åßíáé ç ôÜîç áõôÞò ôÞò õðïïìÜäáò;

6.4 Âñåßôå ìéá õðïïìÜäá ôÞò S4 ç ïðïßá ðåñéÝ·åé áêñéâþò Ýîé óôïé·åßá. Ðüóåò

õðïïìÜäåò ôÜîçò Ýîé õðÜñ·ïõí åíôüò ôÞò S4;
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6.5 Õðïëïãßóôå ôï αP (x1, x2, x3, x4), üôáí α = (1 4 3) êáé üôáí α = (2 3) (4 1 2).

6.6 ÅÜí ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò Sn ç ïðïßá äåí ðåñéÝ·åôáé óôçí An, áðï-

äåßîôå üôé áêñéâþò ôá ìéóÜ áðü ôá óôïé·åßá ôÞòH åßíáé Üñôéåò ìåôáôÜîåéò.

6.7 Äåßîôå üôé, åÜí n ≥ 4, ôüôå êÜèå óôïé·åßï ôÞò Sn ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Ýíá

ãéíüìåíï äýï ìåôáôÜîåùí, êáèåìéÜ åê ôùí ïðïßùí Ý·åé ôÜîç ßóç ìå 2. (Ðåé-

ñáìáôéóèåßôå êáô� áñ·Üò ìå êõêëéêÝò ìåôáôÜîåéò.)

6.8 ÅÜí ôá α êáé β åßíáé äõï óôïé·åßá ôÞò Sn, áðïäåßîôå üôé ôï αβα−1β−1 áíÞêåé

ðÜíôïôå óôçí An, åíþ ôï αβα−1 áíÞêåé óôçí An ïðïôåäÞðïôå ôï β åßíáé ìéá

Üñôéá ìåôÜôáîç. ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò áõôÜ ôá óôïé·åßá üôáí n = 4 êáé

α = (2 1 4 3), β = (4 2 3) .

6.9 ¼ôáí ï n åßíáé ðåñéôôüò (êé áíôéóôïß·ùò, Üñôéïò), äåßîôå üôé ôá óôïé·åßá

(1 2 3) êáé (1 2 . . . n) (êé áíôéóôïß·ùò, ôá óôïé·åßá (1 2 3) êáé (2 3 . . . n)) ðá-

ñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí An.

6.10 ÅÜíα, β ∈ Sn êáé åÜíαβ = βα, áðïäåßîôå üôé ôï β ìåôáôÜóóåé åêåßíïõò ôïõò

áêåñáßïõò áñéèìïýò, ïé ïðïßïé ìÝíïõí óôáèåñïß ìÝóù ôïý α. Êáôüðéí äåßîôå

üôé, üôáí ôï α åßíáé Ýíáò n-êýêëïò, ôüôå ôï β ïöåßëåé íá åßíáé ìéá äýíáìç ôïý

α.

6.11 Âñåßôå ôçí ôÜîç êáèåìéÜò ôùí ìåôáôÜîåùí ôÞò Üóêçóçò 6.2.

6.12 Áðïäåßîôå üôé ç ôÜîç åíüò óôïé·åßïõ α ∈ Sn éóïýôáé ìå ôï åëÜ·éóôï êïéíü

ðïëëáðëÜóéï ôùí ìçêþí ôùí êýêëùí, ôá ïðïßá áðïêôþíôáé üôáí ôï α ãñÜ-

öåôáé ùò Ýíá ãéíüìåíï óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êõêëéêþí ìåôáôÜîåùí.
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Éóïìïñöéóìïß

Ìéá óêáêéÝñá (âë. ó·. 7.1) äéáèÝôåé ôÝóóåñåéò åðßðåäåò óõììåôñßåò: ôçí ôáõôï-

ôéêÞ e, ôç óôñïöÞ r ðåñß ôï êÝíôñï ôçò êáôÜ π êáé ôïõò êáôïðôñéóìïýò q1 êáé q2 ùò

ðñïò ôéò äýï äéáãùíßïõò ôçò. ÁõôÝò ïé óõììåôñßåò óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò

ôçí ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò, ï «ðïëëáðëáóéáóôéêüò» êáôÜëïãïò ôÞò ïðïßáò åßíáé ï

ðñþôïò áðü ôïõò äýï êáôáëüãïõò ðïõ áêïëïõèïýí. Åðßóçò, åßíáé åýêïëï íá äéá-

ðéóôùèåß üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìüäéï 8 êáèéóôÜ ôï óýíïëï {1, 3, 5, 7} ìéá

ïìÜäá, ìå ðïëëáðëáóéáóôéêü ôçò êáôÜëïãï ôïí äåýôåñï.

e r q1 q2

e e r q1 q2
r r e q2 q1
q1 q1 q2 e r

q2 q2 q1 r e

1 3 5 7

1 1 3 5 7

3 3 1 7 5

5 5 7 1 3

7 7 5 3 1

ÐáñáâëÝðïíôáò ôç äéáöïñåôéêÞ ðñïÝëåõóç áõôþí ôùí êáôáëüãùí, äéáðéóôþ-

íïõìå üôé ìåôáîý ôïõò õößóôáôáé ìéá ðáóéöáíÞò «ïìïéüôçôá». Êáé ïé äýï ïìÜäåò

Ý·ïõí ôÝóóåñá óôïé·åßá, åíþ -ôáõôï·ñüíùò- ôá óôïé·åßá ôïõò öáßíåôáé íá «óõí-

äõÜæïíôáé» ìå ðáíïìïéüôõðï ôñüðï. Ïõóéáóôéêþò, ìüíïí ï ôñüðïò ìå ôïí ïðïßï

óõìâïëßæïíôáé ôá åí ëüãù óôïé·åßá åßíáé áõôü ðïõ äéáöïñïðïéåß ôïõò äýï êáôá-

ëüãïõò.

ÏíïìÜæïíôáò ôçí ðñþôç ìáò ïìÜäáG êáé ôç äåýôåñçG′, áò õðïèÝóïõìå üôé ç
ϕ : G −→ G′ åßíáé ç óõíÜñôçóç, ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò:

e �−→ 1, r �−→ 3, q1 �−→ 5, q2 �−→ 7,
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óõìâïëßæïíôáò, ·Üñéí óõíôïìßáò, ôçí åéêüíá åíüò óôïé·åßïõ x ôÞò G ìÝóù ôÞò ϕ

ùò x′.¼ôáí ëÝìå üôé ôá óôïé·åßá óõíäõÜæïíôáé ìå ðáíïìïéüôõðï ôñüðï åííïïýìå

üôé, åÜí x �−→ x′ êáé y �−→ y′, ôüôå, ìÝóù ôÞò ϕ, xy �−→ x′y′.

Ó�Þìá 7.1

ÁõôÞ ç óõíÜñôçóç ïíïìÜæåôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùíG êáéG′.Ðñüêåéôáé ãéá

ìéá áìößññéøç, ç ïðïßá ìåôáöÝñåé ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» ôÞò G óå åêåßíïí ôÞò

G′. Êáô� ïõóßáí, ïé G êáé G′ ìðïñïýí íá åêëçöèïýí óáí íá åßíáé ç «ßäéá» ïìÜäá°

áðü ôå·íéêÞ äå óêïðéÜ, åßíáé éóüìïñöåò õðü ôçí áêüëïõèç Ýííïéá:

ËÝìå ðùò äõï ïìÜäåò G êáé G′ åßíáé (ìåôáîý ôïõò) éóüìïñöåò (Þ üôé ç G åßíáé

éóüìïñöç ìå ôçí G′ Þ, áðëïýóôåñá, üôé ç G åßíáé éóüìïñöç ôÞò G′) üôáí õðÜñ�åé

ìéá áìößññéøç ϕ : G −→ G′, ãéá ôçí ïðïßá éó�ýåé ç éóüôçôá :

ϕ (xy) = ϕ (x)ϕ (y) , ãéá üëá ôá x, y ∈ G.

(Ìéá ôÝôïéá óõíÜñôçóç ïíïìÜæåôáé, éäéáéôÝñùò, éóïìïñöéóìüò.)

Ìå ôï íá áîéþíåé êáíåßò áðü ôçí ϕ : G −→ G′ íá åßíáé ìéá áìößññéøç, äéá-

óöáëßæåé ôçí éóüôçôá ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí ôùí õðïêåéìÝíùí óýíïëùí ôùíG êáé

G′. ÅÜí, åðéðñïóèÝôùò, éó·ýåé ϕ (xy) = ϕ (x)ϕ (y) ãéá üëá ôá x, y ∈ G, ôüôå ìáò

åßíáé áäéÜöïñï ôï áí èá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ðñþôá äýï óôïé·åßá åíôüò ôÞò G êáé

êáôüðéí èá óôåßëïõìå ôï ãéíüìåíü ôïõò íá áðåéêïíéóèåß ìÝóù ôÞò ϕ óôçí G′ Þ áí

èá óôåßëïõìå ðñþôá êáèÝíá áðü ôá óôïé·åßá áõôÜ íá áðåéêïíéóèåß óôçí G′ êáé
ìåôÜ èá ðïëëáðëáóéÜóïõìå ôéò åéêüíåò ôïõò ìÝóù ôÞò ϕ åíôüò ôÞò G′. ÅðïìÝíùò
ç G, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï ðáñÜ ç G′ ìåôáìöéåóìÝíç. Áò

óçìåéùèåß üôé êáé ç áíôßóôñïöïò ϕ−1 : G′ −→ G ôÞò ϕ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò,
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ïðüôå ï ïñéóìüò ìáò åßíáé óõììåôñéêüò ùò ðñïò ôéòG êáéG′. Ãéá íá õðïäçëþíïõìå

üôé ïé ïìÜäåò G êáé G′ åßíáé éóüìïñöåò, óõ·íÜ èá ãñÜöïõìå G ∼= G′.

(7.1) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïñßæïõìå ùò ϕ : R −→ R>0 ôçí ϕ (x) = ex. Ôüôå ç ϕ

åßíáé ìéá áìößññéøç êáé éó·ýåé

ϕ (x+ y) = ex+y = exey = ϕ (x)ϕ (y) , ∀x, y ∈ R.

ÅðïìÝíùò ïé ïìÜäåò R êáé R>0 åßíáé éóüìïñöåò. (Èõìçèåßôå üôé ç R åßíáé ðñï-

óèåôéêÞ, åíþ ç R>0 ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá.)

(ii) ÌÝ·ñé ôïýäå Ý·ïõìå áðïêôÞóåé áñêåôÝò ãíþóåéò ðåñß ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝ-

äñïõ, üðùò ð.·. üôé äéáèÝôåé äþäåêá ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò, ïé ïðïßåò ó·çìá-

ôßæïõí ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá G. Ìðïñïýìå üìùò íá ôéò åðáõîÞóïõìå áéóèçôÜ

ùò åîÞò: áñéèìïýìå ôéò êïñõöÝò ôïõ ùò 1, 2, 3, 4 üðùò óôï ó·Þìá 7.2. ÊÜèå ðå-

ñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá åðÜãåé ìéá ìåôÜôáîç êïñõöþí, êé åðïìÝíùò ìéá ìåôÜôáîç

ôïý óõíüëïõ {1, 2, 3, 4}. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç åéêïíéæüìåíç ðåñéóôñïöÞ r åðÜãåé ôçí

êõêëéêÞ ìåôÜôáîç (2 3 4), åíþ ç s åðÜãåé ôçí (1 4)(2 3). Äéåñåõíþíôáò êáôÜ óõóôç-

ìáôéêü ôñüðïüëåò ôéò Üëëåò äõíáôüôçôåò êáôáëÞãïõìå óôç äçìéïõñãßá ôùí äþäåêá

óôïé·åßùí ôÞò A4. ÅÜí äõï ðåñéóôñïöÝò u, v åðÜãïõí ôéò ìåôáôÜîåéò α êáé β, áíôé-

óôïß·ùò, ôüôå ç uv åðÜãåé ðñïöáíþò ôçí αβ. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, óôÝëíïíôáò êÜèå

(ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá) �−→ (óôçí (ìÝóù áõôÞò) åðáãïìÝíç ìåôÜôáîç)

ðñïóëáìâÜíïõìå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò A4.

Ó�Þìá 7.2
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(iii) ÊÜèå Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z. ÐñÜãìáôé° åÜí ç G åßíáé

ìéá Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá ìå ãåííÞôïñÜ ôçò ôï óôïé·åßï x, ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

ϕ : G −→ Z, ϕ (xm) = m.

H ϕ åßíáé áìöéññéðôéêÞ êáé éó·ýïõí ïé éóüôçôåò:

ϕ (xmxn) = ϕ
(
xm+n

)
= m+ n = ϕ (xm) + ϕ (xn) .

Ôïýôï óçìáßíåé üôé ç ϕ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò.

(iv) ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò n åßíáé éóüìïñöç ôÞò Zn.ÐñÜãìáôé°

åÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç êõêëéêÞ ïìÜäá ìå ãåííÞôïñÜ ôçò ôï óôïé·åßï x,

ôüôå ç óõíÜñôçóç

ϕ : G −→ Zn, ϕ (xm) = m(mod n)

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò.

(v) Ôï óýíïëï {1,−1, i,−i} ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëá-

ðëáóéáóìïý ìéãáäéêþí áñéèìþí° ðñüêåéôáé ãéá ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ìå ãåííÞôïñÜ

ôçò åßôå ôï i åßôå ôï −i.�ôóé, óýìöùíá ìå üóá ðñïáíáöÝñáìå óôï (iv), õðÜñ·ïõí

äýï éóïìïñöéóìïß




1 �−→ 0, i �−→ 1, −1 �−→ 2, −i �−→ 3, êáé

1 �−→ 0, −i �−→ 1, −1 �−→ 2, i �−→ 3

ìåôáîý áõôÞò ôÞò ïìÜäáò êáé ôÞò Z4.

(vi) Ç D3 åßíáé éóüìïñöç ôÞò S3. Áðïäåßîôå áõôüí ôïí éó·õñéóìü ·ñçóéìïðïéþ-

íôáò Ýíáí óõëëïãéóìü áíÜëïãï åêåßíïõ ðïõ áíáðôýîáìå óôï (ii), áñéèìþíôáò, åí

ðñïêåéìÝíù, ôéò êïñõöÝò åíüò éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ ìå ôïõò 1, 2, 3.

(vii) Äåí õðÜñ·åé êáíÝíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ïìÜäùíQ êáéQ>0.ÐñÜãìá-

ôé° åÜí õðÞñ·å Ýíáò éóïìïñöéóìüò ϕ : Q −→ Q>0 êáé åðéëÝãáìå Ýíá x, ïýôùò þóôå

íá éó·ýåé ϕ (x) = 2, ôüôå èá Ýðñåðå íá Ý·ïõìå

ϕ (x) = ϕ
(x
2
+

x

2

)
= ϕ

(x
2

)
ϕ
(x
2

)
= 2,

ïðüôå ϕ
(
x
2

)
=

√
2 /∈ Q, ðñÜãìá ôï ïðïßï èá ìáò ïäçãïýóå óå áíôßöáóç.

(7.2) Ðñüôáóç. ¸óôù ϕ : G −→ G′ Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ôüôå |G| = |G′|
êáé çϕóôÝëíåé ôï ìïíáäéáßï óôïé�åßï ôÞòG íá áðåéêïíéóèåß óôï ìïíáäéáßï óôïé�åßï

ôÞò G′.
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Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé x′ ∈ G′ êáé üôé ϕ (x) = x′. Ôüôå Ý·ïõìå

x′ϕ (e) = ϕ (x)ϕ (e) = ϕ (xe) = ϕ (x) = x′

êáé, ðáñïìïßùò, ϕ (e)x′ = x′. Ôïýôï áðïäåéêíýåé üôé ôï ϕ (e) ðñüêåéôáé ãéá ôï

ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞòG′.Ìéá äéáöïñåôéêÞ áðüäåéîç åßíáé ç åîÞò: ðáñáôçñïýìå

üôé

ϕ (e)ϕ (e) = ϕ (ee) = ϕ (e)

êáé åí óõíå·åßá ðïëëáðëáóéÜæïõìå êáé ôá äýï ìÝëç áõôÞò ôÞò éóüôçôáò ìå ôï áíôß-

óôñïöï óôïé·åßï ôïý ϕ (e) ∈ G′. Ç äåýôåñç áõôÞ áðüäåéîç åßíáé êáôÜ ôé ðéï ðñï-

ôéìçôÝá, êáèüóïí äåí ·ñçóéìïðïéåß ôï ãåãïíüò üôé ç ϕ åßíáé ìéá áìößññéøç, ðáñÜ

ìüíïí ôçí éäéüôçôá ôÞò (ìÝóù ôÞò ϕ) ìåôáöïñÜò ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôÞòG óôïí

ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò G′. �

(7.3) Ðñüôáóç. ¸óôù ϕ : G −→ G′ Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Ôüôå ç ϕ óôÝëíåé

áíôßóôñïöá óôïé�åßá íá áðåéêïíéóèïýí óå áíôßóôñïöá óôïé�åßá, Þôïé

ϕ (x)
−1

= ϕ
(
x−1

)
, ∀x, x ∈ G.

Áðüäåéîç. Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå x ∈ G, éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ϕ
(
x−1

)
ϕ (x) = ϕ

(
x−1x

)
= ϕ (e) = ϕ

(
xx−1

)
= ϕ (x)ϕ

(
x−1

)
,

ïðüôå ϕ (x)
−1

= ϕ
(
x−1

)
. �

(7.4) Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : G −→ G′ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò êáé çG ìéá áâåëéáíÞ

ïìÜäá, ôüôå êáé ç G′ èá åßíáé êáô' áíÜãêçí áâåëéáíÞ.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé x′, y′ ∈ G′ êáé üôé ϕ (x) = x′, ϕ (y) = y′. Ôüôå Ý·ïõìå

x′y′ = ϕ (x)ϕ (y)

= ϕ (xy)

= ϕ (yx)

= ϕ (y)ϕ (x) = y′x′,

ïðüôå ç G′ åßíáé üíôùò áâåëéáíÞ. �

(7.5) Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : G −→ G′ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí êáé ç H ìéá

õðïïìÜäá ôÞò G, ôüôå ç åéêüíá ôçò ϕ (H) ìÝóù ôÞò ϕ åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G′.
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Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá x′, y′ åßíáé äõï óôïé·åßá ôÞò ϕ (H). Ôüôå, åðåéäÞ

ç ϕ |H åßíáé åðéññéðôéêÞ, ìðïñïýìå íá âñïýìå x, y ∈ H, ôÝôïéá þóôå ϕ (x) = x′

êáé ϕ (y) = y′. Ôï óôïé·åßï xy−1 áíÞêåé óôçíH, äéüôé çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò

G. ÅðïìÝíùò, áðü ôéò éóüôçôåò

ϕ
(
xy−1

)
= ϕ (x)ϕ

(
y−1

)
= ϕ(x)ϕ(y)−1 = x′y′ −1

âëÝðïõìå üôé ôï x′y′ −1 áíÞêåé óôçí ϕ (H). ÔÝëïò, áñêåß íá åöáñìüóïõìå ôï èåþ-

ñçìá (5.4). �

(7.6) Ðñüôáóç. ÊÜèå éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí ϕ : G −→ G′ äéáôçñåß ôçí ôÜîç êá-

èåíüò ôùí óôïé�åßùí ôÞò G.

Áðüäåéîç. �óôù g Ýíá ôõ·üí óôïé·åßï ôÞò G. Áò åöáñìüóïõìå ôçí ðñüôáóç (7.5)

ãéá ôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ç H åßíáé ç êõêëéêÞ õðïïìÜäá ôÞò G ç

ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôï g. ÅÜí x′ ∈ ϕ (H) , ôüôå Ý·ïõìå

x′ = ϕ (gm) = ϕ (g)m

ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï áñéèìüm.ÅðïìÝíùò, çϕ (H) åßíáé êõêëéêÞ ìå ôïϕ (g)

ùò ãåííÞôïñÜ ôçò. Êáèþò ïé H êáé ϕ (H) Ý·ïõí ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü, ç ôÜîç

ôïý ϕ (g) ïöåßëåé íá éóïýôáé ìå ôçí ôÜîç ôïý g. �

ÔÝëïò, áíáöÝñïõìå êáé ìéá ôåëåõôáßá ðñüôáóç, ç áðüäåéîç ôÞò ïðïßáò áöÞíåôáé

ùò Üóêçóç ãéá ôïí áíáãíþóôç.

(7.7) Ðñüôáóç. ÅÜí ïé ϕ : G −→ G′ êáé ψ : G′ −→ G′′ åßíáé éóïìïñöéóìïß ïìÜ-
äùí, ôüôå êáé ç óýíèåóÞ ôïõò

ψϕ : G −→ G′′

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí.

Óôï êåöÜëáéï 1 Ý·ïõìå åéóáãÜãåé ôñßá óôåñåÜ: Ýíá êáíïíéêü ôåôñÜåäñï, ìéá

éóüðåäç åîáãùíéêÞ ðëÜêá ìå éóïìÞêåéò ðëåõñÝò êáé ìéá ïñèÞ êáíïíéêÞ ðõñáìßäá

âáóéæüìåíç óå Ýíá êáíïíéêü äùäåêÜãùíï. Ç ãåùìåôñéêÞ ðáñáôÞñçóç, óýìöùíá

ìå ôçí ïðïßá ôá óôåñåÜ áõôÜ äåí åðéäåéêíýïõí ôá ßäéá ðïéïôéêÜ ·áñáêôçñéóôéêÜ

óõììåôñßáò, ìåôáôñÝðåôáé óå Ýíáí áëãåâñéêü éó�õñéóìü, ï ïðïßïò äéáôõðþíåôáé

ùò åîÞò: äåí õðÜñ·ïõí äýï åî áõôþí, ôá ïðïßá íá Ý·ïõí éóüìïñöåò ïìÜäåò óõì-

ìåôñßáò. ¼ìùò áõôüò ï éó·õñéóìüò åßíáé åýêïëá åðáëçèåýóéìïò. Ìüëéò ðñïç-

ãïõìÝíùò äåßîáìå üôé ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý ôåôñáÝäñïõ åßíáé

éóüìïñöç ôÞò A4. Ç áíôßóôïé·ç ïìÜäá óõììåôñéþí ôÞò ðëÜêáò åßíáé åî ïñéóìïý

çD6, åíþ ç ïìÜäá óõììåôñéþí ôÞò ðõñáìßäáò åßíáé êõêëéêÞ (ðáñáãüìåíç áðü ôç
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óôñïöÞ êáôÜ π
6 ðåñß ôïí ìïíáäéêü Üîïíá óõììåôñßáò ôçò), ïðüôå ïöåßëåé íá åß-

íáé éóüìïñöç ôÞò Z12 (êáôÜ ôï (7.1) (iv)). Ç Z12 åßíáé ç ìüíç áðü áõôÝò ôéò ôñåéò

ïìÜäåò, ç ïðïßá åßíáé áâåëéáíÞ° Ýôóé, åßíáé áäýíáôïí íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá

áðü ôéò Üëëåò äýï (âë. ðñüôáóç (7.4)). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, çD6, óå áíôßèåóç ìå

ôçí A4, ðåñéÝ·åé Ýíá óôïé·åßï ôÜîçò Ýîé. ¢ñá ïýôå ïéD6 êáé A4 ìðïñïýí íá åßíáé

éóüìïñöåò (âë. ðñüôáóç (7.6)).

ÁóêÞóåéò

7.1 Âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ïé áñéèìïß 1, 2, 4, 5, 7 êáé 8 ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá ùò

ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï 9 êáé äåßîôå üôé áõôÞ ç ïìÜäá åßíáé

éóüìïñöç ôÞò Z6.

7.2 Åðáëçèåýóôå ôï üôé ïé áêÝñáéïé áñéèìïß 1, 3, 7, 9, 11, 13, 17 êáé 19 ó·çìáôß-

æïõí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï 20.ÅîçãÞóôå ãéáôß

áõôÞ ç ïìÜäá äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z8.

7.3 Äåßîôå üôé ç õðïïìÜäá {ε, (1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) , (1 4) (2 3)} ôÞò A4 åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôùí åðéðÝäùí óõììåôñéþí ìéáò óêáêéÝñáò.

7.4 ÊáôáóêåõÜóôå Ýíáí óõãêåêñéìÝíï éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò S3 êáé ôÞò D3.

Ðüóïé äéáöïñåôéêïß éóïìïñöéóìïß õößóôáíôáé ìåôáîý ôÞò S3 êáé ôÞòD3;

7.5 �óôù G ìéá ïìÜäá. Äåßîôå üôé ç áíôéóôïß·éóç x ←→ x−1 ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí

éóïìïñöéóìü áðü ôçí G åðß ôÞò G åÜí êáé ìüíïí åÜí ç G åßíáé áâåëéáíÞ.

7.6 Äåßîôå üôé ç Q>0 äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z.

7.7 ÅÜí ç G åßíáé ìéá ïìÜäá êáé g ∈ G, äåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç

ϕ : G −→ G, ϕ (x) = gxg−1,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü. ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò áõôüí ôïí éóïìïñöéóìü

üôáí G = A4 êáé ôï g åßíáé ç ìåôÜôáîç (1 2 3).

7.8 Ìéá õðïïìÜäá H ìéáò ïìÜäáò G êáëåßôáé ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò G üôáí

éó·ýåé {e} � H � G. Âñåßôå ìéá ïìÜäá, ç ïðïßá íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá

áðü ôéò ãíÞóéåò õðïïìÜäåò ôçò.

7.9 ÕðïèÝóôå üôé ç G åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá. ÅÜí ôï x ðáñÜãåé ôçí G êáé åÜí

ç ϕ : G −→ G åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, áðïäåßîôå üôé ç ϕ åßíáé ðëÞñùò êá-

èïñéóìÝíç ìÝóù ôÞò åéêüíáò ϕ(x) êáé üôé êáé ôï ϕ(x) åßíáé Ýíáò ãåííÞôïñáò
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ôÞò G. µñçóéìïðïéÞóôå áõôÝò ôéò éäéüôçôåò ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïóäéïñßóåôå

üëïõò ôïõò éóïìïñöéóìïýò áðü ôçí Z åðß ôÞò Z, êáèþò êáé üëïõò ôïõò éóï-
ìïñöéóìïýò áðü ôçí Z12 åðß ôÞò Z12.

7.10 Äåßîôå üôé çR äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞòQ êáé üôé çR�{0} äåí åßíáé éóüìïñöç
ôÞò Q�{0}. Åßíáé ç R éóüìïñöç ôÞò R�{0};

7.11 Áðïäåßîôå üôé ç õðïïìÜäá ôÞò S6 ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôá (1 2 3 4) êáé (5 6)

åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá åêåßíç, ç ïðïßá ðåñéåãñÜöç óôçí Üóêçóç 7.2.

7.12 Äåßîôå üôé ç õðïïìÜäá ôÞò S4 ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôá (1 2 3 4) êáé (2 4)

åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäáD4.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 8

Ôá ðëáôùíéêÜ óôåñåÜ

êáé ôï èåþñçìá ôïý Cayley

ÕðÜñ·ïõí ðÝíôå (êõñôÜ) êáíïíéêÜ óôåñåÜ: ôï ôåôñÜåäñï (ìå ôÝóóåñåéò ôñéãùíé-

êÝò Ýäñåò), ï êýâïò (ìå Ýîé ôåôñÜãùíåò Ýäñåò), ôï ïêôÜåäñï (ìå ïêôþ ôñéãùíé-

êÝò Ýäñåò), ôï äùäåêÜåäñï (ìå äþäåêá ðåíôáãùíéêÝò Ýäñåò) êáé ôï åéêïóÜåäñï

(ìå åßêïóé ôñéãùíéêÝò Ýäñåò), ôá ïðïßá åéêïíïãñáöïýíôáé óôï ó·. 8.1. ¥(Ó.ô.Ì.):

Ôá óôåñåÜ áõôÜ Þôáí ãíùóôÜ áðü áñ·áéïôÜôùí ·ñüíùí. ¼ðùò áíáöÝñåé ï H.

Weyl óôï ¥1] (p. 74): «Èá ìðïñïýóáìå íá ðïýìå üôé ç ýðáñîç ôùí ôñéþí ðñþ-

ôùí áðïôåëåß Ýíá ó·åôéêþò åðïõóéþäåò ãåùìåôñéêü äåäïìÝíï. ÁëëÜ ç áíáêÜëõøç

ôùí äýï ôåëåõôáßùí óõãêáôáëÝãåôáé ìå áðüëõôç âåâáéüôçôá óôéò ùñáéüôåñåò êáé

óôéò ðëÝïí éäéÜæïõóåò áíáêáëýøåéò ïëüêëçñçò ôÞò Éóôïñßáò ôùí Ìáèçìáôéêþí.

Ìðïñåß ìÜëéóôá íá áðïäïèåß, ìå áñêåôÞ óéãïõñéÜ, óôïõò �ëëçíåò áðïßêïõò ôÞò

ÊÜôù Éôáëßáò, ïé ïðïßïé åíäÝ·åôáé íá óõíÝëáâáí ôçí áöçñçìÝíç ìïñöÞ ôïý êáíï-

íéêïý äùäåêáÝäñïõ ìÝóù ôùí êñõóôÜëëùí ôïý ðõñéôßïõ, åíüò èåéïý·ïõ ïñõêôïý

ðïõ áöèïíåß óôç Óéêåëßá. ...

Ç ðñþôç áêñéâÞò êáôáóêåõÞ êáíïíéêïý äùäåêáÝäñïõ ðéèáíþò íá ïöåßëåôáé

óôïí Èåáßôçôï1. ÕðÜñ·ïõí ìáñôõñßåò, óýìöùíá ìå ôéò ïðïßåò ãéíüôáí ·ñÞóç äù-

äåêáåäñéêþí æáñéþí óôçí Éôáëßá Þäç áðü ôïõò ðïëý ðñþéìïõò ·ñüíïõò, åíþ ôï

1ÌåãÜëïò ìáèçìáôéêüò ðïõ Ýæçóå êáé Ýäñáóå óôçí ÁèÞíá (ðåñ. 415-369 ð.µ.). ÕðÞñîå ößëïò ôïý ÐëÜôùíïò, ï
ïðïßïò Ýäùóå ôï üíïìÜ ôïõ óå Ýíáí áðü ôïõò óçìáíôéêüôåñïõò äéáëüãïõò ôïõ. (Âë. ÐëÜôùíïò Èåáßôçôïò. Åéóá-
ãùãÞ êáé ìåôÜöñáóç É.Í. Èåïäùñáêüðïõëïõ. Åêäüóåéò Áêáäçìßáò Áèçíþí, 1980). ÄéäÜ·èçêåÌáèçìáôéêÜ áðü ôïí
óðïõäáßï ìáèçìáôéêü Èåüäùñï ôïí Êõñçíáßï. ÊáôÜ ôïí Ðñüêëï, ï Èåáßôçôïò öÝñåôáé ùò óýã·ñïíïò ôïý Áñ·ýôá
ôïý Ôáñáíôßíïõ, ìå ôïí ïðïßï åíäÝ·åôáé íá óõíåñãÜóèçêå ãéá ôç äçìéïõñãßá íÝùí ãåùìåôñéêþí èåùñçìÜôùí êáé
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äùäåêÜåäñï öáßíåôáé ðùò åß·å êáé êÜðïéá éäéáßôåñç èñçóêåõôéêÞ óçìáóßá óôïí

ðïëéôéóìü ôùí Åôñïýóêùí2».

Ôá ðÝíôå êáíïíéêÜ óôåñåÜ3 ïíïìÜóèçêáí êáé ðëáôùíéêÜ óôåñåÜ, äéüôé äéáäñá-

ìáôßæïõí Ýíáí ðñùôåýïíôá ñüëï óôçí êïóìïãïíßá ôïý ÐëÜôùíïò, ç ïðïßá åêôßèå-

ôáé óôïí äéÜëïãü ôïõ Ôßìáéïò 4. Ï ÐëÜôùí, óõìðëçñþíïíôáò, ìåôáîý Üëëùí, êáé

ïñéóìÝíá êåíÜ ôùí èåùñéþí ôùí Ðõèáãïñåßùí êáé ôïý ÅìðåäïêëÝïõò, õðïóôç-

ñßæåé ìå íÝá öéëïóïöéêÜ åðé·åéñÞìáôá üôé ôá ïíôïëïãéêÜ, äïìéêÜ óôïé·åßá åßíáé

ôÝóóåñá: ç öùôéÜ, ç ãç, ï áÝñáò êáé ôï íåñü, áíáðáñéóôþíôáò ôá, ýóôåñá áðü

åéäéêÞ áéôéïëüãçóç, ìå ôï ôåôñÜåäñï, ôïí êýâï, ôï ïêôÜåäñï êáé ôï åéêïóÜåäñï,

áíôéóôïß·ùò. Ôï äùäåêÜåäñï, ùò «åîÝ·ïí óôåñåü», áíáðáñéóôÜ ôï óýìðáí5.

Óôï âéâëßïµÉÉÉ ôùíÓôïé�åßùí ôïýÅõêëåßäïõ6 áðïäåéêíýåôáé üôé ôá ðÝíôå áõôÜ

óôåñåÜ åßíáé ôá ìüíá êáíïíéêÜ 7 (êõñôÜ, ôñéóäéÜóôáôá) ðïëýåäñá êáé üôé ïé êïñõ-

öÝò ôïõò ôïðïèåôïýíôáé åðß óöáßñáò8.]

�·ïõìå Þäç äåßîåé üôé ç ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý ôåôñáÝ-

äñïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A4. Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá

ðáñïõóéÜóïõìå áíÜëïãá áðïôåëÝóìáôá êáé ãéá ôá Üëëá ôÝóóåñá óôåñåÜ.

ôçí áõóôçñÞ äéáôýðùóç êáé áðüäåéîç ðïëëþí Üëëùí. ÅéêÜæåôáé üôé ôï 9ï èåþñçìá ôïý µ âéâëßïõ ôùí Óôïé�åßùí ôïý
Åõêëåßäïõ, êáèþò êáé ç åããñáöÞ ôïý ïêôáÝäñïõ êáé åéêïóáÝäñïõ óå óöáßñá, ïöåßëïíôáé óôïí Èåáßôçôï.

2Ï ãåñìáíüò ìáèçìáôéêüò F. Lindemann (12/4/1852-6/3/1939), ï ïðïßïò åßíáé ðåñéóóüôåñï ãíùóôüò ëüãù ôÞò åê ìÝ-
ñïõò ôïõ ðáñáó·åèåßóáò ðñþôçò áõóôçñÞò áðüäåéîçò ôÞò õðåñâáôéêüôçôáò ôïý áñéèìïý π (ôï 1881), åß·å áó·ïëçèåß
åðéóôáìÝíùò êáé ìå ôçí åîÝôáóç äéáöüñùí áñ·áéïëïãéêþí åõñçìÜôùí áðü ìéá ìáèçìáôéêÞ ïðôéêÞ ãùíßá. Ìåôáîý
Üëëùí, õðÞñîå ï óõããñáöÝáò ôÞò éóôïñéêÞò ðñáãìáôåßáòZur Geschichte der Polyeder und der Zahlzeichen (Sitzungsb.
Bayr. Akad. Wiss., Math.-Phys. Kl., Bd. 26, 1896, 625-768), óôçí ïðïßá êáíåßò áíáêáëýðôåé Ýíáí ðñáãìáôéêü èçóáõñü
ãíþóåùí ó·åôéæïìÝíùí ìå ôïí ôñüðï ôÞò âáèìéáßáò åîïéêåßùóçò ðïëëþí áñ·áßùí öõëþí êáé ëáþí ìå ôá êáíïíéêÜ
êáé çìéêáíïíéêÜ óôåñåÜ (óõìðåñéëáìâáíïìÝíùí ôùí áñ·áßùí Êåëôþí, ôùí Åôñïýóêùí, ôùí ÅëëÞíùí áðïßêùí ôÞò
ÊÜôù Éôáëßáò ê.Ü.) Þäç áðü ôçí åðï·Þ ôïý óéäÞñïõ Ýùò êáé ôïõò Ðõèáãïñåßïõò.

3Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ãýñù áðü ôçí éóôïñßá ôÞò áíáêÜëõøçò ôùí êáíïíéêþí óôåñåþí âë. ôï Üñèñï ôïý
W.C. Waterhouse: The Discovery of the Regular Solids, Arch. Hist. of Exact Sciences 9, (1972), 212-221.

4Ãéá ìéá åíäéáöÝñïõóá áðüäïóç ôïý áñ·áßïõ êåéìÝíïõ óôá íÝá åëëçíéêÜ, óõíïäåõüìåíç áðü ðëçèþñá ·ñçóßìùí
ó·ïëßùí, ðáñáðÝìðïõìå ôïí áíáãíþóôç óôï âéâëßï: ÐëÜôùí. Ôßìáéïò, ÅéóáãùãÞ-ìåôÜöñáóç-ó·üëéá: Â. ÊÜëöá,
Åêäüóåéò Ðüëéò, ÁèÞíá, 1998. (Âë. éä. óåë. 249-255.)

5(Âë. Ôßìáéïò, åä. 55c). Ìðïñåß, ìåôÜ ôçí ðáñÝëåõóç ó·åäüí 2400 åôþí áðü ôç óõããñáöÞ ôïý Ôéìáßïõ êáé 400 åôþí
áðü ôçí áíáèåþñçóç ôïý Mysterium Cosmographicum ôïý J. Kepler, ç åí ëüãù êïóìïëïãéêÞ èåþñçóç íá öáíôÜæåé
ðáñù·çìÝíç. Ùóôüóï, åßíáé áìößâïëï ôï êáôÜ ðüóïí ç ìÝèïäïò, ç ïðïßá áêïëïõèåßôáé ãéá ôç ìáèçìáôéêïðïßçóç ôÞò
äïìÞò ôùí ìïñßùí (åíôüò ôïý ðëáéóßïõ ôÞò óýã�ñïíçò ÖõóéêÞò, µçìåßáò êáéÌïñéáêÞò Âéïëïãßáò), èá åß·å ôç ãíùóôÞ
ôçò (åí ðïëëïßò «ãåùìåôñéêÞ» êáé «áëãåâñéêÞ») ìïñöÞ, áí áõôÜ ôá Ýñãá (êáé ç áôïìéêÞ èåùñßá ôïý Äçìïêñßôïõ)
åîÝëéðáí áðü ôï éóôïñéêü ãßãíåóèáé.

6Âë. Å. ÓôáìÜôç: Åõêëåßäïõ Óôåñåïìåôñßá (Óôïé�åßùí âéâëßá µÉ, µÉÉ, µÉÉÉ). Áñ·áßï Êåßìåíï, ÌåôÜöñáóç, Åðåîç-
ãÞóåéò, ÏÅÄÂ, ÁèÞíá, (1957) ¥óåë. 167-187].

7�íá êõñôü (ôñéóäéÜóôáôï, óõìðáãÝò) ðïëýåäñï êáëåßôáé êáíïíéêü üôáí ãéá äõï ïéåóäÞðïôå ôñéÜäåò (P1, E1, F1)

êáé (P2, E2, F2) áðïôåëïýìåíåò áðü êïñõöÝòP1, P2, áêìÝòE1, E2 êáé ðëåõñÝò (Ýäñåò) F1, F2, ìåPi ∈ Ei ⊂ Fi

ãéá i = 1, 2, õðÜñ·åé ðÜíôïôå ìéá éóïìåôñßá ϕ : R3 → R
3 ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé: ϕ(P1) = P2, ϕ (E1) = E2 êáé

ϕ (F1) = F2.

8Óå êÜèå êáíïíéêü óôåñåü õðÜñ·åé Ýíá åóùôåñéêü ôïõ óçìåßï, ôï ïðïßï: (á) éóáðÝ·åé áðü üëåò ôéò êïñõöÝò ôïõ, (â)
éóáðÝ·åé áðü üëåò ôéò Ýäñåò ôïõ êáé (ã) éóáðÝ·åé áðü üëåò ôéò áêìÝò ôïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·ïõí ôñåéò óöáßñåò :
(á) ç ðåñéãåãñáììÝíç (ðïõ äéÝñ·åôáé áðü ôéò êïñõöÝò ôïõ), (â) ç åããåãñáììÝíç (ðïõ åöÜðôåôáé óôá ïñßæïíôá åðßðåäá
ôùí åäñþí ôïõ) êáé (ã) ç åöáðôïìÝíç óôá ìÝóá ôùí áêìþí ôïõ. Ôï åí ëüãù óçìåßï áðïôåëåß ôï êÝíôñï óõììåôñßáò

ôïý åêÜóôïôå èåùñïõìÝíïõ êáíïíéêïý óôåñåïý.
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Ó�Þìá 8.1

Ï êýâïò äéáèÝôåé åßêïóé ôÝóóåñåéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò. ÁõôÝò ìðïñïýí

íá êáôáìåôñçèïýí üðùò ïé ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïý ôåôñáÝäñïõ, ðñïóäéïñß-

æïíôáò üëïõò ôïõò Üîïíåò óõììåôñßáò ìáæß ìå ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí óôñï-

öþí ðåñß áõôïýò ôïõò Üîïíåò. Ïé äéáöïñåôéêïß ôýðïé áîüíùí ðáñéóôþíôáé ìÝóù

ôùí L,M êáé N ôïý ó·Þìáôïò 8.2. ÕðÜñ·ïõí ôñåéò Üîïíåò ïìïåéäåßò ôïý L, ïé

ïðïßïé ìáò ·ïñçãïýí åííÝá åí óõíüëù ðåñéóôñïöÝò, Ýîé Üîïíåò ïìïåéäåßò ôïý M ,

êáèÝíáò ôùí ïðïßùí ìÜò äßíåé ìéá ðåñéóôñïöÞ, êáèþò êáé ôÝóóåñåéò êýñéåò äéáãþ-

íéïé üðùò ç N, ðåñß ôéò ïðïßåò ï êýâïò åßíáé äõíáôüí íá óôñáöåß êáôÜ 2π
3 êáé 4π

3 .

¢ñá, ôåëéêþò, õðÜñ·ïõí áêñéâþò (3× 3)+(6× 1)+(4× 2)+1 = 24ðåñéóôñïöéêÝò

óõììåôñßåò ôïý êýâïõ (óõìðåñéëáìâáíïìÝíçò êáé ôÞò ôáõôïôéêÞò).

Ìå áñßèìçóç ôùí êïñõöþí ôïý êýâïõ èá ìðïñïýóáìå íá êáôáóêåõÜóïõìå

Ýíáí éóïìïñöéóìü ôÞò ïìÜäáò ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïõ ìå ìéá õðïïìÜäá

ôÞò S8. ¼ìùò, ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò, åßíáé ðñïôéìüôåñï íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé

êÜèå ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá ìåôáôÜóóåé ôéò ôÝóóåñåéò êýñéåò äéáãùíßïõò ôïý êý-

âïõ. Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå áõôü ôï ãåãïíüò ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåßîïõìå üôé ç

ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êýâïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí S4.
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ÅðéãñÜöïõìå ôéò êïñõöÝò ôïý êýâïõ üðùò óôï ó·. 8.2 êáé óõìâïëßæïõìå ùòNk

ôç äéáãþíéï ðïõ óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ k ìå ôçí êïñõöÞ k′, üðïõ 1 ≤ k ≤ 4. ÊÜèå

ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá ìåôáôÜóóåé ôéòN1, N2, N3, N4, êé åðïìÝíùò ìáò äßíåé ìéá

ìåôÜôáîç ôùí áñéèìþí 1, 2, 3, 4. Ãéá ðáñÜäåéãìá, áíáöåñüìåíïé óôï ó·. 8.2, âëÝ-

ðïõìå üôé ç r óôÝëíåé ôçí N1 íá áðåéêïíéóèåß óôçí N2, ôçí N2 óôçí N3, ôçí N3

óôçí N4 êáé ôçí N4 óôçí N1, äßíïíôÜò ìáò ôïí êýêëï (1 2 3 4), åíþ ç s åðÜãåé ôïí

êýêëï (1 4 3). ÌÝóù ôÞò t åíáëëÜóóïíôáé ïé äéáãþíéïé N1 êáé N2, åíþ ïé N3 êáé

N4 óôÝëíïíôáé íá áðåéêïíéóèïýí óôïõò åáõôïýò ôïõò. (Ðáñüôé ïé N3 êáé N4 äåí

ðáñáìÝíïõí óôáèåñÝò, êáèåìéÜ ôïõò Ý·åé ôá Üêñá ôçò áíôáëëáãìÝíá). �ôóé, ç t

ìÜò ðáñÝ·åé ôçí áíôéìåôÜèåóç (1 2).�óôùG ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí

ôïý êýâïõ êáé Ýóôù ϕ : G −→ S4 ç ùò Üíù êáôáóêåõáóèåßóá óõíÜñôçóç. ÅðåéäÞ

ðñïöáíþò ôï ãéíüìåíï äýï ðåñéóôñïöþí áðåéêïíßæåôáé ìÝóù ôÞò ϕ óôï ãéíüìåíï

ôùí åéêüíùí ôïõò (Þôïé óôç óýíèåóç ôùí áíôéóôïé·éæïìÝíùí ìåôáôÜîåùí), ôï ìüíï

ðïõ õðïëåßðåôáé åßíáé ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç ϕ åßíáé ìéá áìößññéøç.

Ó�Þìá 8.2

Áõôü ìðïñåß, âåâáßùò, íá ãßíåé ìÝóù áðáëïéöÞò° ìå Üëëá ëüãéá, ìÝóù ëåðôïìå-

ñïýò ìåëÝôçò ôÞò åðßäñáóçò êáèåìéÜò ôùí ðåñéóôñïöþí ôïý êýâïõ ùò ðñïò ôéò

4 êýñéåò äéáãùíßïõò ôïõ, ðñÜãìá ôï ïðïßï ïäçãåß óå ìéá êïðéþäç äéáäéêáóßá.

Áíô� áõôÞò, ðñïôéìüôåñï èá Þôáí íá èõìçèïýìå üôé ìéá åðßññéøç ìåôáîý äýï ðå-

ðåñáóìÝíùí óõíüëùí, ôá ïðïßá äéáèÝôïõí ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü, ïöåßëåé íá
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åßíáé ìéá áìößññéøç êáé íá áðïäåßîïõìå üôé ç ϕ åßíáé åðéññéðôéêÞ. ÁëëÜ áõôü åß-

íáé ðñÜãìáôé ðïëý åýêïëï. Ôüóï ï êýêëïò (1 2 3 4) üóï êáé ï êýêëïò (1 2) áíÞ-

êïõí óôçí åéêüíá ϕ (G) , ç ïðïßá åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò S4, äéüôé ç ϕ ìåôáöÝñåé

ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò G óôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò S4. ÅðïìÝíùò, êÜèå ëÝîç

ó·çìáôéæüìåíç áðü ôïõò (1 2 3 4) êáé (1 2) ïöåßëåé íá áíÞêåé óôçí ϕ (G). ÅðåéäÞ

üìùò ïé (1 2 3 4) êáé (1 2) ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ïëüêëçñç ôçí ïìÜäá S4, Ý·ïõìå

ϕ (G) = S4, ðñÜãìá ðïõ ïëïêëçñþíåé ôç óõëëïãéóôéêÞ ìáò.

ÓõíäÝïíôáò ôá âáñýêåíôñá üëùí ôùí áíÜ æåýãç ðáñáêåéìÝíùí åäñþí ôïý êý-

âïõ åßìáóôå óå èÝóç íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá êáíïíéêü ïêôÜåäñï, ôï ïðïßï åßíáé

åããåãñáììÝíï óôïí êýâï (âë. ó·. 8.3). Ç ßäéá äéáäéêáóßá, åöáñìïæüìåíç ãéá ôï

ïêôÜåäñï, ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí êýâï åããåãñáììÝíï óôï ïêôÜåäñï. Ãé� áõôü ëÝìå ðùò ï

êýâïò êáé ôï ïêôÜåäñï åßíáé äõúêÜ óôåñåÜ. Ðñïöáíþò, áõôÜ ôá óôåñåÜ äéáèÝôïõí

ïìïåéäåßò (Þ «äõúêÝò») óõììåôñßåò° äçëáäÞ, êÜèå óõììåôñßá ôïý êýâïõ áðïôåëåß

êáé óõììåôñßá ôïý åíôüò áõôïý åããåãñáììÝíïõ ïêôáÝäñïõ êáé áíôéóôñüöùò. �ôóé,

äß·ùò Üëëá ó·üëéá, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ïé ïìÜäåò ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí

ôïý êýâïõ êáé ôïý ïêôáÝäñïõ åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò.

Ó�Þìá 8.3

ÕðÜñ·ïõí äýï áêüìç äõúêÜ êáíïíéêÜ óôåñåÜ, Þôïé ôï äùäåêÜåäñï êáé ôï åé-

êïóÜåäñï. ÁöÞíïõìå ôïí Ýëåã·ï ôïý ìåôáîý ôïõò õöéóôáìÝíïõ äõúóìïý ãéá ôïí

áíáãíþóôç. Óå ü,ôé ëïéðüí áöïñÜ óôçí ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá, áñêåß íá åîåôÜ-

óïõìå ìüíïí Ýíá åî áõôþí, áò ðïýìå ôï äùäåêÜåäñï. Ôï ó·Þìá 8.4 äåß·íåé Ýíáí

êýâï åíôüò ôïý êáíïíéêïý äùäåêáÝäñïõ. ÊÜèå êïñõöÞ ôïý åí ëüãù êýâïõ åßíáé

ìéá êïñõöÞ ôïý äùäåêáÝäñïõ êáé êÜèå áêìÞ ôïõ áðïôåëåß ìéá äéáãþíéï ãéá áêñé-

âþò ìßá ðåíôáãùíéêÞ Ýäñá ôïý äùäåêáÝäñïõ. Ìüíï ìßá áðü ôéò ðÝíôå äéáãùíßïõò

êáèåíüò ðåíôáãþíïõ åßíáé êáé áêìÞ ôïý êýâïõ ìáò. Äåí õðÜñ·åé âåâáßùò êáíÝíáò

åéäéêüò ëüãïò äéÜêñéóçò áõôÞò ôÞò óõãêåêñéìÝíçò äéáãùíßïõ° åîÜëëïõ, üðùò åßíáé

öõóéêü, õðÜñ·ïõí åðéðëÝïí ôÝóóåñåéò åããåãñáììÝíïé êýâïé áíôéóôïé·ïýíôåò óôéò

Üëëåò ôÝóóåñåéò äéáãùíßïõò ôïý ðåíôáãþíïõ. Ïé åí óõíüëù ðÝíôå åããåãñáììÝíïé

êýâïé ìåôáôÜóóïíôáé ìÝóù êáèåìéÜò ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý äùäå-

êáÝäñïõ.
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Ó�Þìá 8.4

µñçóéìïðïéþíôáò áõôïýò ôïõò êýâïõò, üðùò áêñéâþò ·ñçóéìïðïéÞóáìå ôéò êýñéåò

äéáãùíßïõò üôáí åîåôÜæáìå ôéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïý êýâïõ, äåí åßíáé äý-

óêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí åíüò êáíïíéêïý

äùäåêáÝäñïõ åßíáé éóüìïñöç ôÞò A5.Ðñïôåßíïõìå ôá áêüëïõèá âÞìáôá ðñïò ìßá

áðüäåéîç, áöÞíïíôáò ôçí áíÜëõóç ôùí ëåðôïìåñåéþí ôçò ãéá ôïí áíáãíþóôç.

(i) ÊáôáìåôñÞóôå ôéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïý êáíïíéêïý äùäåêáÝäñïõ

êáé áðïäåßîôå üôé ôï ðëÞèïò ôïõò éóïýôáé ìå åîÞíôá.

(ii) ÐáñáôçñÞóôå üôé ç ôÜîç ôÞò ïìÜäáò A5 åßíáé ßóç ìå 60.

(iii) ÁñéèìÞóôå ôïõò ðñïáíáöåñèÝíôåò åããåãñáììÝíïõò êýâïõò ìå áñéèìïýò áðü

ôï 1 Ýùò ôï 5, ïýôùò þóôå êÜèå ðåñéóôñïöÞ ôïý äùäåêáÝäñïõ óáò íá äßíåé

Ýíá óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò S5.

(iv) Äåßîôå üôé êÜèå 3-êýêëïò ôÞò ðñïêåéìÝíçò S5 ðñïÝñ·åôáé áðü ìßá óôñïöÞ

ðåñß Ýíáí åê ôùí áîüíùí, ïé ïðïßïé óõíäÝïõí ôéò -áíÜ æåýãç- áíôéêåßìåíåò

êïñõöÝò ôïý äùäåêáÝäñïõ.

(v) Èõìçèåßôå üôé ïé 3-êýêëïé ôÞò S5 ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí õðïïìÜäá A5.

Óõíïøßæïõìå ôá áðïôåëÝóìáôÜ ìáò óôï áêüëïõèï:

(8.1) Èåþñçìá. Ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ

åßíáé éóüìïñöç ôÞò A4. Ïé ïìÜäåò ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êýâïõ êáé ôïý

êáíïíéêïý ïêôáÝäñïõ åßíáé éóüìïñöåò ôÞòS4.ÔÝëïò, ôüóï ôï êáíïíéêü äùäåêÜåäñï

üóï êáé ôï êáíïíéêü åéêïóÜåäñï Ý�ïõí ïìÜäåò ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí éóüìïñ-

öåò ôÞò A5.
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Ôïíßæïõìå êáé ðÜëé üôé áõôÝò ïé ïìÜäåò ðåñéÝ·ïõí ìüíïí ðåñéóôñïöÝò. Ç ðëÞñçò

ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ ìåëåôÜôáé óôéò áóêÞóåéò ðïõ áêï-

ëïõèïýí. Ãéá ôéò ðëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñéþí ôùí Üëëùí óôåñåþí ðáñáðÝìðïõìå

ôïí áíáãíþóôç óôï êåöÜëáéï 10.

ÌÝ·ñé ôïýäå åñìçíåýóáìå ôéò ïìÜäåò ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôùí êáíïíé-

êþí óôåñåþíùò ïìÜäåò ìåôáôÜîåùí. Ôþñá èá äåßîïõìå üôé, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá,

êÜèå ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò ìåôáôÜîåùí.

(8.2) Èåþñçìá ôïý Cayley. ÊÜèå ïìÜäá G åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò

ïìÜäáò SG.

Áðüäåéîç. ÊÜèå óôïé·åßï g ôÞò G ìÜò äßíåé ìéá ìåôÜôáîç Lg ïñéæüìåíç ùò åîÞò:

Lg : G −→ G, Lg(x) = gx.

(Ç óõíÜñôçóç Lg åßíáé åíñéðôéêÞ, äéüôé

Lg (x) = Lg (y) =⇒ gx = gy =⇒ g−1gx = g−1gy =⇒ ex = ey =⇒ x = y,

áëëÜ êáé åðéññéðôéêÞ, äéüôé åÜí z ∈ G, ôüôå Lg

(
g−1z

)
= gg−1z = ez = z). H Lg

ïíïìÜæåôáé åî áñéóôåñþí ìåôáöïñÜ ìÝóù ôïý g. (ÓçìåéùôÝïí üôé, üôáí G = R,

ç Lg áðïôåëåß ôç öõóéêÞ ìåôáöïñÜ êáôÜ áðüóôáóç g). �óôù ôþñá G′ ôï õðïóý-

íïëï {Lg | g ∈ G} ôÞò SG. Ç ðñÜîç ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç ç SG åßíáé ç

óýíèåóç óõíáñôÞóåùí. Ùò åê ôïýôïõ, Ý·ïõìå

Lg (Lh (x)) = Lg (hx) = ghx = Lgh(x), ∀x, x ∈ G.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï «ãéíüìåíï» äõï ôõ·üíôùí óôïé·åßùí ôïýG′ áíÞêåé óôïG′. Ôï

ôáõôïôéêü óôïé·åßï ε ôÞò SG áíÞêåé óôï G′ äéüôé éóïýôáé ìå ôçí Le, åíþ ôï áíôß-

óôñïöï ôÞòLg åíôüò ôÞò SG éóïýôáé ìå ôçíLg−1 êáé áíÞêåé êáé áõôü óôïG
′. Ôïýôï

óçìáßíåé ðùò ôï óýíïëï G′ áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò SG.Ç óõíÜñôçóç

G −→ G′, g �−→ Lg,

åßíáé ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ êáé ìåôáöÝñåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò G óôç óýí-

èåóç áðåéêïíßóåùí ôÞò G′ (gh �−→ Lgh = LgLh). ÅîÜëëïõ, ç åí ëüãù óõíÜñôçóç

åßíáé êáé åíñéðôéêÞ, áöïý áðü ôçí Lg = Lh Ýðåôáé üôé g = Lg(e) = Lh(e) = h.

�ôóé, êáôáóêåõÜóáìå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò õðïïìÜäáò G′ ôÞò

SG. �

(8.3) Èåþñçìá. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîçò n, ôüôå ç G åßíáé

éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò Sn.
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Áðüäåéîç. ÅÜí, êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, áñéèìÞóïõìå ôá óôïé·åßá ôÞòGùò 1, 2, . . . , n,

ôüôå êÜèå ìåôÜôáîç ôÞò G åðÜãåé ìéá ìåôÜôáîç ôùí 1, 2, . . . , n. �ôóé, äçìéïõñãåß-

ôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò SG êáé ôÞò Sn, êáé åðïìÝíùò ç õðïïìÜäáG′ ôÞò

SG åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá G′′ ôÞò Sn. ÅðåéäÞ ç G åßíáé éóüìïñöç ôÞò

G′ êáé åðåéäÞ ç óýíèåóç äýï éóïìïñöéóìþí åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ç G åßíáé

éóüìïñöç ôÞò G′′. �

(8.4) ÐáñÜäåéãìá. Ùò ðáñÜäåéãìá ìåëåôïýìå ôçíG′′ üôáí çG åßíáé ç ïìÜäá ôùí

åðéðÝäùí óõììåôñéþí ìéáò óêáêéÝñáò, ç ïðïßá åéóÞ·èç óôçí áñ·Þ ôïý ðñïçãïõ-

ìÝíïõ êåöáëáßïõ. Áðü ôïí ðïëëáðëáóéáóôéêü êáôÜëïãï ðáßñíïõìå

Lr (e) = r, Lr (r) = r2 = e,

Lr (q1) = rq1 = q2, Lr (q2) = rq2 = q1.

ÅðïìÝíùò, ç Lr åíáëëÜóóåé ôá e êáé r, êáèþò êáé ôá q1 êáé q2. Õðïëïãßæïíôáò ôéò

Lq1 êáé Lq2 êáôÜ ôïí ßäéï ôñüðï êáé áíôéóôïé·ßæïíôáò óôá e, r, q1, q2 -êáôÜ óåéñÜí-

ôïõò áñéèìïýò 1, 2, 3 êáé 4, äéáðéóôþíïõìå üôé çG åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí õðïïìÜäá

{ε, (1 2), (1 2)(3 4), (1 3)(24), (1 4)(2 3)} ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò S4.

ÁóêÞóåéò

8.1 ÅðéãñÜøôå ôéò áêìÝò åíüò êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ ìå ôïõò áñéèìïýò

1, 2, . . . , 6, ïýôùòþóôå êÜèå ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá ôïý ôåôñáÝäñïõ íáóáò

ðáñÝ·åé Ýíá óôïé·åßï ôÞò S6.ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôá äþäåêá óôïé·åßá ôÞò

S6, ôá ïðïßá åìöáßíïíôáé êáô� áõôüí ôïí ôñüðï, êáé áðïäåßîôå üôé áðáñôß-

æïõí ìéá õðïïìÜäá ôÞò S6.

8.2 ÓõíäÝóôå ôá âáñýêåíôñá üëùí ôùí áíÜ æåýãç ðáñáêåéìÝíùí åäñþí åíüò êá-

íïíéêïý ôåôñáÝäñïõ êáé ðáñáôçñÞóôå üôé ôï áðïôÝëåóìá åßíáé ï ó·çìáôé-

óìüò åíüò äåõôÝñïõ êáíïíéêïý, «áíåóôñáììÝíïõ» ôåôñáÝäñïõ, ôï ïðïßï åß-

íáé åããåãñáììÝíï åíôüò ôïý áñ·éêïý.

8.3 ÁñéèìÞóôå ôéò Ýäñåò åíüò êýâïõ ìÝóù ôùí 1, 2, . . . , 6. Ðñïóäéïñßóôå åêåßíá

ôá óôïé·åßá ôÞò S6, ôá ïðïßá áíôéóôïé·ïýí óôéò óôñïöÝò r, s êáé t ôïý ó·Þìá-

ôïò 8.2.

8.4 Ôþñá èá ðáñáðÝìøïõìå óôïí êýâï ìå ìéá ëùñßäá ìáñêáñéóìÝíç óå êáèåìéÜ

ôùí åäñþí ôïõ, üðùò áõôüò äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 18.1. Ðïéåò ðåñéóôñïöéêÝò

óõììåôñßåò ôïý êýâïõ óôÝëíïõí ôéò ëùñßäåò íá áðåéêïíéóèïýí åðß ôùí ëùñß-

äùí; Óå ðïéá õðïïìÜäá ôÞò S4 áíôéóôïé·ïýí áõôÝò ïé (ðåñé)óôñïöÝò;
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8.5 Ó·åäéÜóôå ðÝíôå äùäåêÜåäñá, ïýôùò þóôå êáèÝíá åî áõôþí íá åìðåñéÝ·åé

Ýíáí äéáöïñåôéêü åããåãñáìÝíï êýâï. µñçóéìïðïéÞóôå ôÜ ó·ÝäéÜ óáò ãéá íá

åîåôÜóåôå ôï ðþò ïé ðñïêåßìåíïé êýâïé ìåôáôÜóóïíôáé äõíÜìåé ôùí áêïëïý-

èùí óôñïöþí.

(a)Ìéá óôñïöÞ ôïý äùäåêáÝäñïõ êáôÜ 2π
5 ðåñß ôïí Üîïíá, ï ïðïßïò óõíäÝåé

ôá âáñýêåíôñá äýï áíôéêåéìÝíùí åäñþí ôïõ.

(b) Ìéá óôñïöÞ êáôÜ π ðåñß ôïí Üîïíá, ï ïðïßïò ðñïóäéïñßæåôáé áðü ôá ìå-

óïóçìåßá äýï áíôéêåéìÝíùí åäñþí ôïõ.

(c) Ìéá óôñïöÞ êáôÜ 2π
3 ðåñß ôïí Üîïíá, ï ïðïßïò óõíäÝåé äýï áíôéêåßìåíåò

êïñõöÝò ôïõ.

8.6 ÅêôåëÝóôå ôç äéáäéêáóßá ðïõ õðáãïñåýåôáé áðü ôï èåþñçìá ôïýCayley ðñï-

êåéìÝíïõ íá ëÜâåôå ìéá õðïïìÜäá ôÞò S6 éóüìïñöç ìå ôçíD3.

8.7 Äåßîôå ðùò åöáñìüæïíôáò ôï èåþñçìá ôïý Cayley ãéá ôçí ïìÜäá R ëáìâÜ-

íïõìå ôçí õðïïìÜäá ôÞò SR, ç ïðïßá ðåñéÝ·åé üëåò ôéò ìåôáöïñÝò ôÞò ðñáã-

ìáôéêÞò åõèåßáò.

8.8 ÌåôáôñÝøôå êÜèå óôïé·åßï α ôÞò Sn óå Ýíá óôïé·åßï α∗ ôÞò Sn+2 ùò åîÞò:

ç íÝá ìåôÜôáîç α∗ óõìðåñéöÝñåôáé áêñéâþò üðùò êáé ç α åðß ôùí áêåñáßùí

1, 2, . . . , n.ÅÜí ç α åßíáé ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç, ôüôå ç α∗ áöÞíåé ôïõò n+1 êáé

n+ 2 óôáèåñïýò, åíþ, åÜí ç α åßíáé ìéá ðåñéôôÞ ìåôÜôáîç, ç α∗ åíáëëÜóóåé

ôïõò n + 1 êáé n + 2. Åðáëçèåýóôå ôï üôé ç α∗ åßíáé ðÜíôïôå ìéá Üñôéá ìå-

ôÜôáîç êáé ôï üôé ç áíôéóôïß·éóç α �−→ α∗ ïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý

ôÞò Sn êáé ìéáò õðïïìÜäáò ôÞòAn+2.Êáôüðéí, ìåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôçí åí

ëüãù õðïïìÜäá üôáí n = 3.

8.9 ÅÜí çG åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîçò n, áðïäåßîôå üôé çG åßíáé éóü-

ìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò An+2.

8.10 Ãéá êÜèå óôïé·åßï α ôÞò ïìÜäáò Sn ïñßóôå ôÞ ìåôÜôáîç α# åíôüò ôÞò S2n

ìÝóù ôïý ôýðïõ

α#(k) =

{
α(k), üôáí 1 ≤ k ≤ n,

α(k − n) + n, üôáí n+ 1 ≤ k ≤ 2n.

Äåßîôå üôé ç α# åßíáé ðÜíôïôå ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç êáé üôé ìÝóù ôÞò áíôéóôïß-

·éóçò α �−→ α# áðïêôïýìå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò Sn êáé ìéáò õðïï-

ìÜäáò ôÞò A2n.ÌåëåôÞóôå äéåîïäéêþò ôçí åí ëüãù õðïïìÜäá üôáí n = 3.

8.11 Áò õðïèÝóïõìå üôé ç G óõìâïëßæåé ôçí ðëÞñç ïìÜäá óõììåôñéþí åíüò êá-

íïíéêïý ôåôñáÝäñïõ T êáé üôé Ý·ïõìå õéïèåôÞóåé ôïí óõìâïëéóìü ôïí åéóá-

·èÝíôá óôï ó·Þìá 7.2. Âñåßôå ìéá óõììåôñßá q ôïý T , ç ïðïßá íá åðÜãåé
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ôçí áíôéìåôÜèåóç (1 2) ôùí êïñõöþí, êáé äåßîôå üôé ç qr åðÜãåé ôïí 4-êýêëï

(1 2 3 4). Êáôüðéí, âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ç qr äåí åßíáé ïýôå ðåñéóôñïöÞ

ïýôå êáôïðôñéóìüò, áëëÜ åßíáé åíôïýôïéò ôï ãéíüìåíï ôñéþí êáôïðôñéóìþí.

ÔÝëïò, êáôáìåôñÞóôå ôéò óõììåôñßåò ôïý T êáé áðïäåßîôå üôé ç G åßíáé éóü-

ìïñöç ôÞò S4.

8.12 Åñãáæüìåíïé ìå ôçí ðëÞñç ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý êýâïõ äåßîôå üôé êÜèå ìå-

ôÜôáîç ôùí êýñéùí äéáãùíßùí ôïõ ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìÝóù áêñéâþò äýï

óõììåôñéþí.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 9

ÏìÜäåò ðéíÜêùí

Ôï óýíïëï üëùí ôùí áíôéóôñåøßìùí n×n ðéíÜêùí, ïé ïðïßïé äéáèÝôïõí ðñáãìáôé-

êïýò áñéèìïýò ùò åããñáöÝò ôïõò, ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäáùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéá-

óìü ðéíÜêùí. Õðåíèõìßæïõìå üôé, åÜí ïéA = [ai j ] êáéB = [bi j ] åßíáé äõï ðßíáêåò

áõôïý ôïý åßäïõò, ôüôå ç óôçí i-ïóôÞ ãñáììÞ êáé j-ïóôÞ óôÞëç ôïý ãéíïìÝíïõ ôïõò

åõñéóêïìÝíç åããñáöÞ éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá

ai 1b1 j + ai 2b2 j + · · ·+ ai nbnj .

Ïðïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêüò, ï ìïíáäéáßïò n×n ðßíáêáò

In ðáßæåé ôïí ñüëï ôïý ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ, åíþ ôï áíùôÝñù ãéíüìåíï AB åßíáé

áíôéóôñÝøéìï ìå áíôßóôñïöü ôïõ ôï B−1A−1.

ÊÜèå ðßíáêáò A áõôÞò ôÞò ïìÜäáò êáèïñßæåé Ýíáí áíôéóôñÝøéìï ãñáììéêü ìå-

ôáó·çìáôéóìü

fA : Rn −→ Rn, fA(x) = xAt

ãéá üëá ôá äéáíýóìáôá x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, üðïõ ï At óõìâïëßæåé ôïí áíÜ-

óôñïöï ôïý A. ÅðåéäÞ

fAB(x) = x (AB)
t
= xBtAt = fA (fB (x)) ,
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âëÝðïõìå üôé ôï ãéíüìåíï ðéíÜêùíAB êáèïñßæåé ôç óýíèåóç fAfB ôùí ãñáììéêþí

ìåôáó·çìáôéóìþí fA êáé fB . Êé áíôéóôñüöùò° åÜí ç f : Rn −→ Rn åßíáé Ýíáò áíôé-

óôñÝøéìïò ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò êáé åÜí ï A åßíáé Ýíáò ðßíáêáò ï ïðïßïò

ôïí áíáðáñéóôÜ ùò ðñïò ôç óõíÞèç âÜóç êáé ôùí äýï áíôéôýðùí ôïý Rn, ôüôå ïA

åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé f = fA. Ãé� áõôïýò ôïõò ëüãïõò, ç åí ëüãù ïìÜäá êáëåß-

ôáé ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá, óõìâïëéæüìåíç ùòGLn. ÅÜí åðéèõìïýìå íá äþóïõìå

Ýìöáóç óôï üôé ïé åããñáöÝò ôùí ðéíÜêùí ìáò åßíáé åéëçììÝíåò áðü ôïõò ðñáãìá-

ôéêïýò áñéèìïýò, ôüôå ãñÜöïõìå éäéáéôÝñùò GLn(R). Áíôéêáèéóôþíôáò ôü R ìå ôï

C ðáßñíïõìå ôçí áíôßóôïé·ç ïìÜäá GLn(C) ôùí n× n áíôéóôñåøßìùí ìéãáäéêþí

ðéíÜêùí.

Ï ðïëëáðëáóéáóìüò ðéíÜêùí äåí åßíáé ìåôáèåôéêüò üôáí n ≥ 2, ïðüôå ç

GL2, GL3, . . . åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá áðåßñùí ìç áâåëéáíþí ïìÜäùí. ¼ôáí n = 1,

êÜèå ðßíáêáò Ý·åé ìßá êáé ìüíç åããñáöÞ, ç ïðïßá åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò

äéÜöïñïò ôïý ìçäåíüò (êáèüôé ï ðßíáêáò åßíáé áíôéóôñÝøéìïò), åíþ ï ðïëëáðëá-

óéáóìüò ðéíÜêùí ìåôáôñÝðåôáé óôïí óõíÞèç ðïëëáðëáóéáóìü áñéèìþí. ÅðïìÝ-

íùò Ý·ïõìå Ýíáí éóïìïñöéóìü GL1
∼= R�{0}. ÅÜí A ∈ GLn, ï (n+ 1) × (n + 1)

ðßíáêáò

Ã =

[
A 0

0 1

]

áíÞêåé óôçí GLn+1. Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïý ðßíáêá Ã åðéóõíÜðôïõìå êáô� áñ·Üò

óôïí A ìéá ðñüóèåôç óôÞëç áðïôåëïýìåíç áðü ìçäåíéêÜ (ïðüôå ðáßñíïõìå Ýíáí

n × (n+ 1) ðßíáêá), êáé êáôüðéí ðñïóèÝôïõìå óå áõôüí ìßá íÝá ãñáììÞ, üëåò ïé

åããñáöÝò ôÞò ïðïßáò åßíáé ßóåò ìå ôï ìçäÝí, ìå ìüíç åîáßñåóç ôçí ôåëåõôáßá, ç

ïðïßá éóïýôáé ìå 1.ÇóõëëïãÞ üëùí ôùí êáô� áõôüí ôïí ôñüðï êáôáóêåõáæoìÝíùí

ðéíÜêùí áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò GLn+1, åíþ ç óõíÜñôçóç

GLn −→ GLn+1, A �−→ Ã,

ìáò äåß·íåé üôé ç GLn åßíáé éóüìïñöç ìå áõôÞí. ÅÜí ôáõôßóïõìå ôïí Rn ìå ôïí

õðü·ùñï ôïý Rn+1 ôïí áðïôåëïýìåíï áðü åêåßíá ôá äéáíýóìáôá, ôá ïðïßá Ý·ïõí

ôçí ôåëåõôáßá ôïõò óõíôåôáãìÝíç ßóç ìå ôï ìçäÝí, ôüôå ç åöáñìïãÞ ôïý ãñáììéêïý

ìåôáó·çìáôéóìïý f
Ã
åßíáé üðùò åêåßíç ôïý fA óôïí Rn, êáèüôé áöÞíåé ôçí ôåëåõ-

ôáßá óõíôåôáãìÝíç ôïý êÜèå óçìåßïõ áìåôÜâëçôç. Áõôü óçìáßíåé üôé, ãñÜöïíôáò

Rn+1 = Rn ×R, ðáßñíïõìå

f
Ã
: Rn+1 −→ Rn+1, üðïõ f

Ã
(x, z) = (fA(x), z).

�íáò n× n ðßíáêáò A = (ai j) ëÝãåôáé ïñèïãþíéïò üôáí AtA = In, Þôïé üôáí

a1 ia1 j + a2 ia2 j + · · ·+ an ian j =

{
1, åÜí i = j

0, åÜí i 	= j
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ÅðïìÝíùò, ôá äéáíýóìáôá óôçëþí åíüò ïñèïãùíßïõ ðßíáêá A Ý·ïõí ìïíáäéáßï

ìÞêïò êáé åßíáé êÜèåôá (ôï Ýíá ðñïò ôï Üëëï). Óå ôå·íéêÞ ãëþóóá ëÝìå ðùò áõôÜ

ó·çìáôßæïõí ìéá ïñèüôáêôç âÜóç ôïý Rn. ÖõóéêÜ, êáé ôá äéáíýóìáôá ãñáììþí

ôïý A ó·çìáôßæïõí ìéá ïñèüôáêôç âÜóç ôïý Rn êáé, åðåéäÞ

det
(
AtA

)
= (det(A))

2
,

ç ïñßæïõóá ôïý A áíÞêåé óôï äéóýíïëï {−1, 1}. ÅÜí ïé ðßíáêåò A êáé B åßíáé

ïñèïãþíéïé, ôüôå(
AB−1

)t
AB−1 =

(
B−1

)t
AtAB−1 =

(
Bt

)t
AtAB−1 = BAtAB−1 = In.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé ï AB−1 åßíáé ïñèïãþíéïò, ïðüôå (êáôÜ ôï èåþñçìá (5.4)) ç

óõëëïãÞ üëùí ôùí ïñèïãùíßùí n × n ðéíÜêùí áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò GLn.

ÁõôÞ ç õðïïìÜäá êáëåßôáé ïñèïãþíéá ïìÜäá êáé óõìâïëßæåôáé ùòOn. Ôá óôïé·åßá

ôÞò On ôá ïðïßá Ý·ïõí ïñßæïõóá ßóç ìå 1 óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá ôÞò On, ôç

ëåãïìÝíç åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá SOn.

(9.1) Ðñüôáóç. ÅÜí A ∈ On, ôüôå ï áíôßóôïé�ïò ãñáììéêüò ìåôáó�çìáôéóìüò fA
äéáôçñåß ôüóï ôéò áðïóôÜóåéò üóï êáé ôçí ïñèïãùíéüôçôá.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôáx êáéy åßíáé äõï óçìåßá ôïýRn êé áò èåùñÞóïõìå

ôï åóùôåñéêü ãéíüìåíï fA (x) · fA (y) ôùí fA (x) êáé fA (y) .�·ïõìå

fA (x) · fA (y) =
(
xAt

) (
yAt

)t
= xAtAyt

= xy
t = x · y.

ÅðåéäÞ ‖x‖ =
√
x · x, åîéóþíïíôáò ôá x êáé y ðáßñíïõìå ‖fA (x)‖ = ‖x‖ , ïðüôå ï

ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò fA äéáôçñåß ôá ìÞêç. Åðßóçò,

‖fA (x)− f (y)‖ = ‖fA (x− y)‖ = ‖x− y‖ ,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ï fA äéáôçñåß ôçí áðüóôáóç ìåôáîý ôùí x êáé y. ÔÝëïò,

fA (x) · fA (y) = 0 ⇐⇒ x · y = 0,

ïðüôå, åÜí ôï x åßíáé êÜèåôï ðñïò ôï y, ôüôå êáé ôï fA (x) èá åßíáé êÜèåôï ðñïò ôï

fA (y). �

Ç åðüìåíç ðñüôáóç êéíåßôáé ðñïò ôçí áíôßèåôç êáôåýèõíóç.

(9.2) Ðñüôáóç. ÊÜèå ãñáììéêüò ìåôáó�çìáôéóìüò f : Rn −→ Rn ï ïðïßïò äéáôç-

ñåß ôá ìÞêç åßíáé ôÞò ìïñöÞò f = fA ãéá êÜðïéïí A ∈ On.
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Áðüäåéîç. �íáò ôÝôïéïò ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò äéáôçñåß ôçí áðüóôáóç ìå-

ôáîý äõï óçìåßùí, äéüôé

‖f (x)− f (y)‖ = ‖f (x− y)‖ = ‖x− y‖ ,

êáèþò êáé ôéò ïñèÝò ãùíßåò, äéüôé

f (x) · f (y) = 1
2

[
‖f (x)‖2 − ‖f (x)− f (y)‖2 + ‖f (y)‖2

]
= 1

2

[
‖x‖2 − ‖x− y‖2 + ‖y‖2

]
= x · y.

ÅðïìÝíùò, ï ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò f áðåéêïíßæåé ôç óõíÞèç âÜóç ôïý Rn

óå ìéá ïñèüôáêôç âÜóç ôïõ. Ï ðßíáêáò A, ï ïðïßïò áíáðáñéóôÜ ôïí f , Ý·åé ùò

óôÞëåò ôïõ ôá óôïé·åßá ôÞò åí ëüãù âÜóçò, ïðüôå ï A åßíáé ïñèïãþíéïò. Åî áõôïý

óõìðåñáßíïõìå üôé f = fA ãéá êÜðïéïí A ∈ On. �

¼ôáí n ∈ {2, 3}, ôüôå åßìáóôå óå èÝóç íá äþóïõìå ìéá ðéï äéåîïäéêÞ ðåñé-

ãñáöÞ ôùí ïñèïãùíßùí ðéíÜêùí (êáé ôùí áíôéóôïß·ùí ãñáììéêþí ìåôáó·çìáôé-

óìþí ôïõò) ðñïåñ·üìåíç áðü ôç Óôïé·åéþäçÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá. Áò äïýìå, êáô�

áñ·Üò, ôé óõìâáßíåé üôáí n = 2.

(9.3) Ðñüôáóç. ÊÜèå ïñèïãþíéïò 2×2 ðßíáêáò áíáðáñéóôÜ Þ ìéá óôñïöÞ ôïý åðé-

ðÝäïõ ðåñß ôçí áñ�Þ ôùí áîüíùí Þ Ýíáí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ìßá åõèåßá, ç ïðïßá

äéÝñ�åôáé áðü ôçí áñ�Þ ôùí áîüíùí. ¸íáò ïñèïãþíéïò 2×2 ðßíáêáò Ý�åé ïñßæïõóá

ßóç ìå 1 åÜí êáé ìüíïí åÜí áõôüò áíáðáñéóôÜ ìéá (ðåñé)óôñïöÞ.

Áðüäåéîç. ÅÜí A ∈ O2, ôüôå ôá äéáíýóìáôá óôçëþí ôïý A åßíáé äõï äéáíýóìáôá

ðïõ Ý·ïõí ìïíáäéáßï ìÞêïò êáé åßíáé êÜèåôá ìåôáîý ôïõò. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé

A =

[
a c

b d

]
,

ôüôå ôï óçìåßï (a, b) êåßôáé åðß ôïý ìïíáäéáßïõ êýêëïõ, ïðüôå Ý·ïõìå a = cos θ êáé

b = sin θ, ãéá êÜðïéï θ ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé 0 ≤ θ < 2π. Êáèþò ôï (c, d) êåßôáé êáé

áõôü åðß ôïý ìïíáäéáßïõ êýêëïõ êáé ôï äéÜíõóìá, ôï ïðïßï ïñßæåôáé ìÝóù áõôïý

åßíáé êÜèåôï ðñïò ôï äéÜíõóìá ôï ïñéæüìåíï ìÝóù ôïý (a, b), Ý·ïõìå c = cosφ êáé

d = sinφ, üðïõ φ ∈ {θ + π
2 , θ − π

2 }. Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ðáßñíïõìå

A =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
,
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Þôïé Ýíáí ðßíáêá ðïõ áíÞêåé óôçí SO2 êáé áíáðáñéóôÜ ìéá óôñïöÞ êáôÜ θ ìå

öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ), åíþ

óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ðáßñíïõìå

A =

[
cos θ sin θ

sin θ − cos θ

]
,

Þôïé Ýíáí ðßíáêá ìå ïñßæïõóá ßóç ìå−1, ï ïðïßïò áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü

ùò ðñïò ìßá åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ·åôáé áðü ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí êáé ó·çìáôßæåé

ãùíßá θ
2 ìå ôï èåôéêü ìÝñïò ôïý Üîïíá ôùí x. �

(9.4) Óçìåßùóç. �·ïõìå Þäç ðáñïõóéÜóåé ôçí ïìÜäá SO2, Ýóôù êáé ìåôáìöéå-

óìÝíç, ùò ôïí ìïíáäéáßï êýêëïC åíôüò ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ. ÐñÜãìáôé° åðåéäÞ

êÜèå óçìåßï ôïý C åßíáé ôÞò ìïñöÞò eiθ, üðïõ 0 ≤ θ < 2π, ç óõíÜñôçóç

C −→ SO2, eiθ �−→
[

cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
,

ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí éóïìïñöéóìü, ïðüôå C ∼= SO2. �

Åí óõíå·åßá, èá ìåôáâïýìå óôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ïñèïãùíßùí ðéíÜêùí üôáí

Ý·ïõìå n = 3.

(9.5) Ðñüôáóç. ÊÜèå ðßíáêáò ðïõ áíÞêåé óôçí SO3 áíáðáñéóôÜ ìéá óôñïöÞ ôïý

R3 ðåñß Ýíáí Üîïíá ï ïðïßïò äéÝñ�åôáé áðü ôçí áñ�Þ ôùí áîüíùí ôùí óõíôåôáãìÝ-

íùí . (Êáé áíôéóôñüöùò ° êÜèå (ðåñé)óôñïöÞ ôïýR3, ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí áñ�Þ ôùí

áîüíùí ôùí óõíôåôáãìÝíùí óôáèåñÞ, áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò ðßíáêá ôÞò SO3.)

Áðüäåéîç. �óôù A ∈ SO3. Ôï ·áñáêôçñéóôéêü ôïõ ðïëõþíõìï det (A− λI) Ý·åé

âáèìü ßóï ìå ôñßá, ïðüôå ïöåßëåé íá Ý·åé ìßá ôïõëÜ·éóôïí ðñáãìáôéêÞ èÝóç ìç-

äåíéóìïý. Áõôü óçìáßíåé üôé ï A äéáèÝôåé ìßá ôïõëÜ·éóôïí ðñáãìáôéêÞ éäéïôéìÞ.

ÅðåéäÞ ôï ãéíüìåíï ôùí éäéïôéìþí åíüò ðßíáêá éóïýôáé ìå ôçí ïñßæïõóÜ ôïõ, ôï

1 èá áðïôåëåß êáô� áíÜãêçí ìéá éäéïôéìÞ ôïõ. ÅÜí ôï v åßíáé Ýíá éäéïäéÜíõóìá,

ôï ïðïßï áíôéóôïé·åß óôçí éäéïôéìÞ 1, ôüôå ç åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ·åôáé áðü ôçí

áñ·Þ ôùí áîüíùí êáé ïñßæåôáé ìÝóù ôïý v, ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ êáôüðéí åöáñìï-

ãÞò ôïý ãñáììéêïý ìåôáó·çìáôéóìïý fA. ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ ï fA äéáôçñåß êáé ôéò

ïñèÝò ãùíßåò, ïöåßëåé íá áðåéêïíßæåé ôï åðßðåäï, ôï ïðïßï åßíáé êÜèåôï ðñïò ôï v

êáé äéÝñ·åôáé áðü ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí, óôïí åáõôü ôïõ. Ùò åê ôïýôïõ, åÜí êá-

ôáóêåõÜóïõìå ìéá ïñèüôáêôç âÜóç ôïý R3, ïýôùò þóôå ôï ðñþôï ôçò óôïé·åßï íá

åßíáé ôï ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò äéÜíõóìá v

‖v‖ , ôüôå ï ðßíáêáò fA ùò ðñïò áõôÞí èá

åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôÞò SO3 õðü ôç ìïñöÞ
 1 0 0

0

0 B
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Ðñïöáíþò, B ∈ SO2, ïðüôå ï ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò fA ìáò äßíåé ìéá

óôñïöÞ ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôïí êáèïñéæüìåíï ìÝóù ôïý v.

Êáé áíôéóôñüöùò° ëýíïíôáò ôçí Üóêçóç 9.11 èá äéáðéóôþóåôå üôé êÜèå

(ðåñé)óôñïöÞ ôïý R3, ç ïðïßá äéáôçñåß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí ôùí óõíôåôáãìÝíùí

óôáèåñÞ, áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò ðßíáêá ôÞò SO3. �

(9.6) Ðñüôáóç. ÊÜèå ðßíáêáò A ∈ O3�SO3 áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü ùò

ðñïò Ýíá åðßðåäï, áêïëïõèïýìåíïí áðü ìéá ðåñéóôñïöÞ.

Áðüäåéîç. Ãéá êÜèå A ∈ O3�SO3 Ý·ïõìå

AU ∈ SO3,

üðïõ

U =


 1 0 0

0 1 0

0 0 −1




.

Óçìåéþóôå üôé ï ðßíáêáò U áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôï (x, y)-

åðßðåäï. ÅðåéäÞ A = (AU)U, ðáßñíïõìå ôåëéêþò

fA = fAUfU ,

üðïõ o ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò fAU áíáðáñéóôÜ ìéá ðåñéóôñïöÞ (êáôÜ ôçí

ðñüôáóç (9.5)). �

Ëüãù ôÞò (9.5), óõ·íÜ ëÝìå üôé ç ïìÜäá SO3 åßíáé ç ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöþí

óôç äéÜóôáóç ôñßá. ÅÜí Ýíá êáíïíéêü óôåñåü åßíáé êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï ôïðïèåôç-

ìÝíï åíôüò ôïýR3,þóôå ôï âáñýêåíôñü ôïõ íá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí,

ôüôå üëåò ïé óõììåôñßåò ôïõ áíáðáñéóôþíôáé ìÝóù ðéíÜêùí ôÞò O3. ÅðïìÝíùò, ç

ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò

SO3, åíþ ç ðëÞñçò ïìÜäá ôùí óõììåôñéþí ôïõ åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá

ôÞò O3.

(9.7) ÐáñÜäåéãìá. Ôá óçìåßá P = (1, 1, 1), Q = (−1,−1, 1), R = (1,−1,−1) êáé

S = (−1, 1,−1) áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, ôï ïðïßï Ý·åé

ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùíùò âáñýêåíôñü ôïõ (âë. ó·Þìá 9.1). Ïé äýï óôñïöÝò ðåñß ôïí

Üîïíá, ï ïðïßïò äéÝñ·åôáé áðü ôï óçìåßï P , ìåôáôÜóóïõí êõêëéêþò ôïõò Üîïíåò

ôùí óõíôåôáãìÝíùí êáé áíáðáñéóôþíôáé ìÝóù ôùí ðéíÜêùí
 0 0 1

1 0 0

0 1 0




,


 0 1 0

0 0 1

1 0 0




.
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Ó�Þìá 9.1

ÏÜîïíáò óõììåôñßáò ï ïðïßïò óõíäÝåé ôá ìåóïóçìåßá ôùí áêìþíPQ êáéRS åßíáé

ï Üîïíáò ôùí z, åíþ ç óôñïöÞ êáôÜ π ðåñß áõôüí ôïí Üîïíá áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù

ôïý ðßíáêá 
 −1 0 0

0 −1 0

0 0 1




.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôï åðßðåäï ôï êáèïñéæüìåíï áðü ôá

P , Q êáé ôï (0, 0, 0) äéáôçñåß ôá P êáé Q óôáèåñÜ, åíþ åíáëëÜóóåé ôá R êáé S. Ï

áíôßóôïé·ïò ðßíáêáò åßíáé ï 
 0 1 0

1 0 0

0 0 1




.

ÔÝëïò, ç óõììåôñßá ç ïðïßá ìåôáôÜóóåé êõêëéêþò ôá P,Q,R, S äåí åßíáé ïýôå

(ðåñé)óôñïöÞ ïýôå êáôïðôñéóìüò, áëëÜ ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï ôñéþí êáôïðôñé-

óìþí. Ðïéïò åßíáé ï ðßíáêÜò ôçò;

ÈáôáîéíïìÞóïõìå ôéò ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò SO3 óôï êåöÜëáéï 19. Êá-

èåìéÜ åîáõôþí åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá åßôå ìå ìéá äéåäñéêÞ ïìÜäá

åßôå ìå ôçí ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá óõììåôñéþí åíüò êáíïíéêïý óôåñåïý.

Ïé ðßíáêåò ôÞò GLn(C) áíôéóôïé·ïýí óå ãñáììéêïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò ôïý

óõíÞèïõò n-äéáóôÜôïõ ìéãáäéêïý äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ Cn. ÅÜí z ∈Cn, ôüôå ôï
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ìÞêïò ôïý z éóïýôáé ìå ôçí ôåôñáãùíéêÞ ñßæá ôïý z z
∗, üðïõ ôï ∗ ôßèåôáé ãéá íá

õðïäçëþíåé ôç ìéãáäéêÞ óõæõãßá. �íáò ìéãáäéêüò ðßíáêáòU êáëåßôáé ìïíáäéáêüò

ðßíáêáò üôáí o U∗ tU éóïýôáé ìå ôïí ìïíáäéáßï ðßíáêá. Ïé ìïíáäéáêïß ðßíáêåò

åßíáé áêñéâþò åêåßíïé ïé ðßíáêåò, ïé áíôßóôïé·ïé ãñáììéêïß ìåôáó·çìáôéóìïß ôùí

ïðïßùí äéáôçñïýí ôï ìÞêïò åíôüò ôïý Cn. Ç óõëëïãÞ üëùí ôùí n×n ìïíáäéáêþí

ðéíÜêùí áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòGLn (C) , ç ïðïßá êáëåßôáé ìïíáäéáêÞ ïìÜäá

êáé óõìâïëßæåôáé ùò Un. Ôá óôïé·åßá ôÞò Un, ôá ïðïßá Ý·ïõí ïñßæïõóá ßóç ìå 1,

óõãêñïôïýí ôç ëåãïìÝíç åéäéêÞ ìïíáäéáêÞ ïìÜäá SUn.

ÁóêÞóåéò

9.1 Ðïéåò áðü ôéò êáôùôÝñù óõëëïãÝò n×n ðñáãìáôéêþí ðéíÜêùí ó·çìáôßæïõí

ïìÜäåò ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ðéíÜêùí;

(a) Ïé äéáãþíéïé ðßíáêåò ìå ìç ìçäåíéêÝò äéáãþíéåò åããñáöÝò.

(b) Ïé óõììåôñéêïß ðßíáêåò.

(c) Åêåßíïé ïé áíôéóôñÝøéìïé ðßíáêåò, ïé ïðïßïé Ý·ïõí ùò åããñáöÝò ìüíïí

áêåñáßïõò áñéèìïýò.

(d) Åêåßíïé ïé áíôéóôñÝøéìïé ðßíáêåò, ïé ïðïßïé Ý·ïõí ùò åããñáöÝò ìüíïí

ñçôïýò áñéèìïýò.

9.2 Áðïäåßîôå üôé ôï óýíïëï üëùí ôùí ðéíÜêùí ôÞò ìïñöÞò

[
a b

0 c

]
, üðïõ a, b, c ∈ R êáé ac 	= 0,

áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò GL2(R).

9.3 Áðïäåßîôå üôé ôá óôïé·åßá ôÞò GLn(R), ôá ïðïßá Ý·ïõí ùò åããñáöÝò ôïõò

ìüíïí áêåñáßïõò áñéèìïýò êáé ïñßæïõóá ßóç ìå +1 Þ ìå −1, ó·çìáôßæïõí

ìéá õðïïìÜäá ôÞò GLn(R). ÁõôÞ ç õðïïìÜäá óõìâïëßæåôáé ùò GLn(Z).

9.4 Ôá óçìåßá (1,−√
3), (1,

√
3) êáé (−2, 0) ðñïóäéïñßæïõí Ýíá éóïóêåëÝò ôñß-

ãùíï. ÌåëåôÞóôå äéåîïäéêþò åêåßíïõò ôïõò ðßíáêåò åíôüò ôÞò O2, ïé ïðïßïé

áíáðáñéóôïýí åðßðåäåò óõììåôñßåò ôïý åí ëüãù ôñéãþíïõ. Êáôüðéí åêôå-

ëÝóôå ôïýò ßäéïõò õðïëïãéóìïýò êáé ãéá ôï êáíïíéêü åîÜãùíï, ïé êïñõöÝò

ôïý ïðïßïõ Ý·ïõí ùò óõíôåôáãìÝíåò ôïõò ôéò (2, 0), (1,
√
3), (−1,

√
3), (−2, 0),

(−1,−√
3) êáé (1,−√

3).
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9.5 �óôù üôé

Aθ =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
êáé Bϕ =

[
cosϕ sinϕ

sinϕ − cosϕ

]
.

Áðïäåßîôå ôçí éó·ý ôùí éóïôÞôùí

AθAϕ = Aθ+ϕ, AθBϕ = Bθ+ϕ, BθAϕ = Bθ−ϕ êáé BθBϕ = Aθ−ϕ,

üðïõ ïé ãùíßåò åíôüò ôùí ðéíÜêùí äéáâÜæïíôáé mod2π. Äþóôå ìéá ãåùìå-

ôñéêÞ åñìçíåßá áõôþí ôùí éóïôÞôùí.

9.6 ÕéïèåôÞóôå ôïõò óõìâïëéóìïýò ôÞò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò êáé ìåëåôÞóôå

ëåðôïìåñþò ôá ãéíüìåíá AθBϕA
−1
θ , BϕAθBϕ êáé AθBϕA

−1
θ Bϕ. Êáôüðéí

áðïôéìÞóôå êáèÝíá åî áõôþí üôáí θ = π
3 êáé ϕ = π

4 .

9.7 Óõìðëçñþóôå êáôáëëÞëùò ôéò åããñáöÝò ôïý


1√
2

0 .

0 1 .

− 1√
2

0 .




ïýôùò þóôå íá ëÜâåôå Ýíá óôïé·åßï ôÞò SO3, êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíá óôïé·åßï

ôÞò O3�SO3. ÐåñéãñÜøôå ôïýò ãñáììéêïýò ìåôáó·çìáôéóìïýò, ïé ïðïßïé

áíáðáñéóôþíôáé ìÝóù áõôþí ôùí ðéíÜêùí.

9.8 Äåßîôå üôé áìöüôåñïé ïé ðßíáêåò
 2

3
1
3

2
3

−2
3

2
3

1
3

−1
3 −2

3
2
3


 ,




− 1√
2

1√
3

1√
6

1√
2

1√
3

1√
6

0 1√
3

− 2√
6




áíáðáñéóôïýí ðåñéóôñïöÝò êáé âñåßôå ôïýò Üîïíåò áõôþí ôùí ðåñéóôñïöþí.

9.9 �óôù üôé ôá v1,v2,v3 åßíáé ôñßá áìïéâáßùò ïñèïãþíéá äéáíýóìáôá åíôüò

ôïý R3 êáé üôé ï A åßíáé ï ðßíáêáò, ï ïðïßïò Ý·åé ôï v1 ùò ðñþôç ôïõ óôÞëç,

ôï v2 ùò äåýôåñÞ ôïõ óôÞëç êáé ôï v3 ùò ôñßôç ôïõ óôÞëç. ÅÜí

B =


 1 0 0

0 1 0

0 0 −1




äåßîôå üôé ï ðßíáêáò ABA−1 áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôï åðß-

ðåäï, ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôá v1 êáé v2, êáé üôé ï − ABA−1 áíáðáñéóôÜ ìéá

óôñïöÞ êáôÜ π ðåñß ôïí Üîïíá ôïí êáèïñéæüìåíï áðü ôï v3. Ðñïóäéï-

ñßóôå ôüí ðßíáêá ðïõ áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôï åðßðåäï

x+
√
3y = z.
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9.10 Áðïäåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

A �−→




[
A 0

0 1

]
, üôáí A ∈ SO2,

[
A 0

0 −1

]
, üôáí A ∈ O2�SO2,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞòO2 êáé ìéáò õðïïìÜäáò ôÞò SO3.Ðá-

·ýíåôå ôá êáíïíéêÜ ðïëýãùíá ôÞò Üóêçóçò 9.4 ðñïêåéìÝíïõ íá êáôáóêåõÜ-

óåôå ïñéæüíôéåò ôñéãùíéêÝò êáé åîáãùíéêÝò ðëÜêåò êáé êáôüðéí êáôáãñÜøôå

üëá åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò SO3, ôá ïðïßá áíáðáñéóôïýí ôéò ðåñéóôñïöéêÝò

óõììåôñßåò áõôþí ôùí ðëáêþí.

9.11 Äåßîôå ðùò êÜèå ðåñéóôñïöÞ ôïý R3, ç ïðïßá áöÞíåé ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí

óôáèåñÞ, áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò ðßíáêá ðïõ áíÞêåé óôçí SO3.ÕðïèÝóôå

áñ·éêþò üôé ï Üîïíáò ôÞò ðåñéóôñïöÞò åßíáé ï z-Üîïíáò êáé êáôüðéí ðñáã-

ìáôåõèåßôå ôç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç.

9.12 Áðïäåßîôå üôé ïé ðßíáêåò
 1 0 0

0 1 0

0 0 1


 ,


 1 0 0

0 −1 0

0 0 −1




êáé 
 −1 0 0

0 1 0

0 0 −1


 ,


 −1 0 0

0 −1 0

0 0 1




ó·çìáôßæïõí ìéá õðïïìÜäá ôÞò SO3 êáé ðñïóäéïñßóôå ôéò áíôßóôïé·åò ðåñé-

óôñïöÝò. Ó·åäéÜóôå ôü ãñÜöçìá ôïý

{(x, y, z) ∈ R3
∣∣ x2 + (y − 3)2 ≤ 25, x2 + (y + 3)2 ≤ 25, −1 ≤ z ≤ 1}

êáé äåßîôå üôé ðñüêåéôáé ãéá Ýíá «êáíïíéêü äßðëåõñï ìüñöùìá», ïé ðåñé-

óôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïý ïðïßïõ åßíáé áêñéâþò ïé ùò Üíù áíáðáñéóôþìå-

íåò. Óõ·íÜ ïíïìÜæïõìå ôçí ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí áõôïý

ôïý óôåñåïý äéåäñéêÞ ïìÜäáD2.

9.13 Äåßîôå üôé ïé n× n ìïíáäéáêïß ðßíáêåò óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí

ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý êáé üôé ç ïñßæïõóá êáèåíüò åî áõôþí åßíáé

Ýíáò ìéãáäéêüò áñéèìüò ìå áðüëõôç ôéìÞ ßóç ìå ôï 1.
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9.14 Äåßîôå üôé ôá óôïé·åßá ôÞò U2 ôßèåíôáé õðü ôç ìïñöÞ[
z w

−eiθw∗ eiθz∗

]

üðïõ z, w ∈ C, θ ∈ R êáé zz∗ + ww∗ = 1. Ðïéïé åî áõôþí ôùí ðéíÜêùí

áíÞêïõí óôçí SU2;



ÊÅÖÁËÁÉÏ 10

Ãéíüìåíá ïìÜäùí

Ôï (åõèý) ãéíüìåíï G ×H äõï ïìÜäùí G êáé H êáôáóêåõÜæåôáé ùò áêïëïýèùò:

ôá óôïé·åßá ôïýG×H åßíáé äéáôåôáãìÝíá æåýãç (g, h), üðïõ g ∈ G êáé h ∈ H, åíþ

ï ðïëëáðëáóéáóìüò åð� áõôïý ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò

(g, h)(g′, h′) = (gg′, hh′).

Áìöüôåñá ôá g, g′ åßíáé óôïé·åßá ôÞò G êáé, ðïëëáðëáóéáæüìåíá åíôüò ôÞò G, ìáò

äßíïõí ôçí ðñþôç «óõíôåôáãìÝíç» áõôïý ôïý ãéíïìÝíïõ. Ç äåýôåñç «óõíôåôáãìÝ-

íç» ðñïÝñ·åôáé áðü ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôïý h ìå ôï h′ åíôüò ôÞòH.ÅðïìÝíùò, ôï

(gg′, hh′) åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõG×H . Ç ðñïóåôáéñéóôé-

êüôçôá Ýðåôáé Üìåóá áðü ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôùí ðïëëáðëáóéáóôéêþí ðñÜ-

îåùí ôùíG êáéH. Åðßóçò, ôï (e, e) åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï, åíþ ôï (g−1, h−1)

åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïý óôïé·åßïõ (g, h). (Åëðßæïõìå íá ìçí ðñïîåíåßôáé óýã·õóç

áðü ôç ·ñÞóç ôïý éäßïõ óõìâüëïõ ãéá ôá ìïíáäéáßá óôïé·åßá ôùí G êáéH.)

ÄõíÜìåé ôÞò óõíÜñôçóçò

G×H −→ H ×G, (g, h) �−→ (h, g),

åßíáé ðñïöáíÝò üôé G ×H ∼= H × G. ÅÜí êÜðïéá áðü ôéò G êáé H ôý·åé íá åßíáé

Üðåéñç ïìÜäá, ôüôå ç G × H åßíáé êáé áõôÞ Üðåéñç ïìÜäá° åéäÜëëùò, ç ôÜîç ôÞò

G×H éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï ôùí ôÜîåùí ôùí G êáé H . ÅÜí áìöüôåñåò ïé G êáé

H åßíáé áâåëéáíÝò, ôüôå êáé ç G×H åßíáé áâåëéáíÞ. Êáé áíôéóôñüöùò° ç G åßíáé

éóüìïñöç ìå ôçí õðïïìÜäá {(g, e)| g ∈ G} ôÞò G × H (ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý

g �−→ (g, e)), åíþ çH åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí õðïïìÜäá {(e, h)|h ∈ H} ôÞòG×H
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(ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý h �−→ (e, h)), ïðüôå, åÜí ç G × H åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå

áìöüôåñåò ïéG êáéH åßíáé áâåëéáíÝò. Ôï åõèý ãéíüìåíïG1 ×G2 × · · · ×Gn ìéáò

ðåðåñáóìÝíçò óõëëïãÞò ïìÜäùí Ý·åé, êáô� áíáëïãßáí ðñïò ôçíG×H, ùò óôïé·åßá

ôïõ n-Üäåò (x1, x2, . . . , xn), üðïõ xi ∈ Gi, ∀i, 1 ≤ i ≤ n, êáé ùò ðïëëáðëáóéáóìü

ôïõ ôïí

(x1, x2, . . . , xn)(x
′
1, x

′
2, . . . , x

′
n) = (x1x

′
1, x2x

′
2, . . . , xnx

′
n).

Êáé åäþ, ç åíáëëáãÞ ôÞò äéÜôáîçò ôùí óõíôåôáãìÝíùí ìÜò äßíåé éóüìïñöåò ïìÜ-

äåò.

(10.1) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá Ýîé óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò Z2 × Z3 åßíáé ôá åîÞò:

(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), (0, 2), (1, 2).

ÁõôÜ «óõíäõÜæïíôáé» ìåôáîý ôïõò ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

(x, y) + (x′, y′) = (x+2 x
′, y +3 y

′) .

ºóùò íá ìáò öáßíåôáé êÜðùò áîéïðåñßåñãï ôï üôé ·ñçóéìïðïéïýìå ôçí ðñüóèåóç

ùò ðñÜîç ìáò, áëëÜ åíôïýôïéò èá ôçñïýìå ôçí ðñïêåéìÝíç óýìâáóç ïðïôåäÞðïôå

óõíáíôïýìå (åõèÝá) ãéíüìåíá êõêëéêþí ïìÜäùí. ÓçìåéùôÝïí üôé, åðáíáëáìâáíü-

ìåíç ç ðñüóèåóç ôïý óôïé·åßïõ (1, 1) ìå ôïí åáõôü ôïõ ìðïñåß íá ìáò äþóåé üëá

ôá óôïé·åßá ôÞò Z2 ×Z3. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç Z2 ×Z3 åßíáé êõêëéêÞ êáé ïöåßëåé, ãé�

áõôüí ôïí ëüãï, íá åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z6. �íáò áðôüò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí

Z2 × Z3 êáé Z6 ðñïêýðôåé ìÝóù ôÞò áêüëïõèçò áðåéêüíéóçò óôïé·åßùí:

(0, 0) �−→ 0, (1, 1) �−→ 1, (0, 2) �−→ 2,

(1, 0) �−→ 3, (0, 1) �−→ 4, (1, 2) �−→ 5.

(ii) Êáô� áíáëïãßáí, ìðïñïýìå íá êáôáãñÜøïõìå ôá ôÝóóåñá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò

Z2 × Z2 ùò (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1), ·ñçóéìïðïéþíôáò, åí ðñïêåéìÝíù, ðñüóèåóç

êáôÜ ìüäéï 2 êáé óôéò äýï óõíôåôáãìÝíåò. ÊÜèå óôïé·åßï äéÜöïñï ôïý (0, 0) Ý·åé

ôÜîç ßóç ìå 2, ïðüôå ç Z2 × Z2 äåí åßíáé êõêëéêÞ. Ç Z2 × Z2 åßíáé éóüìïñöç ìå

ôçí ïìÜäá ôùí åðéðÝäùí óõììåôñéþí ìéáò óêáêéÝñáò (âë. êåöÜëáéï 7), ìÝóù ôÞò

áêüëïõèçò áðåéêüíéóçò óôïé·åßùí:

(0, 0) �−→ e, (1, 0) �−→ q1,

(0, 1) �−→ q2, (1, 1) �−→ r,

êáé óõ·íÜ êáëåßôáé ïìÜäá ôïý Klein.

(iii) Óõìâïëßæïíôáò ìå ôï Rn ôï åõèý ãéíüìåíï n áíôéôýðùí ôÞò ïìÜäáò R ìðï-

ñïýìå, ùò óõíÞèùò, íá åêëáìâÜíïõìå ôá óôïé·åßá ôïý Rn ùò äéáíýóìáôá õðü ôç

ìïñöÞ x = (x1, . . . , xn) êáé ôç óõíÞèç ðñüóèåóç

x+ y = (x1 + y1, . . . , xn + yn)
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äéáíõóìÜôùí x = (x1, . . . , xn), y = (y1, . . . , yn) ùò ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò Rn.

(10.2) Èåþñçìá. Ç ïìÜäá Zm × Zn åßíáé êõêëéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí Ý�ïõìå

ìêä(m,n) = 1.

Áðüäåéîç. �óôù k ç ôÜîç ôïý óôïé·åßïõ (1, 1) åíôüò ôÞò Zm ×Zn. Áèñïßæïíôáò ôï

(1, 1) ìå ôïí åáõôü ôïõ k öïñÝò ðáßñíïõìå ôï (0, 0), ïðüôå Ý·ïõìå

(k(mod m), k(mod n)) = (0, 0).

Áõôü óçìáßíåé üôé áìöüôåñïé ïé m êáé n áðïôåëïýí äéáéñÝôåò ôïý k. ÅÜí

ìêä(m,n) = 1, ôüôå ôï mn ïöåßëåé íá äéáéñåß ôïí k, ïðüôå êáô� áíÜãêçí k = mn.

Ùò åê ôïýôïõ, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ç Zm × Zn åßíáé êõêëéêÞ ìå ôï (1, 1) ùò

ãåííÞôïñÜ ôçò.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ï d åßíáé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùím êáé n êáé

üôé d > 1. ÐñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ç Zm × Zn, åí ðñïêåéìÝíù, äåí åßíáé êõêëéêÞ.

Ðñïò ôïýôï ïñßæïõìå ôïõòm′ = m
d
êáé n′ = n

d
. Ãéá êÜèå óôïé·åßï (x, y) ôÞòZm×Zn

Ý·ïõìå

m′dn′(x, y) = (m′dn′x(mod m),m′dn′y(mod n))

= (mn′x(mod m),m′ny(mod n))

= (0, 0),

ïðüôå ç ôÜîç ôïý (x, y) åßíáé ≤ m′dn′. ÅðïìÝíùò ç ïìÜäá Zm × Zn äåí åßíáé êõ-

êëéêÞ, äéüôé äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá óôïé·åßï ôÜîçòmn. �

(10.3) ÐáñÜäåéãìá. �óôù I ï ìïíáäéáßïò 3× 3 ðßíáêáò êáé Ýóôù J = −I. Ôüóï

ï I üóï êáé ï J ìåôáôßèåíôáé ìå êÜèå Üëëïí ðßíáêá ôÞò O3, åíþ áðü êïéíïý ó·ç-

ìáôßæïõí ìéá õðïïìÜäá ôÞò O3 ôÜîçò 2. Èá äåßîïõìå üôé ç O3 åßíáé éóüìïñöç ìå

ôï åõèý ãéíüìåíï ôÞò SO3 êáé ôÞò åí ëüãù õðïïìÜäáò. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

ϕ : SO3 × {I, J} −→ O3, (A,U) �−→ AU.

Ç ϕ äéáôçñåß ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôùí ìåôå·ïõóþí ïìÜäùí, êáèüôé éó·ýåé

ϕ ((A,U) (B,V )) = ϕ (AB,UV ) = ABUV = ϕ (A,U)ϕ (B,V )

ãéá ôõ·üíôåò A,B ∈ SO3 êáé ôõ·üíôåò U, V ∈ {I, J}. ÅÜí ϕ (A,U) = ϕ (B,V ) ,

ôüôå AU = BV, äßíïíôÜò ìáò ôçí éóüôçôá det(AU) = det(BV ).¼ìùò

det(AU) = det(A) det(U) = det(U)

ëüãù ôïý üôé A ∈ SO3 êáé -ðáñïìïßùò- det(BV ) = det(V ). ÅðïìÝíùò, U = V êáé

A = B, áð� üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé ç ϕ åßíáé åíñéðôéêÞ. Õðïëåßðåôáé ï Ýëåã·ïò
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ôïý üôé ç ϕ åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ÄïèÝíôïò åíüò A ∈ O3, åßôå A ∈ SO3, ïðüôå

Ý·ïõìå A = ϕ (A, I) , åßôå AJ ∈ SO3, ïðüôå Ý·ïõìå A = ϕ (AJ, J) . Ôïýôï ïëïêëç-

ñþíåé ôçí åðé·åéñçìáôïëïãßá ìáò.

Óçìåéþóôå üôé (äõíÜìåé ôÞò I �−→ 0, J �−→ 1) ç {I, J} åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2. ¢ñá

SO3 × Z2
∼= O3.

Áíáëüãùò äåß·íåé êáíåßò üôé

SOn × Z2
∼= On

ãéá êÜèå ðåñéôôü n. ÁíôéèÝôùò, üôáí ï n åßíáé Üñôéïò, ôüôå äåí õðÜñ·åé éóïìïñöé-

óìüò ìåôáîý ôùí SOn × Z2 êáé On (âë. Üóêçóç 10.9).

Ôï áíùôÝñùðáñÜäåéãìá ãåíéêåýåôáé ùò åîÞò: åÜí ôáH êáéK åßíáé äõï õðïóý-

íïëá ìéáò ïìÜäáò G, ôüôå óõìâïëßæïõìå ùò HK ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí ãéíïìÝíùí

xy, üðïõ x ∈ H êáé y ∈ K.

(10.4) Èåþñçìá. ÅÜí ïéH êáéK åßíáé äõï õðïïìÜäåò ôÞò ïìÜäáòG, ãéá ôéò ïðïßåò

éó�ýåé HK = G êáé H ∩ K = {e}, êáé åÜí -ôáõôï�ñüíùò- êÜèå óôïé�åßï ôÞò H

ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé�åßï ôÞòK, ôüôå

G ∼= H ×K.

Áðüäåéîç. Èá ìéìçèïýìå ü,ôé êÜíáìå óôï ðáñÜäåéãìá (10.3). Ïñßæïõìå ôç óõíÜñ-

ôçóç

ϕ : H ×K −→ G, (x, y) �−→ xy.

Ôüôå

ϕ ((x, y)(x′, y′)) = ϕ (xx′, yy′)

= xx′yy′

= xyx′y′
(

åðåéäÞ êÜèå óôïé·åßï ôÞòH

ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞòK

)

= ϕ (x, y)ϕ (x′, y′) .

ÅðïìÝíùò, ç ϕ ìåôáöÝñåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞòH×K óå åêåßíïí ôÞòG.ÅîÜë-

ëïõ, åÜí ϕ (x, y) = ϕ (x′, y′) , ôüôå

xy = x′y′ =⇒ (x′)
−1

x = y′y−1.

ÅðåéäÞ ôï áñéóôåñü ìÝëïò áõôÞò ôÞò ôåëåõôáßáò åîßóùóçò áíÞêåé óôçí H êáé ôï

äåîéü óôçíK, êáé ôá äýï ìÝëç èá áíÞêïõí óôçí ôïìÞH ∩K = {e}. ¢ñá

(x′)
−1

x = e = y′y−1 =⇒ x = x′, y = y′,
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ïðüôå ç ϕ åßíáé áìöéññéðôéêÞ. Ç ϕ åßíáé üìùò êáé åðéññéðôéêÞ, êáèüôé ç éóüôçôá

HK = G óçìáßíåé üôé êÜèå óôïé·åßï ôÞò G ãñÜöåôáé ùò Ýíá ãéíüìåíï xy, üðïõ

x ∈ H êáé y ∈ K. ¢ñá ç ϕ åßíáé üíôùò Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. �

(10.5) Óçìåßùóç. Ï ãñáììéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò

fJ : R3 −→ R3, x �−→− x,

êáëåßôáé êåíôñéêÞ áíôéóôñïöÞ. Ôïðïèåôþíôáò åíôüò ôïý R3 Ýíá êáíïíéêü óôåñåü,

ôï ïðïßï åßíáé äéÜöïñï ôïý êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ôï

âáñýêåíôñü ôïõ íá óõìðßðôåé ìå ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí, äéáðéóôþíïõìå üôé ç êå-

íôñéêÞ áíôéóôñïöÞ óõãêáôáëÝãåôáé ðÜíôïôå óôéò óõììåôñßåò ôïõ. ÅÜí çG åßíáé ç

ðëÞñçò ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý èåùñïõìÝíïõ óôåñåïý êáé åÜí ç H åßíáé ç õðïï-

ìÜäá ôçò ç áðïôåëïýìåíç áðü ôéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïõ (ïðüôå ôá óôïé-

·åßá ôçò áíôéóôïé·ïýí óå ðßíáêåò áíÞêïíôåò óôçí SO3), ôüôå, åöáñìüæïíôáò ôï

èåþñçìá (10.4), ðáßñíïõìå ôïõò éóïìïñöéóìïýò

G ∼= H × 〈fJ〉 ∼= H × Z2.

Áðü áõôïýò óõíÜãåôáé ç áêüëïõèç:

(10.6) Ðñüôáóç. Ïé ðëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñéþí ôïý êýâïõ êáé ôïý ïêôáÝäñïõ åß-

íáé éóüìïñöåò ôÞò S4 × Z2, åíþ ïé ðëÞñåéò ïìÜäåò óõììåôñéþí ôïý äùäåêáÝäñïõ

êáé ôïý åéêïóáÝäñïõ åßíáé éóüìïñöåò ôÞò A4 × Z2.

ÁóêÞóåéò

10.1 �óôù üôé ïé G êáé H åßíáé äõï ïìÜäåò. ÅÜí ôï åõèý ãéíüìåíü ôïõò G × H

åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá, äåßîôå üôé áìöüôåñåò ïé G êáéH åßíáé êõêëéêÝò.

10.2 Äåßîôå üôé ç Z× Z äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z.

10.3 Áðïäåßîôå üôé çC åßíáé éóüìïñöç ôÞòR×R êáé üôé çC�{0} åßíáé éóüìïñöç
ôÞò R>0 ×C.

10.4 Ðïëý óõ·íÜ óôç âéâëéïãñáößá, ùò óõíþíõìï ôÞò ïìÜäáò ôïý Klein, ·ñçóé-

ìïéåßôáé ç ïìÜäá ôùí ôåóóÜñùí óôïé�åßùí (Vierergruppe) ðïõ óõìâïëßæåôáé

ìå ôï ãñÜììá V . Äåßîôå üôé ç Z3 × V åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z6.

10.5 Äåßîôå üôé ç «äéáãþíéïò» {(x, x) | x ∈ G} ìéáò ïìÜäáòG åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ôÞò G×G, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ßäéá ôçí G.
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10.6 �óôù üôé ïé G êáé H åßíáé äõï ïìÜäåò. ÅÜí ç A åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò

G êáé ç B ìéá õðïïìÜäá ôÞò H, âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ç A × B åßíáé ìéá

õðïïìÜäá ôÞò G × H. Âñåßôå ìéá õðïïìÜäá ôÞò Z × Z, ç ïðïßá äåí åßíáé

êáôáóêåõáóìÝíç êáô� áõôüí ôïí ôñüðï (Þôïé äåí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ôï

åõèý ãéíüìåíï äýï õðïïìÜäùí ôÞò Z).

10.7 Ðïéåò áðü ôéò áêüëïõèåò ïìÜäåò åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò;

Z24, D4 × Z3, D12, A4 × Z2,

Z2 ×D6, S4, Z12 × Z2.

10.8 Ôï óôïé·åßï (ε, 1) ôÞò An × Z2 ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò An × Z2.

µñçóéìïðïéÞóôå áõôÞí ôçí éäéüôçôá ãéá íá áðïäåßîåôå üôé ç An × Z2 äåí

åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Sn üôáí n ≥ 3.

10.9 Ãéá ðïéïí ëüãï ç êáôáóêåõÞ ôïý ðáñáäåßãìáôïò (10.3) äåí ïäçãåß óôç èÝ-

óðéóç åíüò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí ïìÜäùí SOn × Z2 êáé On üôáí ï n

åßíáé Üñôéïò; Ðïéá óôïé·åßá ôÞò On ìåôáôßèåíôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò On;

Äåßîôå üôé üíôùò (üôáí ï n åßíáé Üñôéïò) ïé SOn × Z2 êáé On äåí åßíáé ìå-

ôáîý ôïõò éóüìïñöåò.

10.10 �óôù G ôï óýíïëï, ôá óôïé·åßá ôïý ïðïßïõ åßíáé Üðåéñåò áêïëïõèßåò

(a1, a2, . . . ) áêåñáßùí áñéèìþí. Áõôü êáèßóôáôáé (üðùò äéáðéóôþíåôáé åý-

êïëá) ìéá ïìÜäá ìÝóù ôÞò ðñÜîçò

(a1, a2, . . . )(b1, b2, . . . ) = (a1 + b1, a2 + b2, . . . ).

Áðïäåßîôå üôé G× Z ∼= G×G ∼= G.

10.11 Äåßîôå üôé, üôáí ï n åßíáé ðåñéôôüò, çD2n åßíáé éóüìïñöç ôÞòDn × Z2.

10.12 ÅÜí çG åßíáé ìéá ìç êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 4, äåßîôå üôé ç G ïöåßëåé íá åßíáé

éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôïý Klein.

10.13 �óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá óôçí ïðïßá êÜèå óôïé·åßï, ðïõ åßíáé äéÜ-

öïñï ôïý ìïíáäéáßïõ, Ý·åé ôÜîç ßóç ìå 2. Áðïäåßîôå üôé ç G åßíáé éóüìïñöç

ìå ôï åõèý ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíôéôýðùí ôÞò Z2.
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Ôï èåþñçìá ôïý Lagrange

Áò èåùñÞóïõìå ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäáG ìáæß ìå ìéá õðïïìÜäá ôçòH. Ó�åôßæï-

íôáé ïé ôÜîåéò ôùí G êáé H êáôÜ êÜðïéïí óõãêåêñéìÝíï ôñüðï ; ÕðïèÝôoíôáò üôé

H � G, åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï g1 ∈ G�H êáé ðïëëáðëáóéÜæïõìå êÜèå óôïé·åßï

ôÞòH åî áñéóôåñþí ìå ôï g1 ðñïêåéìÝíïõ íá ó·çìáôßóïõìå ôï óýíïëï

g1H = {g1h | h ∈ H}.
Éó·õñéæüìáóôå (á) üôé ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý g1H éóïýôáé ìå ôçí ôÜîç ôÞòH êáé

(â) üôé H ∩ g1H = ∅. Ôï (á) Ýðåôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç óõíÜñôçóç

H −→ g1H, h �−→ g1h,

åßíáé áìöéññéðôéêÞ. (Ç áíôßóôñïöüò ôçò êáôáóêåõÜæåôáé êáôüðéí ðïëëáðëáóéá-

óìïý êáèåíüò óôïé·åßïõ ôïý g1H -åî áñéóôåñþí- ìå ôï g−1
1 ). Ãéá ôçí áðüäåéîç

ôïý (â) áò õðïèÝóïõìå üôé x ∈ H ∩ g1H. Ôüôå õðÜñ·åé Ýíá h1 ∈ H , ôÝôïéï þóôå íá

éó·ýåé x = g1h1. Ôïýôï üìùò óçìáßíåé üôé g1 = xh−1
1 , ðñÜãìá ôï ïðïßï áíôéöÜóêåé

ðñïò ôçí áñ·éêÞ åðéëïãÞ ôïý g1 (g1 ∈ G�H). ¢ñáH ∩ g1H = ∅.

ÅÜí ç Ýíùóç ôùí H êáé g1H êáëýðôåé ïëüêëçñç ôçí G (Þ, ãéá íá áêñéâïëï-

ãÞóïõìå, ôï õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò), ôüôå ðñïöáíþò |G| = 2 |H| . ÅéäÜëëùò, ìðï-
ñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá óôïé·åßï g2 ∈ G�(H ∪ g1H) êáé íá ó·çìáôßóïõìå (êáô�

áíáëïãßáí) ôï óýíïëï g2H. ÓçìåéùôÝïí üôé êáé áõôü ôï óýíïëï èá Ý·åé ðëçèéêü

áñéèìü ßóï ìå ôçí ôÜîç ôÞòH, åíþ ç ôïìÞ ôïõ ìå ôçíH èá åßíáé êåíÞ. ÅðéðñïóèÝ-

ôùò èá éó·ýåé g1H ∩ g2H = ∅.ÐñÜãìáôé° åÜí õðÞñ·å êÜðïéï x ∈ g1H ∩ g2H, ôüôå

èá õðÞñ·áí óôïé·åßá h1 êáé h2 ôÞòH , ïýôùò þóôå

x = g1h1 = g2h2 =⇒ g2 = g1
(
h1h

−1
2

)
.
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Ç ôåëåõôáßá üìùò éóüôçôá åßíáé áíáëçèÞò, äéüôé g2 /∈ g1H. ÅÜí ôá g1H , g2H êáé

H êáëýðôïõí ïëüêëçñç ôçí G, ôüôå |G| = 3 |H| . ÅéäÜëëùò, ìðïñïýìå êáé ðÜëé

íá åðéëÝîïõìå Ýíá óôïé·åßï g3 ∈ G�(H ∪ g1H ∪ g2H) êáé íá áêïëïõèÞóïõìå

ôçí ßäéá äéáäéêáóßá. ÅðåéäÞ ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ç äéáäéêáóßá áõôÞ ëÞãåé

áíáãêáóôéêþò ýóôåñááðüðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò âÞìáôá. �óôù k ôï ðëÞèïò ôùí

áðáéôïõìÝíùí âçìÜôùí. Ôüôå çG èá Ý·åé äéáóðáóèåß ãñáöüìåíç ùò áðïóõíäåôÞ

Ýíùóç k+1 óõíüëùí (Þôïé ùò Ýíùóç k+1 -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò- óõíüëùí)

H, g1H, g2H, . . . , gkH

êáèÝíá ôùí ïðïßùí Ý·åé ðëçèéêü áñéèìü ßóï ìå ôçí ôÜîç ôÞò H. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

|G| = (k + 1) |H| . Åî áõôïý Ýðåôáé ôï áêüëïõèï:

(11.1) Èåþñçìá ôïý Lagrange. Ç ôÜîç ìéáò õðïïìÜäáò ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜ-

äáò äéáéñåß ðÜíôïôå ôçí ôÜîç ôÞò ïìÜäáò.

Óôï óçìåßï áõôü ðñïóÞêåé ôï íá åðéóôÞóïõìå ôçí ðñïóï·Þ ôïý áíáãíþóôç óôï

åîÞò: åÜí çG åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé ïm Ýíáò äéáéñÝôçò ôÞò ôÜîçò ôÞò

G, êáíåßò äåí ìáò åããõÜôáé üôé ç G èá ðåñéÝ·åé ìéá õðïïìÜäá ôÜîçò m. Ãéá ðá-

ñÜäåéãìá, üðùò èá äéáðéóôþóïõìå áñãüôåñá, ç A4 äåí äéáèÝôåé êáìßá õðïïìÜäá

ôÜîçò 6. Áõôü åßíáé áñêåôÜ áðïãïçôåõôéêü, áëëÜ åíôïýôïéò êÜôé ìðïñåß íá ðåñé-

óùèåß. Óôï êåöÜëáéï 13 èá áðïäåßîïõìå üôé, åÜí Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò p äéáéñåß

ôçí ôÜîç ôÞòG, ôüôå çG ïöåßëåé ðñÜãìáôé íá ðåñéÝ·åé ìßá ôïõëÜ·éóôïí õðïïìÜäá

ôÜîçò p.¢ëëï Ýíá õðáñîéáêü èåþñçìá õðïïìÜäùí âñßóêåôáé óôï êåöÜëáéï 20, ôï

ïðïßï ðñáãìáôåýåôáé ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow.

Èá Þôáí ëßáí äéäáêôéêü ôï íá åêôåëÝóïõìå ôçí áíùôÝñù ðåñéãñáöåßóá äéáäé-

êáóßá ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá. Áò õðïèÝóïõìå ëïéðüí üôé ç G åßíáé ç

S3 êáé ç õðïïìÜäá ôçòH ç {ε, (1 3)}. ÅðéëÝãïõìå Ýíá g1 åêôüò ôÞòH, áò ðïýìå ôï

g1 = (12 3). Ôüôå

g1H = {(1 2 3)ε, (1 2 3)(13)} = {(1 2 3), (1 3)}.

Êáôüðéí åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï g2 ∈ G�(H ∪g1H), áò ðïýìå ôï g2 = (1 2). Ôüôå

g2H = {(1 2)ε, (1 2)(13)} = {(1 2), (1 3 2)}.

Êáô� áõôüí ôïí ôñüðï ç ïìÜäá ìáò äéáóðÜóèçêå óå ôñßá óáöþò äéáêåêñéìÝíá õðï-

óýíïëáH, g1H êáé g2H , êáèÝíá ôùí ïðïßùí ðåñéÝ·åé äýï óôïé·åßá.

Áêïëïõèïýí ïñéóìÝíá ·ñÞóéìá ðïñßóìáôá ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange.

(11.2) Ðüñéóìá. Ç ôÜîç êÜèå óôïé�åßïõ ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáòG äéáéñåß ôçí

ôÜîç ôÞò G.
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Áðüäåéîç. Áñêåß íá ëÜâåôå õð� üøéí üôé ç ôÜîç åíüò óôïé·åßïõ éóïýôáé ìå ôçí ôÜîç

ôÞò õðïïìÜäáò, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü áõôü, êáé íá åöáñìüóåôå ôï èåþñçìá ôïý

Lagrange. �

(11.3) Ðüñéóìá. ÅÜí ìéá ïìÜäá G Ý�åé ôÜîç ßóç ìå Ýíáí ðñþôï áñéèìü, ôüôå ç G

åßíáé êõêëéêÞ.

Áðüäåéîç. ÅÜí x ∈ G�{e}, ôüôå ç ôÜîç ôïý x ðñÝðåé íá éóïýôáé ìå ôçí ôÜîç ôÞòG

(êáôÜ ôï ðüñéóìá (11.2)). ÅðïìÝíùò, 〈x〉 = G. �

(11.4) Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå óôïé�åßï x ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò G Ý�ïõìå

x|G| = e.

Áðüäåéîç. �óôùm ç ôÜîç ôïý x.Áðü ôï ðüñéóìá (11.2) ãíùñßæïõìå üôé |G| = km

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï k. ÅðïìÝíùò, x|G| = xkm = (xm)k = e. �

�óôù n Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò êáé Ýóôù Rn ôï óýíïëï

Rn = {m ∈ Z | 1 ≤ m ≤ n− 1 êáé ìêä (m,n) = 1} .
Éó·õñéæüìáóôå üôé ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìüäéï n êáèéóôÜ ôï Rn ìéá ïìÜäá.

(Áðïäåéêíýïíôáò áõôüí ôïí éó·õñéóìü, áðáíôïýìå êáé óå Ýíá åñþôçìá ôï ïðïßï

åôÝèç óôï ôÝëïò ôïý êåöáëáßïõ 3). Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé m1 êáé m2 áíÞêïõí óôï

Rn. Ôüôå ìêä(m1m2, n) = 1, ïðüôå ìêä(m1m2(mod n), n) = 1, ãåãïíüò, ìÝóù

ôïý ïðïßïõ åðáëçèåýïõìå ôï üôé ôï óýíïëï Rn åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôïí ðïëëá-

ðëáóéáóìü êáôÜ ìüäéï n. Ç éó·ýò ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêüôçôáò ìðïñåß íá åëåã·èåß

åîßóïõ åýêïëá (ðñâë. Üóêçóç 3.5), åíþ ôï 1 ðáßæåé ôïí ñüëï ôïý ìïíáäéáßïõ óôïé-

·åßïõ. ÔÝëïò, åÜím ∈ Rn, ôüôå õðÜñ·ïõí áêÝñáéïé áñéèìïß x êáé y, ïýôùò þóôå íá

éó·ýåé ç xm+yn = 1. ÄéáâÜæïíôáò áõôÞí ôçí åîßóùóç êáôÜ ìüäéï n, ëáìâÜíïõìå

Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêü áíôßóôñïöï ôïým, Þôïé ôï x(modm).Ðñïöáíþò, ç ïìÜäá

Rn åßíáé áâåëéáíÞ êáé ç ôÜîç ôçò éóïýôáé ìå ϕ (n), üðïõ åäþ ç ϕ åßíáé ç ëåãïìÝíç

öé-óõíÜñôçóç ôïý Euler . ¥(Ó.ô.Ì.): Ôï ϕ (n) éóïýôáé åî ïñéóìïý ìå ôïí ðëçèéêü

áñéèìü ôïý óõíüëïõ Rn.]

(11.5) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ôá óôïé·åßá ôÞò R9 åßíáé ôá 1, 2, 4, 5, 7, 8, åíþ ϕ (9) = 6.

ÅðåéäÞ Ý·ïõìå 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16(mod 9) = 7 êáé 25 = 32(mod 9) = 5,

âëÝðïõìå üôé ç R9 åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ðáñáãüìåíç áðü ôï 2.

(ii) Ôá óôïé·åßá ôÞò R16 åßíáé ôá 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, åíþ ϕ (16) = 8. ÕðïèÝ-

ôïíôáò üôé H = 〈3〉 êáé üôé K = 〈15〉, ìðïñïýìå åýêïëá íá äéáðéóôþóïõìå üôé

H = {1, 3, 9, 11} êáé üôé K = {1, 15}, HK = R16 êáé H ∩K = {1}. Ùò åê ôïýôïõ,

óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá (10.4), Ý·ïõìå

R16
∼= H ×K ∼= Z4 × Z2.
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(11.6) Èåþñçìá ôïý Euler. ÅÜí ìêä(x, n) = 1, ôüôå ï xϕ(n) åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1

êáôÜ ìüäéï n.

Áðüäåéîç. Äéáéñþíôáò ôüí x ìå ôïí n ðáßñíïõìå õðüëïéðï m, üðïõ m ∈ Rn. Áðü

ôï ðüñéóìá (11.4) ãíùñßæïõìå üôé ï mϕ(n) åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï n.

ÅðåéäÞ ï xϕ(n) åßíáé éóüôéìïò ìå ôïímϕ(n) êáôÜ ìüäéï n, Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. �

(11.7) Ìéêñü èåþñçìá ôïý Fermat. ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé åÜí ï

x äåí åßíáé Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý p, ôüôå ï xp−1 åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï p.

Áðüäåéîç. Åöáñìüóôå ôï èåþñçìá ôïý Euler ëáìâÜíïíôáò õð� üøéí üôé éó·ýåé ç

éóüôçôá ϕ (p) = p− 1. �

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôïý Lagrange, ç ôÜîç ìéáò ôõ·ïýóáò õðïïìÜäáò H

ôÞò A4 ðñÝðåé íá äéáéñåß ôï 12 = |A4| . Ïé «áêñáßåò» ðåñéðôþóåéò, üðïõ |H| = 1

Þ |H| = 12, êáëýðôïíôáé áðü ôéò õðïïìÜäåò H = {ε} êáé H = A4, áíôéóôïß·ùò.

¼ôáí |H| = 2, ôüôå ç H ðåñéÝ·åé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï, êáèþò êáé Ýíá óôïé·åßï

ôÜîçò 2, ïðüôå õðÜñ·ïõí áêñéâþò ôñåéò äõíáôüôçôåò:

{ε, (1 2)(3 4)} , {ε, (1 3)(24)} , {ε, (1 4)(2 3)} .

Êáô� áíáëïãßáí õðÜñ·ïõí ôÝóóåñåéò õðïïìÜäåòH ôÞò A4 ôÜîçò 3, Þôïé ïé

{ε, (1 2 3), (1 3 2)} , {ε, (1 2 4), (1 4 2)} ,
{ε, (1 3 4), (1 4 3)} , {ε, (2 3 4), (2 4 3)} .

Åðßóçò, õðÜñ·åé ìßá êáé ìüíç õðïïìÜäá ôÞò A4 ôÜîçò 4, Þôïé ç

H = {ε, (1 2)(34), (1 3)(2 4), (1 4)(23)} .

Ç ìïíáäéêüôçôÜ ôçò Ýãêåéôáé óôï üôé ôá ëïéðÜ óôïé·åßá ôÞò A4 åßíáé 3-êýêëïé êáé

óôï üôé, êáôÜ ôï ðüñéóìá (11.2), êÜèå 3-êýêëïò äåí ìðïñåß íá áíÞêåé óå ìéá ïìÜäá

ôÜîçò 4.

¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå, ç A4 äåí äéáèÝôåé êáìßá õðïïìÜäá ôÜîçò 6. ÐñÜãìáôé°

õðïèÝôïíôáò üôé |H| = 6, èá êáôáëÞîïõìå óå Üôïðï. ÅÜí Ýíáò 3-êýêëïò áíÞêåé

óôçí H, ôüôå ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôï áíôßóôñïöü ôïõ, ïðüôå ôï ðëÞèïò ôùí 3-

êýêëùí åíôüò ôÞò H åßíáé Ýíáò Üñôéïò èåôéêüò áêÝñáéïò. Áõôüò äåí ìðïñåß íá

éóïýôáé ìå ôï 6, äéüôé ·ñåéáæüìáóôå «·þñï» ãéá ôç óõìðåñßëçøç ôïý ìïíáäéáßïõ

óôïé·åßïõ° åÜí éóïýôáé ìå 4 êáé ïé ôÝóóåñåéò 3-êýêëïé åßíáé ïé α,α−1, β êáé β−1,

ôüôå ôá óôïé·åßá

ε, α, α−1, β, β−1, αβ, αβ−1
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åßíáé áíÜ äýï äéáöïñåôéêÜ êáé áíÞêïõí óôçí H, ðñÜãìá áäýíáôïí üôáí |H| = 6.

�ôóé, ç ìïíáäéêÞ ðåñßðôùóç ðïõ ðñÝðåé íá åîåôáóèåß åßíáé åêåßíç êáôÜ ôçí ïðïßá

åíôüò ôÞòH õðÜñ·ïõí áêñéâþò äýï 3-êýêëïé. Óå áõôÞ ëïéðüí ôçí ðåñßðôùóç, çH

èá ðñÝðåé íá ðåñéÝ·åé ôçí õðïïìÜäá

{ε, (1 2)(3 4), (1 3)(24), (1 4)(2 3)} .

¼ìùò åðåéäÞ ôï 4 äåí äéáéñåß ôï 6, ôï èåþñçìá ôïý Lagrange áðïêëåßåé êáé áõôÞí

ôçí ðåñßðôùóç. Ùò åê ôïýôïõ, óõíÜãïõìå üôé üíôùò äåí õðÜñ·åé êáìßá õðïïìÜäá

H ôÞò A4 ôÜîçò 6.

ÁóêÞóåéò

11.1 ÅêôåëÝóôå ôç äéáäéêáóßá, ç ïðïßá õðáãïñåýåôáé áðü ôçí áðüäåéîç ôoý èåù-

ñÞìáôïò ôïý Lagrange, ãéá ôéò G = D6, H = 〈r〉 , êáôüðéí ãéá ôéò G = D6,

H =
〈
r3
〉
êáé, ôÝëïò, ãéá ôéò G = A4,H = 〈(2 3 4)〉 .

11.2 �óôùH ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G. Áðïäåßîôå üôé

g1H = g2H ⇐⇒ g−1
1 g2 ∈ H.

11.3 ÅÜí ïé H êáé K åßíáé ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G êáé åÜí ïé

ôÜîåéò ôïõò åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé áñéèìïß, äåßîôå üôé ç ôïìÞ H ∩ K åßíáé

Ýíá ìïíïóýíïëï (Þôïé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï).

11.4 ÕðïèÝóôå üôé ç ôÜîç ìéáò ïìÜäáò G éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï äýï äéáêåêñéìÝ-

íùí ðñþôùí áñéèìþí. Äåßîôå üôé êÜèå ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò G ïöåßëåé íá

åßíáé êõêëéêÞ.

11.5 ÄïèÝíôùí äõï õðïóõíüëùíX êáéY ìéáò ïìÜäáòG, ïñßóôåùòXY ôï óýíïëï

üëùí ôùí ãéíïìÝíùí xy, üðïõ x ∈ X êáé y ∈ Y. ÅÜí áìöüôåñá ôá X êáé Y

åßíáé ðåðåñáóìÝíá, ôï Y åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G êáé, åðéðñïóèÝôùò, ôï

XY ðåñéÝ·åôáé óôï X, áðïäåßîôå üôé ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý X åßíáé Ýíá

ðïëëáðëÜóéï ôïý ðëçèéêïý áñéèìïý ôïý Y.

11.6 ÅÜí ïé m êáé n Ý·ïõí ôï 1 ùò ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç, äåßîôå üôé ç Rmn åß-

íáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò ãéíïìÝíïõ Rm × Rn. µñçóéìïðïéÞóôå áõôÞí ôçí

éäéüôçôá ãéá íá åðéâåâáéþóåôå ôï üôé ïé ïìÜäåòR20 êáé Z2×Z4 åßíáé ìåôáîý

ôïõò éóüìïñöåò.
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11.7 �óôù üôé ï n åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò êáé üôé ï m åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò

ôïý 2n. Äåßîôå üôé çDn ðåñéÝ·åé ìéá õðïïìÜäá ôÜîçòm.

11.8 ÐåñéÝ·åé ç A5 ìéá õðïïìÜäá ôÜîçòm ãéá êÜèå äéáéñÝôçm ôïý 60;

11.9 �óôù üôé ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé üôé ï m åßíáé ôï

åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï ôùí ôÜîåùí ôùí óôïé·åßùí ôçò. Áðïäåßîôå üôé

ç G ðåñéÝ·åé Ýíá óôïé·åßï ôÜîçòm.

11.10 ÐáñáèÝóôå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ìç áâåëéáíÞò ïìÜäáò ãéá

ôçí ïðïßá ôï óõìðÝñáóìá ôÞò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò åßíáé åóöáëìÝíï.

11.11 ÅÜí ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò G êáé åÜí

|G| = m |H| , äéáóêåõÜóôå êáôáëëÞëùò ôçí áðüäåéîç ôoý èåùñÞìáôïò ôïý

Lagrange, ïýôùò þóôå íá äåßîåôå üôé gm ∈ H ãéá üëá ôá g ∈ G.

11.12 Áðïäåßîôå üôé çRp åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá üôáí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéè-

ìüò.
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Äéáìåñßóåéò

Ìéá äéáìÝñéóç (Þ äéáìÝëéóç Þ äéáìåëéóìüò) åíüò óõíüëïõX åßíáé ìéá áðïóýíèåóç

ôïý X óå ìç êåíÜ, áíÜ äýï îÝíá ìåôáîý ôïõò õðïóýíïëá, ç Ýíùóç ôùí ïðïßùí

äßíåé ïëüêëçñï ôï X. Óôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange õðåéóÞëèå ç

äéáìÝñéóç ìéáò ïìÜäáò óå õðïóýíïëá, êáèÝíá áðü ôá ïðïßá Ý·åé ôï ßäéï ðëÞèïò

óôïé·åßùí ìå åêåßíï ìéáò äåäïìÝíçò õðïïìÜäáò. Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá åîçãÞ-

óïõìå ôï ðþò êáíåßò ìðïñåß íá áíáãíùñßæåé ôéò äéáìåñßóåéò.

Áò õðïèÝóïõìå üôé äéáèÝôïõìå ìéá äéáìÝñéóç åíüò óõíüëïõX êáé üôé ôá x êáé

y åßíáé äõï óôïé·åßá ôïý X. Èá ëÝìå üôé ôï x ó�åôßæåôáé ìå ôï y (Þ üôé ôá x êáé

y åßíáé (ìåôáîý ôïõò) ó�åôéóìÝíá) üôáí ôï x áíÞêåé óå åêåßíï ôï õðïóýíïëï, óôï

ïðïßï áíÞêåé êáé ôï y.Ç åðáëÞèåõóç ôùí áêïëïýèùí éäéïôÞôùí åßíáé Üìåóç:

(a) ÊÜèå x ∈ X ó·åôßæåôáé ìå ôïí åáõôü ôïõ.

(b) ÅÜí ôï x ó·åôßæåôáé ìå ôï y, ôüôå êáé ôï y ó·åôßæåôáé ìå ôï x, ãéá ïéáäÞðïôå

óôïé·åßá x, y ôïý óõíüëïõX.

(c) ÅÜí ôï xó·åôßæåôáé ìå ôï y êáé ôï y ó·åôßæåôáé ìå ôï z, ôüôå êáé ôïxó·åôßæåôáé

ìå ôï z, ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá x, y, z ôïý óõíüëïõX.

Ïé éäéüôçôåò (a), (b), (c) åíäÝ·åôáé íáöáßíïíôáé êÜðùòáöçñçìÝíåò, áëëÜ ôïó·Þìá

12.1 ìáò âïçèÜ óôçí êáëýôåñç äéáéóèçôéêÞ êáôáíüçóÞ ôïõò. Ïé ãñáììïóêéáóìÝ-

íåò ðåñéï·Ýò áíáðáñéóôïýí ôá äéáöïñåôéêÜ õðïóýíïëá ôÞò åéêïíïãñáöçìÝíçò
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äéáìÝñéóçò.

Ó�Þìá 12.1

Ôþñá èá áëëÜîïõìå ôçí ïðôéêÞ ìáò ãùíßá. �óôù X Ýíá óýíïëï êáé Ýóôù R
Ýíá õðïóýíïëï ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ X × X. Ìå Üëëá ëüãéá, ôï R åßíáé

ìéá óõëëïãÞ äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (x, y), ïé «óõíôåôáãìÝíåò» ôùí ïðïßùí áíÞ-

êïõí óôï óýíïëï X. ÄïèÝíôùí äõï óôïé�åßùí x êáé y ôïý X, èá ëÝìå üôé ôï x

ó�åôßæåôáé ìå ôï y üôáí ôï äéáôåôáãìÝíï æåýãïò óõìâáßíåé íá áíÞêåé óôï R.¼ôáí

-ôáõôï·ñüíùò- ïé áíùôÝñù éäéüôçôåò (a), (b), (c) ôßèåíôáé óå éó·ý, ôüôå ïíïìÜæïõìå

ôïR ó�Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõX. Ãéá êÜèå x ∈ X ç óõëëïãÞ

R (x) = {y ∈ X | ôï y ó·åôßæåôáé ìå ôï x}

üëùí ôùí óôïé·åßùí ôïýX ôá ïðïßá ó·åôßæïíôáé ìå ôï x êáëåßôáé êëÜóç éóïäõíá-

ìßáò ôïý x.

(12.1) Èåþñçìá. R (x) = R (y) ïðïôåäÞðïôå Ý�ïõìå (x, y) ∈ R.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé (x, y) ∈ R êáé üôé z ∈ R (x) . Ôüôå ôï z ó·åôßæåôáé

ìå ôï x° áëëÜ ôï x ó·åôßæåôáé êáé ìå ôï y, ïðüôå, êáôÜ ôçí éäéüôçôá (c), ôï z ó·åôß-

æåôáé ìå ôï y. ÅðïìÝíùò, z ∈ R (y) , áð� üðïõ Ýðåôáé üôé R (x) � R (y) . ÅîÜëëïõ,

óýìöùíá ìå ôçí éäéüôçôá (b), åßíáé ãíùóôü üôé (y, x) ∈ R, ïðüôå ç åíáëëáãÞ ôùí

ñüëùí ôùí x êáé y ìÜò äßíåé êáé ôïí áíôßóôñïöï åãêëåéóìüR (y) � R (x) . �

(12.2) ÐáñÜäåéãìá. �óôùX = Z êáé Ýóôù üôé ôïR áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá äéá-

ôåôáãìÝíá æåýãç (x, y) ∈ Z× Z ãéá ôá ïðïßá ç äéáöïñÜ x − y äéáéñåßôáé ìå ôï 3.

Ðñïöáíþò, ôï x−x = 0 äéáéñåßôáé ìå ôï 3, åÜí x−y äéáéñåßôáé ìå ôï 3, ôüôå êáé ôï
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y−x äéáéñåßôáé ìå ôï 3, êáé, ôÝëïò åÜí ôá x−y, y−z äéáéñïýíôáé ìå ôï 3, ôüôå êáé ç

äéáöïñÜ x−z = (x− y)+(y − z) äéáéñåßôáé ìå ôï 3.ÊÜèå áêÝñáéïò áñéèìüò ó·åôß-

æåôáé åßôå ìå ôï 0 åßôå ìå ôï 1 åßôå ìå ôï 2. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·ïõí ôñåéò óáöþò

äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò. Ç êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý 0 áðïôåëåßôáé áðü

üëá ôá ðïëëáðëÜóéá ôïý 3, åêåßíç ôïý 1 áðü üëïõò ôïõò áêåñáßïõò ïé ïðïßïé åßíáé

éóüôéìïé ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï 3, êáé ôÝëïò, åêåßíç ôïý 2 áðü üëïõò ôïõò áêåñáßïõò

ïé ïðïßïé åßíáé éóüôéìïé ìå ôï 2 êáôÜ ìüäéï 3. Áò óçìåéùèåß üôé ïé R (0), R (1) êáé

R (2) óõãêñïôïýí ìéá äéáìÝñéóç ôïý Z (âë. ó·. 12.2). Áõôü ôï ðáñÜäåéãìá ìáò

ðáñÝ·åé ìéá Ýíäåéîç ãéá ôï ðþò ïöåßëåé íá äéáôõðùèåß ôï åðüìåíü ìáò èåþñçìá.

Ó�Þìá 12.2

(12.3) Èåþñçìá. Ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ìéáò ó�Ýóçò éóï-

äõíáìßáò åðß åíüò óõíüëïõX óõãêñïôïýí ìéá äéáìÝñéóç ôïýX.

Áðüäåéîç. ÊÜèå êëÜóç éóïäõíáìßáò åßíáé ìç êåíÞ, äéüôé çR (x) ðåñéÝ·åé ðÜíôïôå

ôï x (óýìöùíá ìå ôçí éäéüôçôá (a)). ÅÜíR (x)∩R (y) 	= ∅, ôüôå èá õðÜñ·åé êÜðïéï

óôïé·åßï z ∈ R (x)∩R (y) , ïðüôå ôï z èá ó·åôßæåôáé ìå áìöüôåñá ôá x êáé y.ÊáôÜ

ôçí éäéüôçôá (b), ôï x ó·åôßæåôáé ìå ôï z, êé åðïìÝíùò èá ó·åôßæåôáé êáé ìå ôï y

(âÜóåé ôÞò éäéüôçôáò (c)). Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôéR (x) = R (y) , ðïõ óçìáßíåé üôé

äõï ïéåóäÞðïôå êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, ïé ïðïßåò äéáèÝôïõí ìç êåíÞ ôïìÞ, ïöåßëïõí

íá ôáõôßæïíôáé. ÔÝëïò, åðåéäÞ êÜèå x áíÞêåé óôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïõ R (x) ,

ç Ýíùóç üëùí ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ìÜò äßíåé ïëüêëçñï ôï óýíïëïX. �

(12.4) ÐáñÜäåéãìá. Áíôéêáèéóôþíôáò ôï 3 ôïý ðñïçãïõìÝíïõ ðáñáäåßãìáôïò ìå

ôïí èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü n ðáßñíïõìå ìéá êëÜóç éóïäõíáìßáò åðß ôïýZ, ç ïðïßá

äéáìåñßæåé ôï Z óå n êëÜóåéò éóïäõíáìßáò

R (0) ,R (1) , . . . , R (n− 1) .

ÁõôÝò ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ïíïìÜæïíôáé éäéáéôÝñùò êëÜóåéò éóïôéìßáò. �íáò

áêÝñáéïò áñéèìüò x áíÞêåé óôçíR (m) åÜí êáé ìüíïí åÜí ï x åßíáé éóüôéìïò ìå ôïí

m êáôÜ ìüäéï n.
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(12.5) ÐáñÜäåéãìá. �óôùH ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáòG êáé ÝóôùR ç óõëëïãÞ

üëùí ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (x, y) ∈ G×G ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé y−1x ∈ H. Åß-

íáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôé çR åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞòG. (ÐñÜã-

ìáôé° ãéá êÜèå x ∈ G Ý·ïõìå x−1x = e ∈ H, åÜí y−1x ∈ H, ôüôå

x−1y = (y−1x)−1 ∈ H,

åíþ, åÜí y−1x êáé z−1y áíÞêïõí óôçí H, ôüôå z−1x =
(
z−1y

) (
y−1x

) ∈ H). Ç

êëÜóç éóïäõíáìßáò åíüò óõãêåêñéìÝíïõ óôïé·åßïõ g ∈ G áðïôåëåßôáé áðü üëá

åêåßíá ôá x ∈ G, ôá ïðïßá Ý·ïõí ôçí éäéüôçôá: g−1x ∈ H . Ôï g−1x áíÞêåé óôçíH

áêñéâþò üôáí éó·ýåé x = gh ãéá êÜðïéï óôïé·åßï h ôÞòH. ÅðïìÝíùò,

R (g) = gH = {gh | h ∈ H}.

Ôï óýíïëï gH êáëåßôáé ç áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç ôÞò H ç ðñïóäéïñéæüìåíç

ìÝóù ôïý g.ÊáôÜ ôï èåþñçìá (12.3), ìáò åßíáé ãíùóôü üôé ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò

áñéóôåñÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò H åíôüò ôÞò G óõãêñïôïýí ìéá äéáìÝñéóç ôÞò

G, ðñÜãìá ôï ïðïßï åêöñÜæåé ü,ôé áêñéâþò ·ñåéáóôÞêáìå ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý

èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange. ÅÜí áëëÜîïõìå ôçí R ìåôáôñÝðïíôÜò ôç óôç óõëëïãÞ

üëùí ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (x, y) ∈ G × G ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé xy−1 ∈ H,

ôüôå èá áðïêôÞóïõìå êáé ðÜëé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò G. ÁõôÞ ôç öïñÜ ç

êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý g ∈ G åßíáé ç äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóçHg = {h g | h ∈ H}.

ÌÝ·ñéò åäþ äåí åìöáíßóèçêå êÜôé ôï íÝï óôï ðñïóêÞíéï. Áðëþò äéåêðåñáéþ-

óáìå ìéá áðïëýôùò éêáíïðïéçôéêÞ áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Lagrange (·ùñßò

ôï (12.3)) êÜíïíôáò ·ñÞóç ôÞò êïéíÞò ëïãéêÞò. Ç äõíáìéêüôçôá ôïý èåùñÞìáôïò

(12.3) Ýãêåéôáé óôç ãåíéêüôçôÜ ôïõ. ÁõôÞ ìÜò åðéôñÝðåé ôïí ãñÞãïñï êáé åýêïëï

Ýëåã·ï ãéá ôï üôé ïñéóìÝíåò áðïóõíèÝóåéò óõíüëùí áðïôåëïýí äéáìåñßóåéò. Äýï

åöáñìïãÝò ôïý (12.3) ðáñåìöáßíïíôáé óå ü,ôé áêïëïõèåß° êáé ïé äýï èá ðáßîïõí

óçìáíôéêü ñüëï óå êáôïðéíÜ êåöÜëáéá.

(12.6) ÐáñÜäåéãìá. �óôù üôé ôá x êáé y åßíáé äõï óôïé·åßá ìéáò ïìÜäáò G. ËÝìå

ðùò ôï x åßíáé óõæõãÝò ôïý y üôáí éó·ýåé ç éóüôçôá

gxg−1 = y

ãéá êÜðïéï g ∈ G. Ç óõëëïãÞ üëùí ôùí óôïé·åßùí, ôá ïðïßá åßíáé óõæõãÞ åíüò

äåäïìÝíïõ óôïé·åßïõ, êáëåßôáé êëÜóç óõæõãßáò. Éó·õñéæüìáóôå üôé ïé óáöþò äéá-

êåêñéìÝíåò êëÜóåéò óõæõãßáò óõãêñïôïýí ìéá äéáìÝñéóç ôÞòG. �óôùR ôï õðïóý-

íïëï ôïýG×G ðïõ áðïôåëåßôáé áðü ôá äéáôåôáãìÝíá æåýãç (x, y), ãéá ôá ïðïßá ôï

x åßíáé óõæõãÝò ôïý y. ÊÜèåx ∈ G åßíáé óõæõãÝò ôïý åáõôïý ôïõ, åðåéäÞ exe−1 = x.

ÅÜí ôï x åßíáé óõæõãÝò ôïý y, Þôïé åÜí gxg−1 = y, ôüôå êáé ôï y åßíáé óõæõãÝò ôïý
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x, êáèüôé g−1yg = x. ÔÝëïò, åÜí ôï x åßíáé óõæõãÝò ôïý y êáé ôï y óõæõãÝò ôïý z,

Þôïé åÜí g1xg
−1

1
= y êáé g2yg

−1

2
= z, ôüôå ôï x åßíáé óõæõãÝò êáé ôïý z, äéüôé

(g2g1)x (g2g1)
−1 = g2

(
g1xg

−1

1

)
g−1

2
= g2yg

−1

2
= z.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôïR áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞòG êáé ïé áíôßóôïé-

·åò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò, Þôïé ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ðïõ ðñïáíáöÝñáìå, äéáìåñß-

æïõí ôçíG.Ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ðñüêåéôáé íá ìåëåôçèïýí ëåðôïìåñþò ãéá äéÜöï-

ñåò ïìÜäåò óôï êåöÜëáéï 14.

(12.7) ÐáñÜäåéãìá. �óôùX Ýíáóýíïëï êáé ÝóôùG ìéá õðïïìÜäá ôÞòSX , ôÝôïéá

þóôå êÜèå óôïé·åßï ôÞòG íá ìåôáôÜóóåé ôá óôïé·åßá ôïýX.�óôùR ôï õðïóýíïëï

ôïýX ×X ôï ïñéæüìåíï ùò åîÞò:

(x, y) ∈ R ⇐⇒ [∃g, g ∈ G : g (x) = y] .

Áõôü áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò, ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôÞò ïðïßáò ïíïìÜ-

æïíôáé ôñï�éÝò ôÞò G. (Ùò óõíÞèùò, ç åðáëÞèåõóç åßíáé åýêïëç. Ãéá êÜèå x ∈ X

Ý·ïõìå ε(x) = x, ïðüôå ôï x ó·åôßæåôáé ìå ôïí åáõôü ôïõ. ÅÜí ôï x ó·åôßæåôáé ìå

ôï y, äçëáäÞ åÜí g (x) = y, ôüôå êáé ôï y ó·åôßæåôáé ìå ôï x, êáèüôé g−1(y) = x.

ÔÝëïò, åÜí ôï x ó·åôßæåôáé ìå ôï y êáé ôï y ó·åôßæåôáé ìå ôï z, äçëáäÞ åÜí g(x) = y

êáé g′(y) = z, ôüôå ôï x ó·åôßæåôáé êáé ìå ôï z, äéüôé g′g(x) = g′(y) = z). Ôï üôé ïé

óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ôñï·éÝò ó·çìáôßæïõí ðÜíôïôå ìéá äéáìÝñéóç ôïý X, êáèþò

êáé ôï üôé èá ìðïñïýìå íá åßìáóôå âÝâáéïé ãé� áõôü ìÝóù åöáñìïãÞò ôïý èåùñÞìá-

ôïò (12.3), èá ìáò öáíåß éäéáßôåñá ·ñÞóéìï óôï ìÝëëïí. Ãéá íá ôï êáôáóôÞóïõìå

ðåñéóóüôåñï óáöÝò, áò èåùñÞóïõìå ð.·. ùò X ôï R3 êáé ùò G ôçí ïìÜäá ôùí

ãñáììéêþí ìåôáó·çìáôéóìþí fA ãéá ôïõò ïðïßïõò A ∈ SO3. Ç áñ·Þ ôùí áîüíùí

ðáñáìÝíåé óôáèåñÞ ìÝóù üëùí áõôþí ôùí ãñáììéêþí ìåôáó·çìáôéóìþí, ïðüôå

ç ôñï·éÜ ôïý 0 åßíáé ôï ìïíïóýíïëï {0}. Åíèõìïýìåíïé üôé ïé ïñèïãþíéïé ìåôá-
ó·çìáôéóìïß äéáôçñïýí ôá ìÞêç, äåí åßíáé ðïëý äýóêïëï íá äéáðéóôþóïõìå üôé ç

ôñï·éÜ åíüò ìç ìçäåíéêïý äéáíýóìáôïò x åßíáé ç óöáßñá åêåßíç, ç ïðïßá Ý·åé ôçí

áñ·Þ ôùí áîüíùí ùò êÝíôñï ôçò êáé ôï ‖x‖ ùò áêôßíá ôçò. Ïé óöáßñåò äéáöïñåôé-

êþí áêôßíùí, ìáæß ìå ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí, ó·çìáôßæïõí ðñÜãìáôé ìéá äéáìÝñéóç

ôïý R3.

Êëåßíïõìå ôï êåöÜëáéï áõôü åéóÜãïíôáò ìéá ïìÜäá, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò

åßíáé êáôÜ ôïí ðëÝïí öõóéêü ôñüðï ïñéóìÝíá ùò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ìéáò ó·Ýóçò

éóïäõíáìßáò.

(12.8) ÐáñÜäåéãìá. Èåùñïýìåùò áöåôçñßá ìáò Ýíá æåýãïò ïñéæïíôßùí åðéðÝäùí,

ôñßá óçìåßá ôïý Üíù åðéðÝäïõ êáé ôá áíôßóôïé·á ôñßá óçìåßá ôïý êÜôù åðéðÝäïõ,

ôá ïðïßá âñßóêïíôáé -êáôáêïñýöùò- áêñéâþò (áðï)êÜôù áðü ôá ôñßá ðñþôá. Åí
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óõíå·åßá, ðñïóèÝôïõìå óðÜãêïõò, ïé ïðïßïé óõíäÝïõí ôá Üíù óçìåßá ìå ôá êÜôù

óçìåßá (âë. ó·. 12.3). ÕðïèÝôïõìå üôé áõôïß ïé óðÜãêïé äåí ôÝìíïíôáé ìåôáîý ôïõò

êáé üôé êÜèå óðÜãêïò, áôïìéêåõìÝíá éäùìÝíïò, óõíáíôÜ êÜèå ïñéæüíôéï åðßðåäï

åõñéóêüìåíï ìåôáîý ôùí äýï áñ·éêþí (ïñéæïíôßùí) åðéðÝäùí áíáöïñÜò áêñéâþò

ìßá öïñÜ.

Ó�Þìá 12.3

�íáò ôÝôïéïõ åßäïõò ó·çìáôéóìüò êáëåßôáé ðëåîßäéï. ÅÜí ìáò äïèïýí äõï ðëå-

îßäéá b1 êáé b2, ôüôå ìðïñïýìå íá ôá «ðïëëáðëáóéÜóïõìå» êáôáóêåõÜæïíôáò Ýíá

íÝï ðëåîßäéï b1b2, áðëþò ìå ôï íá óôïéâÜîïõìå ôï b2 óôçí «ïñïöÞ» ôïý b1, üðùò

óôï ó·. 12.4.

Ó�Þìá 12.4

Åí óõíå·åßá, èá óõìâïëßóïõìå ìå ôï e ôï ôåôñéììÝíï ðëåîßäéï, Þôïé ôï ðëåîß-

äéï åêåßíï, ïé óðÜãêïé ôïý ïðïßïõ åßíáé áðïëýôùò êáôáêüñõöïé. Ôï ïõóéáóôéêü

ðïéïôéêü ãíþñéóìá åíüò ðëåîéäßïõ Ýãêåéôáé óôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ïé óðÜãêïé

ôïõ (äéá)ðëÝêïíôáé (ï Ýíáò ìå ôïí Üëëïí) Þ (ðåñé)åëßóóïíôáé (ï Ýíáò óôïí Üëëïí),
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ïðüôå ôï ôåôñéììÝíï ðëåîßäéï öáßíåôáé ðùò èá ìðïñïýóå íá ðáßîåé ôïí ñüëï ôïý

ìïíáäéáßïõ (Þ ôáõôïôéêïý) óôïé·åßïõ ãéá ôïí ùò Üíù åéóá·èÝíôá «ðïëëáðëáóéá-

óìü» ìáò (âë. ó·. 12.5).

Ó�Þìá 12.5

Êáôüðéí êáôïðôñéóìïý åíüò ðëåîéäßïõ b ùò ðñïò ôï êÜôù åðßðåäï, ðñïóëáìâÜ-

íïõìå Ýíá ðëåîßäéï óõìâïëéæüìåíï ùò b−1. Óçìåéþóôå üôé ôï ðëåîßäéï b−1b åßíáé

êáô� ïõóßáí ôåôñéììÝíï (âë. ó·. 12.6).

Ó�Þìá 12.6

Åßìáóôå ðïëý êïíôÜ óôç èÝóðéóç ôÞò äïìÞò ôÞò ïìÜäáò êáé ç Ýííïéá ôÞò ó·Ýóçò

éóïäõíáìßáò åßíáé éäåùäþò êáôÜëëçëç ãéá ôïí ·åéñéóìü ôÞò õðïëåéðïìÝíçò Ýëëåé-

øçò áêñéâåßáò.

ÅÜí ôá b1 êáé b2 åßíáé äõï ðëåîßäéá, èá ëÝìå ðùò ôï b1 ó�åôßæåôáé ìå ôï b2, åöü-

óïí ïé óðÜãêïé ôïý b1 ìðïñïýí íá ðáñáìïñöùèïýí êáôÜ êÜðïéïí óõíå·Þ ôñüðï1,

Ýùò üôïõ åðéêáèÞóïõí óôïõò óðÜãêïõò ôïý b2. ÊáôÜ ôç äéáäéêáóßá ôÞò åí ëüãù

ðáñáìüñöùóçò ïé óðÜãêïé ïöåßëïõí íá ìÝíïõí ìåôáîý ôùí äýï ïñéæïíôßùí åðé-

ðÝäùí, íá ìçí ôÝìíïíôáé ìåôáîý ôïõò, åíþ ôá ëçêôéêÜ ôïõò óçìåßá èá ðñÝðåé íá

ìÝíïõí óôáèåñÜ. Ç ðñïêýðôïõóá ó·Ýóç R åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò

1(Ó.ô.Ì.): ÁõôÞ ç «óõíå·Þò ðáñáìüñöùóç» ìðïñåß íá åêöñáóèåß êáôÜ Ýíáí áõóôçñüôåñï ôñüðï ìÝóù ôÞò ôïðïëï-
ãéêÞò åííïßáò ôÞò «éóïôïðßáò».
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óõëëïãÞò üëùí ôùí ðëåîéäßùí êáé ïé áíôßóôïé·åò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôçò óõãêñï-

ôïýí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôïí áêüëïõèï «ðïëëáðëáóéáóìü»:

R (b1)R (b2) = R (b1b2) ,

üðùò åýêïëá ìðïñåß íá åðáëçèåýóåé ï áíáãíþóôçò. Äåí èá Ýðñåðå íá ìáò åê-

ðëÞóóåé ôï üôé ç R(e) åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï êáé ç R (
b−1

)
ôï áíôßóôñïöï

óôïé·åßï ôÞòR (b) .

Ç ðñïêåéìÝíç ïìÜäá êáëåßôáé ïìÜäá ôùí ðëåîéäßùí B3 ìå ôñåéò óðÜãêïõò.

Âåâáßùò, êáô� áíáëïãßáí, êáôáóêåõÜæåôáé êáé ç áíôßóôïé·ç ïìÜäá ôùí ðëåîéäßùí

Bn ìå n óðÜãêïõò, üðïõ n åßíáé ïéïóäÞðïôå èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò.

¥(Ó.ô.Ì.): Ïé ïìÜäåò ðëåîéäßùí (áããë. braid groups, ãáëë. groupes de tresses, ãåñì.

Zopfgruppen) ðñùôïåéóÞ·èçóáí ôï 1925áðü ôïí ìáèçìáôéêüE.Artin2(1898-1962)

ìÝóù ìéáò ôïðïëïãéêÞò êáôáóêåõÞò. Áñãüôåñá, ïéW.Magnus3, A. Markoff4 êáé F.

Bohnenblust5 åîÞãçóáí ôïðþòïé ãåííÞôïñåò êáé ïé ïñßæïõóåòó·Ýóåéò6 ôÞò ïìÜäáò

Bn ìðïñïýí íá åîá·èïýí áðü Ýíáí êáèáñþò áëãåâñéêü ïñéóìü ôÞò Bn, èåùñïõ-

ìÝíçò ùò ìéáò õðïïìÜäáò ôÞò ïìÜäáò áõôïìïñöéóìþí ôÞò åëåýèåñçò ïìÜäáò Fn

ìå n ãåííÞôïñåò. Ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç ðáñáðÝìðïõìå ôïí áíáãíþóôç óôá âéâëßá

ôùí F. Klein7, W. Magnus, A. Karrass & D. Solitar8, J.S. Birman9 êáé S. Moran10.]

ÁóêÞóåéò

12.1 Ðïéá áðü ôá êáôùôÝñù õðïóýíïëá ôïý R × R áðïôåëïýí ó·Ýóåéò éóïäõíá-

ìßáò åðß ôïý R;

(a) {(x, y) |ï x− y åßíáé Ýíáò Üñôéïò áêÝñáéïò áñéèìüò} ,
2E. Artin: Theorie der Z�pfe, Abh. Math. Sem. Univ. Hamburg 4, (1925), 47-72, êáé Theory of braids, Ann. of Math.
48, (1947), 101-126.

3W. Magnus: Über Automorphismen von Fundamentalgruppen berandeter Flächen, Math. Ann. 109,
(1934), 617-646.

4A. Markoff: Foundations of the Algebraic Theory of Tresses, (Russian), Trav. Inst. Math. Stekloff, Vol. 16, (1945).

5F. Bohnenblust: The algebraic braid groups, Ann. of Math. 48, (1947), 127-136.

6Ãéá ôéò ðáñáóôÜóåéò êáé ôéò ïñßæïõóåò ó·Ýóåéò ìéáò ïìÜäáò, êáèþò êáé ãéá ôçí Ýííïéá ôÞò «åëåýèåñçò» ïìÜäáò âë.
êåöÜëáéï 27.

7F. Klein: Vorlesungen über höhere Geometrie, 3. Auflage, Springer, (1926). (Âë. åí. 89.)

8W. Magnus, A. Karrass and D. Solitar: Combinatorial Group Theory. (Representations of Groups in Terms of

Generators and Relations ), 2nd rev. ed., Dover Pub., (1976). (Âë. åí. 3.7)

9J.S. Birman: Braids, Links and Mapping Class Groups, Ann. Math. Studies, Vol. 82, Princeton University Press,
(1974).

10S. Moran: The Mathematical Theory of Knots and Braids: An Introduction. North-Holland, (1983).
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(b) {(x, y) |ï x− y åßíáé Ýíáò ñçôüò áñéèìüò} ,
(c) {(x, y) |ï x+ y åßíáé Ýíáò ñçôüò áñéèìüò} ,
(d) {(x, y) |x− y ≥ 0} .

12.2 Ðïéá áðü ôá õðïóýíïëá R ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ ôïý óõíüëïõ üëùí

ôùí ìç ìçäåíéêþí ìéãáäéêþí áñéèìþí ìå ôïí åáõôü ôïõ, ôá ïðïßá ïñßæïíôáé

ùò áêïëïýèùò, áðïôåëïýí ó·Ýóåéò éóïäõíáìßáò;

(a) (z, w) ∈ R ⇐⇒ zw ∈ R,

(b) (z, w) ∈ R ⇐⇒ z/w ∈ R,

(c) (z, w) ∈ R ⇐⇒ z/w ∈ Z.

12.3 Âñåßôå ìéá ïìÜäá G êáé ìéá õðïïìÜäá ôçò H , ãéá ôçí ïðïßá ôï

{(x, y) |xy ∈ H } íá ìçí áðïôåëåß ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò G.

12.4 ÐáñáèÝóôå ìéá ïìÜäá G êáé ìéá õðïïìÜäá ôçò H, ïýôùò þóôå ôï{
(x, y)

∣∣xyx−1y−1 ∈ H
}
íá ìçí áðïôåëåß ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôÞò G.

12.5 �óôùR ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß åíüò óõíüëïõX. ÄïèÝíôïò åíüò x ∈ X,

åðéëÝîôå Ýíá y ∈ X, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé (x, y) ∈ R. Ç éäéüôçôá (b) ôïý

ïñéóìïý ôÞò ó·Ýóçò éóïäõíáìßáò ìÜò äßíåé (y, x) ∈ R. Ùò åê ôïýôïõ, áðü

ôçí éäéüôçôá (c) Ýðåôáé üôé (x, x) ∈ R. ÅðïìÝíùò, ç éäéüôçôá (a) ôïý ïñéóìïý

ôÞò ó·Ýóçò éóïäõíáìßáò öáßíåôáé ðùò ðëåïíÜæåé. Óå ðïéï óçìåßï åßíáé ôï ùò

Üíù åðé·åßñçìá åóöáëìÝíï;

12.6 ÕðïèÝóôå üôé ï n åßíáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò êáé èåùñÞóôå ôç

ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý Z ôçí ïñéæüìåíç ìÝóù ôÞò éóïôéìßáò êáôÜ ìü-

äéï n. Óçìåéþóôå ùò [x] ôçí êëÜóç éóïôéìßáò ôïý x êáé ïñßóôå ôï Üèñïéóìá

äýï ôÝôïéùí êëÜóåùí ùò åîÞò:

[x] + [y] = [x+ y] .

Ðéèáíþò, åê ðñþôçò üøåùò, áõôüò ï ôñüðïò ðñüóèåóçò íá öáßíåôáé ðùò

åîáñôÜôáé áðü ôïõò åêÜóôïôå åéäéêïýò åêðñïóþðïõò ôùí äýï êëÜóåùí éóï-

äõíáìßáò. Ùóôüóï, ôïýôï äåí óõìâáßíåé. Êáëåßóèå ëïéðüí åí ðñþôïéò íá

áðïäåßîåôå ðùò ç ùò Üíù ðñÜîç åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, õðü ôçí Ýííïéá üôé

åÜí Ý·ïõìå [x] = [x′] êáé [y] = [y′] , ôüôå éó·ýåé

[x+ y] = [x′ + y′] .

Åí óõíå·åßá, áðïäåßîôå üôé ç óõëëïãÞ ôùí êëÜóåùí éóïôéìßáò êáôÜ ìüäéï n

ó·çìáôßæåé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ùò ðñïò áõôÞí ôçí ðñÜîç êáé üôé ç åí ëüãù

ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ôÞò Zn. (Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ðïëëïß óõããñáöåßò

ðñïôéìïýí íá åéóÜãïõí ôïí ïñéóìü ôÞò Zn êáô� áõôüí ôïí ôñüðï.)
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12.7 Ðñïóäéïñßóôå äéåîïäéêÜ ôéò áñéóôåñÝò êáé ôéò äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò

H åíôüò ôÞò G üôáí

G = A4, H = {ε, (1 2)(34), (1 3)(2 4), (1 4)(23)}

êáé üôáí

G = A4, H = {ε, (1 2 3), (1 3 2)} .

12.8 �óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù H ìéá õðïïìÜäá ôÞò G ìå ôÜîç

|H| = 1
2 |G| . Äåßîôå üôé gH = Hg ãéá êÜèå óôïé·åßï g ôÞò G.

12.9 Åäþ ðáñáèÝôïõìå ìéá ìÝèïäï ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí ñçôþí áñéèìþí áðü

ôïõò áêåñáßïõò. ÈåùñÞóôå ùò áöåôçñßá óáò ôï óýíïëï üëùí ôùí äéáôåôáã-

ìÝíùí æåõãþí (m,n), üðïõ ï m åßíáé áêÝñáéïò êáé ï n áêÝñáéïò äéÜöïñïò

ôïý ìçäåíüò. ÅêëÜâåôå êÜèå ôÝôïéï æåýãïò (m,n) ùò åêðñüóùðï ôïý êëÜ-

óìáôïò m/n. ¼ðùò èá áíáìåíüôáí, ðïëëÜ óáöþò äéáêåêñéìÝíá äéáôåôáã-

ìÝíá æåýãç åêðñïóùðïýí ôïí ßäéï ñçôü áñéèìü. Ãéá ðáñÜäåéãìá, êáé ôá ôñßá

åê ôùí (2, 3), (4, 6), (−6,−9) åêðñïóùðïýí ôïí 2
3 . ÅðïìÝíùò, åßìáóôå -êáôÜ

êÜðïéïí ôñüðï- õðï·ñåùìÝíïé íá ôáõôßæïõìå üëá áõôÜ ôá æåýãç. Ç Ýííïéá

ôÞò êëÜóçò éóïäõíáìßáò ìÜò ðáñÝ·åé ôï êáôÜëëçëï åñãáëåßï ãéá ôçí åðß-

ôåõîç áõôÞò ôÞò ôáýôéóçò. Áò óõìöùíÞóïõìå óôï íá èåùñïýìå ôï (m,n) ùò

ó·åôéæüìåíï ìå ôï (m′, n′) üôáímn′ = m′n. Äåßîôå ðùò ôïýôç ç ó·Ýóç åßíáé

ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý X. Óçìåéþóôå ùò [(m,n)] ôçí êëÜóç éóï-

äõíáìßáò ôïý äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò (m,n) êáé -ðáñáêéíïýìåíïé áðü ôïõò

íüìïõò ðñüóèåóçò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý êëáóìÜôùí- ïñßóôå ôéò ðñÜîåéò

[(m1, n1)] + [(m2, n2)] = [(m1n2 +m2n1, n1n2)] ,

[(m1, n1)] · [(m2, n2)] = [(m1m2, n1n2)] .

Âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé êáé ïé äýï áõôÝò ðñÜîåéò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò, ãéá

ôï üôé ôï óýíïëï üëùí ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ó·çìáôßæåé ìéá áâåëéáíÞ

ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñüóèåóç, êáèþò êáé ãéá ôï üôé, ìåôÜ ôçí áðïìÜêñõíóç

ôÞò «ìçäåíéêÞò êëÜóçò» [(0, n)], ü,ôé áðïìÝíåé óõãêñïôåß ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá

ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü. ÊÜèå ñçôüò áñéèìüò åêðñïóùðåßôáé áðü

áêñéâþò ìßá êëÜóç éóïäõíáìßáò, ðñÜãìá ôï ïðïßï ìáò ïäçãåß óôçí «ðñï-

ôõðïðïßçóç» ôÞò áëãåâñéêÞò äïìÞò ôïý óõíüëïõ ôùí ñçôþí áñéèìþí.

12.10 ÈåùñÞóôå ôç ó·Ýóç (éóïäõíáìßáò) ôÞò óõæõãßáò ðïõ ïñßóèçêå óôï ðáñÜ-

äåéãìá (12.6) êáé ìåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò (ùò ðñïò áõôÞí) ôéò êëÜóåéò óõæõ-

ãßáò ôÞò ïìÜäáò G = D4. Êáôüðéí ðñïóðáèÞóôå íá êÜíåôå ôï ßäéï êáé ãéá

ôçí Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäáD∞.
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12.11 Ðåéóèåßôå ãéá ôï üôé ç ïìÜäá ðëåîéäßùí B3 åßíáé Üðåéñç, ìç áâåëéáíÞ êáé

ðáñáãüìåíç áðü ôá äýï ðëåîßäéá b1, b2 ôïý ó·Þìáôïò 12.4.

12.12 Óôçí êáôáóêåõÞ ôÞò ïìÜäáòB3 ìåôÝ·ïõí: Ýíá æåýãïò ïñéæïíôßùí åðéðÝäùí,

ôñßá óçìåßá ôïý Üíù åðéðÝäïõ êáé ôá áíôßóôïé·á ôñßá óçìåßá ôïý êÜôù åðé-

ðÝäïõ, ôá ïðïßá âñßóêïíôáé -êáôáêïñýöùò- áêñéâþò (áðï)êÜôù áðü ôá ôñßá

ðñþôá. ÅðéãñÜøôå ôá Üíù óçìåßá, êáèþò êáé ôá áíôßóôïé·Ü ôïõò êÜôù óç-

ìåßá, ìå ôïõò áñéèìïýò 1, 2, 3, êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå óçìåßá êáôáêïñý-

öùò óôïé·éæüìåíá íá äÝ·ïíôáé ôçí ßäéá åðéãñáöÞ. Ç ïëßóèçóç êáôÜ ìÞêïò

ôùí óðÜãêùí åíüò ðëåîéäßïõ ìÜò ðáñÝ·åé Ýíá óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáòS3.Äåßîôå

üôé ç óõíÜñôçóçáðü ôçíB3 óôçíS3, ç ïðïßá êáôáóêåõÜæåôáé êáô� áõôüí ôïí

ôñüðï, åßíáé åðéññéðôéêÞ êáé üôé ìåôáöÝñåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôÞòB3 óôïí

ðïëëáðëáóéáóìü ôÞò S3. Êáôüðéí, ðñïóäéïñßóôå äýï äéáöïñåôéêÜ ðëåîßäéá,

êáèÝíá áðü ôá ïðïßá áðåéêïíßæåôáé óôç ìåôÜôáîç (1 2 3).



ÊÅÖÁËÁÉÏ 13

Ôï èåþñçìá ôïý Cauchy

¼ðùò ðñïìçíýóáìå óôï êåöÜëáéï 11, õðÜñ·åé Ýíá ìåñéêü áíôßóôñïöï ôïý èåùñÞ-

ìáôïò ôïý Lagrange, ôï ïðïßï Ý·åé ùò åîÞò:

(13.1) Èåþñçìá ôïý Cauchy. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ç ôÜîç ôÞò

ïðïßáò äéáèÝôåé Ýíáí ðñþôï áñéèìü p ùò äéáéñÝôç ôçò, ôüôå ç G ðåñéÝ�åé ôïõëÜ�é-

óôïí Ýíá óôïé�åßï ôÜîçò p.

Áðüäåéîç. Áðáéôåßôáé ç åýñåóç åíüò óôïé·åßïõ x ∈ G�{e} ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

xp = e. Èåùñïýìå ôï óýíïëï

X = {x = (x1, x2, . . . , xp) ∈ G×G× · · · ×G | x1x2 · · · xp = e} .

Ôï ðñüâëçìÜ ìáò åßíáé ï ðñïóäéïñéóìüò ìéáò p-Üäáò áõôïý ôïý åßäïõò, áëëÜ äéÜ-

öïñçò ôÞò (e, e, . . . , e), ç ïðïßá Ý·åé üëåò ôéò óõíôåôáãìÝíåò ôçò ßóåò. Ç åðßëõóç

áõôïý ôïý ðñïâëÞìáôïò èá êáôáóôåß åöéêôÞ ýóôåñá áðü ðñïóåêôéêÞ åîÝôáóç ôïý

ðëçèéêïý áñéèìïý ôïý óõíüëïõX.

Ðüóï ìåãÜëï åßíáé ôïX; ÅÜí ç p-Üäá (x1, x2, . . . , xp) áíÞêåé óôïX, ôüôå ìðï-

ñïýìå íá åðéëÝîïõìå ôá x1, x2, . . . , xp−1 áõèáéñÝôùò áðü ôçí G, èåùñþíôáò ôü xp

ðëÞñùò êáèïñéóìÝíï ìÝóù ôÞò

xp = (x1x2 · · · xp−1)
−1

.

ÅðïìÝíùò ôï ðëÞèïò ôùí p-Üäùí ôïý X éóïýôáé ìå |G|p−1
, äçëáäÞ ìå Ýíá ðïëëá-

ðëÜóéï ôïý p.
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�óôùR ôï õðïóýíïëï ôïýX×X ôï ïñéæüìåíï ùò åîÞò: Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåý-

ãïò (x,y) áíÞêåé óôïR üôáí ôï y ìðïñåß íá áðïêôçèåß ìÝóù êõêëéêÞò ìåôÜôáîçò

ôùí óõíôåôáãìÝíùí ôïý x, Þôïé üôáí ôï y åßíáé ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò p-Üäåò:

(x1, x2, . . . , xp)

(xp, x1, . . . , xp−1)
...

(x2, . . . , xp, x1)




(∗)

ÓçìåéùôÝïí üôé üëåò áõôÝò ïé p-Üäåò áíÞêïõí óôïX. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

xpx1 · · · xp−1 = xp (x1x2 · · · xp−1xp)x
−1
p

= xpex
−1
p

= e,

äåß·íïíôÜò ìáò üôé (xp, x1, . . . , xp−1) ∈ X, ïðüôå ç åðáíÜëçøç áõôÞò ôÞò äéáäé-

êáóßáò êáëýðôåé êáé ôéò õðüëïéðåò. Åßíáé åýêïëïò ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ôï åí ëüãùR
áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý X, êáèþò êáé ôïý üôé ç êëÜóç éóïäõíá-

ìßáòR (x) ôÞò p-Üäáò x = (x1, x2, . . . , xp) åßíáé áêñéâþò ç ùò Üíù óõëëïãÞ (∗).
Äçìéïõñãåß ç êõêëéêÞ ìåôÜôáîç ôùí óõíôåôáãìÝíùí ìéáò p-Üäáò ðÜíôïôå p äéá-

öïñåôéêÝò p-Üäåò; Óßãïõñá ü·é óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ç èåùñïýìåíç p-

Üäá åßíáé ç e = (e, e, . . . , e), üðïõ ç êõêëéêÞ ìåôÜôáîç ôùí óõíôåôáãìÝíùí äåí ìáò

äßíåé ôßðïôá ôï êáéíïýñãéï° åðïìÝíùò çR (e) åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï. Ïé óáöþò äéá-

êåêñéìÝíåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôÞòR äéáìåñßæïõí ôïX, ïðüôå ìå ôçí ðñüóèåóç

ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí áõôþí ôùí êëÜóåùí ëáìâÜíïõìå ôïí ðëçèéêü áñéèìü ôïý

X. ÅÜí êÜèå ôÜîç éóïäõíáìßáò -äéÜöïñç ôÞò R (e)- ðåñéåß·å p óôïé·åßá, ôüôå ï

ðëçèéêüò áñéèìüò ôïý X èá Þôáí éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï p, ðñÜãìá ôï ïðïßï

èá áíôÝöáóêå ðñïò ôïí ðñïçãçèÝíôá õðïëïãéóìü ìáò. ¢ñá ðñÝðåé íá õðÜñ·åé

ìéá p-Üäá x = (x1, x2, . . . , xp), äéÜöïñç ôÞò e, ôÝôïéá þóôå ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôÞò

R (x) íá åßíáé< p.Êáô� áíÜãêçí, ëïéðüí, èá õðÜñ·ïõí äýï ôïõëÜ·éóôïí êõêëéêÝò

ìåôáôÜîåéò áðü ôéò (∗), ïé ïðïßåò èá åßíáé ßóåò° áò ðïýìå üôé

(xr+1, . . . , xp, x1, . . . , xr) = (xs+1, . . . , xp, x1, . . . , xs) .

ÕðïèÝôïíôáò üôé r > s, åêôåëïýìå êõêëéêÞ åíáëëáãÞ (õðï)äåéêôþí åí óõíüëù p−r

öïñÝò êáé ðáßñíïõìå

(x1, x2, . . . , xp) = (xk+1, . . . , xp, x1, . . . , xk) ,

üðïõ k = p− r+ s. Åîéóþíïíôáò ôéò áíôßóôïé·åò óõíôåôáãìÝíåò ðáñáôçñïýìå üôé

xi = xk+i(mod p), ∀i, 1 ≤ i ≤ p,
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êáé åðïìÝíùò

x1 = xk+1 = x2k+1 = · · · = x(p−1)k+1,

üðïõ ïé (õðï)äåßêôåò äéáâÜæïíôáé êáôÜ ìüäéï p. Áò õðïèÝóïõìå üôé

bk + 1 = ak + 1 (mod p)

üðïõ 0 ≤ a < b ≤ p−1. Ôüôå ôï p èá äéáéñåß ôï (b−a)k, ðñÜãìá áäýíáôïí, êáèüôé

ï p åßíáé ðñþôïò êáé b− a < k, k < p. ¢ñá, ïé áñéèìïß

1, k + 1, 2k + 1, . . . , (p− 1) k + 1

åßíáé üëïé äéáöïñåôéêïß üôáí äéáâÜæïíôáé êáôÜ ìüäéï p. Êáèþò õðÜñ·ïõí p åî

áõôþí üôáí ôïõò äéáâÜæïõìå êáôÜ ìüäéï p, ðáßñíïõìå ìüíïí ôïõò 1, 2, . . . , p, åí-

äå·ïìÝíùò ðáñáôåôáãìÝíïõò óå ìéá äéáöïñåôéêÞ, áíÜêáôç äéÜôáîç. Åî áõôïý óõ-

íÜãïõìå üôé

x1 = x2 = · · · = xp−1 = xp,

ïðüôå xp
1 = e, üðùò áêñéâþò áðáéôåßôáé. (¢ðáî êáé èá Ý·ïõìå êÜðïéá ðéï áðï-

äïôéêÜ ôå·íéêÜ ìÝóá óôç äéáèåóÞ ìáò, èá åßíáé äõíáôüí íá åîùñáÀóïõìå áõôü ôï

åßäïò ôÞò åðé·åéñçìáôïëïãßáò, ðñâë. êåöÜëáéï 17.) �

Ùò ìßá åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Cauchy èá äåßîïõìå üôé êÜèå ïìÜäá ôÜ-

îçò 6 ïöåßëåé íá åßíáé åßôå êõêëéêÞ åßôå äéåäñéêÞ. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, èá áðïäåß-

îïõìå ôï åîÞò:

(13.2) Èåþñçìá. ÊÜèå ïìÜäá ôÜîçò 6 åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçíZ6 åßôå ìå ôçíD3.

Áðüäåéîç. �óôù G ìéá ïìÜäá ðïõ Ý·åé áêñéâþò Ýîé óôïé·åßá. µñçóéìïðïéþíôáò

ôü èåþñçìá ôïý Cauchy åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï x ôÜîçò 3 êáé Ýíá óôïé·åßï y

ôÜîçò 2. Ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò 〈x〉 êáé 〈x〉 y ìáò ðáñÝ·ïõí ôá Ýîé óôïé·åßá

e, x, x2, y, xy, x2y, ôá ïðïßá, öõóéêÜ, åßíáé üëá ôá óôïé·åßá ôÞòG. Ôï yx ïöåßëåé íá

óõãêáôáëÝãåôáé óå áõôÜ ôá Ýîé. Âåâáßùò, yx /∈ 〈x〉 êáé yx 	= y. ÅðïìÝíùò Ý·ïõìå

åßôå yx = xy åßôå yx = x2y.Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç,G ∼= 〈x〉×〈y〉 ∼= Z3×Z2, ïðüôå

G ∼= Z6 äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò (10.2). Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, åÜí êÜíïõìå

·ñÞóç ôïý óõìâïëéóìïý ôïý åéóá·èÝíôïò óôï êåöÜëáéï 4 êáé áíôéêáôáóôÞóïõìå

ôï x ìå ôï r êáé ôï y ìå ôï s, ðáßñíïõìå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí ïìÜäùí G

êáéD3. �

Äåí åßíáé ðïëý äõóêïëüôåñï íá äåßîïõìå üôé, åÜí ï p åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþ-

ôïò áñéèìüò, ôüôå êÜèå ïìÜäá ôÜîçò 2p åßíáé åßôå êõêëéêÞ åßôå äéåäñéêÞ (âë. êåöÜ-

ëáéï 15).
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Åðß ôïý ðáñüíôïò äéáèÝôïõìå áñêåôÝò ðëçñïöïñßåò ó·åôéêÝò ìå ôéò ïìÜäåò «ìé-

êñÞò» ôÜîçò. ÊÜèå ïìÜäá ôÜîçò 2, 3, 5 Þ 7 åßíáé êõêëéêÞ êáôÜ ôï ðüñéóìá (11.3).

ÊÜèå ïìÜäá ôÜîçò 4 åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí Z4 åßôå ìå ôçí ïìÜäá ôïý Klein

(âë. Üóêçóç 10.2), åíþ êÜèå ïìÜäá ôÜîçò 6 åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí Z6 åßôå ìå

ôçí D3 êáôÜ ôï (13.2). Ç -ùò ðñïò éóïìïñöéóìü- ôáîéíüìçóç ôùí ïìÜäùí ôÜîçò

8 åßíáé ðéï ðåñßðëïêç. �·ïõìå Þäç óõíáíôÞóåé ôÝóóåñåéò ïìÜäåò ôÜîçò 8, Þôïé

ôéò Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2 êáé D4. Åäþ ðáñáèÝôïõìå êáé ìßá ðÝìðôç. �íá

ôåôñÜíéï (Þ Ýíáò õðåñìéãáäéêüò áñéèìüò) åßíáé Ýíáò ãñáììéêüò óõíäõáóìüò ôÞò

ìïñöÞò a + bi + cj + dk, üðïõ ïé a, b, c, d åßíáé ðñáãìáôéêïß áñéèìïß êáé ôá i, j, k

éêáíïðïéïýí ôéò

i2 = j2 = k2 = −1, ij = −ji = k. (∗∗)

Ôï óýíïëï üëùí ôùí ôåôñáíßùí óõìâïëßæåôáé ìå ôï ãñÜììá H. Ôá ïêôþ óýì-

âïëá±1,±i,±j,±k, ðïëëáðëáóéáæüìåíá óýìöùíá ðñïò ôéò (∗∗), ó·çìáôßæïõí ìéá
ïìÜäáQ, ôç ëåãïìÝíç ïìÜäá ôùí ôåôñáíßùí. Ï ðïëëáðëáóéáóôéêüò ôçò êáôÜëïãïò

åßíáé ï áêüëïõèïò:

1 −1 i −i j −j k −k

1 1 −1 i −i j −j k −k

−1 −1 1 −i i −j j −k k

i i −i −1 1 k −k −j j

−i −i i 1 −1 −k k j −j

j j −j −k k −1 1 i −i

−j −j j k −k 1 −1 −i i

k k −k j −j −i i −1 1

−k −k k −j j i −i 1 −1

Ç Q äåí åßíáé áâåëéáíÞ (êáé åðïìÝíùò åßíáé áäýíáôïí íá åßíáé éóüìïñöç ìå êÜ-

ðïéá áðü ôéò ïìÜäåò Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2). Åðßóçò, åðåéäÞ ôá ±1 åßíáé ôá

ìüíá óôïé·åßá ôçò ôÜîçò≤ 2, åßíáé áäýíáôïí íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçíD4, êáèüôé

çD4 Ý·åé ðÝíôå óôïé·åßá ôÜîçò 2.

(13.3) Èåþñçìá. ÊÜèå ïìÜäá ôÜîçò 8 åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá áðü ôéò áêüëïõèåò

ïìÜäåò : Z8, Z4 × Z2, Z2 × Z2 × Z2,D4, Q.

Áðüäåéîç. �óôù G ìéá ïìÜäá ðïõ Ý·åé áêñéâþò ïêôþ óôïé·åßá. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíá

óôïé·åßï ôÞò G ôÜîçò 8, ôüôå G ∼= Z8. �ôóé, áðü åäþ êáé óôï åîÞò, ìðïñïýìå íá

õðïèÝôïõìå üôé ïé ôÜîåéò üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò G åßíáé ≤ 4. ÅÜí õðÜñ·åé Ýíá

óôïé·åßï, Ýóôù x, ôÞò G ôÜîçò 4, ôüôå åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï y ∈ G�{x}. Ïé

äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò 〈x〉 êáé 〈x〉 y ìáò ðáñÝ·ïõí ôá ïêôþ óôïé·åßá ôÞò G õðü
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ôç ìïñöÞ

e, x, x2, x3, y, xy, x2y, x3y.

Ãíùñßæïõìå üôé yx /∈ 〈x〉 (ðñïöáíþò), yx 	= y (åéäÜëëùò èá åß·áìå yx = y ⇒
x = e) êáé yx 	= x2y (äéüôé ç éóüôçôá yx = x2y èá ïäçãïýóå óôçí x = y−1x2y, ç

ïðïßá, ìå ôç óåéñÜ ôçò, èá Ýäéíå x2 = y−1x2yy−1x2y = e). ¢ñá yx ∈ {
xy, x3y

}
.

ÅðéðñïóèÝôùò, ç ôÜîç ôïý y åßíáé åßôå 2 åßôå 4. Ðáñáôçñïýìå üôé y2 /∈ 〈x〉 y (äéüôé

y /∈ 〈x〉) êáé üôé y2 /∈ {x, x3} (äéüôé ç ôÜîç ôïý y åßíáé äéÜöïñç ôïý 8). ÅðïìÝíùò,

åÜí ôï y Ý·åé ôÜîç 4, ôüôå y2 = x2. ÕðÜñ·ïõí ôÝóóåñá åí óõíüëù åíäå·üìåíá:

(i) ÅÜí yx = xy êáé y2 = e, ôüôå çG åßíáé áâåëéáíÞ êáé ìÝóù ôÞò áíôéóôïß·éóçò

x �−→ (1, 0), y �−→ (0, 1)

âëÝðïõìå üôé G ∼= Z4 × Z2.

(ii) ÅÜí yx = x3y êáé y2 = e, ôüôå (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý óõíÞèïõò óõìâïëéóìïý)

ç áíôéóôïß·éóç x �−→ r, y �−→ s ðñïóäéïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò

G êáé ôÞòD4.

(iii) ÅÜí yx = xy êáé y2 = x2, ôüôå çG åßíáé áâåëéáíÞ, ôï xy−1 Ý·åé ôÜîç 2 êáé ç

áíôéóôïß·éóç x �−→ (1, 0), xy−1 �−→ (0, 1) ìáò ïäçãåß óôïí êáèïñéóìü åíüò

éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò Z4 × Z2.

(iv) ÔÝëïò, åÜí yx = x3y êáé y2 = x2, ôüôå ç áíôéóôïß·éóç x �−→ i, y �−→ j

ðñïóäéïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò Q.

ÁëëÜ ôé óõìâáßíåé üôáí êÜèå óôïé·åßï ðïõ áíÞêåé óôç äéáöïñÜ G�{e} Ý·åé

ôÜîç 2; Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç G åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. ÅðéëÝãïõìå

ôñßá óôïé·åßá x, y, z ∈ G�{e}, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé xy 	= z. Ç õðïïìÜäá

H = {e, x, y, xy} åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Z2 × Z2 êáé, åÜí K = 〈z〉 , ôüôå åýêïëá

äéáðéóôþíïõìå üôéHK = G êáéH ∩K = {e}. ÅðïìÝíùò,

G ∼= H ×K ∼= Z2 × Z2 × Z2

âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (10.4). �

ÁóêÞóåéò

13.1 Åðáëçèåýóôå ôï üôé ç ó·ÝóçR, ç ïðïßá ·ñçóéìïðïéÞèçêå êáôÜ ôçí áðüäåéîç

ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Cauchy, åßíáé üíôùò ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.
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13.2 ÅÜí ïé p1, p2, . . . , ps åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíïé ðñþôïé áñéèìïß, äåßîôå ðùò

êÜèå áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò p1p2 · · · ps ïöåßëåé íá åßíáé êõêëéêÞ.

13.3 Óôï èåþñçìá (13.2) äåßîáìå ðùò êÜèå ïìÜäá ôÜîçò 6 ïöåßëåé íá åßíáé

åßôå êõêëéêÞ åßôå äéåäñéêÞ. ÁêïëïõèÞóôå åê íÝïõ ôçí ðïñåßá ôÞò áðüäåé-

îçò Ýùò ôï óçìåßï åêåßíï óôï ïðïßï ãñÜöïõìå ôá Ýîé óôïé·åßá õðü ôç ìïñöÞ

e, x, x2, y, xy, x2y.ÕðÜñ·ïõí ôñåéò äõíáôüôçôåò ãéá ôçí áðïôßìçóç ôÞò ôÜîçò

ôïý xy. Äåßîôå üôé ç ðñþôç ïäçãåß óôçí Z6, ç äåýôåñç óôçíD3 êáé ç ôñßôç óå

áíôßöáóç.

13.4 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ïìÜäá ôÜîçò 10 åßíáé éóüìïñöç åßôå ôÞò Z10 åßôå ôÞòD5.

13.5 �óôù G ìéá ïìÜäá ôÜîçò 4n+ 2. µñçóéìïðïéÞóôå ôï èåþñçìá ôïý Cauchy,

ôï èåþñçìá ôïý Cayley êáé ôçí Üóêçóç 6.6 ðñïêåéìÝíïõ íá äåßîåôå üôé ç G

ðåñéÝ·åé ìéá õðïïìÜäá ôÜîçò 2n+ 1.

13.6 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ãíÞóéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò Q (ôùí ôåôñáíßùí) åßíáé

êõêëéêÞ.

13.7 ÄïèÝíôùí äõï ïéùíäÞðïôå ôåôñáíßùí

q = a+ bi+ cj + dk, q′ = a′ + b′i+ c′j + d′k,

ïñßóôå ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü ùò åîÞò:

q + q′ = (a+ a′) + (b+ b′) i+ (c+ c′) j + (d+ d′) k,

q · q′ = (aa′ − bb′ − cc′ − dd′) + (ab′ + ba′ + cd′ − dc′) i

+(ac′ − bd′ + ca′ + db′) j + (ad′ + bc′ − cb′ + da′) k.

Áðïäåßîôå üôé ôïH ó·çìáôßæåé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ùò Üíù ðñü-

óèåóç êáé üôé ôï H�{0} åßíáé ìéá (ìç áâåëéáíÞ) ïìÜäá ùò ðñïò ôïí ùò Üíù

ðïëëáðëáóéáóìü. Åðßóçò, äåßîôå üôé ìÝóù ôÞò áìößðëåõñçò áíôéóôïß·éóçò

a+ bi+ cj + dk ←→ (a, b, c, d)

ïñßæåôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò H êáé ôÞò R4.

13.8 Ùò óõæõãÝò åíüò ôåôñáíßïõ q = a+ bi+ cj + dk ïñßæåôáé ôï ôåôñÜíéï

q∗ = a− bi− cj − dk.

ÅðéðñïóèÝôùò, ùò ìÞêïò ôïý q ïñßæåôáé ç ðïóüôçôá

√
q · q∗ =

√
a2 + b2 + c2 + d2.
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Äåßîôå üôé ôá ôåôñÜíéá ìÞêïõò 1 óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá ôÞòH�{0}. Åöå-
îÞò èá óõìâïëßæïõìå áõôÞí ôçí (õðï)ïìÜäá ùò S3, åðåéäÞ áíôéóôïé·åß óôç

ìïíáäéáßá óöáßñá üôáí êáíåßò ôáõôßæåé ôçí H ìå ôçí R4.

13.9 Áðïäåßîôå üôé ìÝóù ôÞò áìößðëåõñçò áíôéóôïß·éóçò

a+ bi+ cj + dk ←→
[

a+ bi c+ di

−c+ di a− bi

]

ïñßæåôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ïìÜäùí S3 êáé SU2.

13.10 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôá óôïé·åßá ôÞò SU2 ôá ïðïßá áíôéóôïé·ïýí óôçí

õðïïìÜäá Q ôÞò S3. Ðñïóäéïñßóôå ìéá õðïïìÜäá ôÞò S3 ðïõ íá åßíáé éóü-

ìïñöç ôÞò C.

13.11 ÊÜèå óôïé·åßï ôïýH, ôï ïðïßï åßíáé ôÞò ìïñöÞò bi+cj+dk, êáëåßôáé êáèáñü

ôåôñÜíéï. Äåßîôå üôé ôï

q (bi+ cj + dk) q−1

åßíáé Ýíá êáèáñü ôåôñÜíéï ãéá üëá ôá q ∈ H.

13.12 ÄïèÝíôïò åíüò x = (x1, x2, x3) ∈ R3, áò óõìâïëßóïõìå ùò q(x) ôï ôåôñÜíéï

x1i+ x2j + x3k. ÅÜí x,y ∈ R3, äåßîôå üôé

q(x× y) = x · y+q (x) · q (y) .
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Óõæõãßá

Óôï êåöÜëáéï 12 Ý·ïõìå åéóáãÜãåé ôç ó·Ýóç ôÞò óõæõãßáò, üðïõ êáé áðïäåßîáìå

üôé ðñüêåéôáé ãéá ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò. ÅðáíáëáìâÜíïõìå ôïí ïñéóìü. ÄïèÝ-

íôùí äõï óôïé·åßùí x êáé y ìéáò ïìÜäáòG, ëÝìå üôé ôï x åßíáé óõæõãÝò ôïý y üôáí

gxg−1 = y ãéá êÜðïéï g ∈ G. Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ïíïìÜæïíôáé êëÜóåéò óõ-

æõãßáò. Èá îåêéíÞóïõìå ôï ðáñüí êåöÜëáéï åñãáæüìåíïé ìå áõôÝò ôéò êëÜóåéò ãéá

êÜðïéåò óõãêåêñéìÝíåò ïìÜäåò.

Ãéá Ýíá ðáãéùìÝíï óôïé·åßï g ôÞò G, ç óõíÜñôçóç

G −→ G, x �−→ gxg−1,

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ï ïðïßïò êáëåßôáé óõæõãßá äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ôïý g.

(Ç óõíÜñôçóç áõôÞ åßíáé áìöéññéðôéêÞ, äéüôé åßíáé áíôéóôñÝøéìç ìå áíôßóôñïöü

ôçò ôç óõæõãßá ôç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ôïý g−1. ÅðéðñïóèÝôùò, áõôÞ äéáôçñåß

ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôÞò G, êáèüôé

g(xy)g−1 = (gxg−1)(gyg−1)

ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá x, y ∈ G). ÅðåéäÞ Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí äéáôçñåß ôçí

ôÜîç êáèåíüò óôïé·åßïõ, âëÝðïõìå üôé ôá óôïé·åßá ôá áíÞêïíôá óôçí ßäéá êëÜóç

óõæõãßáò Ý�ïõí ôçí ßäéá ôÜîç.

(14.1) ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ç G åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé ôï x Ýíá óôïé·åßï ôÞò

G, ôüôå Ý·ïõìå

gxg−1 = x, ∀g, g ∈ G.
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Ùò åê ôïýôïõ, ôï x åßíáé óõæõãÝò ôïý åáõôïý ôïõ êáé ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞò G

åßíáé üëá ôá ìïíïóýíïëá {x}, üðïõ x ∈ G.

(14.2) ÐáñÜäåéãìá. Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ùò G ôçí ïìÜäá D6, õéïèåôþíôáò ôüí

óõìâïëéóìü ôïí åéóá·èÝíôá óôï êåöÜëáéï 4. Ôá óôïé·åßá ôÞòD6 åßíáé ôá

e, r, r2, r3, r4, r5,

s, rs, r2s, r3s, r4s, r5s,

åíþ ï «ðïëëáðëáóéáóìüò» åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíïò Üðáî êáé ãíùñßæïõìå ôçí

éó·ý ôùí éóïôÞôùí

r6 = e, s2 = e, sr = r5s.

Ãéá íá âñïýìå ôçí êëÜóç óõæõãßáò ìéáò äýíáìçò ôïý r, áò ðïýìå ôÞò äýíáìçò ra,

üðïõ 1 ≤ a ≤ 5, ðñÝðåé íá õðïëïãßóïõìå üëá ôá ãéíüìåíá grag−1 ãéá üëá ôá

g ∈ D6. ÅÜí g = e Þ ôï g åßíáé ìéá äýíáìç ôïý r, ôüôå îáíáðáßñíïõìå ôï ra. ÅÜí

g = s (êáé åíèõìïýìåíïé üôé s = s−1), Ý·ïõìå

sras = r6−as2 = r6−a.

ÔÝëïò, åÜí g = rbs, üðïõ 1 ≤ b ≤ 5, ôüôå

(
rbs

)
ra

(
rbs

)−1
= rb (sras) r6−b

= rb
(
r6−a

)
r6−b

= r6−a.

ÅðïìÝíùò, ç êëÜóç óõæõãßáò ôïý ra åßíáé ç {ra, r6−a}. Áò óçìåéùèåß üôé ãéá ôá

ëïéðÜ óôïé·åßá Ý·ïõìå

rbsr−b = rbrbs = r2b−1s

êáé

rb (rs) r−b = rb+1rbs = r2b+1s.

Åðßóçò, ç óõæõãßá ç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ôïý rbs óôÝëíåé ôï s íá áðåéêïíéóèåß

óôï r2bs êáé ôï rs óôï r2b−1s.Ùò åê ôïýôïõ, ôá óôïé·åßá s, r2s, r4s ó·çìáôßæïõí ìéá

êëÜóç óõæõãßáò. Ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôá rs, r3s êáé r5s. Åí ðåñéëÞøåé, ïé êëÜóåéò

óõæõãßáò ôÞòD6 åßíáé ïé

{e}, {r, r5}, {r2, r4}, {r3},

{s, r2s, r4s}, {rs, r3s, r5s}.
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Óôï óçìåßï áõôü óõíéóôïýìå óôïí áíáãíþóôç íá áó·ïëçèåß ìå ôéò áóêÞóåéò 14.1

êáé 14.2.

(14.3) ÐáñÜäåéãìá. ËÝìå ðùò äõï óôïé·åßá ôÞò Sn Ý·ïõí ôçí ßäéá äïìÞ êýêëùí

üôáí, áðïóõíôéèÝìåíá ùò ãéíüìåíá óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êõêëéêþí ìåôáôÜîåùí,

äéáèÝôïõí ôï ßäéï ðëÞèïò 2-êýêëùí, ôï ßäéï ðëÞèïò 3-êýêëùí ê.ï.ê. ÅÜí ïé ìåôá-

ôÜîåéò θ, ϕ ∈ Sn Ý·ïõí ôçí ßäéá äïìÞ êýêëùí, ôüôå ãñÜöïõìå ïëüêëçñç ôçí áðï-

óýíèåóç ôïý ϕ óå êýêëïõò (áðï)êÜôù áðü åêåßíçí ôïý θ êáé åí óõíå·åßá ôïðï-

èåôïýìå ôïõò êýêëïõò êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ïé óõóôáôéêïß êýêëïé íá áêïëïõ-

èïýí äéÜôáîç öèßíïíôïò ìÞêïõò. Êáé óôá äýï áõôÜ âÞìáôá óõìðåñéëáìâÜíïõìå

ôïõò èåôéêïýò áêåñáßïõò áñéèìïýò ðïõ ìÝíïõí óôáèåñïß ìÝóù ôÞò ìåôÜôáîçò ùò

êýêëïõò ìÞêïõò 1.�óôù g Ýíá óôïé·åßï ôÞò Sn, ôï ïðïßï óôÝëíåé êÜèå èåôéêü áêÝ-

ñáéï áñéèìü óõíáíôþìåíï óôçí θ íá áðåéêïíéóèåß óôïí èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü

ðïõ âñßóêåôáé -êáôáêïñýöùò- áêñéâþò áðïêÜôù ôïõ åíôüò ôÞòϕ. Ôüôå gθg−1 = ϕ,

äéüôé, ìåôáêéíþíôáò Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï áñéèìü áðü êÜôù ðñïò ôá ðÜíù, Þôïé áðü

ôçí ϕ óôçí θ, ùèþíôáò ôïí êáôÜ ìßá èÝóç åíôüò ôÞò θ, êáé êáôüðéí îáíáêáôåâÜæï-

íôÜò ôïí óôçí ϕ, ðáßñíïõìå ü,ôé èá ðáßñíáìå áí ôïí êéíïýóáìå (áðåõèåßáò) êáôÜ

ìßá èÝóç åíôüò ôÞòϕ. ÅðïìÝíùò, ìåôáôÜîåéò, ïé ïðïßåò Ý�ïõí ôçí ßäéá äïìÞ êýêëùí,

åßíáé óõæõãåßò åíôüò ôÞò Sn.

Åäþ ðáñáèÝôïõìå Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðáñÜäåéãìá. Ïé ìåôáôÜîåéò

θ = (6 7) (2 5 3 9) (1 4) , ϕ = (1 2) (3 8) (5 4 6 7)

åßíáé óôïé·åßá ôÞò S9 êáé Ý·ïõí ôçí ßäéá äïìÞ êýêëùí áðïôåëïýìåíç áðü äýï áíôé-

ìåôáèÝóåéò êáé Ýíáí êáé ìüíïí 4-êýêëï. Ç ùò Üíù ðåñéãñáöåßóá äéáäéêáóßá ìÜò

äßíåé

(2 5 3 9) (6 7) (1 4) (8)

↓ g

(5 4 6 7) (1 2) (3 8) (9)

áð� üðïõ ðñïêýðôåé üôé g = (1 3 6) (2 5 4 8 9 7) . Óõíåðþò,

gθg−1 (1) = gθ (6)

= g (7)

= 2 = ϕ (1) ê.ëð.

Ôï óôïé·åßï g äåí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï. ÃñÜöïíôáò ð.·. ôï θ ùò

(2 5 3 9) (1 4) (6 7) (8) êáé äéáôçñþíôáò ôï ßäéïϕ, ðáßñíïõìå g = (2 5 4) (3 6) (7 8 9) .

Êé áíôéóôñüöùò° óõæõãåßò ìåôáôÜîåéò Ý�ïõí ôçí ßäéá äïìÞ êýêëùí. Ãéá íá äïýìå ôï

ãéáôß óõìâáßíåé áõôü, Ýóôù

θ = θ1θ2 · · · θt
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Ýíá óôïé·åßï ôÞò Sn ãñáììÝíï ùò Ýíá ãéíüìåíï óáöþò äéáêåêñéìÝíùí êõêëéêþí

ìåôáôÜîåùí. Ãéá êÜèå g ∈ Sn Ý·ïõìå

gθg−1 = g (θ1θ2 · · · θt) g−1

=
(
gθ1g

−1
) (

gθ2g
−1

) · · · (gθtg−1
)
.

ÕðïèÝôïíôáò üôé ç êõêëéêÞ ìåôÜôáîç θi Ý·åé ìÞêïò k, áò ðïýìå θi = (a1 a2 . . . ak) ,

ðáßñíïõìå

gθig
−1(g (a1)) = gθi (a1) = g (a2)

gθig
−1(g (a2)) = gθi (a2) = g (a3)

...

gθig
−1(g (ak)) = gθi (ak) = g (a1) .

Åðßóçò, åÜím /∈ {g (a1) , g (a2) , . . . , g (ak)}, ôüôå ç θi óôáèåñïðïéåß ôï g−1(m) êáé

éó·ýåé

gθig
−1(m) = gg−1(m) = m.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, gθig
−1 = (g (a1) g (a2) . . . g (ak)), Þôïé ìéá êõêëéêÞ ìåôÜôáîç

ìÞêïõò ßóïõ ìå åêåßíï ôÞò θi. ÅðåéäÞ ðñïöáíþò ïé gθ1g
−1, gθ1g

−1,. . . , gθkg
−1

åßíáé êõêëéêÝò ìåôáôÜîåéò óáöþò äéáêåêñéìÝíåò, óõíÜãïõìå üôé ç gθg−1 Ý·åé ôçí

ßäéá äïìÞ êýêëùí ìå ôçí θ.

(14.4) ÐáñÜäåéãìá. Áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá ãíùñßæïõìå üôé ïé êëÜóåéò

óõæõãßáò ôÞò ïìÜäáò S4 åßíáé ïé

{ε},

{(1 2) , (1 3) , (1 4) , (2 3) , (2 4) , (3 4)},

{(1 2 3) , (1 3 2) , (1 4 2) , (1 2 4) , (1 3 4) , (1 4 3) , (2 4 3) , (2 3 4)},

{(1 2 3 4) , (1 4 3 2) , (1 2 4 3) , (1 3 4 2) , (1 3 2 4) , (1 4 2 3)},

{(1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) , (1 4) (2 3)}.

Ðïéåò åßíáé, áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞò A4; Åäþ ïöåßëïõìå íá

åßìáóôå áñêåôÜ ðñïóåêôéêïß. ÅÜí ïé θ, ϕ ∈ A4 Ý·ïõí ôçí ßäéá äïìÞ êýêëùí, ôüôå

âåâáßùò èá õðÜñ·åé Ýíá óôïé·åßï g ∈ S4, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé gθg−1 = ϕ, áëëÜ

åíäÝ·åôáé íá ìçí åßíáé äõíáôüí íá âñïýìå ìéá Üñôéá ìåôÜôáîç g ìå áõôÞí ôçí
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éäéüôçôá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜí g (1 2 3) g−1 = (1 3 2) , ôüôå (g (1) g (2) g (3)) =

(1 3 2) , ïðüôå ç g ðñÝðåé íá åßíáé ìßá áðü ôéò áíôéìåôáèÝóåéò (2 3) , (1 3) Þ (1 2) .

¢ñá ç g äåí ìðïñåß íá áíÞêåé óôçí A4. Åí óðïõäÞ äéáðéóôþíïõìå üôé ïé êëÜóåéò

óõæõãßáò ôÞò åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò A4 åßíáé ïé

{ε},

{(1 2 3) , (1 4 2) , (1 3 4) , (2 4 3)},

{(1 3 2) , (1 2 4) , (1 4 3) , (2 3 4)},

{(1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) , (1 4) (2 3)}.

ÁõôÝò ïé êëÜóåéò äéáèÝôïõí ìéá áðëÞ ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá. ÐñÜãìáôé° áò ôáõôß-

óïõìå ôçí A4 ìå ôçí ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí åíüò êáíïíéêïý ôåôñáÝ-

äñïõ. ÄïèÝíôïò åíüò Üîïíá óõììåôñßáò äéåñ·ïìÝíïõ äéÜ ìéáò ôùí êïñõöþí ôïõ,

ìðïñïýìå íá åêôåëÝóïõìå óôñïöÞ êáôÜ 2π
3 êáé ìÜëéóôá êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå,

éäùìÝíç áðü ôç èåùñçèåßóá êïñõöÞ, ç áíôéêåéìÝíç Ýäñá íá óôñÝöåôáé ìå öïñÜ

óýìöùíç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (äåîéüóôñïöç öïñÜ). Ïé ôÝóóåñåéò

(ðåñé)óôñïöÝò áõôïý ôïý ôýðïõ åßíáé óõæõãåßò, üðùò åðßóçò åßíáé óõæõãåßò êáé ïé

Üëëåò ôÝóóåñåéò, äõíÜìåé ôùí ïðïßùí ç Ýäñá óôñÝöåôáé ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò

ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ). Ïé åí ëüãù êëÜóåéò óõæõãßáò

áíôéóôïé·ïýí óôéò äýï óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êëÜóåéò óõæõãßáò ôéò áðïôåëïýìåíåò

áðü ôÝóóåñåéò 3-êýêëïõò. Ç ôáõôïôéêÞ ðåñéóôñïöÞ ó·çìáôßæåé ìéá êëÜóç óõæõ-

ãßáò áö� åáõôÞò, åíþ ç ôåôÜñôç (êáé ôåëåõôáßá) êëÜóç óõæõãßáò áðáñôßæåôáé áðü

ôéò ôñåéò óôñïöÝò êáôÜ π ðåñß ôïõò Üîïíåò, ïé ïðïßïé êáèïñßæïíôáé áðü ôá ìåóï-

óçìåßá ôùí (áíÜ æåýãç) áíôéêåéìÝíùí áêìþí ôïý ôåôñáÝäñïõ.

(14.5) ÐáñÜäåéãìá. ÈåùñÞóôå ùò G ôçí ïìÜäá O2 êáé ïñßóôå ôïýò ðßíáêåò

Aθ =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, Bϕ =

[
cosϕ sinϕ

sinϕ − cosϕ

]
.

Èõìçèåßôå üôé ï Aθ áíáðáñéóôÜ ìéá óôñïöÞ êáôÜ θ ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí

äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ), åíþ ï Bϕ áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôï-

ðôñéóìü ùò ðñïò ìéá åõèåßá, ç ïðïßá ó·çìáôßæåé ãùíßá ϕ
2 ìå ôï èåôéêü ìÝñïò ôïý

Üîïíá ôùí x. ÅðåéäÞ ïé ïñßæïõóåò äõï óõæõãþí ðéíÜêùí åßíáé ßóåò, êÜèå êëÜóç

óõæõãßáò èá áðïôåëåßôáé åßôå åî ïëïêëÞñïõ áðü ðåñéóôñïöÝò åßôå åî ïëïêëÞñïõ

áðü êáôïðôñéóìïýò. Êáèþò Ý·ïõìå

AθBϕA
−1
θ = AθBϕA−θ = Bϕ+2θ,
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âëÝðïõìå üôé äõï ïéïéäÞðïôå ðßíáêåò ôýðïõ B... åßíáé óõæõãåßò. Åðßóçò,

AϕAθA
−1
ϕ = Aθ

êáé

BϕAθB
−1
ϕ = BϕAθBϕ = A−θ,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ïé ðßíáêåò ðåñéóôñïöþí äéáéñïýíôáé óå êëÜóåéò óõæõ-

ãßáò ôÞò ìïñöÞò {Aθ, A−θ}. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞò ïìÜäáò O2

åßíáé ïé åîÞò:

{I},
{Aθ, A−θ}, 0 < θ < π,

{Aπ},
{Bϕ | 0 ≤ ϕ < 2π}.

Óôï åðüìåíï êåöÜëáéï èá ìåëåôÞóïõìå õðïïìÜäåò ïé ïðïßåò ïéêïäïìïýíôáé

áðü ðëÞñåéò êëÜóåéò óõæõãßáò. Ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò õðïïìÜäá åßíáé ôï ëåãüìåíï

êÝíôñï ìéáò ïìÜäáò. Ôï êÝíôñï

Z(G) = {x ∈ G | xg = gx, ∀g, g ∈ G}

ìéáò ïìÜäáò G áðïôåëåßôáé áðü åêåßíá ôá óôïé·åßá ôçò, ôá ïðïßá ìåôáôßèåíôáé ìå

êÜèå óôïé·åßï ôÞò G.

(14.6) Èåþñçìá. Ôï êÝíôñï ìéáò ïìÜäáò G åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G áðïôåëïý-

ìåíç áðü üëåò åêåßíåò ôéò êëÜóåéò óõæõãßáò, ïé ïðïßåò ðåñéÝ�ïõí ìüíïí Ýíá óôïé�åßï.

Áðüäåéîç. ÅÜí x, y ∈ Z (G) êáé g ∈ G, ôüôå

gxy−1 = xgy−1 (åðåéäÞ x ∈ Z (G) )

= x(yg−1)−1

= x(g−1y)−1 (åðåéäÞ y ∈ Z (G) )

= xy−1g.

ÅðïìÝíùò ôï xy−1 áíÞêåé óôï Z (G). Êé åðåéäÞ ðñïöáíþò e ∈ Z (G) , ôï êÝíôñï

Z (G) ôÞòGáðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòG êáôÜ ôï èåþñçìá (5.4). ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ

xg = gx ⇐⇒ gxg−1 = x,

âëÝðïõìå üôé ôï x áíÞêåé óôï Z(G) áêñéâþò üôáí ç êëÜóç óõæõãßáò ôïý x åßíáé ôï

ìïíïóýíïëï {x}. �
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(14.7) ÐáñÜäåéãìá. Ôï êÝíôñï ìéáò ïéáóäÞðïôå áâåëéáíÞò ïìÜäáò éóïýôáé ìå ôçí

ßäéá ôçí ïìÜäá.

(14.8) ÐáñÜäåéãìá. ¼ôáí n ≥ 3, ôüôå ôï êÝíôñï ôÞò Sn åßíáé ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá

{ε}. Áõôü Ýðåôáé áðü ôï ðáñÜäåéãìá (14.3).

(14.9) ÐáñÜäåéãìá. ¼ðùò äéáðéóôþíïõìå áðü ôï ðáñÜäåéãìá (14.2), ôï êÝíôñï

ôÞò ïìÜäáò D6 åßíáé ôï {e, r3}. Óôçí Üóêçóç 14.10 æçôïýìå áðü ôïí áíáãíþóôç

íá ìåëåôÞóåé ëåðôïìåñþò ôï êÝíôñï ôÞòDn, êÜíïíôáò ðñïóåêôéêÞ äéÜêñéóç ìåôáîý

ôÞò ðåñßðôùóçò êáôÜ ôçí ïðïßá ï n åßíáé Üñôéïò êáé åêåßíçò êáôÜ ôçí ïðïßá ï n

åßíáé ðåñéôôüò.

(14.10) ÐáñÜäåéãìá. Ôï êÝíôñï ôÞò GLn áðïôåëåßôáé áðü üëá ôá (ìç ìçäåíéêÜ)

âáèìùôÜ ðïëëáðëÜóéá ôïý ìïíáäéáßïõ ðßíáêá (âë. Üóêçóç 14.11).

ÁóêÞóåéò

14.1 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôéò êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞòD5.

14.2 ÅîçãÞóôå ôï ðþò äïìïýíôáé ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞò Dn êÜíïíôáò ðñïóå-

êôéêÞ äéÜêñéóç ìåôáîý ôÞò ðåñßðôùóçò êáôÜ ôçí ïðïßá ï n åßíáé Üñôéïò êáé

åêåßíçò êáôÜ ôçí ïðïßá ï n åßíáé ðåñéôôüò.

14.3 �óôù ϕ : G −→ G′ Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Áðïäåßîôå ðùò ï ϕ óôÝëíåé

êÜèå êëÜóç óõæõãßáò ôÞò G íá áðåéêïíéóèåß óå ìéá êëÜóç óõæõãßáò ôÞò G′.

14.4 Õðïëïãßóôå ôï ðëÞèïò ôùí äéáöïñåôéêþí êëÜóåùí óõæõãßáò ôÞòS6 êáé êáôá-

ãñÜøôå ìéá áíôéðñïóùðåõôéêÞ ìåôÜôáîç ãéá êáèåìéÜ åî áõôþí ôùí êëÜóåùí.

Êáôüðéí, ðñïóäéïñßóôå Ýíá óôïé·åßï g ôÞò S6, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

g (1 2 3) (4 5 6) g−1 = (5 3 1) (2 6 4) .

ÔÝëïò, äåßîôå üôé ôá (1 2 3) (4 5 6) êáé (5 3 1) (2 6 4) åßíáé óõæõãÞ åíôüò ôÞòA6,

åíþ ôá (1 2 3 4 5)(67 8) êáé (4 3 7 8 6)(21 5) äåí åßíáé óõæõãÞ åíôüò ôÞò A8.

14.5 Áðïäåßîôå üôé ïé 3-êýêëïé ó·çìáôßæïõí ìßá êáé ìüíç êëÜóç óõæõãßáò åíôüò

ôÞò A5. Åðßóçò, âñåßôå äýï 5-êýêëïõò ôÞò A5, ïé ïðïßïé äåí åßíáé óõæõãåßò

åíôüò ôÞò A5.

14.6 Ðïéï åßíáé ôï ðëÞèïò ôùí óôïé·åßùí ôÞò S8 ôá ïðïßá äéáèÝôïõí ôçí ßäéá äïìÞ

êýêëùí ìå ôï (1 2)(34 5)(6 7 8);
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14.7 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôéò êëÜóåéò óõæõãßáò êáé ôï êÝíôñï ôÞò ïìÜäáòQ ôùí

ôåôñáíßùí. Ðïéï åßíáé ôï êÝíôñï ôÞò S3;

14.8 µñçóéìïðïéÞóôå ôçí Üóêçóç 6.10 ãéá íá äåßîåôå üôé ôï êÝíôñï ôÞò Sn åßíáé

ç ôåôñéììÝíç ïìÜäá {ε} üôáí n ≥ 3.

14.9 Ç ïìÜäá A3 åßíáé áâåëéáíÞ, êé åðïìÝíùò Z(A3) = A3. Áðïäåßîôå üôé

Z(An) = {ε} üôáí n > 3.

14.10 Ðñïóäéïñßóôå ôï êÝíôñï ôÞò Dn ìÝóù ôùí õðïëïãéóìþí ðïõ åêôåëÝóáôå

óôçí Üóêçóç 14.2. Ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá èá ðñÝðåé íá åßíáé ôï åîÞò:

Z(Dn) =

{ {e}, üôáí ï n åßíáé ðåñéôôüò,

{e, r n2 }, üôáí ï n åßíáé Üñôéïò.

14.11 ÈåùñÞóôå ôïõò ðßíáêåò ðïõ ìðïñïýí íá áðïêôçèïýí áðü ôïí ìïíáäéáßï

n×n ðßíáêá ýóôåñá áðü áíôéêáôÜóôáóç ìéáò ôùí äéáãùíßùí åããñáöþí ôïõ

ìå ôï−1 Þ ýóôåñá áðü åíáëëáãÞ äýï ãñáììþí ôïõ. Äåßîôå ðùò üëïé áõôïß ïé

ðßíáêåò åßíáé áíôéóôñÝøéìïé êáé ·ñçóéìïðïéÞóôå ôïõò ðñïêåéìÝíïõ íá õðï-

ëïãßóåôå ôï êÝíôñï ôÞò GLn(R).

14.12 Ðñïóäéïñßóôå ôá êÝíôñá ôùí On êáé SOn. Áðïäåßîôå üôé ôï êÝíôñï ôÞò Un

áðáñôßæåôáé áðü üëïõò ôïõò ðßíáêåò ôÞò ìïñöÞò eiθIn, üðïõ θ ∈ R êáé ï In
åßíáé ï ìïíáäéáßïò n× n ðßíáêáò.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 15

ÏìÜäåò ðçëßêùí

Ôï êåöÜëáéï áõôü åßíáé áöéåñùìÝíï óôç ìåëÝôç õðïïìÜäùí ïé ïðïßåò ïéêïäïìïý-

íôáé áðü ðëÞñåéò êëÜóåéò óõæõãßáò.

Ìéá õðïïìÜäá H ìéáò ïìÜäáò G êáëåßôáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G üôáí ç H åßíáé

ç Ýíùóç êÜðïéùí êëÜóåùí óõæõãßáò ôÞò G.

Ïé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò åßíáé óçìáíôéêÝò, äéüôé ïé áñéóôåñÝò ðëåõñéêÝò ôïõò êëÜ-

óåéò óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá êáôÜ Ýíáí öõóéêü ôñüðï. ÅÜí ôá X êáé Y åßíáé äõï

õðïóýíïëá ôÞò G, ôüôå åßíáé äõíáôüí íá ôá «ðïëëáðëáóéÜóïõìå» ó·çìáôßæïíôáò

ôï óýíïëïXY = {xy | x ∈ X, y ∈ Y }.

(15.1) Èåþñçìá. ÅÜí ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G, ôüôå ôï

óýíïëï üëùí ôùí áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞòH åíôüò ôÞòG ó�çìáôßæåé ìéá

ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý.

Áðüäåéîç. Ôï «ãéíüìåíï» äõï áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò H åíôüò ôÞò G

åßíáé êáé áõôü ìéá áñéóôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç, äéüôé

(xH) (yH) = xyH (*)

ãéá ïéáäÞðïôå óôïé·åßá x, y ∈ G. Äå·üìåíïé ðñïò óôéãìÞí áõôü ùò êÜôé ôï áëçèÝò,

ç ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá Ýðåôáé áðü ôçí ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá åíôüò ôÞò G, ç áñé-

óôåñÞ ðëåõñéêÞ êëÜóç eH = H ðáßæåé ôïí ñüëï ôïý ìïíáäéáßïõ óôïé·åßïõ, åíþ ç

x−1H åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôÞò xH ãéá êÜèå x ∈ G. ¢ñá ðñÜãìáôé ðáßñíïõìå ìéá

ïìÜäá.
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¼ìùò ãéáôß éó·ýåé ç éóüôçôá (*) êáé ðþò óõíäÝåôáé áõôÞ ìå ôçí õðüèåóÞ

ìáò, Þôïé ìå ôï üôé ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G; ÊÜèå óôïé·åßï ôïý

(xH) (yH) åßíáé ôÞò ìïñöÞò xhyh′ ãéá êÜðïéá h, h′ ∈ H. ÅðáíáãñÜöïíôÜò ôï ùò

xy(y−1hy)h′, ðáñáôçñïýìå üôé ôï y−1hy åßíáé óõæõãÝò ôïý h. ÊáôÜ ôçí õðüèåóÞ

ìáò, ç õðïïìÜäáH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòG, ïðüôå ðåñéÝ·åé ïëüêëçñç

ôçí êëÜóç óõæõãßáò ôïý h. ÅðïìÝíùò, y−1hy = h′′ ãéá êÜðïéï h′′ ∈ H, äßíïíôÜò

ìáò

xhyh′ = xy(y−1hy)h′ = xy(h′′h′).

Ôþñá ìðïñïýìå íá äïýìå üôé xhyh′ ∈ xyH. ÌÝ·ñéò åäþ Ý·ïõìå

(xH) (yH) ⊆ xyH.

Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò åßíáé åõêïëüôåñá åðáëçèåýóéìïò êáé éó·ýåé ãéá ôõ·ïý-

óåò õðïïìÜäåò H. ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò áñéóôåñÞò ðëåõñéêÞò êëÜóçò xyH åßíáé ôÞò

ìïñöÞò xyh ãéá êÜðïéï h ∈ H. ÅðáíáãñÜöïíôÜò ôï ùò (xe) (yh) , âëÝðïõìå üôé

áíÞêåé óôï (xH) (yH). �

¼ôáí ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, ôüôå ãñÜöïõìå H � G. Ç

ùò Üíù åéóá·èåßóá ïìÜäá ôùí áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò H åíôüò ôÞò G

êáëåßôáé ïìÜäá ðçëßêùí (Þ ðçëéêïïìÜäá) ôÞò G ùò ðñïò ôçí H êáé óõìâïëßæå-

ôáé ùò G/H. Õðåíèõìßæïõìå üôé ïé áñéóôåñÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôÞò H åíôüò ôÞò

G óõãêñïôïýí ìéá äéáìÝñéóç ôÞò G. ÊáèåìéÜ åî áõôþí áíáðáñéóôÜ Ýíá êáé ìüíï

óôïé�åßï ôÞòG/H. ¥(Ó.ô.Ì.): Ç õðïíïïýìåíç ó·Ýóç éóïäõíáìßáòR ⊆ G×G ïñß-

æåôáé ùò åîÞò: (x, y) ∈ R ⇐⇒ x−1y ∈ H. Ðñïöáíþò, R (x) = xH.] Ãé� áõôü åßíáé

åýëïãï, õð� áõôÞí ôçí Ýííïéá, íá ïìéëïýìå ¥-óõíåêäï·éêÜ- ãéá ðçëßêá óôïé·åßùí

ôÞòG áíÞêïíôá óôçíH Þ -åêöñáæüìåíïé áöáéñåôéêÜ-] ãéá äéáßñåóç «ôÞòG ìå ôçí

H».

(15.2) ÐáñÜäåéãìá. �óôù H ç õðïïìÜäá ôÞò D6 ç ðáñáãüìåíç áðü ôï óôïé·åßï

r3. Ôüôå çH åßíáé ïñèüèåôç êáé óõíôßèåôáé áðü ôéò êëÜóåéò óõæõãßáò {e} êáé {r3}.
ÕðÜñ·ïõí åí óõíüëù Ýîé äéáöïñåôéêÝò áñéóôåñÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò, Þôïé ïé

eH = {e, r3}, rH = {r, r4}, r2H = {r2, r5},

sH = {s, sr3} = {s, r3s}, rsH = {rs, r4s}, r2sH = {r2s, r5s}.

ÁõôÝò áðïôåëïýí ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùíD6/H.Ïïñéóìüò ìáò ðåñß ðïë-
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ëáðëáóéáóìïý ìÜò äßíåé

(rH) (sH) = {xy | x ∈ rH, y ∈ sH}
= {rs, rr3s, r4s, r4r3s}
= {rs, r4s}

= rsH,

üðùò áêñéâþò åß·å Þäç ðñïâëÝøåé ç (*). ÃñÜöïíôáò ôéò ðëåõñéêÝò ìáò êëÜóåéò ùò

eH, rH, (rH)2 , sH, (rH)(sH), (rH)2 (sH)

êáé åëÝã·ïíôáò, åðéðñïóèÝôùò, ôçí éó·ý ôùí éóïôÞôùí

(rH)3 = r3H = eH,

(sH)
2
= s2H = eH,

(sH)(rH) = srH = r2sH = (rH)
2
(sH) ,

óõìðåñáßíïõìå üôé ç ïìÜäá ðçëßêùíD6/H åßíáé éóüìïñöç ôÞòD3.

(15.3) ÐáñÜäåéãìá. Ïé êëÜóåéò óõæõãßáò

{ε}, {(1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) , (1 4) (2 3)}

óõãêñïôïýí ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá J ôÞò A4. ÅðåéäÞ õðÜñ·ïõí ôñåéò áñéóôåñÝò

ðëåõñéêÝò êëÜóåéò, Þôïé ïé εJ, (1 2 3)J êáé (1 3 2)J, Ý·ïõìå A4/J ∼= Z3.

(15.4) ÐáñÜäåéãìá. ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò áâåëéáíÞò ïìÜäáò åßíáé ïñèüèåôç,

åðåéäÞ, åí ðñïêåéìÝíù, ïé êëÜóåéò óõæõãßáò åßíáé áêñéâþò ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜ-

äáò. �óôù n Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò êáé Ýóôù nZ ç õðïïìÜäá ôÞò Z ç

áðïôåëïýìåíç áðü üëá ôá áêÝñáéá ðïëëáðëÜóéá ôïý n.ÕðÜñ·ïõí n äéáöïñåôéêÝò

ðëåõñéêÝò êëÜóåéò, Þôïé ïé

0 + nZ, 1 + nZ, . . . , (n− 1) + nZ,

ïé ïðïßåò, óõíäåüìåíåò ìå ôçí ðñÜîç

(x+ nZ)+(y + nZ) = (x+ y) + nZ,

óõãêñïôïýí ôçí ïìÜäá ðçëßêùí Z/nZ. Ôï óôïé·åßï 1+nZ ðáñÜãåé ïëüêëçñç ôçí

Z/nZ. ÅðïìÝíùò, Z/nZ ∼= Zn.
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(15.5) Óçìåßùóç. ÅÜí åðéèõìïýìå íá âåâáéùèïýìå ãéá ôï üôé ìéá õðïïìÜäá H

ìéáò ïìÜäáò G åßíáé ïñèüèåôç, ·ùñßò üìùò íá ìåëåôÞóïõìå ëåðôïìåñþò üëåò ôéò

êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞòG, ôüôå ìðïñïýìå íá áñêåóèïýìå óôïí Ýëåã·ï ôÞò éó·ýïò ôÞò

óõíèÞêçò

ghg−1 ∈ H, ãéá üëá ôá h ∈ H, g ∈ G.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç SOn åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòOn, äéüôé êÜèå ðßíáêáò,

ï ïðïßïò åßíáé óõæõãÞò åíüò ðßíáêá ìå ïñßæïõóá ßóç ìå ôï 1, Ý·åé êé áõôüò ïñß-

æïõóá ßóç ìå ôï 1. ÏñéóìÝíåò ìÜëéóôá öïñÝò, ïé õðïëïãéóìïß ìáò åßíáé äõíáôüí

íá êáôáóôïýí áêüìç ðéï áðïäïôéêïß ·ñçóéìïðïéþíôáò ôï áêüëïõèï:

(15.6) Èåþñçìá. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G êáé Ýóôù X Ýíá óýíïëï

ãåííçôüñùí ôÞò G. ÅÜí xhx−1 ∈ H ãéá üëá ôá h ∈ H êáé üëá ôá x ∈ X, ôüôå ç H

åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

Áðüäåéîç. ÅÜí h ∈ H, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé êáé êÜèå óõæõãÝò ôïõ óôïé·åßï

ghg−1 áíÞêåé óôçí H. Ðñïò ôïýôï åêöñÜæïõìå ôï g ùò Ýíá ãéíüìåíï x1x2 · · · xt,

üðïõ êÜèå xi (1 ≤ i ≤ t) áíÞêåé óôïX. Ôüôå

ghg−1 = (x1x2 · · · xt)h (x1x2 · · · xt)
−1

= x1x2 · · · xthx
−1
t · · · x−1

2 x−1
1 ,

ïðüôå ç óõæõãßá ç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ôïý g éóïäõíáìåß ìå åðáíáëáìâáíüìåíç

óõæõãßá, äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù óôïé·åßùí ôïý X. Óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò,

êÜèå öïñÜ ðïõ åöáñìüæïõìå óõæõãßá äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù åíüò óôïé·åßïõ ôïý

X ðáßñíïõìå Ýíá óôïé·åßï ôÞòH. ¢ñá ôï ghg−1 áíÞêåé ðñÜãìáôé óôçíH. �

(15.7) ÐáñÜäåéãìá. Ç õðïïìÜäáH ôÞòDn ç ðáñáãüìåíç áðü ôï r2 åßíáé ìéá ïñ-

èüèåôç õðïïìÜäá. ÈÝôïíôáòX = {r, s} äéáðéóôþíïõìå åýêïëá üôé ç óõæõãßá ìéáò

äýíáìçò ôïý r2 ç äçìéïõñãïýìåíç åßôå ìÝóù ôïý r åßôå ìÝóù ôïý s ìÜò îáíáäßíåé

ìéá äýíáìç ôïý r2. ÅÜí ï n åßíáé ðåñéôôüò, ôüôå H =
〈
r2
〉
= 〈r〉 , ïðüôå ç ïìÜäá

ðçëßêùí Dn/H, ùò Ý·ïõóá ìüíïí ôá äýï óôïé·åßá H êáé sH, åßíáé éóüìïñöç ìå

ôçí Z2. ÅÜí ï n åßíáé Üñôéïò, ôüôå õðÜñ·ïõí ôÝóóåñåéò óáöþò äéáêåêñéìÝíåò áñé-

óôåñÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò, Þôïé ïé H, rH, sH êáé rsH. ÓçìåéùôÝïí üôé éó·ýåé

(rH)2 = r2H = H, (äéüôé r2 ∈ H)

(sH)2 = s2H = H, (rsH)2 = (rs)2H = H.

ÅðïìÝíùò Ý·ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò ìéá ïìÜäá ôÜîçò 4, óôçí ïðïßá ôï ôåôñÜãùíï

êÜèå óôïé·åßïõ éóïýôáé ìå ôï ìïíáäéáßï. Áõôü óçìáßíåé üôé Dn/H ∼= Z2 × Z2.
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ÅðéëÝîáìå, ìÝ·ñé ôïýäå, íá åñãáæüìáóôå ìå áñéóôåñÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò.

Ùóôüóï, ôï áêüëïõèï èåþñçìá ìÜò äåß·íåé üôé ìéá õðïïìÜäá H ìéáò ïìÜäáò G

åßíáé ïñèüèåôç áêñéâþò üôáí ïé áñéóôåñÝò êáé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò óõìðß-

ðôïõí.

(15.8) Èåþñçìá. Ìéá õðïïìÜäá H ìéáò ïìÜäáò G åßíáé ïñèüèåôç åÜí êáé ìüíïí

åÜí xH = Hx ãéá üëá ôá x ∈ G.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå, êáô� áñ·Üò, üôé ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò

G. ÄïèÝíôïò åíüò óôïé·åßïõ g ∈ G êáé åíüò óôïé·åßïõ h ∈ H, ãíùñßæïõìå üôé ôá

óõæõãÞ óôïé·åßá xhx−1 êáé x−1hx ïöåßëïõí íá áíÞêïõí óôçíH. ÅðïìÝíùò,

xh =
(
xhx−1

)
x ∈ Hx =⇒ xH ⊆ Hx.

Ðáñïìïßùò,

hx = x
(
x−1hx

) ∈ xH =⇒ Hx ⊆ xH.

Áò õðïèÝóïõìå ôþñá, áíôéóôñüöùò, üôé éó·ýåé ç éóüôçôá xH = Hx ãéá üëá ôá

x ∈ G. ÅÜí h ∈ H êáé x ∈ G, ôüôå ôï óõæõãÝò óôïé·åßï xhx−1 ôïý h áíÞêåé óôçí

(xH)x−1 = (Hx)x−1 = H,

êé åðïìÝíùò çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G (âÜóåé ôÞò (15.5)). �

Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá (15.8), Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá åêëáìâÜíïõìå ôá

óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùíG/H åîßóïõ Üíåôá êáé ùò äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

ðïëëáðëáóéÜæïíôÜò ôåò ùò åîÞò: (Hx)(Hy) = Hxy.Ùò äåßêôç1 ìéáò õðïïìÜäáòH

ìéáò ïìÜäáòG ïñßæïõìå ôïí ðëçèéêü áñéèìü ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí áñéóôåñþí

(Þ, éóïäõíÜìùò, äåîéþí2) ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞòH åíôüò ôÞò G.

(15.9) Èåþñçìá. ¸óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G. ÅÜí ï äåßêôçò ôÞò H

åíôüò ôÞò G éóïýôáé ìå 2, ôüôå çH åßíáé ïñèüèåôç êáé G/H ∼= Z2.

Áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå üôé xH = Hx ãéá êÜèå x ∈ G. Áõôü åßíáé ðñïöáíÝò üôáí

ôï x áíÞêåé óôçíH.¼ôáí ôï x áíÞêåé óôç äéáöïñÜG�H, ïé áñéóôåñÝò ðëåõñéêÝò

êëÜóåéòH,xH ó·çìáôßæïõí ìéá äéáìÝñéóç ôÞòG. ¼ìùò êáé ïéH êáéHx äéáìåñß-

æïõí ôçí G, ïðüôå ïé Hx êáé xH ïöåßëïõí íá óõìðßðôïõí, üðùò äçëáäÞ åîáñ·Þò

áðáéôÞèçêå. Êáèþò ëïéðüí õðÜñ·ïõí ìüíïí äýï óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ðëåõñéêÝò

êëÜóåéò, ç ïìÜäá ðçëßêùí G/H (ôÞò G ùò ðñïò ôçí H) Ý·åé ôÜîç 2 êáé åðïìÝíùò

G/H ∼= Z2. �

1(Ó.ô.Ì): Óå ðïëëÜ âéâëßá ôÞò Èåùñßáò ÏìÜäùí ï äåßêôçò ìéáò õðïïìÜäáò H ìéáò ïìÜäáò G óõìâïëßæåôáé ùò
|G : H| Þ ùò [G : H] Þ ùò (G : H) .
2(Ó.ô.Ì): Ðñïóï·Þ! Ï äåßêôçò ïñßæåôáé áêüìç êáé ãéá ìç ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò H ìéáò ïìÜäáò G, äéüôé íáé ìåí
ìðïñåß ïé áñéóôåñÝò êáé ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ôïõò íá ìç óõìðßðôïõí, áëëÜ åíôïýôïéò ïé ðëçèéêïß ôïõò áñéèìïß
åßíáé ßóïé, äéüôé ç óõíÜñôçóç xH �−→ Hx−1 åßíáé óå êÜèå ðåñßðôùóç áìöéññéðôéêÞ.
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(15.10) ÐáñÜäåéãìá. Ç An áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò Sn.

(15.11) ÐáñÜäåéãìá. ÇõðïïìÜäá ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôï r åßíáé ìéá ïñèüèåôç

õðïïìÜäá ôÞòDn.

(15.12) ÐáñÜäåéãìá. Ôï èåþñçìá (15.9) ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí äåýôåñï ôñüðï áðüäåé-

îçò ôïý üôé ç SOn áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò On. ÐñÜãìáôé° ï äåßêôçò

ôÞò SOn åíôüò ôÞò On éóïýôáé ìå 2, åðåéäÞ ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò ISOn êáé USOn

êáëýðôïõí ïëüêëçñç ôçí On, üðïõ ìå I óõìâïëßæïõìå ôïí ìïíáäéáßï ðßíáêá êáé

ìå U ôïí ðßíáêá ðïõ áðïêôïýìå áðü ôïí I ýóôåñá áðü ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïý

ôåëåõôáßïõ 1 ôÞò äéáãùíßïõ ôïõ ìå ôï −1.

(15.13) Èåþñçìá. ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò, êÜèå ïìÜäá ôÜîçò

2p åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ.

Áðüäåéîç. ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Cauchy, åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï

x ôÜîçò p êáé Ýíá óôïé·åßï y ôÜîçò 2. Ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò 〈x〉 êáé 〈x〉 y ìáò
·ïñçãïýí ôá 2p óôïé·åßá

e, x, x2, . . . , xp−1, y, xy, x2y, . . . , xp−1y,

ôá ïðïßá ðñïöáíþò êáëýðôïõí üëá ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò ìáò. ÅîÜëëïõ, ç 〈x〉
åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá, äéüôé ï äåßêôçò ôçò éóïýôáé ìå 2. ÊáôÜ ôï èåþñçìá

ôïý Lagrange, ç ôÜîç ôïý xy åßíáé ßóç ìå 2p, p Þ 2. ÅÜí ôï xy Ý·åé ôÜîç 2p, ôüôå ç

ïìÜäá ìáò åßíáé êõêëéêÞ. ÅÜí ôï xy Ý·åé ôÜîç 2, ôüôå

xyxy = e =⇒ yx = x−1y−1 = x−1y,

ïðüôå ç ïìÜäá ìáò èá åßíáé éóüìïñöç ìå ôç äéåäñéêÞ ïìÜäá Dp. Éó·õñéæüìáóôå

üôé ôï xy áäõíáôåß íá Ý·åé ôÜîç ßóç ìå p.ÐñÜãìáôé° õðïèÝôïíôáò üôé (xy)p = e, èá

åß·áìå

〈x〉 = 〈x〉 (xy)p = (〈x〉xy)p = (〈x〉 y)p = 〈x〉 yp = 〈x〉 y,
ðñÜãìá ôï ïðïßï èá ïäçãïýóå óôçí áíôßöáóç y ∈ 〈x〉 . �

Ôþñá èá áëëÜîïõìå ðïñåßá êáé èá ðåñéãñÜøïõìå ìéá äéáäéêáóßá ðïõ ìáò åðé-

ôñÝðåé íá «áâåëéáíïðïéïýìå» ìéá ôõ·ïýóá ïìÜäá. �íá óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáò G

ôï ïðïßï Ý·åé ôç ìïñöÞ xyx−1y−1 (ãéá êÜðïéá x, y ∈ G) êáëåßôáé ìåôáèÝôçò, åíþ ç

ïìÜäá ç ðáñáãüìåíç áðü üëïõò ôïõò ìåôáèÝôåò ôÞò G êáëåßôáé ìåôáèÝôñéá õðïï-

ìÜäá [G,G] ôÞòG.ÅðåéäÞ ôáx êáé y áëëçëïìåôáôßèåíôáé áêñéâþò üôáí ï ìåôáèÝôçò

xyx−1y−1 éóïýôáé ìå ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞòG, ôï «ìÝãåèïò» ôÞò [G,G] ìðïñåß

íá åêëçöèåß ùò Ýíá ìÝôñï Ýíäåéîçò ôïý ðüóïí áðÝ�åé ç G áðü ôï íá åßíáé áâåëéáíÞ.

(¼ôáí ç G åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå ç [G,G] åßíáé ôåôñéììÝíç.)
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(15.14) ÐáñÜäåéãìá. ÊÜèå ìåôáèÝôçò åíôüò ôÞò Sn åßíáé ðñïöáíþò ìéá Üñôéá ìå-

ôÜôáîç, êé åðïìÝíùò [Sn, Sn] ⊆ An. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êÜèå 3-êýêëïò áðïôåëåß

Ýíáí ìåôáèÝôç, äéüôé

(a b c) = (a b)(a c)(a b)(a c),

êáé, åðéðñïóèÝôùò, ïé 3-êýêëïé ðáñÜãïõí ôçíAn üôáí n ≥ 3.Åî áõôïý óõíÜãïõìå

üôé

[Sn, Sn] = An.

(15.15) Èåþñçìá. ÇìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá [G,G] ìéáò ïìÜäáòG åßíáé ïñèüèåôç, ç

ïìÜäá ðçëßêùíG/[G,G] åßíáé áâåëéáíÞ êáé, åÜí çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá

ôÞò G, ãéá ôçí ïðïßá ç G/H åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå ç [G,G] ðåñéÝ�åôáé óôçíH.

Áðüäåéîç. ÊÜèå óôïé·åßï, ôï ïðïßï åßíáé óõæõãÝò åíüò ìåôáèÝôç, åßíáé êáé áõôü

Ýíáò ìåôáèÝôçò, êáèüôé

g
(
xyx−1y−1

)
g−1 =

(
gxg−1

) (
gyg−1

) (
gxg−1

)−1 (
gyg−1

)−1
.

�íá ôõ·üí óôïé·åßï ôÞò [G,G] åíäÝ·åôáé íá ìçí åßíáé ìåôáèÝôçò° ùóôüóï, ãñÜöå-

ôáé ùò Ýíá ãéíüìåíï ìåôáèåôþí, áò ðïýìå õðü ôç ìïñöÞ c1c2 · · · ck.Èåùñþíôáò ôÞ

óõæõãßá ôç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù åíüò óôïé·åßïõ g ∈ G, ðáßñíïõìå

g (c1c2 · · · ck) g−1 =
(
gc1g

−1
) (

gc2g
−1

) · · · (gckg−1
)−1

,

ïðüôå g (c1c2 · · · ck) g−1 ∈ [G,G]. ¢ñá ç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá [G,G] ôÞò G åßíáé

üíôùò ïñèüèåôç.

ÅÜí ôá x êáé y åßíáé óôïé·åßá ôÞò G, ôüôå xyx−1y−1 ∈ [G,G]. ÅðïìÝíùò,

[G,G]xyx−1y−1 = [G,G] =⇒ [G,G]xy = [G,G]yx,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ç G/[G,G] åßíáé áâåëéáíÞ.

ÔÝëïò, åÜí ç G/H åßíáé áâåëéáíÞ êáé ôá x êáé y óôïé·åßá ôÞò G, ôüôå

Hxy = Hyx =⇒ Hxyx−1y−1 = H =⇒ xyx−1y−1 ∈ H,

ïðüôå ç [G,G] ðåñéÝ·åôáé óôçíH. �

Ç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá åßíáé ç åëÜ�éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, ãéá ôçí

ïðïßá ç áíôßóôïé·ç ïìÜäá ðçëßêùí åßíáé áâåëéáíÞ. Ç áâåëéáíÞ ïìÜäá G/[G,G]

óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò Gab, åíþ ç ìåôÜâáóç áðü ôçí G óôçí Gab êáëåßôáé áâå-

ëéáíïðïßçóç ôÞò G.
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(15.16) ÐáñÜäåéãìá. Ç
〈
r2
〉
, êáôÜ ôïí óõíÞèç ìáò óõìâïëéóìü, åßíáé ìéá ïñèü-

èåôç õðïïìÜäá ôÞò Dn. ÅÜí ï n åßíáé ðåñéôôüò, ôüôå ç
〈
r2
〉
= 〈r〉 Ý·åé äåßêôç 2

åíôüò ôÞò Dn, åíþ áíôéèÝôùò, åÜí ï n åßíáé Üñôéïò, ï äåßêôçò ôÞò
〈
r2
〉
åíôüò ôÞò

Dn éóïýôáé ìå 4. Êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ç ïìÜäá ðçëßêùí Dn/
〈
r2
〉
ïöåßëåé íá

åßíáé êõêëéêÞ. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá ôÞò Dn ðåñéÝ·åôáé óôçí〈
r2
〉
. ÅîÜëëïõ,

rsr−1s−1 = rrss = r2,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï r2 åßíáé Ýíáò ìåôáèÝôçò. ¢ñá [Dn,Dn] =
〈
r2
〉
. �ôóé,

ðáßñíïõìå ôïõò éóïìïñöéóìïýò

Dab
n = Dn/[Dn,Dn] ∼=

{
Z2, üôáí ï n åßíáé ðåñéôôüò,

Z2 × Z2, üôáí ï n åßíáé Üñôéïò.

(15.17) ÐáñÜäåéãìá. Ç õðïïìÜäá {±1} ôÞò ïìÜäáò Q ôùí ôåôñáíßùí åßíáé ïñ-

èüèåôç êáé ç ïìÜäá ðçëßêùí Q/{±1} åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z2. ÅðïìÝíùò, ç

ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá ôÞò Q ðåñéÝ·åôáé óôçí {±1} êáé ìÜëéóôá ïöåßëåé íá ôáõôß-

æåôáé ìå ôçí {±1}, êáèüôé ç Q äåí åßíáé áâåëéáíÞ.

ÁóêÞóåéò

15.1 ÅÜí ïé H êáé J åßíáé äõï õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G, áðïäåßîôå üôé ôï HJ

åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G åÜí êáé ìüíïí åÜíHJ = JH.

15.2 Ðñïóäéïñßóôå üëåò ôéò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò D4 êáé ôÞò D5. Êáôüðéí

ãåíéêåýóôå ôïýò õðïëïãéóìïýò óáò áó·ïëïýìåíïé ìå ôçí Dn ãéá ôõ·üíôá

(õðï)äåßêôç n.

15.3 Äåßîôå üôé êÜèå õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò Q ôùí ôåôñáíßùí åßíáé ìéá ïñèüèåôç

õðïïìÜäá ôÞò Q.

15.4 Åßíáé ç On ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò GLn(R);

15.5 �óôù H ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G êáé Ýóôù J ìéá ïñèüèåôç

õðïïìÜäá ôÞòH.ÖõóéêÜ, ç J áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòG.ÐáñáèÝóôå Ýíá

ðáñÜäåéãìá ðñïêåéìÝíïõ íá äåßîåôå ðùò ç J äåí åßíáé êáô� áíÜãêçí ïñèü-

èåôç åíôüò ôÞò G.

15.6 ÅÜí ïé H êáé J åßíáé äõï ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò êáé åÜí éó·ýåé

H ∩ J = {e}, äåßîôå üôé xy = yx ãéá üëá ôá x ∈ H êáé y ∈ J.



15. ïìáäåò ðçëéêùí 119

15.7 �óôùK ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôïý åõèÝïò ãéíïìÝíïõ G×H äõï ïìÜäùí

G êáé H, ôÝôïéá þóôå ïé ôïìÝò K ∩ (G × {e}) êáé K ∩ ({e} × H) íá åßíáé

ìïíïóýíïëá áðïôåëïýìåíá áðü ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò G × H. Äåßîôå

üôé çK åßíáé áâåëéáíÞ.

15.8 Âñåßôå ôç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá ôÞò A4. ÅÜí n ≥ 5, äåßîôå üôé ç ìåôáèÝôñéá

õðïïìÜäá ôÞò An åßíáé ïëüêëçñç ç An.

15.9 �óôù ϕ : G −→ G′ Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Áðïäåßîôå ðùò ï ϕ óôÝëíåé

ôç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá ôÞò G íá áðåéêïíéóèåß óôç ìåôáèÝôñéá õðïïìÜäá

ôÞò G′.

15.10 Âåëôéþóôå ôï èåþñçìá (15.6) ùò åîÞò: Ýóôù üôé ç H åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ìéáò ïìÜäáò G, ôï X Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞò G êáé ôï Y Ýíá óýíïëï

ãåííçôüñùí ôÞòH. Äåßîôå üôé çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòG üôáí

xyx−1 ∈ H ãéá üëá ôá x ∈ X êáé y ∈ Y.

15.11 �óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ðåðåñáóìÝíçò ïìÜäáò G, ï äåßêôçò ôÞò ïðïßáò

åßíáé ðåðåñáóìÝíïò. Áðïäåßîôå üôé ç G äéáèÝôåé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá

ðåðåñáóìÝíïõ äåßêôç, ç ïðïßá ðåñéÝ·åôáé óôçíH.

15.12 Ìéá ïìÜäá ïíïìÜæåôáé áðëÞ ïìÜäá üôáí ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôçò
åßíáé ç ôåôñéììÝíç êáé ï åáõôüò ôçò. Âñåßôå ìéá ãíÞóéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá
ôÞò A4. Åí óõíå·åßá, èåùñÞóôå ôÞí åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A5 êáé ìåëåôÞóôå
ëåðôïìåñþò ôïõò ìåôáèÝôåò

(1 2 3 4 5)−1 (3 4 5)−1 (1 2 3 4 5) (3 4 5) , (1 2) (3 4) (3 4 5)−1 (1 2) (3 4) (3 4 5) .

Äåßîôå ðùò êÜèå ìç ôåôñéììÝíç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò A5 ïöåßëåé íá ðå-

ñéÝ·åé Ýíáí ôïõëÜ·éóôïí 3-êýêëï. Êáôüðéí, ·ñçóéìïðïéÞóôå ôï ðñþôï ìÝñïò

ôÞò Üóêçóçò 14.5 ðñïêåéìÝíïõ íá óõìðåñÜíåôå üôé ìéá ôÝôïéïõ åßäïõò õðïï-

ìÜäá ôÞò A5 õðï·ñåùôéêÜ éóïýôáé ìå ïëüêëçñç ôçí A5. Óõíåðþò, ç A5 åßíáé

ìéá áðëÞ ïìÜäá. (Äåí åßíáé ìÜëéóôá ðïëý äõóêïëüôåñç êáé ç ãåíéêüôåñç

äéáðßóôùóç ôïý üôé üëåò ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåòAn, n ≥ 5, åßíáé áðëÝò3.)

¥(Ó.ô.Ì.): Ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá õðïïìÜäùí H0,H1, . . . , Hn ìéáò ïìÜäáò

G, ç ïðïßá åßíáé ôÞò ìïñöÞò

{e} = Hn �Hn−1 � · · ·�H1 �H0 = G,

ïíïìÜæåôáé óõíèåôéêÞ óåéñÜ ôÞò G üôáí ç Hi åßíáé ç ìåãßóôç ïñèüèåôç õðïï-

ìÜäá ôÞò Hi−1 ãéá êÜèå i ∈ {1, 2, . . . , n} (Þ, éóïäõíÜìùò, üôáí ç ïìÜäá ðçëßêùí

3(Ó.ô.Ì): Ãéá ìéá óôïé·åéþäç áðüäåéîç âë. óôï âéâëßï ¥6] ôïý J.J. Rotman (óôçí åíüôçôá ìå ôïí ôßôëï: The simplicity

of An, êåö. 3).
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Hi−1/Hi, ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé êáé óõíèåôéêüò ðáñÜãïíôáò, åßíáé áðëÞ ãéá êÜèå

i ∈ {1, 2, . . . , n}). ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí ìßá óõíèåôéêÞ

óåéñÜ. ÅîÜëëïõ, óýìöùíá ìå ôï ëåãüìåíï èåþñçìá ôùí Jordan êáé H�lder, äýï

ïéåóäÞðïôå óõíèåôéêÝò óåéñÝò ìéáò ïìÜäáò G Ý·ïõí ôï ßäéï ìÞêïò êáé äéáèÝôïõí

áíÜ äýï éóïìüñöïõò óõíèåôéêïýò ðáñÜãïíôåò (åí áíÜãêç ýóôåñá áðü ìéá áíáäéÜ-

ôáîç ôùí üñùí ôùí óåéñþí). Ùò åê ôïýôïõ, ç óõíèåôéêÞ óåéñÜ ìðïñåß íá èåùñçèåß

ùò Ýíá åßäïò áíÜëõóçò ôÞò G óå áðëÝò ïìÜäåò ðçëßêùí. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õð� áõ-

ôÞí ôçí Ýííïéá, ïé áðëÝò ïìÜäåò áðïôåëïýí ôïõò äïìéêïýò ëßèïõò ôùí ðåðåñáóìÝ-

íùí ïìÜäùí. Ç ôáîéíüìçóç ôùí áðëþí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí õðÞñîå Ýíá áðü

ôá äõóêïëüôåñá ðñïâëÞìáôá ôùí Óýã·ñïíùíÌáèçìáôéêþí. Ãéá ôçí ïëïêëÞñùóÞ

ôçò (êáôÜ ôéò áñ·Ýò ôÞò äåêáåôßáò ôïý 1980) áðáéôÞèçêáíóêëçñÝò (êáé, åí ðïëëïßò,

óõíôïíéóìÝíåò) ðñïóðÜèåéåò åêáôïíôÜäùí ìáèçìáôéêþí åðß ðåñßðïõ ìßá ôåóóá-

ñáêïíôáåôßá. Óôçí ôåëéêÞ «áðüäåéîç» õðåéóÝñ·åôáé Ýíá ìåãÜëï ôìÞìá ôùí áðïôå-

ëåóìÜôùí, ôá ïðïßá óõíáíôïýìå óå ðåñéóóüôåñá áðü 500 Üñèñá äçìïóéåõèÝíôá

óå ìáèçìáôéêÜ ðåñéïäéêÜ, êáé ôá ïðïßá êáëýðôïõí ôï åýñïò 10-15 ·éëéÜäùí ôõðù-

ìÝíùí óåëßäùí. Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôá

óõããñÜììáôá ôùí D. Gorenstein4 êáé M. Ashbacher5, êáèþò êáé óôïí «Áôëáíôá

ôùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí» (âë. J.H. Conway6 et.al.). Ï ðëÞñçò êáôÜëïãïò ôùí

ðåðåñáóìÝíùí áðëþí ïìÜäùí õðïäéáéñåßôáé, óå áäñÝò ãñáììÝò, óå ôÝóóåñåéò êëÜ-

óåéò ïìÜäùí. ÁõôÝò ïé êëÜóåéò åßíáé ïé åîÞò:

(i) Ïé áâåëéáíÝò áðëÝò ïìÜäåò, Þôïé ïé êõêëéêÝò ïìÜäåò ìå ôÜîç ôïõò Ýíáí ðñþôï

áñéèìü.

(ii) Ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåò An, n ≥ 5.

(iii) ÄéÜöïñåò ïéêïãÝíåéåò ïìÜäùí ôýðïõ Lie 7.

(iv) Ïé óðïñáäéêÝò ïìÜäåò 8 (Þôïé 26 åéäéêÝò áðëÝò ïìÜäåò, ïé ïðïßåò äåí åíôÜóóï-

íôáé óôéò (i)-(iii)).]

15.13 ÅÜí ç H åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G, áðïäåßîôå

üôé êáé êÜèå õðïïìÜäá ôÞòH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

15.14 Äåßîôå üôé êÜèå óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùí Q/Z Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç

êáé üôé, áíôéèÝôùò, üëá ôá óôïé·åßá ôÞòR/Q -ðëçí ôïý ïõäåôÝñïõ- åßíáé Üðåé-

ñçò ôÜîçò.

4D. Gorenstein: Finite Simple Groups: An Introduction to their Classification, Plenum Press, (1982), êáé The

Classification of Finite Simple Groups I, Plenum Press, (1983).

5M. Ashbacher: Finite Group Theory, Cambridge Studies in Adv. Math., Vol. 10, Cambridge University Press, (1994).
¥Âë. êåö. 16.]

6J.H. Conway, R. T. Curtis, S.P. Norton, R.A. Parker and R.A. Wilson: Atlas of finite groups, Clarendon Press,
Oxford, (1985).

7Âë. R.W. Carter: Finite Groups of Lie Type, Wiley, (1985).

8Âë. M. Ashbacher: Sporadic Groups, Cambridge Tracts in Math., Vol. 104, Cambridge University Press, (1994).
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15.15 ÅÜí ìéá ïìÜäá G ðåñéÝ·åé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç

ôÞòZ2, êáé åÜí ç áíôßóôïé·ç ïìÜäá ðçëßêùí åßíáé Üðåéñç êõêëéêÞ, áðïäåßîôå

ðùò ç G åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z× Z2.

15.16 Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá ïìÜäá G ðåñéÝ·åé ìéá Üðåéñç, êõêëéêÞ, ïñèüèåôç

õðïïìÜäá, ïýôùò þóôå ç áíôßóôïé·ç ïìÜäá ðçëßêùí íá åßíáé êõêëéêÞ êáé

íá Ý·åé ôÜîç ßóç ìå 2. Äåßîôå üôé ç G ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá áðü

ôéò ïìÜäåò: Z, Z× Z2,D∞.
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Ïìïìïñöéóìïß

�óôùüôé ïéG êáéG′ åßíáé äõï ïìÜäåò. Ìéá óõíÜñôçóçϕ : G −→ G′ êáëåßôáé ïìï-

ìïñöéóìüò üôáí ìåôáöÝñåé ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü» ôÞòG óôïí «ðïëëáðëáóéáóìü»

ôÞò G′, Þôïé üôáí

ϕ (xy) = ϕ (x)ϕ (y) , ãéá üëá ôá x, y ∈ G.

Ùò ðõñÞíáò K åíüò ïìïìïñöéóìïý ϕ ïñßæåôáé ôï óýíïëï åêåßíùí ôùí óôïé·åßùí

ôÞòG, ôá ïðïßá áðåéêïíßæïíôáé ìÝóù ôÞòϕ óôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞòG′, äçëáäÞ

K = {x ∈ G | ϕ (x) = e} .ÅÜí çϕ ôý·åé íá åßíáé -ôáõôï·ñüíùò- êáé áìöéññéðôéêÞ,

ôüôå ç ϕ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò êáé o ðõñÞíáò ôçò åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá

ôÞò G. �·ïõìå Þäç ìåëåôÞóåé äéÜöïñåò éäéüôçôåò ôùí éóïìïñöéóìþí ϕ óôï êåöÜ-

ëáéï 7. ÖõóéêÜ, üóåò åî áõôþí äåí åîáñôþíôáé áðü ôï ãåãïíüò üôé ç ϕ åßíáé áì-

öéññéðôéêÞ ðáñáìÝíïõí éó·ýïõóåò êáé ãéá ôïõò ïìïìïñöéóìïýò. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

êÜèå ïìïìïñöéóìüò ϕ : G −→ G′ óôÝëíåé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò G íá áðåé-

êïíéóèåß óôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò G′, óôÝëíåé ôï áíôßóôñïöï êÜèå óôïé·åßïõ

ôÞò G íá áðåéêïíéóèåß óôï áíôßóôñïöï ôÞò åéêüíáò ôïõ åíôüò ôÞò G′, áðåéêïíßæåé

õðïïìÜäåò ôÞò G óå õðïïìÜäåò ôÞò G′ êëð. Èá ðñÝðåé, éäéáéôÝñùò, íá áíáöåñèåß

üôé ç åéêüíá Im(ϕ) = ϕ (G) åíüò ïìïìïñöéóìïý ϕ : G −→ G′ áðïôåëåß ðÜíôïôå

ìéá õðïïìÜäá ôÞò G′.

Áò óçìåéùèåß üôé, åÜí çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, ôüôå ç óõíÜñ-

ôçóç

ϕ : G −→ G/H, ϕ (x) = xH,
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åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò, äéüôé

ϕ (xy) = xyH = (xH) (yH) = ϕ (x)ϕ (y) ,

ãéá ïéáäÞðïôå x, y ∈ G. Ï ïìïìïñöéóìüò áõôüò Ý·åé ôçí ïìÜäá ðçëßêùí G/H ùò

åéêüíá ôïõ êáé ôçí õðïïìÜäáH ùò ðõñÞíá ôïõ.

(16.1) Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ïé G êáé G′ åßíáé äõï ïìÜäåò

êáé üôé ç ϕ : G −→ G′ åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìå ðõñÞíá ôïõ ôïí K. Ôüôå o K

áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G êáé ç

xK �−→ ϕ (x)

ïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü

G/K ∼= Im(ϕ)

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé x, y ∈ K. Ôüôå ϕ
(
xy−1

)
= ϕ (x)ϕ (y)

−1
= e, äåß-

·íïíôÜò ìáò üôé xy−1 ∈ K. Êáé åðåéäÞ ðñïöáíþò ï ðõñÞíáò K äåí åßíáé êåíüò

(êáèüóïí e ∈ K), ï K åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (5.4).

ÅÜí x ∈ K êáé y ∈ G, ôüôå

ϕ
(
gxg−1

)
= ϕ (g)ϕ (x)ϕ (g)

−1
= ϕ (g)ϕ (g)

−1
= e =⇒ gxg−1 ∈ K,

ïðüôå ï ðõñÞíáòK åßíáé üíôùò ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

ÅÜí äõï ðëåõñéêÝò êëÜóåéò xK êáé yK åßíáé ßóåò, ôüôå y−1x ∈ K. Êáôüðéí

åöáñìïãÞò ôÞò ϕ ðáßñíïõìå

ϕ
(
y−1x

)
= ϕ (y)−1 ϕ (x) = e =⇒ ϕ (x) = ϕ (y) .

Ôïýôï óçìáßíåé ðùò ïñßæåôáé ìéá óõíÜñôçóç

ψ : G/K −→ G′, ψ (xK) = ϕ (x) .

ÅðåéäÞ

ψ (xK) = ψ (yK) =⇒ ϕ (x) = ϕ (y)

=⇒ e = ϕ (y)
−1

ϕ (x) = ϕ
(
y−1x

)
=⇒ y−1x ∈ K =⇒ xK = yK,

çψ åßíáé åíñéðôéêÞ. ÔÝëïò, åðåéäÞ Im(ψ) = Im(ϕ) , çψ áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü

ìåôáîý ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùí G/K êáé ôÞò Im(ϕ). �

Äõï åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïý (16.1) åßíáé éäéáßôåñá ·ñÞóéìåò.
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(16.2) Ðüñéóìá. ÅÜí Im (ϕ) = G′, ôüôå G/K ∼= G′.

(16.3) Ðüñéóìá. ÅÜí Im (ϕ) = G′, ôüôå ç ϕ åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí

åÜí ï ðõñÞíáòK åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò G.

(16.4) Ðáñáäåßãìáôá. Êáëïýìå ôïí áíáãíþóôç íá åëÝãîåé ôï üôé êáèåìéÜ áðü

ôéò áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéò åßíáé åðéññéðôéêÞ êáé ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí, ïðüôå

ç åöáñìïãÞ ôïý (16.1) åßíáé Üìåóç:

(i) H Z −→ Zn, x �−→ x(mod n), ìå ðõñÞíá ôçò ôïí K = nZ (ôï óýíïëï üëùí

ôùí ðïëëáðëáóßùí ôïý n), ïðüôå

Z/nZ ∼= Zn

(ii) Ç R −→ C, x �−→ e2πix, ìå ðõñÞíá ôçò ôçí õðïïìÜäáK = Z, ïðüôå

R/Z ∼= C

(iii) Ç C�{0} −→ C, z �−→ z

|z| , ìå ðõñÞíá ôçò ôçí õðïïìÜäáK = R>0, ïðüôå

C�{0}/R>0
∼= C

(iv) HOn −→ {±1}, A �−→ det(A), ìå ðõñÞíá ôçò ôçí õðïïìÜäáK = SOn, ïðüôå

On/SOn
∼= {±1} ∼= Z2

(v) H Un −→ C, A �−→ det(A), ìå ðõñÞíá ôçò ôçí õðïïìÜäáK = SUn, ïðüôå

Un/SUn
∼= C

(vi) H C −→ C, z �−→ z2, ìå ðõñÞíá ôçò ôçí õðïïìÜäáK = {±1}, ïðüôå

C/{±1} ∼= C

(vii) Ç ïìÜäá S4 ðåñéÝ·åé ôñßá óôïé·åßá ôÜîçò 2, Þôïé ôá (1 2) (3 4) , (1 3) (2 4) êáé

(1 4) (2 3). ÁõôÜ ôá óôïé·åßá, ìáæß ìå ôï ôáõôïôéêü, ó·çìáôßæïõí ìéá õðïïìÜäá ôÞò

S4, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôïýKlein êáé ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå ùò

V. Ç óõæõãßá ç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ìéáò ìåôÜôáîçò θ ∈ S4 ïöåßëåé íá ìåôáôÜó-

óåé ôï óýíïëï áõôþí ôùí ôñéþí óôïé·åßùí ôÜîçò 2 (áðåéêïíßæïíôÜò ôï óôïí åáõôü

ôïõ), åðåéäÞ óõæõãÞ óôïé·åßá Ý·ïõí ôçí ßäéá ôÜîç. ÓôÝëíïíôáò êÜèå θ íá áðåéêï-

íßæåôáé óôçí áíôßóôïé·ç ìåôÜôáîç (áõôþí ôùí ôñéþí óôïé·åßùí ôÜîçò 2) ìðïñïýìå
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íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá óõíÜñôçóç S4 −→ S3, ç ïðïßá åßíáé åðéññéðôéêÞ êáé ïìï-

ìïñöéóìüò ïìÜäùí ìå ðõñÞíá ôçò ôçí V, ïðüôå áðü ôï ðüñéóìá (16.2) ðñïêýðôåé

üôé

S4/V ∼= S3

(viii) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ H ôùí ôåôñáíßùí, ôï ïðïßï ãñÜöåôáé õðü ôç

ìïñöÞ bi+ cj + dk, êáëåßôáé «êáèáñü ôåôñÜíéï». Áò ôáõôßóïõìå ôï óýíïëï üëùí

ôùí êáèáñþí ôåôñáíßùí ìå ôïR3 ìÝóù ôÞò áíôéóôïß·éóçò bi+cj+dk ←→ (b, c, d) .

ÅÜí ôï q åßíáé Ýíá ìç ìçäåíéêü ôåôñÜíéï, ç óõæõãßá ç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ôïý

q óôÝëíåé ôï óýíïëï ôùí êáèáñþí ôåôñáíßùí íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôïõ êáé

åðÜãåé ìéáðåñéóôñïöÞ åíôüò ôïýR3. ÁõôÞç êáôáóêåõÞìÜò ·ïñçãåß Ýíáí ïìïìïñ-

öéóìü ïìÜäùí H�{0} −→ SO3, ï ïðïßïò åßíáé åðéññéðôéêüò êáé Ý·åé ùò ðõñÞíá

ôïõ ôçí õðïïìÜäá R�{0}. ÅðïìÝíùò, êáôÜ ôï (16.2),

(H�{0}) / (R�{0}) ∼= SO3

(16.5) Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ïé H êáé J åßíáé äõï õðïïìÜ-

äåò ìéáò ïìÜäáò G ìå ôçí J ïñèüèåôç åíôüò ôÞò G. Ôüôå ç HJ åßíáé ìéá õðïïìÜäá

ôÞò G, çH ∩ J åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòH êáé éó�ýåé

HJ /J ∼= H /H ∩ J

Áðüäåéîç. �óôù üôé ôá g, g∗ åßíáé óôïé·åßá ôïý HJ. ÃñÜöïíôÜò ôá õðü ôç ìïñöÞ

ãéíïìÝíùí g = xy, g∗ = x∗y∗, üðïõ x, x∗ ∈ H êáé y, y∗ ∈ J, ðáßñíïõìå

gg−1
∗ = xyy−1

∗ x−1
∗

=
(
xx−1

∗

) (
x∗yy

−1
∗ x−1

∗

) ∈ HJ,

ïðüôå ôïHJ åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (5.4). (Ðïý ·ñçóé-

ìïðïéÞóáìå ôï ãåãïíüò üôé ç J åßíáé ïñèüèåôç;)

Ç óõíÜñôçóç

ϕ : H −→ HJ/J, ϕ (x) = xeJ = xJ,

åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò° åßíáé üìùò êáé åðßññéøç, äéüôé åÜí g = xy ∈ HJ, ôüôå

ϕ (x) = xJ

= xyJ (áöïý y ∈ J)

= gJ.
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Ôï óôïé·åßï x ôÞòH áíÞêåé óôïí ðõñÞíá ôÞòϕ åÜí êáé ìüíïí åÜí xJ = J ⇔ x ∈ J.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï ðõñÞíáò ôÞòϕ éóïýôáé ìå ôçí ôïìÞH∩J ôùí õðïïìÜäùíH êáé

J , êáé ï æçôïýìåíïò éóïìïñöéóìüò åßíáé êáôáóêåõÜóéìïò äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò

(16.1). �

(16.6) Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ïé H êáé J åßíáé äõï ïñèüèåôåò

õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G êáé üôé ç H ðåñéÝ�åôáé óôçí J. Ôüôå J/H � G/H êáé

éó�ýåé

(G/H) / (J/H) ∼= G/J

Áðüäåéîç. Ç óõíÜñôçóç

ϕ : G/H −→ G/J, ϕ (xH) = xJ,

åßíáé Ýíáò åðéññéðôéêüò ïìïìïñöéóìüò («åðéìïñöéóìüò»). Ìéá ðëåõñéêÞ êëÜóç

xH áíÞêåé óôïí ðõñÞíá ôÞò ϕ åÜí êáé ìüíïí åÜí éó·ýåé xJ = J ⇔ x ∈ J. ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, ï ðõñÞíáò ôÞò ϕ éóïýôáé ìå ôçí õðïïìÜäá J/H êáé ïé éó·õñéóìïß ìáò

åßíáé áëçèåßò äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò (16.1). �

ÁóêÞóåéò

16.1 Ðïéåò áðü ôéò áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéò C�{0} −→ C�{0} åßíáé ïìïìïñöé-

óìïß ïìÜäùí;

(a) z �−→ z∗ (b) z �−→ z2

(c) z �−→ iz (d) z �−→ |z|
16.2 Ðïéåò áðü ôéò áêüëïõèåò óõíáñôÞóåéòGLn(C) −→ GLn(C) åßíáé ïìïìïñöé-

óìïß ïìÜäùí;

(a) A �−→ At (b) A �−→ (
A−1

)t
(c) A �−→ A2 (d) A �−→ A∗

16.3 �óôù üôé ïé G êáéH åßíáé äõï ïìÜäåò. Äåßîôå üôé ç G× {e} åßíáé ìéá ïñèü-

èåôç õðïïìÜäá ôÞò G×H êáé üôé

(G×H) / (G× {e}) ∼= H.
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16.4 ÅÜí ç A åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáòG êáé ç B ìéá ïñèüèåôç

õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò H, áðïäåßîôå üôé ç A× B åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïï-

ìÜäá ôÞò G×H êáé üôé

(G×H) / (A×B) ∼= (G/A)× (H /B) .

16.5 Åðáëçèåýóôå ôï üôé ïé ìåôáöïñÝò ôÞò D∞ óõãêñïôïýí ìéá ïñèüèåôç õðïï-

ìÜäá ôÞò D∞ êáé ôï üôé ç áíôßóôïé·ç ïìÜäá ðçëßêùí åßíáé éóüìïñöç ôÞò

Z2.

16.6 ÄïèÝíôùí äýï áñéèìþí a ∈ R�{0}, b ∈ R, ïñßóôå ôç óõíÜñôçóç f(a, b) ùò

åîÞò:

f(a, b) : R −→ R, f(a, b)(x) = ax+ b.

Äåßîôå üôé ç óõëëïãÞ üëùí ôùí óõíáñôÞóåùí áõôïý ôïý åßäïõò ó·çìáôßæåé

ìéá ïìÜäá G ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí. ÅÜí çH áðï-

ôåëåßôáé áðü åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò G ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé a = 1, áðïäåßîôå

üôé çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G êáé üôé G/H ∼= R�{0}.

16.7 ÊÜèå óôïé·åßï

[
a b

c d

]

ôÞò GL2(C) ãßíåôáé ï áßôéïò ãéá ôïí ïñéóìü åíüò ìåôáó�çìáôéóìïý ôïý

M−bius

C ∪ {∞} −→ C ∪ {∞}, z �−→ az + b

cz + d
,

åðß ôïý åðåêôåôáìÝíïõ ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ C ∪ {∞}. Äåßîôå üôé áõôïß ïé ìå-
ôáó·çìáôéóìïß óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá, ôç ëåãïìÝíç ïìÜäá ôïý M−bius, ùò

ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí êáé üôé ç ðñïêåéìÝíç ïìÜäá åß-

íáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ðçëßêùí GL2(C) /Z(GL2(C)).

16.8 Äåßîôå ðùò ìéá óõíÜñôçóç ϕ : G −→ G′ ìåôáîý ïìÜäùí åßíáé Ýíáò ïìï-

ìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï óýíïëï {(g, ϕ (g)) | g ∈ G} áðïôåëåß ìéá

õðïïìÜäá ôÞò G×G′.

16.9 Áðïäåßîôå üôé ç ïìÜäá ðçëßêùí S3 / {±I} åßíáé éóüìïñöç ôÞò SO3. Åðßóçò,

äþóôå êáôÜëëçëá åðé·åéñÞìáôá ãéá íá óõìðåñÜíåôå üôé ïé ïìÜäåò S3 êáé SO3

äåí åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò.
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16.10 µñçóéìïðïéÞóôå ôçí êáôáóêåõáóôéêÞ ìÝèïäï ðïõ óõíáíôÞóáôå óôçí

Üóêçóç 12.12 ãéá íá äåßîåôå üôé ç ïìÜäá ìåôáôÜîåùí Sn åßíáé éóüìïñöç ìå

ìéá ïìÜäá ðçëßêùí ôÞò ìïñöÞò Bn/H, üðïõ ç Bn åßíáé ç ïìÜäá ðëåîéäßùí

(ìå n óðÜãêïõò).

16.11 �óôù ϕ : G −→ G′ Ýíáò åðéññéðôéêüò ïìïìïñöéóìüò ïìÜäùí. Áò óõìâïëß-

óïõìå ìå ôï K ôïí ðõñÞíá ôïõ. ÅÜí ç H ′ åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò

G′, ïñßóôå ôÞí

ϕ−1 (H ′) = {g ∈ G | ϕ (g) ∈ H ′}.

Áðïäåßîôå üôé ç ϕ−1 (H ′) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòG, ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôïíK,

êáé üôé ç

{
ç óõëëïãÞ üëùí ôùí

õðïïìÜäùí ôÞò G′

}
� H ′ ←→ ϕ−1 (H ′) ∈




ç óõëëïãÞ üëùí ôùí

õðïïìÜäùí ôÞò G

ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôïíK




áðïôåëåß ìéá áìößññéøç.

16.12 Äåßîôå üôé çH åßíáé ìéá ìåãéóôïôéêÞ ïñèüèåôç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáòG åÜí

êáé ìüíïí åÜí ç ïìÜäá ðçëßêùíG/H åßíáé ìéá áðëÞ ïìÜäá. («ÌåãéóôïôéêÞ»

óçìáßíåé ðùò ïé ìüíåò ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞòG, ïé ïðïßåò ðåñéÝ·ïõí ôçí

H , åßíáé ç G êáé çH.)
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ÄñÜóåéò, ôñï�éÝò

êáé óôáèåñïðïéçôÝò

�íáò êáëüò ìáèçìáôéêüò ïñéóìüò ïöåßëåé íá åßíáé áêñéâÞò, íá åßíáé óýíôïìïò êáé

íá óõëëáìâÜíåé ìéá áðëÞ äéáéóèçôéêÞ Ýííïéá° åÜí ìÜëéóôá óõìâáßíåé íá åßíáé êáé

·ñçóôéêüò, ôüôå ôüóï ôï êáëýôåñï. Îåêéíïýìå ôï êåöÜëáéï áõôü ðáñáèÝôïíôáò

Ýíáí ïñéóìü ï ïðïßïò äéáèÝôåé üëá áõôÜ ôá ðïéïôéêÜ ·áñáêôçñéóôéêÜ.

Ìéá äñÜóç 1 ìéáò ïìÜäáò G åðß åíüò óõíüëïõ X åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí

G óôçí ïìÜäá SX üëùí ôùí ìåôáôÜîåùí ôïý X.

Áò ôïí äéåñåõíÞóïõìå äéåîïäéêüôåñá. �óôù ϕ : G −→ SX Ýíáò ïìïìïñöé-

óìüò. Ãéá êÜèå óôïé·åßï g ôÞò G ç óõíÜñôçóç ϕ ìáò äßíåé ìéá ìåôÜôáîç ôùí óôïé-

·åßùí ôïý X. ÅÜí g, h ∈ G, ç ìåôÜôáîç ϕ (gh) ðïõ áíôéóôïé·åß óôï ãéíüìåíï gh

éóïýôáé ìå ôç óýíèåóç ϕ (g)ϕ (h) , äéüôé ç ϕ åßíáé ïìïìïñöéóìüò. Öáíôáæüìáóôå

1(Ó.ô.Ì.): Óå Üëëáâéâëßá ôÞòÈåùñßáòÏìÜäùí ïñßæåôáé ùò äñÜóç ìéáò ïìÜäáòG åðß åíüò óõíüëïõX ìéáóõíÜñôçóç
µ : G ×X −→ X ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(á) µ(gh, x) = µ(g, µ(h, x)), ∀g, h ∈ G, ∀x ∈ X, (â) µ(e, x) = x, ∀x ∈ X.

¼ìùò ï ïñéóìüò áõôüò åßíáé éóïäýíáìïò ìå ôïí ùò Üíù äïèÝíôá, äéüôé ç óõíÜñôçóç

A −→ B, ϕ �−→ µ
ϕ
, üðïõ µ

ϕ
(g, x) := φ (g) (x) ,∀g, h ∈ G, ∀x ∈ X,

áðü ôïA =

{
ïìïìïñöéóìïß
ϕ : G → SX

}
åðß ôïý óõíüëïõB =

{
óõíáñôÞóåéò µ : G × X → X

ìå ôéò éäéüôçôåò (á), (â)

}
åßíáé áìöéññéðôéêÞ.
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ôá óôïé·åßá ôÞò G íá ìåôáôÜóóïõí ôá óôïé·åßá ôïý X êáôÜ Ýíáí ôñüðï, ï ïðïßïò

åßíáé óõìâáôüò ìå ôçí áëãåâñéêÞ äïìÞ ôÞò G.

ÅöåîÞò èá áðëïðïéïýìå, ùò åðß ôï ðëåßóôïí, ôïí óõìâïëéóìü ìáò ãñÜöïíôáò

g(x) ãéá ôçí åéêüíá åíüò x ∈ X ìÝóù ôÞò ìåôÜôáîçò ôÞò áíôéóôïé·éæüìåíçò óôï g,

áíôß ôïý äýó·ñçóôïõ ϕ (g) (x). Óõ·íÜ èá ëÝìå ðùò ôï g ∈ G óôÝëíåé ôï x ∈ X óôï

g (x) ∈ X. Ç áîßùóÞ ìáò áðü ôçí ϕ íá åßíáé ïìïìïñöéóìüò ãñÜöåôáé ùò

gh(x) = g(h(x)),

ãéá ïéáäÞðïôå g, h ∈ G êáé ãéá ïéïäÞðïôå x ∈ X.

(17.1) ÐáñÜäåéãìá. Ç Üðåéñç êõêëéêÞ ïìÜäá Z äñá åðß ôÞò ðñáãìáôéêÞò åõèåßáò

ìÝóù (áêåñáßùí) ìåôáöïñþí. ÏáêÝñáéïònóôÝëíåé ôïí ðñáãìáôéêüáñéèìüxóôïí

ðñáãìáôéêü áñéèìü n+ x. ÅÜí ïém êáé n åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, ôüôå

(m+ n) + x = m+ (n+ x),

ïðüôå ç ùò Üíù ïñéæüìåíç óõíÜñôçóç åßíáé ðñÜãìáôé ìéá äñÜóç.

(17.2) ÐáñÜäåéãìá. Áêüìç êáé ç ðñþôç ëÝîç ôïý ïñéóìïý ìáò åßíáé åíäåéêôéêÞ.

Ïìéëïýìå ãéá «ìéá» äñÜóç, êáèüôé ìéá äåäïìÝíç ïìÜäá åíäÝ·åôáé íá äñá åðß ôïý

éäßïõ óõíüëïõ êáôÜ äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Åäþ èá áíáöÝñïõìå Ýíá ðáñÜäåéãìá

ìéáò äåýôåñçò äñÜóçò ôÞò Z åðß ôïý R. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï n ∈ Z óôÝëíåé ôï

x ∈ R óôï (−1)nx ∈ R Þ, ìå Üëëá ëüãéá, üôé ç ìåôÜôáîç ç áíôéóôïé·éæüìåíç óå

êÜèå Üñôéï áêÝñáéï áñéèìü åßíáé ç ôáõôïôéêÞ ìåôÜôáîç, åíþ ç ìåôÜôáîç ç áíôé-

óôïé·éæüìåíç óå êÜèå ðåñéôôü áêÝñáéï áñéèìü åßíáé ç x �−→ −x. ÅðåéäÞ

(−1)
m+n

x = (−1)
m
(−1)

n
x

ãéá ïéïíäÞðïôå ðñáãìáôéêü áñéèìü x êáé ïéïõóäÞðïôå áêåñáßïõò áñéèìïýòm êáé

n, Ý·ïõìå êáé ðÜëé ìéá äñÜóç ôÞò Z åðß ôïý R.

Ðñïôïý áõîÞóïõìå ôï áðüèåìÜ ìáò óå ðáñáäåßãìáôá, èá ·ñåéáóèïýìå êÜðïéá

åðéðëÝïí ïñïëïãßá. ÅÜí ìéá ïìÜäá G äñá åðß åíüò óõíüëïõ X êáé ôï x åßíáé Ýíá

óôïé·åßï ôïýX, ôüôå ôï óýíïëï

G(x) = {g (x) | g ∈ G} ⊆ X

ïíïìÜæåôáé ôñï�éÜ ôïý x (ùò ðñïò ôç èåùñïýìåíç äñÜóç ôÞòG). Óôï ðáñÜäåéãìá

(17.1) ç ôñï·éÜ åíüò x ∈ R åßíáé ç

Z (x) = {n+ x | n ∈ Z},
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Þôïé ôï óýíïëï üëùí ôùí ìåôáöïñþí êáôÜ ìßá áêåñáßá áðüóôáóç. Óôï ðáñÜ-

äåéãìá (17.2) ç ôñï·éÜ åíüò x ∈ R åßíáé ç

Z (x) =




{−x, x}, åÜí x ∈ R�{0},

{0}, åÜí x = 0.

�óôù ôþñáR ôï õðïóýíïëï ôïýX ×X ôï ïñéæüìåíï ùò åîÞò:

(x, y) ∈ R ⇐⇒ [∃g, g ∈ G : g (x) = y] .

To R áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõ X. (ÐñÜãìáôé° ç ìåôÜ-

ôáîç çáíôéóôïé·éæüìåíç óôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞòG åßíáé ç ôáõôïôéêÞ ìåôÜôáîç,

ïðüôå êÜèå x ∈ X ó·åôßæåôáé ìå ôïí åáõôü ôïõ, äéüôé e(x) = x.ÅÜí ôï x ó·åôßæåôáé

ìå ôï y, ôüôå g (x) = y ãéá êÜðïéï g ∈ G. Óõíåðþò,

g−1(y) = g−1(g(x)) = g−1g (x) = e(x) = x,

êé Ýôóé êáé ôï y ó·åôßæåôáé ìå ôï x. ÅÜí, ôÝëïò, ôï x ó·åôßæåôáé ìå ôï y êáé ôï y

ó·åôßæåôáé ìå ôï z, áò ðïýìå g(x) = y êáé g′(y) = z, ôüôå

g′g(x) = g′(g(x)) = g′(y) = z,

ïðüôå ôï x èá ó·åôßæåôáé êáé ìå ôï z). Ïé êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôÞòR åßíáé áêñéâþò

ïé ôñï·éÝò ôÞò äñÜóçò ôÞò ïìÜäáò ìáò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò

ôñï·éÝò äéáìåñßæïõí ôï óýíïëïX.

ÅÜí ôï x åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôïýX, ôüôå ôï óýíïëï

Gx = {g ∈ G | g (x) = x}

ôùí óôïé·åßùí ôÞò G ðïõ áöÞíïõí ôï x óôáèåñü ó·çìáôßæåé ìéá õðïïìÜäá ôÞò G,

ç ïðïßá ïíïìÜæåôáé óôáèåñïðïéçôÞò2 (Þ óôáèåñùôÞò) ôïý x. Óôï ðáñÜäåéãìá (17.

1) ï óôáèåñïðïéçôÞò åíüò ôõ·üíôïò ðñáãìáôéêïý áñéèìïý x åßíáé ç ôåôñéììÝíç

õðïïìÜäá Zx = {0} ôÞò Z. Óôï ðáñÜäåéãìá (17.2) ï óôáèåñïðïéçôÞò åíüò x ∈ R

åßíáé ï

Zx =




2Z, åÜí x ∈ R�{0},

Z, åÜí x = 0.

(17.3) ÐáñÜäåéãìá. �óôùX ôï óýíïëï ôùí áêìþí åíüò êýâïõ. Ìðïñïýìå íá êá-

ôáóêåõÜóïõìå ìéá äñÜóç ôÞò Z4 åðß ôïýX óôñÝöïíôáò ôïí êýâï ðåñß Ýíáí Üîïíá

2(Ó.ô.Ì.): Óå Üëëá âéâëßá óõíáíôïýìå ùò üñï óõíþíõìï ôïý óôáèåñïðïéçôÞ (stabilizer) ôç ëåãïìÝíç ïìÜäá éóïôñï-

ðßáò (isotropy group).
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ï ïðïßïò äéÝñ·åôáé áðü ôá âáñýêåíôñá äýï áíôéêåéìÝíùí åäñþí ôïõ. Áðü ôõðéêÞ

Üðïøç, åÜí ç r åßíáé ç ìåôÜôáîç ôïý X, ç ïðïßá åðÜãåôáé áðü ôç óôñïöÞ ðïõ

äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 17.1, ôüôå ïñßæïõìå ôçí

ϕ : Z4 −→ SX , ϕ (m) = rm.

ÕðÜñ·ïõí ôñåéò óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ôñï·éÝò, Þôïé ïé ôÝóóåñåéò Üíù áêìÝò, ïé

ôÝóóåñåéò êÜôù áêìÝò êáé ïé ôÝóóåñåéò êáôáêüñõöåò áêìÝò. Ï óôáèåñïðïéçôÞò

êáèåìéÜò ôùí áêìþí åßíáé ç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá {0} ôÞò Z4.

Ó�Þìá 17.1

(17.4) ÐáñÜäåéãìá. Ïé ïñèïãþíéïé ìåôáó·çìáôéóìïß äéáôçñïýí ôá ìÞêç, ïðüôå,

åÜí ôï X åßíáé ç ìïíáäéáßá óöáßñá åíôüò ôïý R
3, Ý·ïõìå ìéá äñÜóç ôÞò SO3 åðß

ôïý X. Ï ðßíáêáò A ∈ SO3 óôÝëíåé ôï ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò äéÜíõóìá x óôï ìï-

íáäéáßïõ ìÞêïõò äéÜíõóìá xAt. Ç ôñï·éÜ üëùí ôùí äéáíõóìÜôùí åßíáé ïëüêëçñç

ç óöáßñá. (Ôá ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò äéáíýóìáôá x,y êáèïñßæïõí Ýíá åðßðåäï êáé

ìéá ðñïóÞêïõóá óôñïöÞ ôïý R
3 ðåñß Ýíáí Üîïíá, ï ïðïßïò äéÝñ·åôáé áðü ôï 0

êáé åßíáé êÜèåôïò ðñïò ôï åí ëüãù åðßðåäï, ìåôáâéâÜæïõóá ôï x óôï y. ÅðïìÝ-

íùò, ï ðßíáêáò áõôÞò ôÞò óôñïöÞò åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôÞò SO3 ðïõ óôÝëíåé ôï x íá

áðåéêïíéóèåß óôï y).�óôù e1 ôï ðñþôï ìÝëïò ôÞò óõíÞèïõò âÜóçò ôïý R
3. ÅÜí ï
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A ∈ SO3 óôáèåñïðïéåß ôï e1, ôüôå ï A åßíáé ôÞò ìïñöÞò




1 0 0

0

0 B




üðïõ B ∈ SO2. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï óôáèåñïðïéçôÞò ôïý e1 åßíáé Ýíá óýíçèåò «á-

íôßôõðï» ôÞò SO2 åíôüò ôÞò SO3. ¼ìùò óçìåßá áíÞêïíôá óôçí ßäéá ôñï·éÜ Ý·ïõí

óõæõãåßò óôáèåñïðïéçôÝò (âë. èåþñçìá (17.6)). ÅðïìÝíùò, ï óôáèåñïðïéçôÞò êá-

èåíüò ôùí ìïíáäéáßïõ ìÞêïõò äéáíõóìÜôùí åßíáé éóüìïñöïò ôÞò SO2. �ôóé, ç

ùò Üíù äñÜóç áðïôåëåß Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ìåôáâáôéêÞò äñÜóçò. (Ìéá äñÜóç

êáëåßôáé ìåôáâáôéêÞ üôáí õðÜñ·åé ìßá êáé ìüíç ôñï·éÜ.)

(17.5) ÐáñÜäåéãìá. ÈåùñÞóôå ìéá ôõ·ïýóá ïìÜäá G êáé óõìâïëßóôå ùò X ôï

õðïêåßìåíï óýíïëü ôçò. ÕðïèÝóôå üôé ç G äñá åðß ôïý X ìÝóù óõæõãßáò. Åí

ðñïêåéìÝíù, êÜèå g ∈ G óôÝëíåé ôï x óôï gxg−1. (ÁõôÞ åßíáé üíôùò ìéá äñÜóç,

äéüôé

(gh)x(gh)−1 = g(hxh−1)g−1,

ãéá üëá ôá g, h ∈ G êáé üëá ôá x ∈ X). Ïé ôñï·éÝò ôÞò äñÜóçò áõôÞò åßíáé áêñéâþò

ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞò G, åíþ ï óôáèåñïðïéçôÞò ôïý óçìåßïõ x åßíáé ï

Gx = {g ∈ G | gxg−1 = x} = {g ∈ G | gx = xg}

Þ, ìå Üëëá ëüãéá, ç õðïïìÜäá ôÞò G ç áðïôåëïýìåíç áðü åêåßíá ôá óôïé·åßá, ôá

ïðïßá ìåôáôßèåíôáé ìå ôï x.

(17.6) Èåþñçìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá ïìÜäá G äñá åðß åíüò óõíüëïõ X. Ôüôå

óôïé�åßá áíÞêïíôá óôçí ßäéá ôñï�éÜ Ý�ïõí óõæõãåßò óôáèåñïðïéçôÝò.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá x êáé y áíÞêïõí óôçí ßäéá ôñï·éÜ, äçëáäÞ üôé

y = g(x) ãéá êÜðïéï g ∈ G.Èá äåßîïõìå üôé

gGxg
−1 = Gy.

ÅÜí h ∈ Gx, ôüôå

ghg−1(y) = ghg−1(g(x))

= gh(x)

= g(x)

= y.
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Óõíåðþò, gGxg
−1 ⊆ Gy. ÅíáëëÜóóïíôáò ôïõò ñüëïõò ôùí x êáé y ðáßñíïõìå áíá-

ëüãùò

g−1Gyg ⊆ Gx =⇒ gGxg
−1 ⊇ Gy,

äçëáäÞ êáé ôïí áíôßóôñïöï åãêëåéóìü. �

(17.7) Èåþñçìá ôñï�éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí. Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá ïìÜäá G

äñá åðß åíüò óõíüëïõX. Ôüôå ãéá êÜèå x ∈ X, ç óõíÜñôçóç

G(x) −→




ôï óýíïëï ôùí áñéóôåñþí

ðëåõñéêþí êëÜóåùí

ôïý Gx åíôüò ôÞò G


 , g(x) �−→ gGx

åßíáé áìöéññéðôéêÞ.

Áðüäåéîç. Ç åí ëüãù óõíÜñôçóç åßíáé ðñïöáíþò åðéññéðôéêÞ° åßíáé üìùò êáé åí-

ñéðôéêÞ, äéüôé åÜí gGx = g′Gx, ôüôå g = g′h ãéá êÜðïéï óôïé·åßï h ∈ Gx, ïðüôå

g(x) = g′h(x) = g′(h(x)) = g′(x). �

(17.8) Ðüñéóìá. ÅÜí ç äñþóá ïìÜäáG åßíáé ðåðåñáóìÝíç, ôüôå ï ðëçèéêüò áñéè-

ìüò êáèåìéÜò ôñï�éÜò äéáéñåß ôçí ôÜîç ôÞò G.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôï èåþñçìá ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí, ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôÞò

G(x) éóïýôáé ìå |G|
|Gx| , ïðüôå |G(x)| · |Gx| = |G| . �

(17.9) ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé X ôï õðïêåßìåíï

óýíïëü ôçò, êáé õðïèÝóïõìå üôé çG äñá åðß ôïýX ìÝóù óõæõãßáò, ôüôå, óýìöùíá

ìå ôï (17.5), ôï ðüñéóìá (17.8) ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï áñéèìüò ôùí óôïé·åßùí ìéáò

ïéáóäÞðïôå êëÜóçò óõæõãßáò ôÞò G äéáéñåß ôçí |G| .

(17.10) ÐáñÜäåéãìá. Ìðïñïýìå íá áíáðëÜóïõìå ôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò

(13.1) ôïý Cauchy ùò áêïëïýèùò: ÝóôùG ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé Ýóôù p Ýíáò

ðñþôïò áñéèìüò, ï ïðïßïò äéáéñåß ôçí |G| .Ùò åßèéóôáé, ôïX åßíáé ôï óýíïëï üëùí

ôùí äéáôåôáãìÝíùí p-Üäùí (x1, x2, . . . , xp) ôùí ó·çìáôéæïìÝíùí áðü óôïé·åßá ôÞò

G ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôá x1x2 · · ·xp = e. Èõìßæïõìå üôé ï p äéáéñåß ôïí

ðëçèéêü áñéèìü ôïý X. ÕðÜñ·åé ìéá öõóéêÞ äñÜóç ôÞò Zp åðß ôïý X. Ôï óôïé·åßï

m ∈ Zp óôÝëíåé ôçí p-Üäá (x1, x2, . . . , xp) óôçí (xm+1, . . . , xp, x1 . . . , xm). Óýì-

öùíá ìå ôï ðüñéóìá (17.8), êÜèå ôñï·éÜ ðåñéÝ·åé åßôå 1 åßôå p p-Üäåò. ÅÜí üëåò

ïé ôñï·éÝò ïé ïðïßåò åßíáé äéÜöïñåò ôÞò (e, e, . . . , e) ðåñéÝ·ïõí p p-Üäåò, ôüôå ï p
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äåí ìðïñåß íá äéáéñåß ôïí ðëçèéêü áñéèìü ôïý X. ÅðïìÝíùò, äéáèÝôïõìå ìßá p-

Üäá (x1, x2, . . . , xp), äéÜöïñç ôÞò (e, e, . . . , e), ç ïðïßá ìÝíåé åî áñéóôåñþíóôáèåñÞ

ìÝóù üëùí ôùí óôïé·åßùí ôÞò Zp. Ôïýôï üìùò óçìáßíåé üôé x1 = x2 = · · · = xp,

üðùò áêñéâþò áðáéôåßôáé.

(17.11) Èåþñçìá. ¸óôùG ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ç ôÜîç ôÞò ïðïßáò éóïýôáé ìå

êÜðïéá äýíáìç åíüò ðñþôïõ áñéèìïý p. Ôüôå ôï êÝíôñï ôÞòG äåí åßíáé ôåôñéììÝíï.

Áðüäåéîç. ÈåùñÞóôå ôÞ äéáìÝñéóç ôÞòG óôéò êëÜóåéò óõæõãßáò ôçò. ¼ðùò ãíùñß-

æïõìå áðü ôï (17.9), ï ðëçèéêüò áñéèìüò êáèåìéÜò êëÜóçò óõæõãßáò ôÞòG éóïýôáé

åßôå ìå 1 åßôå ìå êÜðïéá äýíáìç ôïý p. Åî ïñéóìïý, ôï êÝíôñï ôÞò G óõíôßèåôáé

áðü åêåßíåò ôéò êëÜóåéò óõæõãßáò, ïé ïðïßåò ðåñéÝ·ïõí Ýíá êáé ìüíï óôïé·åßï. ÅÜí

ôï êÝíôñï ôÞò G Þôáí ôåôñéììÝíï, ôüôå ç ôÜîç ôÞò G èá Þôáí éóüôéìç ìå ôï 1 êáôÜ

ìüäéï p, ðñÜãìá ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò, óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá

ç ôÜîç ôÞò G éóïýôáé ìå êÜðïéá äýíáìç ôïý p. �

(17.12) Èåþñçìá. ¸óôùG ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîçò |G| = p2, üðïõ ï p åßíáé

Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Ôüôå ç G åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ éóüìïñöç ôÞò Zp × Zp.

Áðüäåéîç. ÅÜí ç G ðåñéÝ·åé Ýíá óôïé·åßï ôÜîçò p2, ôüôå ç G åßíáé êõêëéêÞ° åéäÜë-

ëùò, üëá ôá óôïé·åßá ôÞòG, ìå åîáßñåóç ôï e, Ý·ïõí ôÜîç ßóç ìå p. Ôï êÝíôñï ôÞòG

åßíáé ìç ôåôñéììÝíï êáôÜ ôï èåþñçìá (17.11). �ôóé, ìðïñïýìå íá åðéëÝîïõìå Ýíá

x ∈ Z (G)�{e} êáé Ýíá y ∈ G� 〈x〉 . Ôá p2 óôïé·åßá xiyj , 1 ≤ i, j ≤ p, åßíáé óáöþò

äéáêåêñéìÝíá, êáèüôé 〈x〉 ∩ 〈y〉 = {e}. ÅðïìÝíùò, 〈x〉 〈y〉 = G. ÊÜèå óôïé·åßï ôÞò

〈x〉 ìåôáôßèåôáé ìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò 〈y〉 áöïý x ∈ Z(G). Ùò åê ôïýôïõ, óýìöùíá

ìå ôï èåþñçìá (10.4), ç G åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí 〈x〉 × 〈y〉, ïðüôå G ∼= Zp × Zp.�

ÁóêÞóåéò

17.1 �óôùG ç õðïïìÜäá ôÞòS8 ç ðáñáãüìåíçáðü ôá (1 2 3)(4 5) êáé (7 8).Ôüôå ç

G äñáùò ìéá ïìÜäá ìåôáôÜîåùí ôïý óõíüëïõX = {1, 2, . . . , 8}.Õðïëïãßóôå

ôÞí ôñï·éÜ êáé ôïí óôáèåñïðïéçôÞ êáèåíüò óôïé·åßïõ ôïýX.

17.2 Ç Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäáD∞ äñá åðß ôÞò ðñáãìáôéêÞò åõèåßáò êáôÜ ôñüðï

öõóéêü (âë. êåöÜëáéï 5). ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôçí ôñï·éÜ êáé ôïí óôáèå-

ñïðïéçôÞ êáèåíüò ôùí óçìåßùí 1, 12 ,
1
3 .

17.3 Ôáõôßóôå ôçí S4 ìå ôçí ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý êýâïõ, üðùò

êÜíáìå óôï êåöÜëáéï 8, êáé èåùñÞóôå ôÞ äñÜóç ôÞòA4 åðß ôïý óõíüëïõ ôùí
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êïñõöþí ôïý êýâïõ. Ðñïóäéïñßóôå ôÞí ôñï·éÜ êáé ôïí óôáèåñïðïéçôÞ êá-

èåìéÜò ôùí êïñõöþí.

17.4 Ãéá ìéá ïéáäÞðïôå äïèåßóá äñÜóç ìéáò ïìÜäáò G åðß åíüò óõíüëïõ äåßîôå

üôé üëá ôá óçìåßá êÜðïéáò ôñï·éÜò Ý·ïõí ôïí ßäéïí óôáèåñïðïéçôÞ åÜí êáé

ìüíïí åÜí ï åí ëüãù óôáèåñïðïéçôÞò áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò

G.

17.5 ÅÜí ç ïìÜäá G äñá åðß ôïý X êáé ç ïìÜäá H åðß ôïý Y, áðïäåßîôå üôé ç

G×H äñá åðß ôïýX × Y ùò åîÞò:

(g, h)(x, y) = (g(x), h(y)) .

Âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ç ôñï·éÜ ôïý (x, y) åßíáé çG(x)×H(y), åíþ ï óôáèå-

ñïðïéçôÞò ôïõ åßíáé ï Gx ×Hy. ÅöåîÞò èá ïíïìÜæïõìå ôçí ùò Üíù äñÜóç

äñÜóç ãéíïìÝíïõ ôÞò G×H åðß ôïýX × Y .

17.6 Åäþ ðáñáèÝôïõìå ôÝóóåñåéò äñÜóåéò ïìÜäùí åðß ôïý R4 :

(a) Ôç óõíÞèç äñÜóç ôÞò GL4(R).

(b) Ôáõôßóôå ôïR4 ìå ôïR2×R2 êáé èåùñÞóôå ôç äñÜóç ãéíïìÝíïõ ôÞò ïìÜ-

äáò SO2 × SO2.

(c) ÅêëÜâåôå ôï R4 ùò ôï C×C êáé õðïèÝóôå ðùò ç SU2 äñá êáôÜ ôïí óõ-

íÞèç ôñüðï.

(d) Ôáõôßóôå ôï R4 ìå ôï R3 ×R êáé èåùñÞóôå ôç äñÜóç ãéíïìÝíïõ ôÞò ïìÜ-

äáò SO3 × Z, üðïõ ç Z äñá åðß ôïý R ðñïóèåôéêþò.

Ðñïóäéïñßóôå ôç äïìÞ ôùí ôñï·éþí êáé ôùí óôáèåñïðïéçôþí ãéá ôéò (a)-(d).

17.7 ÅÜí ç ïìÜäá G äñá åðß ôùí óõíüëùíX êáé Y, äåßîôå üôé ï ôýðïò

g((x, y)) = (g(x), g(y))

ïñßæåé ìéá äñÜóç ôÞò G åðß ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõX × Y. Âåâáéùèåßôå

ãéá ôï üôé ï óôáèåñïðïéçôÞò ôïý (x, y) éóïýôáé ìå ôçí ôïìÞ Gx ∩Gy. Äþóôå

Ýíá ðáñÜäåéãìá ðïõ íá äåß·íåé üôé ç äñÜóç áõôÞ äåí åßíáé êáô� áíÜãêçí

ìåôáâáôéêÞ, áêüìç êáé üôáí çG äñá ìåôáâáôéêþò åðß áìöïôÝñùí ôùíX êáé

Y. Áðü åäþ êáé óôï åîÞò èá ïíïìÜæïõìå ôçí ùò Üíù äñÜóç äéáãþíéï äñÜóç

ôÞò G åðß ôïýX × Y.

17.8 �óôù X = {1, 2, 3, 4} êáé Ýóôù G ç õðïïìÜäá ôÞò S4 ç ðáñáãüìåíç áðü ôá

(1 2 3 4) êáé (2 4). ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôéò ôñï·éÝò êáé ôïõò óôáèåñïðïéç-

ôÝò ùò ðñïò ôç äéáãþíéï äñÜóç ôÞò G åðß ôïýX.
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17.9 Ç ïìÜäá C×C êáëåßôáé ôüñïò. Ó·åäéÜóôå ìéá åéêüíá ãéá ôçí C×C ðñïêåé-

ìÝíïõ íá åîáêñéâþóåôå ôïí ëüãï ãéá ôïí ïðïßï ôç ·ñßóáìå Ýôóé. ÐåñéãñÜøôå

ôéò ôñï·éÝò ôùí áêïëïýèùí äñÜóåùí ôÞò R åðß ôïý ôüñïõ:

(a) Ï ðñáãìáôéêüò áñéèìüò t óôÝëíåé ôï (eix, eiy) óôï (ei(x+t), eiy).

(b) ÁõôÞí ôç öïñÜ ï t óôÝëíåé ôï (eix, eiy) óôï (ei(x+t), ei(y+t)).

(c) ÔÝëïò, ï t óôÝëíåé ôï (eix, eiy) óôï (ei(x+t), ei(y+t
√
2)).

17.10 �óôù x Ýíá óôïé·åßï ìéáò ïìÜäáò G. Äåßîôå üôé ôá óôïé·åßá ôÞò G ôá ïðïßá

ìåôáôßèåíôáé ìå ôï x óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá ôÞò G. ÁõôÞ ç õðïïìÜäá

êáëåßôáé ï êåíôñïðïéçôÞò (Þ ï óõãêåíôñùôÞò) ôïý x êáé óçìåéþíåôáé ùò

C(x). Áðïäåßîôå üôé ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôÞò êëÜóçò óõæõãßáò ôïý x éóïýôáé

ìå ôïí äåßêôç ôÞò C(x) åíôüò ôÞò G. ÅÜí êÜðïéá êëÜóç óõæõãßáò ðåñéÝ·åé

áêñéâþò äýï óôïé·åßá, äåßîôå üôé ç G äåí ìðïñåß íá åßíáé ìéá áðëÞ ïìÜäá.

17.11 ÅÜí ï n åßíáé ðåñéôôüò, äåßîôå üôé õðÜñ·ïõí áêñéâþò äýï êëÜóåéò óõæõãßáò

n-êýêëùí åíôüò ôÞò An, êáèåìéÜ ôùí ïðïßùí ðåñéÝ·åé (n−1)!
2 óôïé·åßá. ÅÜí

ï n åßíáé Üñôéïò, áðïäåßîôå üôé ïé (n− 1)-êýêëïé ôÞò An óõãêñïôïýí äýï

êëÜóåéò óõæõãßáò, êáèåìéÜ ôùí ïðïßùí ðåñéÝ·åé (n−2)!n
2 óôïé·åßá.

17.12 �óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Äåßîôå üôé ïé ðßíáêåò ôÞò ìïñöÞò




1 a b

0 1 c

0 0 1


 , a, b, c ∈ Zp,

ó·çìáôßæïõí ìéá ìç áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ôÜîç ßóç ìå p3.

17.13 ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ç ïðïßá äñá ìåôáâáôéêþò åðß ôïý

óõíüëïõX êáé åÜí çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞòG, äåßîôå üôé üëåò

ïé ôñï·éÝò ôÞò äñÜóçò ôÞò åðáãïìÝíçò áðü ôçí H åðß ôïý X Ý·ïõí ôïí ßäéï

ðëçèéêü áñéèìü.

17.14 �óôùH ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G. Åðáëçèåýóôå ôü üôé ï

ôýðïò

(h, h′) (x) = hxh′ −1

ïñßæåé ìéá äñÜóç ôÞò H ×H åðß ôÞò G. Áðïäåßîôå üôé ç H áðïôåëåß ìéá ïñ-

èüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G åÜí êáé ìüíïí åÜí êÜèå ôñï·éÜ áõôÞò ôÞò äñÜóçò

ðåñéÝ·åé áêñéâþò |H| óçìåßá.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 18

ÊáôáìÝôñçóç ôñï�éþí

Äýï ðáéäéÜ, ï Éåñþíõìïò êáé ç Áéìéëßá, Ý·ïõí ðñïìçèåõèåß êýâïõò, Ýíá äï·åßï ìå

êüêêéíç âáöÞ êáé Ýíá äï·åßï ìå ðñÜóéíç âáöÞ. Ç Áéìéëßá ðñïôßèåôáé íá äéáêï-

óìÞóåé ôïõò êýâïõò ôçò âÜöïíôáò êÜèå Ýäñá ôïõò åßôå ìå êüêêéíï åßôå ìå ðñÜóéíï

·ñþìá. Ï Éåñþíõìïò óêïðåýåé íá äé·ïôïìÞóåé êÜèå Ýäñá ôïõò ìÝóù ìéáò êüêêé-

íçò Þ ðñÜóéíçò ëùñßäáò, üðùò äåß·íïõìå óôï ó·Þìá 18.1, ïýôùò þóôå êáìßá ôùí

·ñçóéìïðïéïõìÝíùí ëùñßäùí íá ìçí ôÝìíåé êÜðïéá Üëëç. Ðïéïò áðü ôïõò äýï èá

äçìéïõñãÞóåé ôïí ìåãáëýôåñï áñéèìü äéáöïñåôéêÜ äéáêïóìçìÝíùí êýâùí;

Ó�Þìá 18.1

Ôåëéêþò, ï Éåñþíõìïò êåñäßæåé ìå ðéèáíüôçôá 12 ðñïò 10. Ôá ðáéäéÜ áíôéëáì-

âÜíïíôáé åíóôéêôùäþò üôé ïé ðåñéóôñïöÝò ôïý êýâïõ ðáßæïõí ðñùôåýïíôá ñüëï.

Ôï âÜøéìï ôÞò «ïñïöÞò» ôïý êýâïõ ìå êüêêéíï ·ñþìá êáé üëùí ôùí Üëëùí åäñþí
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ôïõ ìå ðñÜóéíï ·ñþìá äßíåé ôï ßäéï áðïôÝëåóìá, áðü ôç óêïðéÜ ôÞò äéáêüóìçóçò,

ìå ôï âÜøéìï ôïý «äáðÝäïõ» ôïý êýâïõ ìå êüêêéíï ·ñþìá êáé ôùí ëïéðþí åäñþí

ôïõ ìå ðñÜóéíï ·ñþìá. Ðáßñíïõìå ôï Ýíá áðü ôï Üëëï ìå áðëü áíáðïäïãýñéóìá

ôïý êýâïõ. Ùò åê ôïýôïõ, èá óõìöùíÞóïõìå óôï íá èåùñïýìå, áðü åäþ êáé óôï

åîÞò, äõï ·ñùìáôéóìÝíïõò êýâïõò ùò «ôáõôéæüìåíïõò» üôáí ï Ýíáò ðñïÝñ·åôáé

áðü ôïí Üëëïí êáôüðéí ðåñéóôñïöÞò.

«ÄïêéìÞ êáé ðëÜíç» äåí åßíáé ç ïñèÞ ìÝèïäïò ãéá ôçí åðßëõóç ðñïâëçìÜôùí

áõôïý ôïý åßäïõò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, èá Þôáí áðßèáíï íá áíáêáëýøïõìå êáé ôïõò

9099 äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò âáöÞò ôùí åäñþí åíüò êáíïíéêïý äùäåêáÝäñïõ, êÜ-

íïíôáò ·ñÞóç êüêêéíïõ, Üóðñïõ Þ ìðëå ·ñþìáôïò, ìüíïí ìÝóù áðëïý ðåéñáìá-

ôéóìïý! Áíô� áõôïý èá áíáëýóïõìå ôï ðñüâëçìá ôÞò Áéìéëßáò ùò åîÞò: ç âáöÞ

êáèåìéÜò ôùí åäñþí ôïý êýâïõ åßôå ìå êüêêéíï åßôå ìå ðñÜóéíï ·ñþìá ðáñÜãåé

Ýíá áíôéêåßìåíï, ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå �ñùìáôéóìÝíï êýâï. Ï êýâïò äéáèÝôåé Ýîé

Ýäñåò, ïðüôå õðÜñ·ïõí áêñéâþò 26 ·ñùìáôéóìÝíïé êýâïé. Áò óõìâïëßóïõìå ôï

óýíïëü ôïõò ùò X. Ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êýâïõ äñá åðß ôïý

X êáé äõï ·ñùìáôéóìÝíïé êýâïé åßíáé ïõóéùäþò äéáöïñåôéêïß üôáí äåí áíÞêïõí

óôçí ßäéá ôñï·éÜ. Ãéá ôçí åðßëõóç ôïýðñïâëÞìáôüò ìáòðñÝðåé íáðñïóäéïñßóïõìå

åðáêñéâþò ôï ðëÞèïò ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ôñï·éþí ùò ðñïò ôçí ðñïêåéìÝíç

äñÜóç.

Áò õðïèÝóïõìå üôé ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ç ïðïßá äñá åðß åíüò

ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõX, êé áò ïñßóïõìå ùòXg = {x ∈ X | g(x) = x} ôï óýíïëï

ôï áðïôåëïýìåíï áðü åêåßíá ôá óôïé·åßá ôïý X, ôá ïðïßá ìÝíïõí óôáèåñÜ ìÝóù

ôÞò (ùò åßèéóôáé, åî áñéóôåñþí) åöáñìïãÞò åíüò óôïé·åßïõ g ôÞò G.

(18.1) Èåþñçìá êáôáìÝôñçóçò ôùí ôñï�éþí. Ôï ðëÞèïò ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝ-

íùí ôñï�éþí éóïýôáé ìå

1

|G|

∑
g∈G

|Xg| ,

Þôïé ìå ôïí áñéèìçôéêü ìÝóï ôùí ðëçèéêþí áñéèìþí ôùí óõíüëùí {Xg| g ∈ G} ôùí

óôáèåñþí óçìåßùí.

Áðüäåéîç. Èá ðñïóäéïñßóïõìå ôïí ðëçèéêü áñéèìü ôïý óõíüëïõ

{(g, x) ∈ G×X | g(x) = x}.

Áõôüò éóïýôáé ìå ôï Üèñïéóìá

∑
g∈G

|Xg| (
)
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áðü ôç ìßá ìåñéÜ, êáé ìå ôï Üèñïéóìá

∑
x∈X

|Gx| (

)

áðü ôçí Üëëç. �óôù üôé ïéX1, X2, . . . ,Xk åßíáé ïé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò ôñï·éÝò.

ÃñÜöïõìå îáíÜ ôï Üèñïéóìá (

) õðü ôç ìïñöÞ

k∑
i=1

∑
x∈Xi

|Gx| .

ÅðåéäÞ óçìåßá áíÞêïíôá óôçí ßäéá ôñï·éÜ Ý·ïõí óõæõãåßò óôáèåñïðïéçôÝò, åÜí ôï

x åßíáé êÜðïéï (ðñï)åðéëåãìÝíï óçìåßï ôÞòXi, ôüôå Ý·ïõìå

∑
x∈Xi

|Gx| = |Xi| · |Gx| = |G(x)| · |Gx| ,

üðïõ áõôü ôï ôåëåõôáßï ãéíüìåíï éóïýôáé ìå ôçí ôÜîç |G| ôÞò äñþóáò ïìÜäáò G

äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí. ÅðïìÝíùò, ôï Üèñïéóìá

(

) åßíáé ßóï ìå k |G| êáé ôï æçôïýìåíï k õðïëïãßæåôáé Üìåóá ëüãù ôÞò éóüôçôáò

ôùí (
) êáé (

). �

(18.2) Èåþñçìá. Ôá óôïé�åßá ôÞò G ôá ïðïßá åßíáé óõæõãÞ óôáèåñïðïéïýí ôï ßäéï

ðëÞèïò óôïé�åßùí ôïýX.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá g êáé h åßíáé óõæõãÞ åíôüò ôÞò G, Þôïé üôé

ugu−1 = h

ãéá êÜðïéï u ∈ G. ÅÜí ôï g óôáèåñïðïéåß ôï x, ôüôå ôï h óôáèåñïðïéåß ôï u(x),

äéüôé

h(u(x)) = ugu−1(u(x)) = ug (x) = u(x).

Óõíåðþò ôïuóôÝëíåé ôï óýíïëïXg óôïXh.Çßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá, áëëÜáõôÞí

ôç öïñÜ ìå ôïõò ñüëïõò ôùí g êáé h áíôåóôñáììÝíïõò, äåß·íåé üôé ôï u−1 åðáíá-

öÝñåé ôï Xh óôï Xg. Ôïýôï üìùò óçìáßíåé üôé ôï u ìÜò ·ïñçãåß ìéá áìößññéøç

ìåôáîý ôùíXg êáéXh, ïðüôå áõôÜ ôá äýï óýíïëá óôáèåñþí óôïé·åßùí ðñÝðåé íá

Ý·ïõí ôïí ßäéï ðëçèéêü áñéèìü. �

Ôþñá áò åðáíÝëèïõìå óôá áñ·éêÜ ìáò ðñïâëÞìáôá.

Åðßëõóç ôïý ðñïâëÞìáôïò ôÞò Áéìéëßáò. ÐñÝðåé íá åðéëÝîïõìå Ýíá óôïé·åßï áðü

êÜèå êëÜóç óõæõãßáò ôÞò ïìÜäáò ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êýâïõ êáé íá
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ìåëåôÞóïõìå ëåðôïìåñþò ôï ðüóïõò ·ñùìáôéóìÝíïõò êýâïõò áöÞíåé óôáèåñïýò.

Ùò åêðñïóþðïõò ôùí êëÜóåùí óõæõãßáò åðéëÝãïõìå ôéò (ðåñé)óôñïöÝò r, r2, s êáé

t ðïõ äåß·íïíôáé óôï ó·Þìá 18.2 ìáæß ìå ôï ôáõôïôéêü óôïé·åßï.

Ó�Þìá 18.2

�íáò ·ñùìáôéóìÝíïò êýâïò, ï ïðïßïò ìÝíåé óôáèåñüò ìÝóù ôÞò r, ïöåßëåé íá Ý·åé

üëåò ôéò êáôáêüñõöåò áêìÝò ôïõ âáììÝíåò ìå ôï ßäéï ·ñþìá, äéüôé ç r óôñÝöåé êáèå-

ìéÜ åî áõôþí öÝñíïíôÜò ôç óôç èÝóç ôÞò ðñþôçò åê äåîéþí åñ·ïìÝíçò ãåéôüíéóóÜò

ôçò. ÄéáèÝôïõìå (åëåýèåñç) åðéëïãÞ âáöÞò ìå äýï ·ñþìáôá ãéá ôçí ïñïöÞ, ìå äýï

·ñþìáôá ãéá ôï äÜðåäï êáé ìå äýï ãéá ôéò ëïéðÝò Ýäñåò° åðïìÝíùò, |Xr| = 23. Ôï

ôé óõìâáßíåé ìåôÜ ôçí åöáñìïãÞ ôÞò (ðåñé)óôñïöÞò s åðß ôùí åäñþí ôïý êýâïõ

ðåñéãñÜöåôáé åí ðåñéëÞøåé ùò åîÞò:

ïñïöÞ �−→ äåîéüðëåõñç Ýäñá �−→ ïðßóèéá Ýäñá �−→ ïñïöÞ,

äÜðåäï �−→ áñéóôåñüðëåõñç Ýäñá �−→ åìðñüóèéá Ýäñá �−→ äÜðåäï,

äßíïíôÜò ìáò |Xs| = 22. ÁöÞíïõìå ôç ëåðôïìåñÞ åîÝôáóç ôïý ôé óõìâáßíåé ìå ôá

r2 êáé t óôïí áíáãíþóôç, áíáöÝñïíôáò ìüíïí üôé ôï r2 óôáèåñïðïéåß 24 êáé ôï t

23 ·ñùìáôéóìÝíïõò êýâïõò. Âåâáßùò, ç ôáõôïôéêÞ ðåñéóôñïöÞ óôáèåñïðïéåß êáé

ôïõò 26 ·ñùìáôéóìÝíïõò êýâïõò. Ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôùí r, r2, s êáé t ðåñéÝ·ïõí

Ýîé, ôñßá, ïêôþ êáé Ýîé óôïé·åßá, áíôéóôïß·ùò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï ðëÞèïò ôùí ïõ-

óéùäþò äéáöïñåôéêþí ·ñùìáôéóìÝíùí êýâùí, ïé ïðïßïé ìðïñïýí íá áðïêôçèïýí
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ýóôåñá áðü ôç âáöÞ êáèåìéÜò ôùí åäñþí ôïõò åßôå ìå êüêêéíï åßôå ìå ðñÜóéíï

·ñþìá, éóïýôáé ìå

1
24

{(
6× 23

)
+
(
3× 24

)
+
(
8× 22

)
+
(
6× 23

)
+ 26

}

= 1
3{6 + 6 + 4 + 6 + 8}

= 10.

�

Åðßëõóç ôïý ðñïâëÞìáôïò ôïý Éåñþíõìïõ. �·ïõìå ó·åäéÜóåé ëùñßäåò åðß ôùí

åäñþí ôïý êýâïõ üðùò óôï ó·. 18.1 êáé óêïðåýïõìå íá âÜøïõìå êáèåìéÜ ôïõò åßôå

ìå êüêêéíï åßôå ìå ðñÜóéíï ·ñþìá. Áõôü ïìïéÜæåé óå ìåãÜëï âáèìü ìå ôï ðñïç-

ãïýìåíï ðñüâëçìá° ùóôüóï, ìåôáîý ôïõò õðÜñ·åé êáé ìéá áéóèçôÞ äéáöïñÜ. Åäþ,

ôï óýíïëï ôùí ó·åäéáóìÝíùí ëùñßäùí äåí óôÝëíåôáé íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü

ôïõ áðü üëåò ôéò ðåñéóôñïöéêÝò óõììåôñßåò ôïý êýâïõ áëëÜ ìüíïí áðü ôéò ìéóÝò åî

áõôþí, Þôïé áðü åêåßíåò ïé ïðïßåò åðÜãïõí Üñôéåò ìåôáôÜîåéò åðß ôùí ôåóóÜñùí

êõñßùí äéáãùíßùí. Ùò åê ôïýôïõ, ç ïìÜäá, ç ïðïßá ìáò ðáñÝ·åé ôéò åðéèõìçôÝò

óõììåôñßåò, äåí åßíáé éóüìïñöç ìå ïëüêëçñç ôçí S4 áëëÜ ìå ôçí A4. Ùò åêðñï-

óþðïõò ôùí êëÜóåùí óõæõãßáò ôçò èåùñïýìå ôéò (ðåñé)óôñïöÝò r2, s, s2 êáé e, êáé

ôï ðëÞèïò ôùí ïõóéùäþò äéáöïñåôéêþí ·ñùìáôéóìÝíùí êýâùí óôçí ðñïêåéìÝíç

ðåñßðôùóç éóïýôáé ìå

1
12

{(
3× 24

)
+
(
4× 22

)
+
(
4× 22

)
+ 26

}

= 1
3{12 + 4 + 4 + 16}

= 12.

�

Èá êëåßóïõìå ôï êåöÜëáéï áõôü ìå Ýíá ôñßôï ðñüâëçìá áõôïý ôïý ôýðïõ (ôï

ïðïßï ðñïôÜèçêå áðü ôïí L.M. Woodward). Êáé óôéò äýï ðëåõñÝò ìéáò («ìåãÝ-

èïõò») 5×1 ·Üñôéíçò ôáéíßáò, ç ïðïßá Ý·åé ó·Þìáïñèïãùíßïõ ðáñáëëçëïãñÜììïõ,

·áñÜóóïõìå äéá·ùñéóôéêÝò ãñáììÝò êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå áõôÞ íá äéáéñåßôáé

óå ðÝíôå («ìïíáäéáßïõ» ìåãÝèïõò) ôåôñÜãùíá. Ôá Üêñá ôÞò åí ëüãù ôáéíßáò óõ-

ãêïëëþíôáé ýóôåñá áðü ìéóÞ óõóôñïöÞ ðñïêåéìÝíïõ íá ó·çìáôéóèåß ìéá ôáéíßá

ôïý M−bius M . Ðüóïé äéáöïñåôéêïß ôñüðïé ·ñùìáôéóìïý ìéáò ôáéíßáò áõôïý ôïý

åßäïõò ìðïñïýí íá ðñïêýøïõí üôáí ìáò åðéôñÝðåôáé ç âáöÞ ôùí ôåôñáãþíùí ôçò

êÜíïíôáò ·ñÞóç ôñéþí äéáöïñåôéêþí ·ñùìÜôùí; ÄéáèÝôïõìå äÝêá ôåôñÜãùíá êáé

ôñßá ·ñþìáôá. Áõôü óçìáßíåé üôé õðÜñ·ïõí åí óõíüëù 310 ·ñùìáôéóìÝíåò ôáéíßåò

ôïýM�bius. Äõï êáô� áõôüí ôïí ôñüðï ·ñùìáôéóìÝíåò ôáéíßåò ôïýM�bius èá ëïãß-

æïíôáé ùò «äéáöïñåôéêÝò» üôáí åßíáé äéáöïñåôéêÝò «ùò ðñïò ôç öõóéêÞ óõììåôñßá»

ìéáò ôáéíßáò M�bius.
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Ãéá äéåõêüëõíóÞ óáò öôåéÜîôå Ýíá ðñüôõðï («ìïíôÝëï») ôÞò M êáé ôñÝîôå ôï

(áíÜìåóá) óôá äÜêôõëÜ óáò, ïýôùò þóôå ôá ôåôñÜãùíá íá êéíçèïýí êáôÜ ìßá

èÝóç. ÏíïìÜóôå áõôÞí ôç óõììåôñßá r. ¾óôåñá áðü äÝêá åðáíáëÞøåéò ìéáò ôÝ-

ôïéáò êßíçóçò åðáíáêôÜôå ü,ôé åß·áôå óôçí áñ·Þ, ïðüôå ç r10 åßíáé ç ôáõôïôéêÞ

óõììåôñßá. (Óçìåéþóôå üôé ç r äåí åðÜãåôáé áðü êÜðïéá ðåñéóôñïöÞ ôïý R3, êá-

èþò áðïôåëåß áðëþò ìéá ìåôáêßíçóç ôÞò ôáéíßáò ôïý M�bius ðïõ ôç óôÝëíåé íá

áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôçò. Áõôüò ï ôýðïò óõììåôñßáò áðïêáëýðôåôáé óå üëï

ôïõ ôï åýñïò üôáí ç ôáéíßá ·ñçóéìïðïéåßôáé ùò óõíäåôéêüò éìÜíôáò ìåôÜäïóçò êß-

íçóçò ìåôáîý äýï ôñï·áëéþí). ÕðÜñ·åé êáé Üëëç ìßá öõóéêÞ óõììåôñßá s, ç ïðïßá

äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 18.3 (óôñïöÞ ðñïò ôá åðÜíù).

Ó�Þìá 18.3

Ïé r êáé s ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ìéá ïìÜäá, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôç äéåäñéêÞ

ïìÜäá D10 êáé ç ïðïßá äñá åðß ôùí ·ñùìáôéóìÝíùí ôáéíéþí êáôÜ ôïí ðñïöáíÞ

ôñüðï. Ïé êëÜóåéò óõæõãßáò ôÞòD10 åßíáé ïé

{e}, {r, r9}, {r2, r8},

{r3, r7}, {r4, r6}, {r5},

êáé

{s, r2s, r4s, r6s, r8s}, {rs, r3s, r5s, r7s, r9s}.

Ðáßñíïíôáò ôï ðñþôï óôïé·åßï êáèåìéÜò åî áõôþí êáé ìåëåôþíôáò ëåðôïìåñþò ôï

ðüóåò ·ñùìáôéóìÝíåò ôáéíßåò ôïý M�bius áöÞíåé óôáèåñÝò, âñßóêïõìå: 310 ãéá ôï

e, 3 ãéá ôï r, 32 ãéá ôï r2, 3 ãéá ôï r3, 32 ãéá ôï r4, 35 ãéá ôï r5, 36 ãéá ôï s êáé 35

ãéá ôï rs. (Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç óõììåôñßá s áöÞíåé áíáëëïßùôá äýï ôåôñÜãùíá, Þôïé

åêåßíá ôá ïðïßá äéáôñõðþíôáé óôï êÝíôñï ôïõò áðü ôïí ÜîïíÜ ôçò, åíþ åíáëëÜóóåé
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ôá õðüëïéðá ïêôþáíÜ æåýãç, óôáèåñïðïéþíôáò êáô� áõôüí ôïí ôñüðï åí óõíüëù 36

·ñùìáôéóìÝíåò ôáéíßåò ôïýM�bius). ÊáôÜ ôï èåþñçìá êáôáìÝôñçóçò ôùí ôñï·éþí

ôï ðëÞèïò ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ·ñùìáôéóìÝíùí ôáéíéþí ôïýM�bius éóïýôáé

ìå

1
20{3

10 + (2× 3) +
(
2× 32

)
+ (2× 3) +

(
2× 32

)
+
(
1× 35

)

+
(
5× 36

)
+
(
5× 35

)
}

= 3210.

Ï áíáãíþóôçò åßíáé ðéèáíüí íá èåëÞóåé íá ðñïóäéïñßóåé äéåîïäéêïýò ôýðïõò ãéá

ôéò óõììåôñßåò r êáé s. Ãéá íá êáôáóôåß áõôü åöéêôü êáôÜ Ýíáí óõóôçìáôéêü ôñüðï

åêëÜâåôå ôçíM ùò ôï óýíïëï

{
(
e2iθ, λeiθ

)
∈ C×C

∣∣ − π < θ ≤ π, 0 ≤ λ ≤ 1}.

Ôüôå ç r óôÝëíåé ôï
(
e2iθ, λeiθ

)
óôï (e2i(θ+

π

5
), λei(θ+

π

5
)), åíþ ôï s óôÝëíåé ôï(

e2iθ, λeiθ
)
óôï

(
e−2iθ, λe−iθ

)
.

ÔÝëïò, èá Üîéæå íá ìíçìïíåýóïõìå üôé ðïéêßëåò åöáñìïãÝò ôïý èåùñÞìáôïò

êáôáìÝôñçóçò ôùí ôñï·éþí óôç µçìåßá åßíáé äõíáôüí íá åíôïðéóèïýí óôçí

åíüôçôá 20 ôïý âéâëßïõ ¥5] ôïý V.E. Hill.

ÁóêÞóåéò

18.1 Áò õðïèÝóïõìå üôé êÜèå áêìÞ åíüò êýâïõ âÜöåôáé åßôå ìå ìáýñï åßôå ìå

Üóðñï ·ñþìá. Ðüóïé äéáöïñåôéêïß äéáêïóìçìÝíïé êýâïé ìðïñåß íá ðñïêý-

øïõí áêïëïõèþíôáò áõôÞí ôç óõíèÞêç âáöÞò;

18.2 Äåßîôå üôé õðÜñ·ïõí ðñÜãìáôé 9099 ïõóéùäþò äéáöïñåôéêïß ôñüðïé ·ñùìá-

ôéóìïý ôùí åäñþí åíüò äùäåêáÝäñïõ êÜíïíôáò ·ñÞóç êüêêéíïõ, Üóðñïõ Þ

ìðëå ·ñþìáôïò.

18.3 Ìéá óôñïããõëÞ ôïýñôá ãåíåèëßùí õðïäéáéñåßôáé óå ïêôþ ßóïõò êõêëéêïýò

ôïìåßò. ÊáôÜ ðüóïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ìðïñïýìå íá êáôáíåßìïõìå

êüêêéíá êáé ðñÜóéíá êåñÜêéá, ïýôùò þóôå óôï âáñýêåíôñï êáèåíüò ôùí ôï-

ìÝùí áõôþí íá âñßóêåôáé áêñéâþò Ýíá êåñÜêé;

18.4 Áò õðïèÝóïõìå ðùò, áíôß íá ·ñùìáôßóåôå ôéò ëùñßäåò óôï ó·Þìá 18.1, ·ñù-

ìáôßæåôå êáèÝíá ôùí çìßóåùí ôùí õðïäéçñçìÝíùí åäñþí ôïý êýâïõ. ÊáôÜ

ðüóïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ìðïñåß íá ãßíåé áõôü, åÜí äéáèÝôåôå ìüíïí

äýï ·ñþìáôá;
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18.5 Áò õðïèÝóïõìå ðùò êáôáóêåõÜæïõìå âñá·éüëéá, êáèÝíá ôùí ïðïßùí óõíôß-

èåôáé áðü ðÝíôå ·Üíôñåò ðåñáóìÝíåò óå Ýíá êõêëéêü óõñìáôÜêé. Ðüóá äéá-

öïñåôéêÜ âñá·éüëéá (áõôïý ôïý åßäïõò) ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå, åÜí

Ý·ïõìå óôç äéÜèåóÞ ìáò ìüíïí êüêêéíåò, ìðëå êáé êßôñéíåò ·Üíôñåò;

18.6 Ïé êïñõöÝò, ôá ìåóïóçìåßá ôùí áêìþí êáé ôá âáñýêåíôñá ôùí åäñþí åíüò

êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ T ðñüêåéôáé íá åðéãñáöïýí ìå ôç ·ñÞóç ôñéþí ·ñù-

ìÜôùí. Áðïäåßîôå ðùò õðÜñ·ïõí 400707 ôñüðïé ãéá íá óõìâåß áõôü, õðü

ôçí ðñïûðüèåóç üôé ëáìâÜíåôå õð� üøéí ôçí ðåñéóôñïöéêÞ óõììåôñßá ôïý

ôåôñáÝäñïõ T.

18.7 ÊáôÜ ðüóïõò äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò ìðïñïýí íá ·ñùìáôéóèïýí ïé êïñõöÝò

êáé ïé áêìÝò åíüò êáíïíéêïý åîáãþíïõ ·ñçóéìïðïéþíôáò êüêêéíï, ìðëå Þ

êßôñéíï ·ñþìá ãéá ôéò áêìÝò êáé ìáýñï Þ Üóðñï ·ñþìá ãéá ôéò êïñõöÝò;

18.8 ÅîåôÜóôå ôçí ðåñéãñáöÞ ðïõ äþóáìå ãéá ôçí ôáéíßá ôïý M�bius ðáñïõóéÜ-

æïíôÜò ôçí ùò Ýíá õðïóýíïëï ôïý C×C êáé ðñïóäéïñßóôå ôïýò ðßíáêåò ôÞò

U2, ïé ïðïßïé áíáðáñéóôïýí ôéò óõììåôñßåò r êáé s.
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ÐåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò

ðåñéóôñïöþí

Ç åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá SO3 ìðïñåß íá èåùñçèåß, üðùò ðñïáíáöÝñáìå óôï

êåöÜëáéï 9, ùò ôáõôéæüìåíç ìå ôçí ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöþí ôïýR3, ïé ïðïßåò óôá-

èåñïðïéïýí ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí. ÅÜí Ýíá ãåùìåôñéêü áíôéêåßìåíï ôïðïèåôçèåß

åíôüò ôïý R3 êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ôï âáñýêåíôñü ôïõ íá óõìðßðôåé ìå ôçí

áñ·Þ ôùí áîüíùí, ôüôå ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïõ «åßíáé», õð� áõ-

ôÞí ôçí Ýííïéá, ìéá õðïïìÜäá ôÞò SO3. Åßìáóôå Þäç åîïéêåéùìÝíïé ìå áñêåôÜ

ðáñáäåßãìáôá. Áðü ìéá ïñèÞ êáíïíéêÞ ðõñáìßäá âáóéóìÝíç óå Ýíá êáíïíéêü k-

ãùíïáðïêôïýìå ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò k, åíþ ìéá éóüðåäç êáíïíéêÞ (n-ãùíéêÞ)

ðëÜêá ìå n éóïìÞêåéò ðëåõñÝò ðáñïõóéÜæåé äéåäñéêÞ óõììåôñßá äßíïíôÜò ìáò ôçí

Dn. (Óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá n = 2, áíôß ôÞò ïìÜäáò ðåñéóôñï-

öéêþí óõììåôñéþí ôÞò éóüðåäçò êáíïíéêÞò ðëÜêáò, ·ñçóéìïðïéïýìå ôçí ïìÜäá

ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý êáíïíéêïý äéðëåýñïõ ãåùìåôñéêïý ìïñöþìáôïò

ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí Üóêçóç 9.12. Ðñüêåéôáé ãéá Ýíá óôåñåü, ôï ïðïßï ïìïéÜæåé

ìå Ýíáí öáêü). ÅðéðñïóèÝôùò, Ý·ïõìå óõíáíôÞóåé êáé ôéò ïìÜäåò óõììåôñßáò ôùí

êáíïíéêþí (Þ «ðëáôùíéêþí») óôåñåþí. ¼ðùò èá äïýìå åõèýò ðáñáêÜôù, ðÝñáí

ôùí êõêëéêþí êáé äéåäñéêþí ïìÜäùí êáé ôùí ïìÜäùí óõììåôñßáò ôùí åí ëüãù óôå-

ñåþí äåí õößóôáíôáé -ùò ðñïò éóïìïñöéóìü- Üëëåò ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò

SO3. Îåêéíïýìå ìå ôçí ðáñÜèåóç åíüò ïëéãüôåñï öéëüäïîïõ èåùñçôéêïý áðïôå-

ëÝóìáôïò ðïõ áöïñÜ óôéò ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò O2.
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(19.1) Èåþñçìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞòO2 åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ.

Áðüäåéîç. �óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç, ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá ôÞò O2. Êáô� áñ-

·Üò õðïèÝôïõìå üôé ïëüêëçñç ç G ðåñéÝ·åôáé óôçí åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá SO2,

ïðüôå êÜèå óôïé·åßï ôÞòG áíáðáñéóôÜ ìéá ðåñéóôñïöÞ ôïý åðéðÝäïõ. �óôùAθ ï

ðßíáêáò ï ïðïßïò áíáðáñéóôÜ ôç óôñïöÞ êáôÜ ãùíßá θ ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí

(ôùí óõíôåôáãìÝíùí) ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áñé-

óôåñüóôñïöç öïñÜ), üðïõ 0 ≤ θ < 2π. ÅðéëÝãïõìå ôïí ðßíáêá Aϕ ∈ G, ïýôùò

þóôå ç φ íá åßíáé èåôéêÞ êáé íá áðïôåëåß ôçí åëÜ�éóôç ãùíßá ìå áõôÞí ôçí éäéü-

ôçôá. Ôüôå ãéá êÜèå Aθ ∈ G ìðïñïýìå íá äéáéñÝóïõìå ôçí θ ìå ôçí φ êáé íá ôç

ãñÜøïõìå ùò θ = kφ+ ψ, ãéá êÜðïéï k ∈ Z, 0 ≤ ψ < φ, ïðüôå

Aθ = Akφ+ψ = (Aφ)
k Aψ =⇒ Aψ = (Aφ)

−k Aθ ∈ G,

(êáèüôé áìöüôåñïé ïéAθ êáéAφ áíÞêïõí óôçíG), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôéψ = 0,

äéüôé áëëéþò èá êáôáëÞãáìå óå Üôïðï ëüãù ôÞò åðéëïãÞò ôÞò φ. ÅðïìÝíùò ç G

ðáñÜãåôáé áðü ôïí ðßíáêá Aθ êáé åßíáé êõêëéêÞ.

ÅÜí çG äåí ðåñéÝ·åôáé åî ïëïêëÞñïõ óôçí åéäéêÞ ïñèïãþíéá ïìÜäá SO2, ôüôå

ïñßæïõìå ùòH ôçí ôïìÞH = G∩ SO2.ÇH áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòG ìå äåß-

êôç 2 êáé, óýìöùíá ìå üóá ðñïáíáöÝñáìå, åßíáé êõêëéêÞ áöïý ðåñéÝ·åôáé óôçí

SO2. �óôùA Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞòH êáé ÝóôùB Ýíáóôïé·åßï ôÞò äéáöïñÜòG�H.

ÅðåéäÞ ï ðßíáêáò B áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü, Ý·ïõìå B2 = I. Óôçí ðåñß-

ðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßáA = I, Ý·ïõìåG = {I,B}, äçëáäÞ çG åßíáé êõêëéêÞ ôÜîçò

2. ÅéäÜëëùò, ç ôÜîç ôïý A åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò n ≥ 2, ïðüôå

G = {I,A,A2, . . . , An−1, B,AB, . . . , An−1B},

üðïõ An = I, B2 = I, BA = A−1B. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ç áðåéêüíéóç

ãåííçôüñùí

A �−→ r, B �−→ s,

êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò G êáé ôÞò äéåäñéêÞò ïìÜäáò Dn (üðïõ r

êáé s åßíáé ïé óõíÞèåéò óõìâïëéóìïß ìáò, ïé åéóá·èÝíôåò óôï êåöÜëáéï 4, ãéá ôïõò

ãåííÞôïñåò ôÞòDn). �

(19.2) Èåþñçìá ôáîéíüìçóçò ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò SO3.

ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO3 åßíáé åßôå éóüìïñöç ìå ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá

åßôå éóüìïñöç ìå ìéá äéåäñéêÞ ïìÜäá åßôå éóüìïñöç ìå ôçí ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá

óõììåôñéþí åíüò êáíïíéêïý óôåñåïý 1.

1(Ó.ô.Ì.): Ç ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò SO3 ðñùôïåìöáíßæåôáé óôç âéâëéïãñáößá ìå ôï óýã-
ãñáììá ôïý Felix Klein: Vorlesungen über das Ikosaeder (1884), áí êáé óôçí áñèñïãñáößá Þôáí Þäç ãíùóôÞ
áðü ôéò åñãáóßåò ôùíM.L. Frankenheim (1826), J.F. Hessel (1830) êáé A. Bravais (1849), ïé ïðïßïé åß·áí áó·ïëçèåß ìå
ôç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí êëÜóåùí ïñéóìÝíùí êñõóôÜëëùí (Þôïé ìå ôéò êñõóôáëëïãñáöéêÝò óçìåéáêÝò ïìÜäåò).
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Áðüäåéîç. �óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç õðïïìÜäá ôÞò SO3. Ôüôå êÜèå óôïé·åßï ôÞò

G, ðïõ åßíáé äéÜöïñï ôïý ìïíáäéáßïõ, áíáðáñéóôÜ ìéá ðåñéóôñïöÞ ôïý R
3 ðåñß

Ýíáí Üîïíá äéåñ·üìåíïáðü ôï0 = (0, 0, 0).Çåðé·åéñçìáôïëïãßá ìáò èáðåñéëÜâåé

ãåùìåôñéêÜ ôå·íéêÜ ìÝóá, åíþ èá ðñïôéìÞóïõìå íá åñãáóèïýìå áðåõèåßáò ìå ôéò

ðåñéóôñïöÝò ðáñÜ ìå ôïõò áíôßóôïé·ïõò ðßíáêåò. Ôá äýï óçìåßá, óôá ïðïßá ï

Üîïíáò ìéáò ðåñéóôñïöÞò g ∈ G ôÝìíåé ôç ìïíáäéáßá óöáßñá, ïíïìÜæïíôáé ðüëïé

ôÞò g (âë. ó·. 19.1). ÅÜí ï Üîïíáò óõìâáßíåé íá óõìðßðôåé ìå ôïí Üîïíá ôùí

êáôçãìÝíùí, ôüôå áðïêôïýìå ôïí óõíÞèç âüñåéï êáé íüôéï ðüëï ôÞò óöáßñáò. Ïé

ðüëïé ìéáò ðåñéóôñïöÞò g ∈ G åßíáé ôá ìüíá óçìåßá åðß ôÞò ìïíáäéáßáò óöáßñáò,

ôá ïðïßá ìÝíïõí óôáèåñÜ ìÝóù ôÞò åî áñéóôåñþí åöáñìïãÞò ôÞò g.

Ó�Þìá 19.1

�óôù

X = {ðüëïé ôùí ðåñéóôñïöþí g | g ∈ G�{e}} .

ÅðéëÝãïõìå Ýíá óçìåßï x ∈ X êáé Ýíá óôïé·åßï g ∈ G.ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï x åßíáé

ï Ýíáò åê ôùí äýï ðüëùí åíüò h ∈ G, ðáßñíïõìå

(ghg−1)(g(x)) = g(h(x)) = g(x),

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï g(x) áðïôåëåß Ýíáí ðüëï ôïý ghg−1, ïðüôå g(x) ∈ X.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, äéáèÝôïõìå ìéá äñÜóç ôÞò G åðß ôïý ùò Üíù óõíüëïõ ôùí ðüëùí

X. Ôï üëï óêåðôéêü ôÞò áðüäåéîçò âáóßæåôáé óôçí åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò êá-

ôáìÝôñçóçò ôùí ôñï·éþí (ãéá ôçí åí ëüãù äñÜóç ôÞò G) êáé óôçí éäéüôçôá ôïý X

íá áðáñôßæåôáé áðü óçìåßá ôïðïèåôçìÝíá óå éäéáßôåñá üìïñöïõò ãåùìåôñéêïýò

ó·çìáôéóìïýò.
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�óôù N ôï ðëÞèïò ôùí óáöþò äéáêåêñéìÝíùí ôñï·éþí. Áðü êÜèå ôñï·éÜ åðé-

ëÝãïõìå Ýíáí ðüëï. Áò óõìâïëßóïõìå áõôïýò ôïõò ðüëïõò ùò x1, x2, . . . , xN .ÊÜèå

óôïé·åßï ôÞòG�{e} óôáèåñïðïéåß áêñéâþò äýï ðüëïõò, åíþ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï

óôáèåñïðïéåß üëïõò ôïõò äéáèÝóéìïõò ðüëïõò. Ùò åê ôïýôïõ, ôï èåþñçìá êáôáìÝ-

ôñçóçò ôùí ôñï·éþí ìÜò äßíåé ôçí éóüôçôá

N =
1

|G|
{2(|G| − 1) + |X|}

=
1

|G|

{
2(|G| − 1) +

N∑
i=1

|G(xi)|

}
.

ÁõôÞ åðáíáäéåõèåôåßôáé ùò áêïëïýèùò:

2

(
1−

1

|G|

)
= N −

1

|G|

N∑
i=1

|G(xi)|

= N −
N∑
i=1

1

|Gxi
|

=
N∑
i=1

(
1−

1

|Gxi
|

)
.




(�)

ÕðïèÝôïíôáò üôé ç G äåí åßíáé ôåôñéììÝíç, ôï áñéóôåñü ìÝëïò áõôÞò ôÞò éóüôçôáò

åßíáé ìåãáëýôåñï Þ ßóï ôïý 1 êáé ìéêñüôåñï ôïý 2.¼ìùò êÜèå óôáèåñïðïéçôÞòGx

Ý·åé ôÜîç ôïõëÜ·éóôïí 2, ïðüôå

1 ≤ 1−
1

|Gxi
|
< 2

ãéá üëá ôá i ∈ {1, 2, . . . , N}. Óõíåðþò, N ∈ {2, 3}.

� ÅÜí N = 2, ôüôå ç (�) ìáò äßíåé

2 = |G(x1)|+ |G(x2)| ,

ïðüôå åßíáé äõíáôüí íá õðÜñ·ïõí ìüíïí äýï ðüëïé. Áõôïß ïé ðüëïé êáèïñßæïõí

Ýíáí ÜîïíáL êáé êÜèå óôïé·åßï ôÞòG�{e} ïöåßëåé íá åßíáé ìßá óôñïöÞðåñß áõôüí

ôïí Üîïíá. Ôï åðßðåäï, ôï ïðïßï äéÝñ·åôáé áðü ôï 0 êáé åßíáé êÜèåôï ðñïò ôïí L,

ðåñéóôñÝöåôáé ìÝóù ôÞò G åðáíåñ·üìåíï óôïí åáõôü ôïõ. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç G

åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá õðïïìÜäá ôÞò SO2, êé Ýôóé ïöåßëåé íá åßíáé êõêëéêÞ âÜóåé

ôïý èåùñÞìáôïò (19.1).
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� ÅÜí N = 3, ôüôå ôá ðñÜãìáôá åßíáé ðéï ðåñßðëïêá. ÃñÜöïíôáò, ãéá ëüãïõò

óõíôïìßáò, x, y, z áíôß ôùí x1, x2, x3, Ý·ïõìå

2

(
1−

1

|G|

)
= 3−

(
1

|Gx|
+

1

|Gy|
+

1

|Gz|

)

Þ, éóïäõíÜìùò,

1 +
2

|G|
=

1

|Gx|
+

1

|Gy|
+

1

|Gz|
.

Ôï Üèñïéóìá ôùí ôñéþí üñùí ôïý äåîéïý ìÝëïõò åßíáé ìåãáëýôåñï ôïý 1, ïðüôå

õðÜñ·ïõí ìüíïí ðÝíôå äõíáôüôçôåò ãéá ôéò ôéìÝò ôéò ïðïßåò ìðïñïýí íá ëÜâïõí ïé

|G|, |Gx| , |Gy| êáé |Gz|. Ðéï óõãêåêñéìÝíá, õðïèÝôoíôáò (äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêü-

ôçôáò) üôé

2 ≤ |Gx| ≤ |Gy| ≤ |Gz| ,

ï áíùôÝñù ôýðïò ìÜò ðáñÝ·åé ôéò åîÞò äõíáôÝò ôéìÝò:

Á/Á |G| |Gx| |Gy| |Gz|

(a) 4 2 2 2

(b) 2n, n ≥ 3 2 2 n

(c) 12 2 3 3

(d) 24 2 3 4

(e) 60 2 3 5

Èá åîåôÜóïõìå êáèåìéÜ áðü áõôÝò ôéò ðåñéðôþóåéò ·ùñéóôÜ.

Ðåñßðôùóç (a). Ç G, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, åßíáé ìéá ïìÜäá ôÜîçò 4, óôçí

ïðïßá êÜèå óôïé·åßï -äéÜöïñï ôïý ìïíáäéáßïõ- Ý·åé ôÜîç ßóç ìå 2. Óõíåðþò ç G

åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôïý Klein, åêëáìâáíüìåíç, åí ðñïêåéìÝíù, ùò ìéá

äéåäñéêÞ ïìÜäá ìå ôÝóóåñáóôïé·åßá. �óôù g Ýíáò ãåííÞôïñáò ôïý óôáèåñïðïéçôÞ

Gz. Õðåíèõìßæïõìå üôé ôï g äéáôçñåß ôéò áðïóôÜóåéò. Ïé ðüëïé x êáé g(x) éóáðÝ-

·ïõí áðü ôï z. Ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïõò y êáé g(y). ÅðïìÝíùò, ôï −z ïöåßëåé íá

åßíáé ôï Üëëï óçìåßï ôÞò ôñï·éÜò G(z), åíþ

g(x) = −x, g(y) = −y.

Ôïýôï óçìáßíåé üôé ïé Üîïíåò ïé äéåñ·üìåíïé áðü ôá óçìåßá x, y, z åßíáé êÜèåôïé (ï

Ýíáò ðñïò ôïí Üëëï) êáé üôé ïé ôñåéò ôñï·éÝò åßíáé ïé G(x) = {±x}, G(y) = {±y}
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êáé G(z) = {±z}, üðùò óôï ó·. 19.2.

Ó�Þìá 19.2

Ðåñßðôùóç (b). ÅÜí |Gx| = |Gy| = 2 êáé |Gz| = n ≥ 3, ôüôå |G| = 2n.ÏÜîïíáò, ï

ïðïßïò äéÝñ·åôáé áðü ôï z, óôáèåñïðïéåßôáé ìÝóù üëùí ôùí ðåñéóôñïöþí ôÞò Gz.

¢ñá ç ïìÜäá Gz åßíáé êõêëéêÞ ôÜîçò n. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï g åßíáé ç åëÜ·éóôç

ðåñéóôñïöÞ, ç ïðïßá ðáñÜãåé ôçí Gz. Ôá n óôïé·åßá

x, g (x) , g2(x), . . . , gn−1(x)

åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá. (ÐñÜãìáôé° åÜí åß·áìå gµ(x) = gν(x) ãéá êÜðïéïõò

áêåñáßïõò µ, ν, üðïõ 0 ≤ ν < µ ≤ n− 1, ôüôå èá åß·áìå 0 < µ− ν < n êáé

gµ−ν(x) = x =⇒ gµ−ν �= I, êáé gµ−ν ∈ Gx.

ÅðïìÝíùò ôï gµ−ν -êáé, êáôÜ óõíÝðåéáí, êáé ôï g- èá Þôáí ìéá óôñïöÞ ðåñß ôïí

Üîïíá ôïí äéåñ·üìåíï áðü ôï x, ðñÜãìá áäýíáôïí, äéüôé ç ôÜîç ôïý g åßíáé ßóç ìå

n > 2 = |Gx| .) ÅðåéäÞ ëïéðüí |G|
|Gx|

= n, Ý·ïõìå

G (x) = {x, g (x) , g2(x), . . . , gn−1(x)}

êáé êáô� áíáëïãßáí

G (y) = {y, g (y) , g2(y), . . . , gn−1(y)}.
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ÅðéðñïóèÝôùò, g (z) = z, g(−z) = −z, ïðüôå−z /∈ G (x)∪G (y) , ðïõ óçìáßíåé üôé

G (z) = {±z} .

ÅðåéäÞ ôï g äéáôçñåß ôéò áðïóôÜóåéò, ðáßñíïõìå ôåëéêþò

‖x− g(x)‖ =
∥∥g(x)− g2(x)

∥∥ = · · · =
∥∥gn−1(x)− x

∥∥ ,
êáé Ýôóé ôá x, g (x) , . . . , gn−1(x) áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý n-ãþíïõ

P . ÅðåéäÞ çG óõíßóôáôáé áðü 2n ðåñéóôñïöÝò, ïé ïðïßåò áðåéêïíßæïõí ôï P óôïí

åáõôü ôïõ, ç G èá ðñÝðåé íá åßíáé ç ïìÜäá ðåñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïý P .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç G åßíáé äéåäñéêÞ. ÖõóéêÜ, ôï åðßðåäï ôï ïñéæüìåíï áðü ôï P

ðåñéÝ·åé ôï 0 êáé åßíáé êÜèåôï ðñïò ôïí Üîïíá ôùí êáôçãìÝíùí. Ïé ôñï·éÝò ôùí

x, y, z åéêïíïãñáöïýíôáé óôï ó·Þìá 19.3.

Ó�Þìá 19.3

Ðåñßðôùóç (c). ÅÜí |Gx| = 2 êáé |Gy| = |Gz| = 3, ôüôå |G| = 12. Ç ôñï·éÜ ôïý z

áðïôåëåßôáé áðü ôÝóóåñá óçìåßá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá åî áõôþí, áò ôï ðïýìå u, ïýôùò

þóôå 0 < ‖z − u‖ < 2. Åðßóçò åðéëÝãïõìå Ýíáí ãåííÞôïñá g ôÞò Gz. Ôüôå ôá u,

g(u), g2(u) åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá. ÅðåéäÞ ôï g (ùò éóïìåôñßá) äéáôçñåß ôçí

áðüóôáóç, áõôÜ éóáðÝ·ïõí áðü ôï z êáé áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò éóïðëåýñïõ

ôñéãþíïõ. ÅÜí ôþñá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï·Þ ìáò óôï u (áíôß íá óõíå·ßóïõìå íá

áó·ïëïýìáóôå ìå ôï z), èá ðáñáôçñÞóïõìå üôé ôá óçìåßá z, g(u) êáé g2(u) éóáðÝ-

·ïõí áðü ôï u. ÅðïìÝíùò, ôá óçìåßá z, u, g(u) êáé g2(u) áðïôåëïýí êïñõöÝò åíüò
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êáíïíéêïý ôåôñáÝäñïõ, ôï ïðïßï óôÝëíåôáé íá áðåéêïíéóôåß óôïí åáõôü ôïõ ìÝóù

üëùí ôùí ðåñéóôñïöþí ôÞò G. Êé åðåéäÞ Ý·ïõìå |G| = 12, ç G ïöåßëåé íá åßíáé

ç ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá ôïý åí ëüãù ôåôñáÝäñïõ. Ôï ó·Þìá 19.4 äåß·íåé ôéò ôñåéò

ôñï·éÝò.

Ó�Þìá 19.4

Ðåñßðôùóç (d). ÅÜí |Gx| = 2, |Gy| = 3 êáé |Gz| = 4, ôüôå |G| = 24.Ç ôñï·éÜ ôïý z

áðïôåëåßôáé áðü Ýîé óçìåßá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá åî áõôþí, áò ôï ðïýìå u, ïýôùò þóôå

u /∈ {±z} . Åðßóçò åðéëÝãïõìå Ýíáí ãåííÞôïñá g ôÞò Gz. Ôüôå ôá u, g(u), g2(u),

g3(x) åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá óçìåßá, ôá ïðïßá éóáðÝ·ïõí áðü ôï z êáé áðïôå-

ëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò ôåôñáãþíïõ. ÕðÜñ·åé ·þñïò ìüíï ãéá Ýíá áêüìç óôïé·åßï

åíôüò ôÞò ôñï·éÜò G(z), ïðüôå áõôü ôï (ôåëåõôáßï) óçìåßï ðñÝðåé íá åßíáé ôï −z.

¼ìùò êáé ôï −u áíÞêåé óôçí G(u) = G(z). Ðñïöáíþò, ï ðüëïò −u äåí ìðïñåß íá

áíÞêåé óôï äéóýíïëï {±z}, áëëÜ ïýôå êáé íá åßíáé Ýíá áðü ôá óçìåßá g(u), g3(x),

äéüôé

‖g(u)− u‖ =
∥∥g3(u)− u

∥∥ < 2.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, −u = g2(u), ïðüôå ôá óçìåßá z, u, g(u), g2(u), g3(x) êáé −z

áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò êáíïíéêïý ïêôáÝäñïõ êáé ç G åßíáé ç ïìÜäá ôùí ðå-
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ñéóôñïöéêþí óõììåôñéþí ôïõ (âë. ó·Þìá 19.5).

Ó�Þìá 19.5

Ðåñßðôùóç (e). ÅÜí |Gx| = 2, |Gy| = 3 êáé |Gz| = 4, ôüôå |G| = 60. Ç ôñï·éÜ ôïý

z áðïôåëåßôáé áðü äþäåêá óçìåßá. ÅðéëÝãïõìå äýï åî áõôþí, áò ôá ðïýìå u êáé v,

ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

0 < ‖z − u‖ < ‖z − v‖ < 2.

(Ãéáôß ìðïñïýìå ðÜíôïôå íá êÜíïõìå ìéá ôÝôïéá åðéëïãÞ;) ÅÜí ôï g åßíáé ï åëÜ·é-

óôïò ãåííÞôïñáò ôÞò Gz, ôüôå ôá u, g(u), g2(u), g3(x) êáé g4(x) åßíáé óáöþò äéá-

êåêñéìÝíá óçìåßá, ôá ïðïßá éóáðÝ·ïõí áðü ôï z êáé áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò

êáíïíéêïý ðåíôáãþíïõ. ÁëëÜ êáé ôá v, g(v), g2(v), g3(v) êáé g4(v) åßíáé óáöþò

äéáêåêñéìÝíá óçìåßá, ôá ïðïßá éóáðÝ·ïõí áðü ôï z (êáôÜ ìßá áðüóôáóç ìåãáëý-

ôåñç ôÞò ‖z − u‖) êáé áðïôåëïýí ôéò êïñõöÝò åíüò Üëëïõ êáíïíéêïý ðåíôáãþíïõ.

Ùò åê ôïýôïõ, ôï −z ðñÝðåé íá åßíáé ôï äùäÝêáôï óçìåßï ôÞò ôñï·éÜò G(z). Áí

óôñÝøïõìå ôþñá ôçí ðñïóï·Þ ìáò óôï u, âëÝðïõìå üôé−u ∈ G(u) = G(z). Êáèþò

ç áðüóôáóç ôïý −u áðü ôï u éóïýôáé ìå 2, ôï −u ðñÝðåé íá áíÞêåé óôï óýíïëï

{v, g(v), g2(v), g3(v), g4(v)}. ÁëëÜæïíôáò, åí áíÜãêç, ôç äéÜôáîç åðéãñáöÞò ôùí

óçìåßùí ìáò åðß ôÞò ìïíáäéáßáò óöáßñáò, ìðïñïýìå íá ôá äéåõèåôÞóïõìå êáôÜ

ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá Ý·ïõìå −u = v üôáí −gr(u) = gr(v), 1 ≤ r ≤ 4, üðùò óôï
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ó·Þìá 19.6.

Ó�Þìá 19.6

�·ïíôáò ùò óçìåßï åðüðôåõóÞò ìáò ôï u, âëÝðïõìå Ýíôåêá óçìåßá. Ôá ðÝíôå åî

áõôþí, ôá ïðïßá âñßóêïíôáé ðëçóéåóôÝñùò ôïý u, ïöåßëïõí íá éóáðÝ·ïõí áðü ôï

u. ÁõôÜ åßíáé ôá z, g(u), g2(u), g3(x) êáé g4(x). ÅðïìÝíùò,

‖u− z‖ = ‖u− g(u)‖ =
∥∥u− g2(u)

∥∥ .
Åßíáé ôþñá åýêïëï íá åëåã·èåß ôï üôé ôá äþäåêá óçìåßá ìáò áðïôåëïýí ôéò êïñõ-

öÝò åíüò êáíïíéêïý åéêïóáÝäñïõ êáé ôï üôé çG åßíáé ç ïìÜäá ôùí ðåñéóôñïöéêþí

óõììåôñéþí ôïõ. �

ÁóêÞóåéò

19.1 Âñåßôå ôïõò ðüëïõò ôùí ðåñéóôñïöþí ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí Üóêçóç 9.8.

19.2 ÓõãêïëëÞóôå äýï äùäåêÜåäñá êáôÜ ìÞêïò ìéáò ðåíôáãùíéêÞò ôïõò Ýäñáò êáé

âñåßôå ôçí ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá óõììåôñéþí áõôïý ôïý íÝïõ óôåñåïý. Ðïéá

åßíáé ç ðëÞñçò ïìÜäá óõììåôñéþí ôïõ;
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19.3 Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýíá óôåñåü óõíôßèåôáé áðü äýï êáíïíéêÜ ôåôñÜåäñá, ôá

ïðïßá Ý·ïõí äéåõèåôçèåß êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå ïé áêìÝò ôïõò íá äé·ïôï-

ìïýí ç ìßá ôçí Üëëç õðü ïñèÞ ãùíßá (âë. ó·Þìá 19.7). Ðñïóäéïñßóôå ôÞí

ïìÜäá óõììåôñéþí ôïõ.

Ó�Þìá 19.7

19.4 Äåßîôå üôé ç ðåñéóôñïöéêÞ ïìÜäá óõììåôñéþí ôïý êõâïêôáÝäñïõ (âë. ó·Þìá

19.8) åßíáé éóüìïñöç ôÞò S4.�íáò êýâïò óõíôßèåôáé áðü Ýîé ðõñáìßäåò, êá-

èåìéÜ ôùí ïðïßùí Ý·åé ìéá Ýäñá ôïý êýâïõ ùò âÜóç ôçò êáé ôï âáñýêåíôñï

ôïý êýâïõ ùò áðáñ·Þ ôçò. Ôïðïèåôþíôáò áõôÝò ôéò ðõñáìßäåò åðß ôùí åäñþí

åíüò äåõôÝñïõ êýâïõ áðïêôïýìå ôï ñïìâïäùäåêÜåäñï. ÖôåéÜîôå Ýíá ðñü-

ôõðï ôïý ñïìâïäùäåêáÝäñïõ êáé äåßîôå üôé ôï äõúêü ôïõ åßíáé ôï êõâïêôÜå-

äñï. ¥(Ó.ô.Ì.): Ôï êõâïêôÜåäñï2 åßíáé Ýíá åê ôùí åí óõíüëù 13 «áñ·éìç-

äåßùí3» Þ «çìéêáíïíéêþí» óôåñåþí. (Ðñâë. ôéò áíôßóôïé·åò åíüôçôåò áðü ôá

âéâëßá ôùíM. Brückner4, L. Fejes Tóth5, 6, É.Ó. ÐáðáäÜôïõ7, A. Holden8 êáé

R. Hartshorne9, êáèþò êáé ôéò åðåîçãÞóåéò êáé åéêüíåò ôùí G.W. Hart êáé S.

Dutch óôï äéáäßêôõï10 , 11)].

2ÊáôÜ ôïí ¹ñùíá, ï Áñ·éìÞäçò áðïäßäåé ôçí êáôáóêåõÞ ôïý êõâïêôáÝäñïõ óôïí ÐëÜôùíá. (Âë. T.L. Heath: The
History of Greek Mathematics, Vol. I, Oxford, 1921, ¥p. 295])
3ÁõôÜ ôá óôåñåÜ ìåëåôÞèçêáí óôï âéâëßï ôïý Áñ·éìÞäïõò Ðåñß (13 ) Çìéêáíïíéêþí ÐïëõÝäñùí, ôï ïðïßï üìùò äåí
Ý·åé äéáóùèåß. Ôéò ðëçñïöïñßåò ìáò ðåñß ôïý ðåñéå·ïìÝíïõ ôïõ ôéò áíôëïýìå áðü ôïí ÐÜððï (V, 34). ¥Ðñâë. Å.
ÓôáìÜôç: ¢ðáíôá Áñ�éìÞäïõò, Ô.Å.Å., ÁèÞíá, 1970.]
4M. Brückner: Vielecke und Vielfläche, Teubner, Leipzig, (1900).
5L. Fejes Tóth: Regular Figures, MacMillan, NY, (1964).
6H.S.M. Coxeter: Regular Polytopes, Dover Pub., (1973). ¥Åä. 2.3]
7É.Ó. ÐáðáäÜôïõ: Áñ�éìÞäç: Ôá 13 çìéêáíïíéêÜ ðïëýåäñá, ÁèÞíá 1978.
8A. Holden: Shapes, Space and Symmetry, Dover Pub., (1991).
9R. Hartshorne: Geometry: Euclid and Beyond, UTM, Springer-Verlag, (2000). ¥Ch. 8]
10http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/archimedean-info.html
11http://www.uwgb.edu/dutchs/symmetry/archpol.htm
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Ó�Þìá 19.8

19.5 Ôáîéíüìçóç ôùí ðåðåñáóìÝíùí õðïïìÜäùí ôÞò O3. �óôù G ìéá ðåðåñá-

óìÝíç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò O3 êáé Ýóôù H = G ∩ SO3. ÅÜí ç G ðåñéÝ·åé

ôïí ðßíáêá−I, äåßîôå üôé çG åßíáé éóüìïñöç ôÞòH×Z2. ÅÜí, áðü ôçí Üëëç

ìåñéÜ, ï ðßíáêáò −I äåí ðåñéÝ·åôáé óôçí G, äåßîôå üôé ç óõíÜñôçóç

G −→ SO3, A �−→ (detA) ·A,

ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôÞò ïìÜäáòG êáé ìéáò õðïïìÜäáò ôÞò

SO3. ÔÝëïò, äéáðéóôþóôå üôé ïé ìüíåò ïìÜäåò, ïé ïðïßåò ìðïñïýí íá ðáßîïõí

ôïí ñüëï ôùí ùò Üíù H êáé G (ùò ðñïò éóïìïñöéóìü) åßíáé áêñéâþò áõôÝò

ðïõ ðåñéëáìâÜíïíôáé óôïí áêüëïõèï êáôÜëïãï:

H G

{e} {e} , Z2

Zn Zn, Zn × Z2, Z2n

Dn Dn, Dn × Z2, D2n

A4 A4, A4 × Z2, S4

S4 S4, S4 × Z2

A5 A5, A5 × Z2

19.6 ÕëïðïéÞóôå êáèåìéÜ ôùí ïìÜäùí Z2n,D2n, A5 × Z2 ùò (ðëÞñç) ïìÜäá óõì-

ìåôñéþí åíüò êáôáëëÞëïõ óôåñåïý.

19.7 Ðñïóäéïñßóôå åêåßíá ôá óôåñåÜ, ïé ðåñéóôñïöéêÝò ïìÜäåò óõììåôñéþí ôùí

ïðïßùí åßíáé éóüìïñöåò ìå ôçí SO2, ôçí SO2 ×Z2 êáé ôçí O2, áíôéóôïß·ùò.

19.8 Áðïäåßîôå üôé ç SO3 äåí ðåñéÝ·åé êáìéÜ õðïïìÜäá éóüìïñöç ôÞò SO2×SO2.
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Ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow

�óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá, ç ôÜîç ôÞò ïðïßáò äéáéñåßôáé ìå Ýíáí ðñþôï

áñéèìü p. Áò õðïèÝóïõìå üôé ï pm åßíáé ç ýøéóôç äýíáìç ôïý p, ç ïðïßá äéáéñåß

ôçí |G| , êáé üôé k = |G|
pm

.

(20.1) Èåþñçìá. Ç ïìÜäá G ðåñéÝ�åé ôïõëÜ�éóôïí ìßá õðïïìÜäá ôÜîçò pm.

(20.2) Èåþñçìá. Äõï ïéåóäÞðïôå õðïïìÜäåò ôÞò G ôÜîçò pm åßíáé ìåôáîý ôïõò

óõæõãåßò.

(20.3) Èåþñçìá. Ôï ðëÞèïò ôùí õðïïìÜäùí ôÞò G ôÜîçò pm åßíáé éóüôéìï ìå ôï 1

êáôÜ ìüäéï p êáé äéáéñåß ôïí k.

Ôá èåùñÞìáôá áõôÜ ðñùôïäçìïóéåýèçóáí áðü ôïí L. Sylow1 ôï Ýôïò 1872. Ïé

áðïäåßîåéò ðïõ ðáñïõóéÜæïíôáé ðáñáêÜôù ïöåßëïíôáé óôïí H. Wielandt2 (1959)

êáé êÜíïõí áëëåðÜëëçëåò ·ñÞóåéò ôïý èåùñÞìáôïò ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí.

Áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò (20.1). Óõìâïëßæïõìå ùò X ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí õðï-

óõíüëùí ôÞòG, ôá ïðïßá Ý·ïõí áêñéâþò pm óôïé·åßá, êáé èåùñïýìå ôç äñÜóç ôÞò

G åðß ôïýX ìÝóù áñéóôåñþí ìåôáöïñþí, óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá ôï g ∈ G óôÝëíåé

êÜèåA ∈ X óôï gA.Ïðëçèéêüò áñéèìüò ôïýX éóïýôáé ìå ôïí äéùíõìéêü óõíôåëå-

óôÞ
(
kpm

pm

)
, ï ïðïßïò äåí äéáéñåßôáé ìå ôïí p (âë. Üóêçóç 20.14). ÅðïìÝíùò ðñÝðåé

1(Ó.ô.Ì.): Âë. L. Sylow: Théorèmes sur les groupes de substitutions, Math. Ann. 5, (1872), 584-594.

2(Ó.ô.Ì.): Âë. H. Wielandt: Ein Beweis für die Existenz der Sylowgruppen , Archiv der Math. 10, (1959),
401-402.
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íá õðÜñ�åé ìéá ôñï�éÜ G(A), ï ðëçèéêüò áñéèìüò ôÞò ïðïßáò äåí åßíáé êÜðïéï ðïë-

ëáðëÜóéï ôïý p. ÊáôÜ ôï èåþñçìá (17.7) ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí,

|G| = |G(A)| · |GA| .

Ùò åê ôïýôïõ, ï áñéèìüò pm äéáéñåß ôçí ôÜîç |GA| ôïý óôáèåñïðïéçôÞ GA. Óç-

ìåéùôÝïí üôé ãéá üëá ôá a ∈ A êáé g ∈ GA Ý·ïõìå ga ∈ A. Áõôü óçìáßíåé üôé,

ãéá ïéïäÞðïôå a ∈ A, ïëüêëçñç ç äåîéÜ ðëåõñéêÞ êëÜóç GAa åìðåñéÝ·åôáé óôï A,

ïðüôå |GA| ≤ pm. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï óôáèåñïðïéçôÞòGA åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò

G ôÜîçò ßóçò ìå pm. �

Áðoäåßîåéò ôùí èåùñçìÜôùí (20.2) êáé (20.3). �óôù üôé ïé H1, . . . ,Ht åßíáé ïé

õðïïìÜäåò ôÞò G, ïé ïðïßåò Ý·ïõí ôÜîç pm. Èåùñïýìå ôç äñÜóç ôÞò H1 åðß ôïý

óõíüëïõ {H1, . . . ,Ht} ìÝóù óõæõãßáò, óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá ôï h ∈ H1 óôÝëíåé

êÜèå õðïïìÜäáHj óôï hHjh
−1. ÅÜí ç õðïïìÜäáKj åßíáé ï óôáèåñïðïéçôÞò ôÞò

Hj ùò ðñïò áõôÞí ôç äñÜóç, ôüôå Kj = H1 ∩Hj . (Ãéá íá ìç äéáêüøïõìå ôç ñïÞ

ôùí êýñéùí åðé·åéñçìÜôùí ôÞò áðüäåéîÞò ìáò, èá äåßîïõìå ôçí éóüôçôá áõôÞ ·ù-

ñéóôÜ óôï ëÞììá ðïõ áêïëïõèåß). ÉäéáéôÝñùò, K1 = H1 êáé ç ôñï·éÜ ôÞò H1 åßíáé

Ýíá ìïíïóýíïëï, Þôïé ôï {H1} (âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéç-

ôþí). ¼ôáí j ∈ {2, . . . , t}, ôüôå ç ôÜîç |Kj | ôÞòKj éóïýôáé ìå ìéá äýíáìç ôïý p, ç

ïðïßá åßíáé ìéêñüôåñç ôÞò pm. Ùò åê ôïýôïõ, ï ðëçèéêüò áñéèìüò êáèåìéÜò åê ôùí

õðïëïßðùí ôñï·éþí åßíáé Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý p (êáé ðÜëé âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò

ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí). Áèñïßæïíôáò ôïõò ðëçèéêïýò áñéèìïýò üëùí ôùí

äéáèÝóéìùí ôñï·éþí, äéáðéóôþíïõìå üôé ï áñéèìüò t åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ

ìüäéï p (t = 1(mod p)).

Áò èåùñÞóïõìå ôþñá ôç äñÜóç ïëüêëçñçò ôÞò ïìÜäáò G åðß ôïý {H1, . . . ,Ht}

ìÝóùóõæõãßáò. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôïý (20.2) ïöåßëïõìå íá äéáêñéâþóïõìå üôé áõôÞ

çG-äñÜóç åßíáé ìåôáâáôéêÞ. ÊÜèåG-ôñï·éÜ óõíôßèåôáé áðü äéÜöïñåòH1-ôñï·éÝò.

Ðñïöáíþò, çG-ôñï·éÜ ôÞòH1 ðåñéÝ·åé ôçíH1. Ãé� áõôüí ôïí ëüãï ï ðëçèéêüò ôçò

áñéèìüò åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï p. Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé, ãéá êÜ-

ðïéïí r ∈ {2, . . . , t}, çHr äåí áíÞêåé óôçí G-ôñï·éÜ ôÞòH1, êé áò èåùñÞóïõìå ôç

äñÜóç ôÞòHr åðß ôïý {H1, . . . ,Ht} (êáé ðÜëé ìÝóù óõæõãßáò). ÇG-ôñï·éÜ ôÞòH1

äéáìåñßæåôáé óå Hr-ôñï·éÝò êáé ï ðëçèéêüò áñéèìüò êáèåìéÜò åî áõôþí åßíáé Ýíá

ðïëëáðëÜóéï ôïý p (äéüôé ç åîáéñåôÝá ôñï·éÜ {Hr} äåí åßíáé ðáñïýóá). Ôïýôï

ìáò ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé |G (H1)| = 0(mod p), ðñÜãìá ôï ïðïßï áíôéöÜ-

óêåé ðñïò ôïí ðñïçãïýìåíï õðïëïãéóìü ìáò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, çG-ôñï·éÜ ôÞòH1

éóïýôáé ìå ïëüêëçñï ôï óýíïëï {H1, . . . ,Ht}, áð� üðïõ Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï.

ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá ôñï·éþí êáé óôáèåñïðïéçôþí) ï ðëçèéêüò

áñéèìüò ìéáò ôñï·éÜò éóïýôáé ðÜíôïôå ìå Ýíáí äéáéñÝôç ôÞò ôÜîçò ôÞò åêÜóôïôå

äñþóáò ïìÜäáò, ï t ïöåßëåé íá äéáéñåß ôïí kpm.¼ìùò ï p äåí äéáéñåß ôïí t, ïðüôå

ï t ðñÝðåé íá åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý k. Ç áðüäåéîÞ ìáò èá åßíáé ðëÞñçò, áöïý
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óõìðëçñùèåß êáé ìå ôïí ðñïçãïõìÝíùò ðáñáëåéöèÝíôá Ýëåã·ï ôÞò áêüëïõèçò ëå-

ðôïìÝñåéáò:

(20.4) ËÞììá. ÇKj åßíáé ðñÜãìáôé ç ôïìÞ ôùíH1 êáéHj .

Áðüäåéîç. Åî ïñéóìïý,

Kj =
{
h ∈ H1 | hHjh

−1 = Hj

}
,

êáé åðïìÝíùòKj ⊆ H1 êáéH1∩Hj ⊆ Kj .Áñêåß ëïéðüí íá äåßîïõìå üôéKj ⊆ Hj .

Ðñïöáíþò Ý·ïõìå

KjHj = HjKj ,

ïðüôå ôïKjHj áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞòG (âë. Üóêçóç 15.1). ÅðéðñïóèÝôùò, ç

Hj åßíáé åìöõôåõìÝíç åíôüò ôÞòKjHj ùò ìßá ïñèüèåôç õðïïìÜäá. Ùò åê ôïýôïõ,

ôï äåýôåñï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí (16.5) ìáò ðáñÝ·åé ôïí éóïìïñöéóìü

KjHj/Hj
∼= Kj/(Kj ∩Hj),

áð� üðïõ Ýðåôáé üôé ç ôÜîç ôÞòKjHj éóïýôáé ìå

|Kj | · |Hj |

|Kj ∩Hj |
,

Þôïé ìå ìßá äýíáìç ôïý ðñþôïõ áñéèìïý p.¼ìùò ç ýøéóôç äéáèÝóéìç äýíáìç ôïý

p åßíáé ç pm = |Hj | . ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

KjHj = Hj =⇒ Kj ⊆ Hj ,

üðùò áêñéâþò áðáéôåßôáé. Åäþ ëÞãïõí êáé ïé áðïäåßîåéò ôùí èåùñçìÜôùí (20.2)

êáé (20.3). �

Ôáîéíüìçóç3 ôùí ïìÜäùí ôÜîçò ≤ 15

Ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow ìÜò åðéôñÝðïõí ôçí ôáîéíüìçóç üëùí ôùí äõíáôþí ïìÜ-

äùí ôÜîçò 12.

3(Ó.ô.Ì): Ï êáôÜëïãïò ôáîéíüìçóçò ôùí ïìÜäùí ôÜîçò ≤ 15, êáèþò êáé ôá ãåíéêüôåñá ó·üëéá ðïõ áöïñïýí óôçí
ôáîéíüìçóç ïìÜäùí ôÜîçò≤ 2000 êáé óôï ðñüâëçìá áðáñßèìçóçò ìç éóïìüñöùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí, ðñïóåôÝ-
èçóáí óôçí åëëçíéêÞ Ýêäïóç áðü ôïí ìåôáöñáóôÞ, áö� åíüò ãéá ëüãïõò ðëçñüôçôáò êáé áö� åôÝñïõ ãéá ôçí ðëçñïöü-
ñçóç ôïý áíáãíþóôç ãýñù áðü ïñéóìÝíá íåüôåñá áðïôåëÝóìáôá, ôá ïðïßá Ý·ïõí äçìïóéåõèåß ìåôÜ ôçí Ýêäïóç ôïý
ðáñüíôïò âéâëßïõ.



20. ôá èåùñçìáôá ôïõ sylow 161

(20.5) Èåþñçìá. ÊÜèå ïìÜäá ôÜîçò 12 åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí êõêëéêÞ ïìÜäá

Z12 åßôå ìå ôï ãéíüìåíï Z6 × Z2 åßôå ìå ôç äéåäñéêÞ ïìÜäá D6 åßôå ìå ôç äéêõêëéêÞ

ïìÜäá ôÜîçò 12 åßôå, ôÝëïò, ìå ôçí åíáëëÜóóïõóá ïìÜäá A4.

Áðüäåéîç. �óôùG ìéá ïìÜäá ìå 12 óôïé·åßá. ÕðïèÝôïíôáò üôé çG Ý·åé t õðïïìÜ-

äåò ôÜîçò 3, ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow ìÜò ðëçñïöïñïýí üôé t = 1(mod 3) êáé üôé

t| 4.Óõíåðþò ç G Þ Ý�åé ìßá êáé ìüíç õðïïìÜäá ôÜîçò 3, ç ïðïßá åßíáé êáô' áíÜãêçí

ïñèüèåôç, Þ ôÝóóåñåéò óõæõãåßò õðïïìÜäåò ôÜîçò 3. Èá ðñáãìáôåõèïýìå áõôÝò ôéò

äýï ðåñéðôþóåéò ·ùñéóôÜ. ÓçìåéùôÝïí üôé ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow ðñïëÝãïõí üôé

èá õðÜñ·ïõí Þ ìßá Þ ôñåéò õðïïìÜäåò ôÞò G ôÜîçò 4.

� Ðñþôç ðåñßðôùóç. ÕðïèÝôïõìå üôé ç G ðåñéÝ·åé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá H

ôÜîçò 3, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôï x. �óôùK ìéá õðïïìÜäá ôÜîçò 4. Ôüôå çK Þ

åßíáé êõêëéêÞ Þ åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z2.

(a) Áò õðïèÝóïõìå åðß ôïý ðáñüíôïò üôé ç K åßíáé êõêëéêÞ êáé üôé ôï y åß-

íáé Ýíáò ãåííÞôïñáò ôÞò K. ÅðåéäÞ H ∩ K = {e}, ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

H,Hy,Hy2,Hy3 åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êáé HK = G. Êé áöïý ç H

åßíáé ïñèüèåôç, ãíùñßæïõìå üôé ôï yxy−1 áíÞêåé óôçíH.

(i) ÅÜí yxy−1 = x, ôüôå ç G åßíáé áâåëéáíÞ êáé Ý·ïõìå

G ∼= H ×K ∼= Z3 × Z4
∼= Z12

âÜóåé ôùí èåùñçìÜôùí (10.2) êáé (10.4).

(ii) Ç Üëëç äõíáôüôçôá, Þôïé åêåßíç êáôÜ ôçí ïðïßá yxy−1 = x2 Þ, éóïäõ-

íÜìùò, yx = x2y, ìáò äßíåé

y2x = yx2y = x2yxy = x4y2 = xy2.

�ôóé, ôï x ìåôáôßèåôáé ìå ôï y2 êáé ôï óôïé·åßï z = xy2 Ý�åé ôÜîç 6.

Åðßóçò Ý·ïõìå

z3 = x3y6 = y2

êáé

yz = yxy2 = y3x = y2x2y = z−1y.

Ç ôÜîç ôïý y éóïýôáé ìå 4. Ùò åê ôïýôïõ, ôï y äåí áíÞêåé óôçí êõ-

êëéêÞ ïìÜäá 〈z〉, ïðüôå ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò 〈z〉 êáé 〈z〉 y êáëýðôïõí
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ïëüêëçñç ôçí G. Ôá óôïé·åßá ôïõò ðïëëáðëáóéÜæïíôáé ùò áêïëïýèùò:

zazb = za+b,

za
(
zby

)
= za+by,

(zay) zb = za−by,

(zay)
(
zby

)
= za−by2 = za−b+3,

üðïõ ïé äõíÜìåéò ôïý z äéáâÜæïíôáé êáôÜ ìüäéï 6. Ï Ýëåã·ïò ôÞò éó·ýïò

ôÞò ðñïóåôáéñéóôéêÞò éäéüôçôáò áðáéôåß áñêåôÞ ðñïóï·Þ, ü·é üìùò êáé

êÜðïéï éäéáßôåñï öõóéêü ·Üñéóìá. ¾óôåñá áðü áõôüí ôïí Ýëåã·ï äéá-

ðéóôþíïõìå üôé äéáèÝôïõìå ìéá ïìÜäá ç ïðïßá áíÞêåé óôçí ïéêïãÝíåéá

ôùí äéêõêëéêþí ïìÜäùí. (Ôï ðñþôï ìÝëïò áõôÞò ôÞò ïéêïãåíåßáò åßíáé

ç ïìÜäá Q ôùí ôåôñáíßùí. Âë. Üóêçóç 20.15).

(b) Áò õðïèÝóïõìå, áðü åäþ êáé óôï åîÞò, üôé ç K åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò

ôïý Klein êáé áò åðéãñÜøïõìå ôá óôïé·åßá ôçò ùò e, u, v, w, üðïõ

w = uv, u2 = v2 = e.

Êáé ðÜëé Ý·ïõìå H ∩ K = {e}, ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò H,Hu,Hv,Hw åßíáé

óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êáé êáëýðôïõí ïëüêëçñç ôçíG, åíþHK = G.ÅðåéäÞ

çH åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, ðáßñíïõìå

uxu−1 = xa, vxv−1 = xb, wxw−1 = xab,

üðïõ êáèÝíá åê ôùí a, b, ab áíÞêåé óôï óýíïëï {−1, 1}.

(i) ÅÜí a = b = ab = 1, ôüôå ç ïìÜäá ìáò åßíáé áâåëéáíÞ êáé éóüìïñöç ìå

ôçíH ×K, ïðüôå

G ∼= Z3 × Z2 × Z2
∼= Z6 × Z2.

(ii) ÅéäÜëëùò, äýï åê ôùí a, b, ab éóïýôáé ìå ôï −1 êáé ôï ôñßôï éóïýôáé ìå

ôï 1.ÁëëÜæïíôáò, åí áíÜãêç, ôçí åðéãñáöÞ ôùí u, v, w, ìðïñïýìå äß·ùò

âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé a = 1 êáé b = −1. Ôüôå ôï

u ìåôáôßèåôáé ìå ôï x êáé ôï z = ux Ý·åé ôÜîç 6. Ôá óôïé·åßá z êáé v

ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí G êáé éêáíïðïéïýí ôéò

z6 = e, v2 = e, vz = z−1v,

äßíïíôÜò ìáò ìéá ïìÜäá éóüìïñöç ôÞò äéåäñéêÞò ïìÜäáò D6 ôÜîçò 12.
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� Äåýôåñç ðåñßðôùóç. ÅÜí ç G ðåñéÝ·åé ôÝóóåñåéò óõæõãåßò õðïïìÜäåò ôÜîçò 3,

ôüôå áõôÝò ïé õðïïìÜäåò êáôáíáëßóêïõí ïêôþ óôïé·åßá áðü ôçí G�{e}, áöÞíï-

íôáò êáô� áõôüí ôïí ôñüðï ·þñï ìüíï ãéá ìßá õðïïìÜäáK ôÜîçò 4.

(a) Êáô� áñ·Üò èá áðïäåßîïõìå üôé ç K äåí ìðïñåß íá åßíáé êõêëéêÞ. Áò õðïèÝ-

óïõìå üôé ç K åßíáé êõêëéêÞ, ðáñáãüìåíç áðü Ýíá óôïé·åßï y, êáé üôé ôï x

åßíáé Ýíá óôïé·åßï ôÞò äéáöïñÜò G�K. Ôüôå ôï x Ý·åé ôÜîç 3 êáé ïé ðëåõñé-

êÝò êëÜóåéòK,Kx,Kx2 êáëýðôïõí ïëüêëçñç ôçíG. ÅðåéäÞ çK ïöåßëåé íá

åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, Ý·ïõìå xyx−1 ∈ K. ÅÜí xyx−1 = y,

ôüôå ç G åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá, ðñÜãìá ôï ïðïßï áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí

õðüèåóÞ ìáò, óýìöùíá ìå ôçí ïðïßá çG ðåñéÝ·åé ôÝóóåñåéò óõæõãåßò õðïï-

ìÜäåò ôÜîçò 3. ÁëëÜ êáé ç éóüôçôá xyx−1 = y2 óôåñåßôáé íïÞìáôïò, êáèüôé

ôá y êáé y2 Ý·ïõí äéáöïñåôéêÝò ôÜîåéò. ÔÝëïò, äåí åßíáé äõíáôüí íá éó·ýåé

ïýôå ç xyx−1 = y3, äéüôé áõôü èá óÞìáéíå üôé

y = x3yx−3 = y27 = y3.

(b) Ç ïñèüèåôç õðïïìÜäá K ôÞò G, ç ïðïßá Ý·åé ôÜîç 4, ïöåßëåé (óýìöùíá ìå

ôï (a)) íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôïýKlein. ¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò,

åðéãñÜöïõìå ôá óôïé·åßá ôçò ùò e, u, v, w, üðïõ

w = uv, u2 = v2 = e,

êáé åðéëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï x ∈ G ôÜîçò 3. Ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

K,Kx,Kx2 åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíåò, ïðüôå ôá u, v êáé x ðáñÜãïõí áðü

êïéíïý ôçíG.Ç óõæõãßá ç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù ôïý x ìåôáôÜóóåé ôá óôïé-

·åßá ôïý óõíüëïõ {u, v, w}, äéüôé ç K åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

ÁõôÞ ç ìåôÜôáîç åßíáé Þ ç ôáõôïôéêÞ Þ Ýíáò 3-êýêëïò, êáèüóïí x3 = e.

(i) Äåí åßíáé äõíáôüí íá áðïêôçèåß ç ôáõôïôéêÞ ìåôÜôáîç, êáèüôé áõôü èá

ìáò ïäçãïýóå óå ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá, Þôïé óå ìéá áíôßöáóç, üðùò êáé

ðñïçãïõìÝíùò.

(ii) ÁëëÜæïíôáò, åí áíÜãêç, ôç äéÜôáîç ôùí åðéãñáöþí ìáò, ìðïñïýìå íá

õðïèÝóïõìå üôé

xux−1 = v, xvx−1 = w, xwx−1 = u,

ïðüôå ìÝóù ôÞò áìößðëåõñçò áíôéóôïß·éóçò

u ←→ (1 2) (3 4) , v ←→ (1 3) (2 4) , x ←→ (2 3 4)

ðñïóäéïñßæåôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò G ∼= A4. �
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¥(Ó.ô.Ì.): Áíáêåöáëáéþíïíôáò ôá ìÝ·ñé óôéãìÞò áðïôåëÝóìáôá ôáîéíüìçóçò, ùò

ðñïò éóïìïñöéóìü, ôùí ïìÜäùí ìéêñÞò ôÜîçò, åðéóçìáßíïõìå üôé ïé ïìÜäåò G

ôÜîçò |G| ðñïóäéïñßæïíôáé ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò (11.3) üôáí

|G| ∈ {1, 2, 3, 5, 7, 11, 13} ,

ìÝóù ôÞò Üóêçóçò 10.12 üôáí |G| = 4, ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò (15.13) üôáí

|G| ∈ {6, 10, 14} ,

ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò (13.3) üôáí |G| = 8, ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò (17.12) üôáí

|G| = 9 êáé ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò (20.5) üôáí |G| = 12. ËáìâÜíïíôáò ìÜëéóôá

õð� üøéí üôé ïé ïìÜäåò ôÜîçò 15 åßíáé êáô� áíÜãêçí êõêëéêÝò (êáôÜ ôçí Üóêçóç

20.6 Þ ôï èåþñçìá (23.3), ôï ïðïßï áðïäåéêíýåôáé áñãüôåñá óôï êåöÜëáéï 23),

êáôáñôßæïõìå ôïí áêüëïõèï êáôÜëïãï ôáîéíüìçóçò:

ôÜîç G

1 ôåôñéììÝíç

2 Z2

3 Z3

4 Z4, Z2 × Z2

5 Z5

6 Z6, D3

7 Z7

8
Z8, Z4 × Z2,

Z2 × Z2 × Z2, D4, Q

9 Z9, Z3 × Z3

10 Z10, D5

11 Z11

12
Z12, Z6 × Z2, D6, A4

Þ äéêõêëéêÞ ôÜîçò 12

13 Z13

14 Z14, D7

15 Z15

Ôé óõìâáßíåé ìå ôéò ïìÜäåò ôÜîçò ≥ 16;

�óôù f(n) ï áñéèìüò üëùí ôùí ìç éóïìüñöùí ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ôÜîçò n.

¼ðùò âëÝðåôå áðü ôïí áíùôÝñù êáôÜëïãï (üðïõ n ≤ 15), êáèþò êáé áðü ôéò ôéìÝò

n 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

f(n) 14 1 5 1 5 2 2 1 15 2
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êáé

n 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

f(n) 2 5 4 1 4 1 51 1 2 1

üðïõ n ∈ {16, . . . , 35}, ç óõíÜñôçóç f(n) ðáñïõóéÜæåé ðåñßåñãá «Üëìáôá», éäéáé-

ôÝñùò üôáí óôçí áíÜëõóç ôïý n ùò ãéíïìÝíïõ ðñþôùí áñéèìþí åìöáíßæåôáé êÜ-

ðïéá ó·åôéêþò õøçëÞ äýíáìç ôïý 2. Åðß ôïý ðáñüíôïò äåí öáßíåôáé íá åßíáé äõ-

íáôÞ ç åýñåóç åíüò «êëåéóôïý» ôýðïõ ãé� áõôÞí ôç óõíÜñôçóç. Åíôïýôïéò, ï L.

Pyber, âáóéóèåßò óå åõöõåßò ðñïóåããéóôéêÝò ôå·íéêÝò êáé óå ïñéóìÝíá ðñïçãïý-

ìåíá áðïôåëÝóìáôá ôùí G. Higman4 êáé C.C. Sims5, êáôüñèùóå íá åîáãÜãåé Ýíá

áîéüëïãï (áóõìðôùôéêü) Üíù öñÜãìá6 ôÞò f(n), ôï ïðïßï, åí óõíôïìßá, ãñÜöåôáé

ùò åîÞò:

f(n) ≤ n(
2

27
+o(1))µ2 , êáèþò µ → ∞

üðïõ pµ åßíáé ç ýøéóôç äýíáìç åíüò ðñþôïõ áñéèìïý p, ç ïðïßá äéáéñåß ôïí n, êáé

o(1) → ∞, êáèþò µ → ∞. (Ãéá ðéï ðñüóöáôåò âåëôéþóåéò áõôïý ôïý öñÜãìáôïò

ãéá åéäéêÝò êëÜóåéò ïìÜäùí âë. G. Venkataraman7, G. Wei8 êáé A. Mann9.)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, áîßæåé íá åðéóçìáíèåß ç áéóèçôÞ ðñüïäïò, ç ïðïßá óç-

ìåéþèçêå êáôÜ ôç äåêáåôßá10 1990-2000 (êáé ïöåßëåôáé ôüóï óå íÝåò èåùñçôéêÝò

ôå·íéêÝò üóï êáé óôç ·ñÞóç åéäéêþí çëåêôñïíéêþí ëïãéóìéêþí áëãåâñéêþí ðñï-

ãñáììÜôùí, üðùò ð.·. ôáGAP11 êáéMAGMA12) êáé ç ïðïßá ó·åôßæåôáé ìå ôç äéåîï-

äéêÞ ôáîéíüìçóç ïìÜäùí üëï êáé ìåãáëýôåñçò ôÜîçò. Ôá ðëÝïí åíôõðùóéáêÜ áðï-

ôåëÝóìáôá ðñïÞëèáí áðü ôï ðñüóöáôï åñåõíçôéêü Ýñãï ôùí ìáèçìáôéêþí H.U.

4G. Higman: Enumerating p-groups, I, Proc. London Math. Soc. 10, (1960), 24-30.

5C.C. Sims: Enumerating p-groups, Proc. London Math. Soc. 15, (1965), 151-166.

6L. Pyber: Enumerating finite groups of given order, Ann. of Math. 137, (1993), 203-220.

7G. Venkataraman: Enumeration of finite soluble groups with abelian Sylow subgroups, Quart. J. Math. Oxford 48,
(1997), 107-125.

8G. Wei: Enumeration formulae for the number of finite groups and their applications, Southeast Asian Bull. Math.
22, (1998), 93-102.

9A. Mann: Some questions about p-groups, J. Australian Math. Soc. 67, (1999), 356-379.

10ÓçìåéùôÝïí üôé ç ëåðôïìåñÞò ôáîéíüìçóç ðåðåñáóìÝíùí ïìÜäùí ìÝ·ñé ôç äåêáåôßá ôïý 1980 åß·å ðåñéïñéóèåß óå
ïìÜäåò ôÜîçò≤ 100. (Ãéá ìéá ó·åôéêþò åýêïëç ðñüóâáóç óôç èåùñçôéêÞ ôáîéíüìçóç ïìÜäùí ôÜîçò≤ 31 ðáñáðÝ-
ìðïõìå ôïí áíáãíþóôç óôï âéâëßï ôïý J.F. Humphreys: A Course in Group Theory, Oxford University Press, 1997. Ãéá
ôéò 51 ïìÜäåò ôÜîçò 32 âë. M. Hall & J.K. Senior: The Groups of Order 2n (n ≤ 6), Macmillan, NY, 1964.)

11http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/gap

12http://www.maths.bath.ac.uk/Magma
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Besche, B. Eick êáé E. O� Brien13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, ïé ïðïßïé, åìöïñïýìåíïé áðü ôï

éäéÜæïí ãåãïíüò ôÞò ìåôÜâáóÞò ìáò óå ìéá íÝá ·éëéåôßá, ðñïóäéüñéóáí åðáêñéâþò

ôéò åí óõíüëù

∑

n∈{1,... ,2000}�{210}

f (n) = 423164062

ìç éóüìïñöåò ïìÜäåò ôÜîçò n ∈ {1, . . . , 2000}�{210} êáé õðïëüãéóáí ôçí ôéìÞ
f(210). (Åðßóçò, êáôáóêåýáóáí áëãïñßèìïõò ôáîéíüìçóçò ïñéóìÝíùí åéäéêþí ðå-
ðåñáóìÝíùí ïìÜäùí, üðùò ð.·. åêåßíùí ðïõ Ý·ïõí ôÜîç n = pk · q, üðïõ pk åßíáé
ìéá óôáèåñÞ äýíáìç åíüò ðñþôïõ áñéèìïý p êáé q ïéïóäÞðïôå ðñþôïò áñéèìüò
�= p). Ôá äÝêá õøçëüôåñá «Üëìáôá» ôÞò f (n), üôáí n ≤ 2000, åßíáé ôá åîÞò:

n f (n)

210 = 1024 49487365422

29 · 3 408641062

29 10494213

28 · 5 1116461

28 · 3 1090235

28 · 7 1083553

27 · 3 · 5 241004

27 · 32 157877

28 56092

26 · 33 47937

Ðñâë. ôçí «Small Group Library» ðïõ åßíáé êáôá·ùñçìÝíç óôçí éóôïóåëßäá ôïý

H.U. Besche21.]

13E.A. O�Brien: The p-group generation algorithm, J. Symbolic Comput. 9, (1990), 677-698.

14E.A. O�Brien: The groups of order 256, J. Algebra 143, (1991), 219-235.

15Âë. H.-U. Besche, B. Eick: Construction of finite groups, J. Symbolic Comput. 27, (1999), 387-404.

16Âë. H.-U. Besche, B. Eick: The groups of order at most 1000 except 512 and 768, J. Symbolic Comput. 27, (1999),
405-413.

17B. Eick, E.A. O�Brien: Enumerating p-groups, J. Austr. Math. Soc. 67, (1999), 191-205.

18Âë. H.-U. Besche, B. Eick: The groups of order qn · p, Comm. in Alg. 29, (2001), 1759-1772.

19Âë. H.-U. Besche, B. Eick, E.A. O�Brien: The groups of order at most 2000, Electron. Research Announc. Amer.
Math. Soc. 7, (2001), 1-4.

20Âë. H.-U. Besche, B. Eick, E.A. O�Brien: A millennium project: constructing small groups, preprint, July 2001.

21http://www.math.rwth-aachen.de/∼Hans-Ulrich.Besche/small.html
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ÁóêÞóåéò

Áò õðïèÝóïõìå üôé ç G åßíáé ìéá ïìÜäá ôÜîçò kpm, üðïõ ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò

áñéèìüò, ï ïðïßïò äåí äéáéñåß ôïí k. Ôüôå êÜèå õðïïìÜäá ôÞò G, ç ïðïßá ðåñéÝ·åé

pm óôïé·åßá, èá ïíïìÜæåôáé p-õðïïìÜäá (ôïý) Sylow ôÞòG (Þ áðëþò ìéá õðïïìÜäá

ôïý Sylow üôáí äåí õðÜñ·åé áíÜãêç íá áíáöåñüìáóôå åðéóôáìÝíùò óôïí ðñþôï

áñéèìü p.)

20.1 Äåßîôå üôé êÜèå ïìÜäá ôÜîçò 126ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá

ôÜîçò 7. Áðïäåßîôå üôé äåí õðÜñ·åé ïìÜäá ôÜîçò 1000 ðïõ íá åßíáé áðëÞ.

20.2 ÊáôáãñÜøôå üëåò ôéò õðïïìÜäåò Sylow ôÞò åíáëëÜóóïõóáò ïìÜäáò A5.

ÕðÜñ·ïõí ìåôáîý áõôþí êáé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò;

20.3 ÅÜí êÜèå õðïïìÜäá ôïý Sylow ìéáò ïìÜäáòG åßíáé ïñèüèåôç, äåßîôå üôé çG

åßíáé éóüìïñöç ìå ôï ãéíüìåíï üëùí ôùí õðïïìÜäùí Sylow ðïõ ðåñéÝ·åé.

20.4 ÔáîéíïìÞóôå üëåò ôéò ïìÜäåò ôÜîçò 1225.

20.5 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå ôï ãé-

íüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò (áâåëéáíþí) ïìÜäùí, êáèåìéÜ ôùí ïðïßùí

Ý·åé ôÜîç ßóç ìå ôç äýíáìç åíüò ðñþôïõ áñéèìïý.

Óôéò áêüëïõèåò ôñåéò áóêÞóåéò ïé áñéèìïß p êáé q åßíáé ðñþôïé êáé p > q.

20.6 ÅÜí ï p äåí åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï q, äåßîôå üôé êÜèå ïìÜäá ôÜîçò

pq åßíáé êõêëéêÞ.

20.7 ÔáîéíïìÞóôå ôéò ïìÜäåò ôÜîçò p2q üôáí ï p äåí åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 Þ ìå ôï

−1 êáôÜ ìüäéï q.

20.8 ÕðïèÝôïíôáò üôé ï p2 äåí åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï q êáé üôé ï q2 äåí

åßíáé éóüôéìïò ìå ôï 1 êáôÜ ìüäéï p, ôáîéíïìÞóôå ôéò ïìÜäåò ðïõ Ý·ïõí ôÜîç

p2q2.

20.9 �óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò ðïõ äéáéñåß ôçí ôÜîç ìéáò ïìÜäáòG. ÅÜí çH

åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, ï äåßêôçò ôÞò ïðïßáò äåí åßíáé êÜðïéï

ðïëëáðëÜóéï ôïý p, äåßîôå üôé çH ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé üëåò ôéò p-õðïïìÜäåò

Sylow ôÞò G.

20.10 ÕðïèÝóôå üôé çH åßíáé ìéá õðïïìÜäá Sylow ìéáò ïìÜäáòG êáé üôé ç J åßíáé

ìéá õðïïìÜäá ôÞòG, ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôçíH. ÅÜí çH åßíáé ïñèüèåôç åíôüò

ôÞò J êáé ç J ïñèüèåôç åíôüò ôÞò G, áðïäåßîôå üôé êáé ç H åßíáé ïñèüèåôç

åíôüò ôÞò G.
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20.11 �óôù H ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G. Óçìåéþóôå ùò X ôï óýíïëï üëùí

ôùí áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò H åíôüò ôÞò G. Äåßîôå üôé ìÝóù ôïý

ôýðïõ

g(xH) = gxH

ïñßæåôáé ìéá äñÜóç ôÞò G åðß ôïý X. Áðïäåßîôå üôé ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç

õðïïìÜäá ôÞòG åÜí êáé ìüíïí åÜí êÜèå ôñï·éÜ ôÞò äñÜóçò ôÞò åðáãïìÝíçò

áðü ôçíH åðß ôïýX åßíáé Ýíá ìïíïóýíïëï (Þôïé ðåñéÝ·åé ìüíïí Ýíáóçìåßï).

20.12 �óôù üôé ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá êáé üôé ï p åßíáé ï åëÜ·éóôïò

ðñþôïò áñéèìüò, ï ïðïßïò äéáéñåß ôçí |G| . Áðïäåßîôå üôé êÜèå õðïïìÜäá

ôÞò G ìå äåßêôç ßóï ìå p ïöåßëåé íá åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

(ÅíäÝ·åôáé íá åðéèõìåßôå íá ·ñçóéìïðïéÞóåôå ôç äñÜóç ðïõ ïñßóèçêå óôçí

Üóêçóç 20.11.)

20.13 ÅÜí ç J åßíáé ìéá õðïïìÜäá ìéáò ïìÜäáò G, ç ôÜîç ôÞò ïðïßáò éóïýôáé ìå

êÜðïéá äýíáìç åíüò ðñþôïõ áñéèìïý p, äéáðéóôþóôå üôé ç J ðñÝðåé íá ðåñéÝ-

·åôáé óå ìéá p-õðïïìÜäá Sylow ôÞòG. (Õðüäåéîç: ðÜñôå ùòH óôçí Üóêçóç

20.11 ìéá p-õðïïìÜäá Sylow ôÞòG êáé êáôüðéí èåùñÞóôå ôç äñÜóç ôçí åðá-

ãïìÝíç áðü ôçí J åðß ôïýX.)

20.14 ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò, ï k Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò ðïõ äåí åß-

íáé êÜðïéï ðïëëáðëÜóéï ôïý p êáé o x Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò ãéá ôïí ïðïßï

éó·ýåé 0 ≤ x ≤ pm − 1, äåßîôå üôé ï p äåí åßíáé äéáéñÝôçò ôïý
(
kpm−x
pm−x

)
.

20.15 �óôùm Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò≥ 2.Èåùñþíôáò ùò áöåôçñßá óáò 4m óôïé-

·åßá

e, x, . . . , x2m−1, y, xy, . . . , x2m−1y

åðéôñÝøôå ôçí åêôÝëåóç ðïëëáðëáóéáóìþí ôÞò ìïñöÞò

xaxb = xa+b

xa
(
xby

)
= xa+by

(xay)xb = xa−by

(xay)
(
xby

)
= xa−b+m

üðïõ 0 ≤ a, b ≤ 2m − 1 êáé üðïõ ïé äõíÜìåéò ôïý åêÜóôïôå x äéáâÜæïíôáé

êáôÜ ìüäéï 2m. Âåâáéùèåßôå ãéá ôï üôé ç áíùôÝñù äéáäéêáóßá ïñßæåé ìéá

ïìÜäáG ðïõ åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáòQ ôùí ôåôñáíßùí üôáím = 2.Ç åí

ëüãù ïìÜäá G êáëåßôáé äéêõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 4m.
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ÐåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò

áâåëéáíÝò ïìÜäåò

Ìéá ïìÜäá ïíïìÜæåôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç üôáí äéáèÝôåé Ýíá ðåðåñá-

óìÝíï óýíïëï ãåííçôüñùí. Ïé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò åß-

íáé äõíáôüí íá ôáîéíïìçèïýí. Ìå áõôü åííïïýìå üôé ìðïñïýìå íá êáôáñôßóïõìå

Ýíáí êáôÜëïãï (Ýóôù êáé áðåéñïðëçèþí) «áðüôõðùí ðáñáäåéãìÜôùí», ìå êáíÝíá

áðü áõôÜ éóüìïñöï ìå êÜðïéï Üëëï, ïýôùò þóôå, åÜí ìáò äïèåß ìéá ôõ�ïýóá ðå-

ðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, áõôÞ íá ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå

ìßá áðü åêåßíåò ôïý êáôáëüãïõ ìáò.

(21.1) Èåþñçìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóü-

ìïñöç ìå Ýíá åõèý ãéíüìåíï êõêëéêþí ïìÜäùí ôÞò ìïñöÞò

Zm1
× Zm2

× · · · × Zmk−1 × Zmk
×Zs,

üðïõ ïmi äéáéñåß ôïími+1 ãéá üëïõò ôïýò i = 1, 2, . . . , k − 1.

Ç Zs ·ñçóéìïðïéåßôáé ùò óõíôüìåõóç ôïý åõèÝïò ãéíïìÝíïõ s áíôéôýðùí ôÞò ðñï-

óèåôéêÞò ïìÜäáò ôùí áêåñáßùí. Ï áñéèìüò s êáëåßôáé ç âáèìßäá ôÞò ïìÜäáò ìáò,

åíþ ïém1, . . . ,mk åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôçò. Äýï åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò ôïý

ùò Üíù èåùñÞìáôïò áîßæåé íá äéáôõðùèïýí ·ùñéóôÜ.

(21.2) Ðüñéóìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá åßíáé éóüìïñöç ìå Ýíá åõèý
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ãéíüìåíï êõêëéêþí ïìÜäùí ôÞò ìïñöÞò

Zm1
× Zm2

× · · · × Zmk−1×Zmk
,

üðïõ ïmi äéáéñåß ôïími+1 ãéá üëïõò ôïýò i = 1, 2, . . . , k − 1.

(21.3) Ðüñéóìá. ÊÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, åíôüò ôÞò

ïðïßáò äåí õðÜñ�ïõí óôïé�åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò, åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åõèý ãé-

íüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíôéôýðùí ôÞò Z. (Áõôü åìðßðôåé óôç ãåíéêÞ äéáôý-

ðùóç ôïý èåùñÞìáôïò (21.1) üôáí åðéôñÝðïõìå óôïí k íá éóïýôáé ìå ìçäÝí. Ìéá

ïìÜäá, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åõèý ãéíüìåíï s áíôéôýðùí ôÞò Z, êáëåßôáé

åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá âáèìßäáò s.)

(21.4) Ðáñáäåßãìáôá. (i)Ìçí îåãåëéÝóôå áðü ïìÜäåò üðùò çZ6×Z10. Åê ðñþôçò

üøåùò, åíäÝ·åôáé íá óáò ðñïâëçìáôßæåé ôï ãåãïíüò üôé ôï 6 äåí åßíáé äéáéñÝôçò ôïý

10.¼ìùò, êÜíïíôáò äéðëÞ ·ñÞóç ôïý èåùñÞìáôïò (10.2), ðáßñíïõìå

Z6 × Z10
∼= Z2 × Z3 × Z10

∼= Z2 × Z30,

Þôïé ìßá ïìÜäá ç ïðïßá âñßóêåôáé óôïí êáôÜëïãü ìáò.

(ii) Ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò 12 ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç åßôå ìå ôçí Z12 åßôå

ìå ôçí Z2×Z6. Áõôü åðéâåâáéþíåé êáé ðÜëé ôïõò õðïëïãéóìïýò ôïý êåöáëáßïõ 20.

(iii) Ç õðïïìÜäá ôÞò C�{0}, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü ôá óôïé·åßá −1 êáé i
2 , åßíáé

éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z.

(iv) Ç ïìÜäá R äåí åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç (âë. Üóêçóç 21.12) êáé, åðï-

ìÝíùò, äåí ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ìå êáìßá áðü ôéò ïìÜäåò ôïý êáôáëüãïõ ìáò.

�óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç áâåëéáíÞ ïìÜäá, ç ïðïßá äéáèÝôåé

r óáöþò äéáêåêñéìÝíá óôïé·åßá x1, . . . , xr ùò ãåííÞôïñÝò ôçò. ÅÜí äåí õðÜñ·åé

óýíïëï r − 1 óôïé·åßùí ðïõ íá ìðïñåß íá ôçí ðáñáãÜãåé, ôüôå ïíïìÜæïõìå ôï

{x1, . . . , xr} åëá�éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí. ÅðåéäÞ ç èåùñïýìåíç ïìÜäá åßíáé

áâåëéáíÞ, êÜèå g ∈ G ìðïñåß íá ãñáöåß êáôÜ Ýíáí éäéáßôåñá üìïñöï ôñüðï ùò ìßá

ëÝîç

g = xn1
1 xn2

2 · · · xnr
r (�)

üðïõ ïé n1, . . . , nr åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß, áðëþò ìå ôï íá óõëëÝîïõìå ìáæß ôéò

äõíÜìåéò ôùí äéáöüñùí ãåííçôüñùí. Ìéá Ýêöñáóç ôÞò ìïñöÞò

e = xn1
1 xn2

2 · · · xnr
r (��)

ïíïìÜæåôáé ó�Ýóç (õöéóôÜìåíç) ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí ìáò. Áò óçìåéùèåß üôé

åÜí ï q åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò, ôüôå êáé ôï {x1x
q
2, x2, . . . , xr} åßíáé Ýíá åëá·éóôïôéêü
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óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞòG, äéüôé êÜèå ëÝîç xn1
1 xn2

2 · · · xnr
r ìðïñåß íá åðáíáãñáöåß

ìå ôç âïÞèåéá ôùí íÝùí áõôþí ãåííçôüñùí ùò (x1x
q
2)

n1 xn2−qn1
2 · · · xnr

r .

Áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò (21.1). Áò õðïèÝóïõìå, åí ðñþôïéò, üôé ç G Ý·åé Ýíá

åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí {x1, . . . , xr}, ãéá ôï ïðïßï ç ìüíç õöéóôÜìåíç

ó·Ýóç åßíáé ç ôåôñéììÝíç ðïõ ôçí áðïêôïýìå üôáí èÝôïõìå n1 = · · · = nr = 0 óôçí

(��). Ôüôå ç Ýêöñáóç (�) ãéá ôï g, ç ðáñå·üìåíç ìÝóù áõôþí ôùí ãåííçôüñùí,

åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç êáé ç óõíÜñôçóç

G −→ Zr, g �−→ (n1, . . . , nr) ,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü.

Ç ðñáãìÜôåõóç ôÞò ãåíéêÞò ðåñßðôùóçò åßíáé, üðùò èá áíáìåíüôáí, ðåñéó-

óüôåñï êïðéþäçò. Åí ðñïêåéìÝíù, áíåîáñôÞôùò ôïý ðþò åðéëÝãïõìå Ýíá åëá·é-

óôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçí G, õößóôáôáé ðÜíôïôå (ôïõëÜ·éóôïí) ìßá ìç

ôåôñéììÝíç ó·Ýóç ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí. ÁëëÜ áíÜìåóá óå üëåò ôéò ó�Ýóåéò, ôéò

õöéóôÜìåíåò ìåôáîý üëùí ôùí äõíáôþí åëá�éóôïôéêþí óõíüëùí ãåííçôüñùí ôÞò G,

èá õðÜñ�åé ìßá äýíáìç åíüò ãåííÞôïñá, ç ïðïßá èá äéáèÝôåé Ýíáí åëÜ�éóôï èåôéêü

áêÝñáéï áñéèìü ùò åêèÝôç, áò ôïí ðïýìå m1.Áò õðïèÝóïõìå üôé ïm1 åìöáíßæåôáé

ùò åêèÝôçò ôïý x1 óôç ó·Ýóç

e = xm1

1 xn2
2 · · · xnr

r (���)

ôçí õöéóôÜìåíç ìåôáîý ôùí ãåííçôüñùí x1, . . . , xr. Éó·õñéæüìáóôå üôé ïm1 åßíáé

Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý n2. ÐñÜãìáôé° åÜí

n2 = qm1 + u, q ∈ Z, ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï u, 0 ≤ u < m1,

ôüôå

e = xm1

1 xqm1+u
2 xn3

3 · · · xnr
r

= (x1x
q
2)

m1 xu
2x

n3
3 · · · xnr

r .

ÁëëÜ, åðåéäÞ êáé ôï {x1x
q
2, x2, . . . , xr} åßíáé Ýíá åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí

ôÞòG, ôïýôï èá Þôáí áíôéöáôéêü ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïým1 (ùò ôïý åëá�ßóôïõ èåôé-

êïý åêèÝôç), åêôüò êáé åÜí ôï u Þôáí ßóï ìå ôï ìçäÝí. ÅðïìÝíùò Ý·ïõìå n2 = qm1,

üðùò áêñéâþò éó·õñéóèÞêáìå. Êáô� áíáëïãßáí, ìðïñïýìå íá äåßîïõìå üôé ïm1 åß-

íáé äéáéñÝôçò êáèåíüò åê ôùí n3, . . . , nr, Þôïé üôé ni = qim1, üðïõ qi ∈ Z, ãéá êÜèå

i, 3 ≤ i ≤ r.

Ìåôáâáßíïõìå, åí óõíå·åßá, óå Ýíá íÝï óýóôçìá ãåííçôüñùí {z1, x2, . . . , xr},

üðïõ

z1 = x1x
q
2x

q3
3 · · · xqr

r
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êáé ðáñáôçñïýìå üôé ç ó·Ýóç (���) ãñÜöåôáé ùò

e = zm1

1 .

Ç áñ·éêÞ åðéëïãÞ ìáò ãéá ôïí åêèÝôçm1 ìáò åããõÜôáé üôé äåí õðÜñ·åé ìéêñüôåñïò

èåôéêüò áêÝñáéïò, óôïí ïðïßïí õøïýìåíï ôï z1 íá ìáò äßíåé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï

e, ïðüôå ç ôÜîç ôïý z1 éóïýôáé ìå ôïm1.�óôùH = 〈z1〉 êáé ÝóôùG1 ç õðïïìÜäá

ôÞòG ç ðáñáãüìåíç áðü ôá x2, . . . , xr. Åßíáé åýêïëï íá äéáðéóôùèåß üôéHG1 = G

êáéH ∩G1 = {e}, ïðüôå, âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (10.4), Ý·ïõìå

G ∼= H ×G1
∼= Zm1

×G1.

Êáôüðéí ôïýôïõ åñãáæüìáóôå ìå ôçí G1 (óôç èÝóç ôÞò G) êáé åêôåëïýìå áêñé-

âþò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá. Êáé ðÜëé õðÜñ·ïõí äýï åíäå·üìåíá: Þ G1
∼= Zr−1 Þ

G1
∼= Zm2

×G2. ÅðïìÝíùò, ç áñ·éêÞ ïìÜäá G Þ èá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá

Zm1
×Zr−1 Þ èá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí Zm1

×Zm2
×G2. Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ï

èåôéêüò áêÝñáéïòm2 åìöáíßæåôáé ùò åêèÝôçò, áò ðïýìå ôïý y2, óå ìéá õöéóôÜìåíç

ó·Ýóç ôÞò ìïñöÞò

e = ym2

2 y
n′

3

3 · · · y
n′

r

r

ìåôáîý ôùí ìåëþí åíüò åëá·éóôïôéêïý óõíüëïõ ãåííçôüñùí {y2, . . . , yr} ôÞò G2.

ÅðåéäÞ ôï {z, y2, . . . , yr} áðïôåëåß Ýíá åëá·éóôïôéêü óýíïëï ãåííçôüñùí ôÞòG êáé

åðåéäÞ

e = zm1

1 ym2

2 y
n′

3

3 · · · y
n′

r

r ,

âëÝðïõìå üôé ïm1 åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý m2.Ôþñá ðëÝïí äéáèÝôïõìå üëá ôá ïõ-

óéáóôéêÜ óõóôáôéêÜ ãéá ôçí áðïðåñÜôùóç ôÞò áðüäåéîÞ ìáò êáé ìðïñïýìå -êáô�

áíáëïãßáí- íá óõíå·ßóïõìå ìå ôçí G2 (óôç èÝóç ôÞò G1). Ôåëéêþò, ç üëç äéáäé-

êáóßá ëÞãåé ýóôåñá áðü ôçí åêôÝëåóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ôÝôïéùí âçìÜôùí,

êáèüôé ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç êáé óå êÜèå âÞìá åëáôôþíïõìå ôïí

áñéèìü ôùí ãåííçôüñùí êáôÜ Ýíá. �

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí ôáîéíüìçóÞ ìáò ïöåßëïõìå íá äåßîïõìå üôé, åÜí äõï

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò, ôüôå

áõôÝò äéáèÝôïõí ôçí ßäéá âáèìßäá êáé ôïõò ßäéïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò.

(21.5) Èåþñçìá. ¸óôù üôé ïé G1, G2 åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò áâå-

ëéáíÝò ïìÜäåò, éóüìïñöåò ìå ôá åõèÝá ãéíüìåíá

Gj
∼= Z

m
(j)
1

× Z
m

(j)
2

× · · ·×Z
m

(j)
kj

×Zsj , j = 1, 2,
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(üðùò óôï èåþñçìá (21.1)). ÅÜí ïé G1 êáé G2 åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò, ôüôå

k1 = k2,

m
(1)
i = m

(2)
i , ∀i, 1 ≤ i ≤ k1 = k2 êáé s1 = s2 .

Ðñïò ôïýôï èá ·ñåéáóèïýìå ôá äýï áðëÜ ëÞììáôá ðïõ áêïëïõèïýí.

(21.6) ËÞììá. ¸óôù üôé ïé m êáé q åßíáé äõï èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Ôï ðëÞèïò

ôùí áêåñáßùí áñéèìþí r, ïé ïðïßïé éêáíïðïéïýí ôéò 0 ≤ r < m êáé m |qr , éóïýôáé

ìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùím êáé q.

Áðüäåéîç. ÅÜí ï d åßíáé ï ìÝãéóôïò êïéíüò äéáéñÝôçò ôùí m êáé q, ôüôå ôïõò ãñÜ-

öïõìå ùò m = m′d êáé q = q′d, ðáßñíïíôáò ìêä(m′, q′) = 1. Êáèþòm |qr , Ý·ïõìå

m′d |q′dr , êáé åðïìÝíùòm′ |r . Ôïýôï óçìáßíåé üôé r ∈ {0,m′, 2m′, . . . , (d−1)m′}.

Êáé áíôéóôñüöùò° êáèÝíáò åî áõôþí ôùí áêåñáßùí éêáíïðïéåß ôéò äýï õðïèÝóåéò

ìáò, ïðüôå ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò éóïýôáé ðñÜãìáôé ìå d. �

(21.7) ËÞììá. ÅÜí H ∼= Zm, ôï ðëÞèïò ôùí óôïé�åßùí x ∈ H, ôá ïðïßá éêáíï-

ðïéïýí ôçí xq = e, éóïýôáé ìå ôïí ìÝãéóôï êïéíü äéáéñÝôç ôùí m êáé q. Ðéï ãåíéêÜ,

åÜí

H ∼= Zm1
× Zm2

× · · · × Zmk−1×Zmk
,

ôüôå ôïýôï ôï ðëÞèïò éóïýôáé ìå ìêä(m1, q) · ìêä(m2, q) · · · · · ìêä(mk, q) .

Áðüäåéîç. Ôï ðëÞèïò ôùí åí ëüãù óôïé·åßùí ôÞò H ðáñáìÝíåé ðñïöáíþò áìåôÜ-

âëçôï êáôüðéí åöáñìïãÞò åíüò ïéïõäÞðïôå éóïìïñöéóìïý, ïðüôå ï ðñþôïò éó·õ-

ñéóìüò äåí åßíáé ðáñÜ ìéá áíáäéáôýðùóç ôïý ëÞììáôïò (21.6). (ÅðåéäÞ ç ðñÜîç

ôÞò ïìÜäáò Zm åßíáé ç ðñüóèåóç êáôÜ ìüäéï m, ç q-ïóôÞ äýíáìç åíüò óôïé·åßïõ

ôçò, áò ðïýìå ôïý r, éóïýôáé ìå ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï åÜí êáé ìüíïí åÜí ïm äéáéñåß

ôïí qr). Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïý äåõôÝñïõ éó·õñéóìïý, åÜí õðïôåèåß üôé ç q-ïóôÞ

äýíáìç åíüò óôïé·åßïõ (r1, . . . , rk) ôÞò Zm1
× · · ·×Zmk

åßíáé ôï ïõäÝôåñï, áñ-

êåß íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé Ý·ïõìå áêñéâþò ìêä(m1, q) åðéëïãÝò ãéá ôï r1, áêñéâþò

ìêä(m2, q) åðéëïãÝò ãéá ôï r2 ê.ï.ê. �

Ðñþôï ìÝñïò ôÞò áðüäåéîçò ôïý èåùñÞìáôïò (21.5). Ôáóôïé·åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò

åíôüò ôÞò Gj , üðïõ j ∈ {1, 2}, óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá

Hj = Z
m

(j)
1

× Z
m

(j)
2

× · · ·×Z
m

(j)
kj

× {e}.

�íáò ïéïóäÞðïôå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí G1 êáé G2 óôÝëíåé ôá óôïé·åßá ðå-

ðåñáóìÝíçò ôÜîçò íá áðåéêïíéóèïýí óå óôïé·åßá ðåðåñáóìÝíçò ôÜîçò. Óõíåðþò,
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H1
∼= H2.ÕðïèÝôïõìå, ·ùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, üôé k1 ≥ k2 êáé åöáñìüæïõìå

ôï ëÞììá (21.7) ãéá ôéòH1,H2 êáé ãéá q = m
(1)
1 . Ôüôå

k1∏
ν=1

ìêä(m(1)
ν ,m

(1)
1 ) =

k2∏
ν=1

ìêä(m(2)
ν ,m

(1)
1 ),

ïðüôå

(
m

(1)
1

)k1

=

k2∏
ν=1

ìêä(m(2)
ν ,m

(1)
1 ).

ÊÜèå ðáñÜãïíôáò ôïý äåîéïý ìÝëïõò áõôÞò ôÞò éóüôçôáò åßíáé≤ m
(1)
1 , ðñÜãìá ðïõ

óçìáßíåé üôé êáô� áíÜãêçí k1 = k2 êáé üôém
(1)
1

∣∣∣m(2)
1 . Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, êáôüðéí

åöáñìïãÞò ôïý éäßïõ ôå·íÜóìáôïò ãéá q = n1, ðáßñíïõìå

(
m

(2)
1

)k2

=
(
m

(2)
1

)k1

=

k1∏
ν=1

ìêä(m(1)
ν ,m

(2)
1 ),

áð� üðïõ óõíÜãïõìå üôé m
(2)
1

∣∣∣m(1)
1 . ¢ñá, óôçí ðáñïýóá öÜóç, ãíùñßæïõìå Þäç

üôé k1 = k2 êáém
(1)
1 = m

(2)
1 . Ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò èÝôïõìå k = k1(= k2).

Åöáñìüæïíôáò ôï ëÞììá (21.7) ãéá ôéòH1,H2 êáé ãéá q = m
(1)
2 , ðáßñíïõìå

m
(1)
1

(
m

(1)
2

)k−1

=
k∏

ν=1

ìêä(m(2)
ν ,m

(1)
2 )

= m
(1)
1 ·

k∏
ν=2

ìêä(m(2)
ν ,m

(1)
2 ),

ïðüôåm
(1)
2

∣∣∣m(2)
2 . Åöáñìüæïíôáò åê íÝïõ ôï ëÞììá (21.7) ãéá ôéò õðïïìÜäåòH1,H2

êáé ãéá q = m
(2)
2 , ðáßñíïõìå áíáëüãùò

m
(1)
1 ·

k∏
ν=2

ìêä(m(1)
ν ,m

(2)
2 ) = m

(1)
1

(
m

(2)
2

)k−1

,

ïðüôå êáém
(2)
2

∣∣∣m(1)
2 . ¢ñá ôåëéêþò Ý·ïõìå êáém

(1)
2 = m

(2)
2 . ÁöÞíïõìå ùò Üóêçóç

ãéá ôïí áíáãíþóôç ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ëåðôïìåñåéþí ôÞò óõíÝ·éóçò áõôÞò ôÞò äéá-

äéêáóßáò, êáèþò êáé ôïí Ýëåã·ï ôïý ôé óõìâáßíåé üôáí èåùñïýìå ùò q ôïm
(1)
3 (êáé

êáôüðéí ôïýôïõ ôïm
(2)
3 ) ê.ï.ê. �

(21.8) ËÞììá. ÅÜí Zs1 ∼= Zs2 , ôüôå s1 = s2.
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Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå, ·ùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, üôé s1 ≤ s2. �óôù ϕ :

Zs1 −→ Zs2 Ýíáò éóïìïñöéóìüò. ÅêëáìâÜíïõìå ôçí Zs2 ùò ôçí õðïïìÜäá ôÞò

Rs2 ôçí áðïôåëïýìåíç áðü åêåßíá ôçò ôá óôïé·åßá, ïé óõíôåôáãìÝíåò ôùí ïðïßùí

åßíáé áêÝñáéïé áñéèìïß. µñçóéìïðïéþíôáò ôü xi ãéá ôïí óõìâïëéóìü ôïý óôïé·åßïõ

ôÞò Zs1 , ôï ïðïßï Ý·åé ùò i-ïóôÞ ôïõ óõíôåôáãìÝíç ôï 1 êáé üëåò ôéò Üëëåò ôïõ

óõíôåôáãìÝíåò ßóåò ìå ôï ìçäÝí, åêöñÜæïõìå êÜèå (r1, . . . , rs1) ∈ Zs1 ùò

(r1, . . . , rs1) = r1x1 + · · ·+ rs1xs1 ,

ïðüôå

ϕ ((r1, . . . , rs1)) = r1ϕ (x1) + · · ·+ rs1ϕ (xs1) .

Ùò åê ôïýôïõ, ç åéêüíá Im(ϕ) ôïý éóïìïñöéóìïýϕ ðåñéÝ·åôáé óôïí (äéáíõóìáôéêü)

õðü·ùñï ôïý Rs2 ôïí ðáñáãüìåíï áðü ôï óýíïëï {ϕ (x1) , . . . , ϕ (xs1)}. ÅðåéäÞ

üìùò áõôüò ï õðü·ùñïò ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé ôçí ïìÜäá Zs2 , ðñÝðåé íá éóïýôáé ìå

ïëüêëçñï ôïí ·þñï Rs2 . ¢ñá s1 = s2. �

Äåýôåñï ìÝñïò ôÞò áðüäåéîçò ôïý èåùñÞìáôïò (21.5). ÄéáèÝôïõìå Ýíáí ïìïìïñöéóìü

ïìÜäùí

G1 −→ Zs1 , (r1, . . . , rk, rk+1, . . . , rk+s) �−→ (rk+1, . . . , rk+s) ,

ï ïðïßïò åßíáé åðéññéðôéêüò êáé Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôçí õðïïìÜäáH1. ÅðïìÝíùò,

G1/H1
∼= Zs1 .

Ðáñïìïßùò äåß·íïõìå üôé

G2/H2
∼= Zs2 .

¼ðùò Þäç åîçãÞóáìå ðñïçãïõìÝíùò, êÜèå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí G1 êáé G2

óôÝëíåé ôçíH1 íá áðåéêïíéóèåß åðß ôÞòH2. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, èá åðÜãåé Ýíáí éóï-

ìïñöéóìü ìåôáîý ôùí ïìÜäùí ðçëßêùí G1/H1 êáé G2/H2. ÂÜóåé ôïý ëÞììáôïò

(21.8), s1 = s2. �

Ç áðüäåéîç ðïõ äþóáìå ãéá ôï èåþñçìá (21.1) åßíáé ìåí áðïäïôéêÞ, áëëÜ äéü-

ëïõ äéáöùôéóôéêÞ óå ü,ôé áöïñÜ óôçí áíáãíþñéóç ìéáò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãï-

ìÝíçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò áðü Ýíá äïèÝí óýíïëï ãåííçôüñùí êáé ó·Ýóåùí. Óôï

åðüìåíï êåöÜëáéï èá äåßîïõìå ðùò êÜôé ôÝôïéï åßíáé üíôùò åöéêôü êáé ìÜëéóôá

êáôÜ Ýíáí óõóôçìáôéêü ôñüðï. Ç áêïëïõèïýìåíç ìÝèïäïò ðåñéëáìâÜíåé ðñÜîåéò

ãñáììþí êáé óôçëþí ðéíÜêùí° ãé� áõôüí ôïí ëüãï èá áëëÜîïõìå ôïí ·ñçóéìïðïéïý-

ìåíï óõìâïëéóìü ìáò êáèéóôþíôáò ôïí ðñïóèåôéêü, äçëáäÞ èá ãñÜöïõìå x+y ãéá
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ôçí ðñÜîç ôÞò ïìÜäáò, 0 ãéá ôï ïõäÝôåñï (Þ ôáõôïôéêü) óôïé·åßï êáé −x (áíôß ôïý

x−1) ãéá ôï áíôßèåôï óôïé·åßï (áíôß ôïý áíôéóôñüöïõ ). �ôóé, óôç óõíçèÝóôåñÞ

ôïõ åêäï·Þ, ôï èåþñçìá (21.1) áíáöÝñåôáé óôçí áâåëéáíÞ ïìÜäá ôçí ðáñå·ïìÝíç

áðü k + s ãåííÞôïñåò x1, . . . , xk+s, ïé ïðïßïé éêáíïðïéïýí ôéò ó·Ýóåéò

m1x1 = 0, . . . , mkxk = 0.

ÁõôÞ åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùí A/N , üðïõ çA åßíáé ìéá åëåýèåñç áâå-

ëéáíÞ ïìÜäá, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò åßíáé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß ôÞò ìïñöÞò

n1x1 + · · ·+ nk+sxk+s

ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò n1, . . . , nk+s, åíþ çN åßíáé ç õðïïìÜäá ôÞòA ç ðáñá-

ãüìåíç áðü ôám1x1, . . . ,mkxk.

ÁóêÞóåéò

21.1 Âñåßôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ãéá êáèåìéÜ áðü ôéò áêüëïõèåò ïìÜäåò:

(a) Z10 × Z15 × Z20, (b) Z28 × Z42, (c) Z9 × Z14 × Z6 × Z16.

21.2 �óôù G ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò 100. Äåßîôå üôé ç G ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé

ôïõëÜ·éóôïí Ýíá óôïé·åßï ôÜîçò 10. Ðïéïé åßíáé ïé óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò

G, åÜí õðïôåèåß üôé äåí õðÜñ·åé óôïé·åßï ôÞò G ìå ôÜîç > 10;

21.3 ÅÜí ç ôÜîç ìéáò ðåðåñáóìÝíçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò äåí ìðïñåß íá äéáéñåèåß

ìå ôï ôåôñÜãùíï åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ áñéèìïý, äåßîôå üôé ç ðñïêåéìÝíç

ïìÜäá ïöåßëåé íá åßíáé êõêëéêÞ.

21.4 ÔáîéíïìÞóôå ôéò áâåëéáíÝò ïìÜäåò ôÜîçò 81, 144 êáé 216.

21.5 �óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. ÅÜí ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäáG Ý·åé ôÜîç |G| = pn

êáé ðåñéÝ·åé p− 1 óôïé·åßá ôÜîçò p, äåßîôå üôé ç G åßíáé êõêëéêÞ.

21.6 ÅÜí ïéG,A,B åßíáé ðåðåñáóìÝíåò áâåëéáíÝò ïìÜäåò êáé åÜíG×A ∼= G×B,

áðïäåßîôå üôé A ∼= B.

21.7 �óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá ôÜîçò 360 ðïõ äåí ðåñéÝ·åé êá-

íÝíá óôïé·åßï ôÜîçò 12 Þ 18. Âñåßôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò G. Ðüóá

óôïé·åßá ôÜîçò 6 ðåñéÝ·åé ç G;

21.8 Áðïäåßîôå üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, ìç ôåôñéììÝíç õðïïìÜäá

ôÞò R�{0} ïöåßëåé íá åßíáé éóüìïñöç ìå ìßá áðü ôéò Z2,Z
s Þ Z2 × Zs, ãéá

êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï s.
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21.9 �óôù G ìéá ðåðåñáóìÝíç áâåëéáíÞ ïìÜäá. Óõìâïëßóôå ùò #(q) ôï ðëÞèïò

ôùí óôïé·åßùí x ôÞò G ôá ïðïßá éêáíïðïéïýí ôçí éóüôçôá xq = e. Ðñïóäéï-

ñßóôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞòG üôáí#(2) = 16,#(4) = 32,#(3) = 9,

#(9) = 81 êáé üôáí -ôáõôï·ñüíùò- éó·ýåé x36 = e ãéá êÜèå x ∈ G.

21.10 ÅðáíáëÜâåôå ü,ôé êÜíáôå óôçí Üóêçóç 21.9, áëëÜ ôïýôç ôç öïñÜ õðü ôçí

ðñïûðüèåóç üôé #(2) = 4, #(3) = 3, #(5) = 125 êáé üôé x30 = e ãéá êÜèå

x ∈ G.

21.11 ÁâåëéáíïðïéÞóôå ôéò

(a) Q× S4, (b)D12 ×A4,

(c) G× Z10, üðïõ ç G åßíáé ç äéêõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 12,

êáé êáôáãñÜøôå ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôùí ðñïêõðôïõóþí áâåëéáíþí

ïìÜäùí.

21.12 Áðïäåßîôå üôé çR äåí ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé-

·åßá, äåß·íïíôáò üôé êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç ïìÜäá Ý·åé áñéèìÞ-

óéìï õðïêåßìåíï óýíïëï.

21.13 Áò õðïèÝóïõìå üôé ç G åßíáé ìéá ïìÜäá ãéá ôçí ïðïßá ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí

ðñïóèåôéêü óõìâïëéóìü. Ç G êáëåßôáé äéáéñåôÞ ïìÜäá (Þ ïìÜäá ìå äéáß-

ñåóç) üôáí, äïèÝíôïò åíüò x ∈ G êáé åíüò èåôéêïý áêåñáßïõ m, ìðïñïýìå

ðÜíôïôå íá âñïýìå Ýíá óôïé·åßï y ôÞò G, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé my = x.

Ãéá ðáñÜäåéãìá, ïé ïìÜäåò Q,R,C êáé C åßíáé äéáéñåôÝò ïìÜäåò. Äåßîôå üôé,

áíôéèÝôùò, ïé Z êáé Q>0 äåí åßíáé äéáéñåôÝò ïìÜäåò. Áðïäåßîôå üôé êáìßá ìç

ôåôñéììÝíç, äéáéñåôÞ ïìÜäá äåí ìðïñåß íá åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç.

21.14 Äåßîôå üôé ç Q>0 ðåñéÝ·åé ìéá åëåýèåñç áâåëéáíÞ õðïïìÜäá âáèìßäáò s ãéá

áõèáéñÝôùò ìåãÜëåò ôéìÝò ôïý s.
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ÐñÜîåéò ãñáììþí êáé óôçëþí

¼íôáò ôþñá ðëÝïí ïðëéóìÝíïé ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãï-

ìÝíùí áâåëéáíþí ïìÜäùí ìÝóù ãåííçôüñùí êáé ó·Ýóåùí, èá åðéèõìïýóáìå íá

Ý·ïõìå êáé ôç äõíáôüôçôá íá áíáãíùñßæïõìå ìéá ôÝôïéá ïìÜäá óôçí êáíïíéóôéêÞ

ôçò ìïñöÞ, Þôïé üðùò áõôÞ ìÜò äßíåôáé áðü ôï èåþñçìá (21.1). Ìéá ðñÜãìáôé áðï-

äïôéêÞ (áëãïñéèìéêÞ) äéáäéêáóßá ãéá ôçí åðßôåõîç áõôÞò ôÞò áíáãíþñéóçò ðáñá-

ôßèåôáé óôï ðáñüí êåöÜëáéï. Áðü áñ·Þò ìÝ·ñé ôÝëïõò ôïý êåöáëáßïõ èá êÜíïõìå

·ñÞóç ôïý ðñïóèåôéêïý óõìâïëéóìïý, îåêéíþíôáò ìå Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá.

(22.1) ÐáñÜäåéãìá. �óôù üôé ç G åßíáé ç áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ðñïóäéïñéæüìåíç

ìÝóù ôùí ãåííçôüñùí x, y, z êáé ôùí ó·Ýóåùí

3x+ 5y − 3z = 0 (R1)

4x+ 2y = 0 (R2)

Þôïé ìéá ïìÜäá, ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùíA/N, üðïõ çA åßíáé

ç åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò åßíáé ãñáììéêïß óõíäõáóìïß

ax + by + cz ìå áêåñáßïõò óõíôåëåóôÝò, êáé ç N ç õðïïìÜäá ôÞò A ç ïðïßá ðá-

ñÜãåôáé áðü ôá 3x + 5y − 3z êáé 4x + 2y. Áöáéñþíôáò ôÞí (R1) áðü ôçí (R2)

ðáßñíïõìå

x− 3y + 3z = 0 (R3)
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åíþ áöáéñþíôáò ôñåéò öïñÝò ôçí (R3) áðü ôçí (R1) ðáßñíïõìå

14y − 12z = 0 (R4)

ÅÜí u = 3x+5y− 3z êáé v = 4x+2y, ôï ìüíï ðïõ êÜíáìå ìÝ·ñé óôéãìÞò åßíáé íá

áëëÜîïõìå ôïõò ãåííÞôïñåò u, v ôÞò N , ìåôáâáßíïíôáò áñ·éêþò óôïõò

u, v − u = x− 3y + 3z

êáé êáôüðéí óôïõò v − u, u − 3(v − u) = 14y − 12z. Óõíåðþò ðñïêýðôåé ç ßäéá

ç ïìÜäá G áíåîáñôÞôùò ôïý åÜí ·ñçóéìïðïéïýìå ôéò ó·Ýóåéò (R1) êáé (R2) Þ ôéò

(R3) êáé (R4). ÅðáíáãñÜöïíôáò ôçí (R4) ùò

14y − 12z = 2y + 12(y − z)

= 2(y + 6(y − z)) = 0

êáé èÝôïíôáò

x′ = x− 3y + 3z, y′ = y + 6(y − z), z′ = y − z,

ôï {x′, y′, z′} áðïôåëåß Ýíá íÝï óýóôçìá ãåííçôüñùí ãéá ôçí G, ðñÜãìá ôï ïðïßï

äéáðéóôþíåôáé åÜí äéáóðÜóïõìå ôç ìåôÜâáóç áðü ôï {x, y, z} óôï {x′, y′, z′} óå

áñêåôÝò öÜóåéò, ôïõôÝóôéí

x, y, z

x− 3y, y, z

x− 3y + 3z, y, z

x− 3y + 3z, y, y − z

x− 3y + 3z, y + 6(y − z), y − z.

Ïé ó·Ýóåéò (R3) êáé (R4) áðëïðïéïýíôáé ðëÝïí ãñáöüìåíåò ùò x
′ = 0 êáé 2y′ = 0,

áíôéóôïß·ùò. ÅðïìÝíùò, ôï x′ äåí óõíåéóöÝñåé ôßðïôá êáé çG ðáñÜãåôáé áðü êïé-

íïý áðü Ýíá óôïé·åßï y′ ôÜîçò 2 êáé áðü Ýíá óôïé·åßï z′ Üðåéñçò ôÜîçò. Åî áõôïý

óõìðåñáßíïõìå üôé G ∼= Z2 × Z.

¼ëïé áõôïß ïé ðñáêôéêïß ·åéñéóìïß ðïõ áðáéôÞèçêáí ãéá íá öôÜóïõìå óôïí ðñï-

êåßìåíï éóïìïñöéóìü ìðïñïýí íá óõìðôõ·èïýí êáôÜ ôñüðï óõóôçìáôéêü ìå ôç

·ñÞóç ôïý ðßíáêá óõíôåëåóôþí ôùí áñ·éêþí ó·Ýóåùí (R1) êáé (R2). Ôá áíôß-
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óôïé·á âÞìáôá Ý·ïõí ùò åîÞò:[
3 5 −3

4 2 0

]
áöáéñïýìå áðü ôç 2ç ãñáììÞ
−−−−−−−−−−−−−−−−→

ôçí 1ç ãñáììÞ

[
3 5 −3

1 −3 3

]

åíáëëÜóóïõìå ôçí ðñþôç
−−−−−−−−−−−−−−→

êáé ôç äåýôåñç ãñáììÞ

[
1 −3 3

3 5 −3

]
áöáéñïýìå ôï 3 ðëÜóéï

−−−−−−−−−−−−−−→
ôÞò 1çò ãñáììÞò áðü ôç 2ç

[
1 −3 3

0 14 −12

]

ðñïóèÝôïõìå ôï 3 ðëÜóéï
−−−−−−−−−−−−−−→

ôÞò 1çò óôÞëçò óôç 2ç

[
1 0 3

0 14 −12

]
áöáéñïýìå ôï 3 ðëÜóéï

−−−−−−−−−−−−−−→
ôÞò 1çò óôÞëçò áðü ôçí 3ç

[
1 0 0

0 14 −12

]

ðñïóèÝôïõìå ôçí 3ç óôÞëç
−−−−−−−−−−−−−−−→

óôç äåýôåñç óôÞëç

[
1 0 0

0 2 −12

]
ðñïóèÝôïõìå ôï 6 ðëÜóéï
−−−−−−−−−−−−−−→
ôÞò 2çò óôÞëçò óôçí 3ç

[
1 0 0

0 2 0

]

Ï ôåëåõôáßïò ðßíáêáò áíáðáñéóôÜ ôéò íÝåò ìáò ó·Ýóåéò x′ = 0 êáé 2y′ = 0,

ïé ïðïßåò, ìå ôç óåéñÜ ôïõò, ìáò åðéôñÝðïõí íá êáôáãñÜøïõìå ôçí êáíïíéóôéêÞ

ìïñöÞ Z2 × Z ãéá ôçí G.

Ç ìÝèïäïò ðïõ èá ìáò ïäçãÞóåé óå ìéá ãåíéêüôåñç (áëãïñéèìéêÞ) äéáäéêáóßá

åêôõëßóóåôáé Þäçóôéò ðñÜîåéò ãñáììþí êáé óôçëþí ôïý áíùôÝñùáðëïý ðáñáäåßã-

ìáôïò. ÅÜí çG åßíáé ç áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ðñïóäéïñéæüìåíç ìÝóù ôùí ãåííçôüñùí

x1, . . . , xn êáé ôùí ó·Ýóåùí


a1 1x1 + a1 2x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a2 1x1 + a2 2x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...

am 1x1 + am 2x2 + · · ·+ amnxn = 0

ôüôå áðëïðïéïýìå ôïí ðßíáêá ôùí óõíôåëåóôþí A = (ai j)1≤i≤m,1≤j≤n äõíÜìåé

ôùí áêïëïýèùí ðñÜîåùí:

(É) ÅíáëëáãÞ äýï ãñáììþí Þ äýï óôçëþí.

(ÉÉ) Ðïëëáðëáóéáóìüò üëùí ôùí åããñáöþí ìéáò ãñáììÞò Þ ìéáò óôÞëçò ìå ôï −1.

(ÉÉÉ) Ðñüóèåóç åíüò áêåñáßïõ ðïëëáðëáóßïõ ìéáò ãñáììÞò óå ìéá Üëëç ãñáììÞ Þ åíüò áêå-

ñáßïõ ðïëëáðëáóßïõ ìéáò óôÞëçò óå ìéá Üëëç.

Ïé ðñÜîåéò åðß ôùí ãñáììþí ìåôáâÜëëïõí ôéò ó·Ýóåéò êáé ïé ðñÜîåéò åðß ôùí óôç-

ëþí ìåôáâÜëëïõí ôïõò ãåííÞôïñåò, áí êáé äéáôçñïýí ôçí ßäéá ïìÜäá G áð� áñ·Þò

ìÝ·ñé ôÝëïõò. ¾óôåñá áðü êáôÜëëçëç åöáñìïãÞ ôïõò ðñïóäïêïýìå ôçí åýñåóç

åíüò íÝïõ óõíüëïõ ãåííçôüñùí êáé ó·Ýóåùí, ôï ïðïßï èá ðáñéóôÜ ôçí ïìÜäá ìáò

õðü ôçí êáíïíéóôéêÞ ôçò ìïñöÞ. Ç ðñïóÞêïõóá ìåôáôñïðÞ ôïý ðßíáêáA åîáóöá-

ëßæåôáé ìÝóù ôïý áêïëïýèïõ èåùñÞìáôïò:
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(22.2) Èåþñçìá. Ãéá êÜèåm×n ðßíáêáA, ïé åããñáöÝò ôïý ïðïßïõ åßíáé áêÝñáéïé

áñéèìïß, õðÜñ�åé ìéá ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá ðñÜîåùí ôïý ôýðïõ É, ÉÉ êáé ÉÉÉ, ç

ïðïßá ìåôáôñÝðåé ôïí A óå Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêáD = (dij), üðïõ

dii ≥ 0, ∀i, 1 ≤ i ≤ k,

êáé

d11 |d22 |· · · |dkk, ìå k = min(m,n).

ÊÜíïíôáò ·ñÞóç êáôáëëÞëùí íÝùí ãåííçôüñùí x′
1, . . . , x

′
n, ï ðßíáêáò D áíáðá-

ñéóôÜ ôéò ó·Ýóåéò

d11x
′
1 = 0, . . . , dkkx

′
k = 0.

ÃñÜöïíôáò ôï dii åí óõíôïìßá ùò di, áò õðïèÝóïõìå üôé d1 ≥ 2 êáé üôé dk �= 0. Ôüôå

ç êáíïíéóôéêÞ ìïñöÞ ôÞò G åßíáé ç

Zd1 × Zd2 × · · · × Zdk × Zn−k

ÅÜí d1 = d2 = · · · = ds = 1 êáé dt+1 = · · · = dk = 0, ôüôå ïé ãåííÞôïñåò x′
1, . . . , x

′
s

ðëåïíÜæïõí, åíþ ïé x′
t+1, . . . , x

′
k Ý·ïõí Üðåéñç ôÜîç. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, óå áõôÞí

ôçí ðåñßðôùóç ç êáíïíéóôéêÞ ìïñöÞ ôÞò G ãñÜöåôáé ùò

Zds+1 × Zds+2 × · · · × Zdt × Zn−t

ÓêéáãñÜöçóç ôÞò áðüäåéîçò ôïý èåùñÞìáôïò (22.2). Ïìéëïýìå ãéá «óêéáãñÜöçóç»

åîáéôßáò ôïý üôé ôï üëï óêåðôéêü, åðß ôïý ïðïßïõ óôçñßæåôáé ç áðüäåéîç, èá ìðï-

ñïýóå ðïëý åýêïëá íá ·áèåß, åÜí åììÝíáìå óå ìéá ðÝñáí ôïý äÝïíôïò ôõðïêñáôßá.

ÅÜí ï A åßíáé ï ìçäåíéêüò ðßíáêáò, ôüôå äåí ·ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå ôßðïôá. Åé-

äÜëëùò, ï A äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí ìßá ìç ìçäåíéêÞ åããñáöÞ êáé, êÜíïíôáò ·ñÞóç

ôùí ðñÜîåùí ôïý ôýðïõ É êáé ÉÉ, ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíáí ðßíáêá (ðïõ

èá åîáêïëïõèÞóïõìå íá ôïí áðïêáëïýìå A), ç åðéêåöáëÞò åããñáöÞ ôïý ïðïßïõ,

Þôïé ç a11, èá åßíáé èåôéêÞ. Áò ñßîïõìå ìéá ìáôéÜ êáôÜ ìÞêïò ôÞò ðñþôçò ãñáììÞò.

ÅÜí åíôïðßóïõìå ìéá åããñáöÞ a1j , ç ïðïßá äåí åßíáé ßóç ìå êÜðïéï ðïëëáðëÜóéï

ôÞò a11, ôüôå äéáéñïýìå ôçí a1j ìå ôçí a11 ðáßñíïíôáò a1j = qa11+u, üðïõ q, u ∈ Z

êáé 0 < u < a11. Áöáéñïýìå q öïñÝò ôçí 1ç óôÞëç áðü ôç j-ïóôÞ óôÞëç (åêôåëþ-

íôáò ìéá ðñÜîç ôýðïõ ÉÉÉ) êáé êáôüðéí åíáëëÜóóïõìå ôç íåïó·çìáôéæüìåíç j-ïóôÞ

óôÞëç ìå ôçí 1ç óôÞëç (åêôåëþíôáò ìéá ðñÜîç ôýðïõ É). Ï ðñïêýðôùí ðßíáêáò Ý·åé

ôï u ùò åðéêåöáëÞò åããñáöÞ ôïõ. ÈÝôïõìå ëïéðüí ôï åñþôçìá ôïý êáôÜ ðüóïí,

óôçí ðáñïýóá öÜóç, ôï u äéáéñåß êÜèå Üëëç åããñáöÞ áíÞêïõóá óôçí 1ç ãñáììÞ.
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ÅÜí ç áðÜíôçóç åßíáé áñíçôéêÞ, åðáíáëáìâÜíïõìå ôçí ùò Üíù äéáäéêáóßá êáé

êáôáóêåõÜæïõìå ôåëéêþò Ýíáí ðßíáêá, ç åðéêåöáëÞò åããñáöÞ ôïý ïðïßïõ, áò ôçí

ðïýìå v, åßíáé èåôéêÞ êáé ãíçóßùò ìéêñüôåñç ôïý u. Ç äéáäï·éêÞ åðáíÜëçøç ìéáò

ôÝôïéáò äéáäéêáóßáò äåí ìðïñåß íá óõíå·ßæåôáé åð� Üðåéñïí, êáèüôé ç öèßíïõóá

áêïëïõèßá a11, u, v, . . . èåôéêþí áêåñáßùí ïöåßëåé -êÜðïéá óôéãìÞ- íá ôåñìáôéóèåß.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, áðáéôïýíôáé ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò âÞìáôá ðñïêåéìÝíïõ íá ìå-

ôáâïýìå óå Ýíáí ðßíáêá B, ç åðéêåöáëÞò åããñáöÞ ôïý ïðïßïõ äéáéñåß êÜèå Üëëç

åããñáöÞ åõñéóêïìÝíç óôçí 1ç ôïõ ãñáììÞ. µñçóéìïðïéþíôáò ðñÜîåéò ôïý ôýðïõ

ÉÉÉ ãéá ôçí áöáßñåóç êáôáëëÞëùí ðïëëáðëáóßùí ôÞò 1çò óôÞëçò ôïý B áðü ôéò

Üëëåò óôÞëåò, êáèßóôáôáé äõíáôÞ ç áíáãùãÞ üëùí ôùí åããñáöþí ôÞò 1çò ãñáììÞò

ôïýB, ïé ïðïßåò åßíáé äéÜöïñåò ôÞò b11, óôï ìçäÝí. Ôþñá åóôéÜæïõìå ôçí ðñïóï·Þ

ìáò óôçí 1ç óôÞëç êáé ðñï·ùñïýìå, ìå ôïí ßäéï áêñéâþò ôñüðï, êÜíïíôáò ·ñÞóç

ðñÜîåùí ãñáììþí áíôß ðñÜîåùí óôçëþí, Ýùò üôïõ êáôáëÞîïõìå óå Ýíáí ðßíáêá

ôÞò ìïñöÞò:




c11 0 · · · 0

0
...

0
C 1


 (�)

Óå áõôü ôï óçìåßï åíäÝ·åôáé íá åíäþóïõìå óôïí ðåéñáóìü íá åñãáóèïýìå ìå ôïí

ìéêñüôåñï ðßíáêá C1, åêôåëþíôáò åê íÝïõ ôçí ðñïáíáöåñèåßóá äéáäéêáóßá, Ýùò

üôïõ ðÜñïõìå Ýíáí ðßíáêá ôÞò ìïñöÞò




c11 0 0 · · · 0

0

0
...

0

c22 0 · · · 0

0
...

0
C 2




ê.ï.ê. ÊÜôé ôÝôïéï èá ïäçãïýóå ðñÜãìáôé óå Ýíáí äéáãþíéï ðßíáêá, ·ùñßò üìùò

áõôü íá óçìáßíåé üôé êáô� áíÜãêçí ïé äéáãþíéÝò ôïõ åããñáöÝò èá äéáéñïýóáí äéá-

äï·éêþò ç ìßá ôçí Üëëç. Áíô� áõôÞò ëïéðüí ôÞò ïäïý ðñïôéìÜôáé ìßá Üëëç. Åñù-

ôïýìå êáôÜ ðüóïí êÜèå åããñáöÞ ôïýC1 åßíáé ðïëëáðëÜóéï ôÞò åããñáöÞò c11. ÅÜí

ç c11 äåí äéáéñåß ôçí åããñáöÞ cij , ôüôå ðñïóèÝôïõìå ôçí i-ïóôÞ ãñáììÞ ôïý ðßíáêá

(�) óôçí 1ç ôïõ ãñáììÞ êáé åðáíåêêéíïýìå ôçí üëç äéáäéêáóßá áðü ôçí ðñùôáñ-

�éêÞ ôçò öÜóç. Ôïýôï öáíôÜæåé, åê ðñþôçò üøåùò, ùò êÜôé ôï ôåëåßùò áðïêáñäéù-

ôéêü, Ýùò üôïõ âåâáßùò áíôéëçöèïýìå üôé ìáò ïäçãåß óå ìéá íÝá åêäï·Þ ôïý (�)
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ìå ìéá èåôéêÞ åðéêåöáëÞò åããñáöÞ, ç ïðïßá åßíáé ìéêñüôåñç ôÞò c11. Åðáíáëáì-

âÜíïõìå äéáäï·éêþò êáé áõôÞí ôç äéáäéêáóßá (ç ïðïßá, ðáñïìïßùò, ðåñáôïýôáé

Ýðåéôá áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò âÞìáôá), Ýùò üôïõ êáôáëÞîïõìå óå Ýíáí ðß-

íáêá ôïý ôýðïõ (�), ç åðéêåöáëÞò åããñáöÞ ôïý ïðïßïõ üíôùò äéáéñåß êÜèå Üëëç åã-

ãñáöÞ. Ç åí ëüãù åðéêåöáëÞò åããñáöÞ åßíáé ï áõèåíôéêüò äéáãþíéïò üñïò d11 ðïõ

åðéæçôïýóáìå. Áðü åäþ êáé óôï åîÞò ìðïñïýìå íá îåêéíÞóïõìå íá áðëïðïéïýìå

ôïí ìéêñüôåñï ðßíáêá ôïí áíôéóôïé·ïýìåíï óôïí C1, üíôáò ðëÝïí áðïëýôùò âÝ-

âáéïé üôé èá êáôáëÞîïõìå óå Ýíáí ðßíáêá ôÞò ìïñöÞò




d11 0 0 · · · 0

0

0
...

0

d22 0 · · · 0

0
...

0
C 3




üðïõ d11 |d22 êáé üðïõ êÜèå åããñáöÞ ôïý C3 åßíáé ðïëëáðëÜóéá ôÞò d22. Ç üëç

äéáäéêáóßá óôáìáôÜ ðëÞñùò ìå ôçí áðüêôçóç ôïý äéáãùíßïõ ðßíáêáD = (dij), ï

ïðïßïò Ý·åé ôéò åðéèõìçôÝò éäéüôçôåò. �

(22.3) ÐáñÜäåéãìá. �óôù G ç áâåëéáíÞ ïìÜäá ðïõ êáèïñßæåôáé ìÝóù ôùí ãåí-

íçôüñùí x, y êáé ôùí ó·Ýóåùí 2x = 0, 3y = 0. ÁìÝóùò áíáãíùñßæïõìå ùò êáíï-

íéóôéêÞ ìïñöÞ ãéá ôçí G ôçí Z2 × Z3. Ç áíùôÝñù ðåñéãñáöåßóá äéáäéêáóßá ìÜò

äßíåé

[
2 0

0 3

]
ðñïóèÝôïõìå ôç 2ç
−−−−−−−−−−→

ãñáììÞ óôçí 1ç

[
2 3

0 3

]
áöáéñïýìå ôçí 1ç óôÞëç
−−−−−−−−−−−−−→

áðü ôç äåýôåñç

[
2 1

0 3

]

åíáëëÜóóïõìå ôçí 1ç
−−−−−−−−−−−−→

êáé ôç 2ç óôÞëç

[
1 2

3 0

]
áöáéñïýìå ôï 2 ðëÜóéï ôÞò 1çò
−−−−−−−−−−−−−−−−−→

óôÞëçò áðü ôç äåýôåñç

[
1 0

3 −6

]

áöáéñïýìå ôï 3 ðëÜóéï ôÞò 1çò
−−−−−−−−−−−−−−−−−→

ãñáììÞò áðü ôç äåýôåñç

[
1 0

0 −6

]
ðïëëáðëáóéÜæïõìå

−−−−−−−−−−−→
ôç 2ç óôÞëç ìå ôï−1

[
1 0

0 6

]

Óå áõôüí ôïí íÝï ôñüðï ðáñÜóôáóçò ôÞò G õðåéóÝñ·ïíôáé ãåííÞôïñåò x′, y′ õðï-

êåßìåíïé óôéò ó·Ýóåéò x′ = 0 êáé 6y′ = 0, äßíïíôÜò ìáò ðñÜãìáôé ôçí ïìÜäá

Z6 (∼= Z2 × Z3) .

(22.4) ÐáñÜäåéãìá. �óôùG ç áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ðñïóäéïñéæüìåíç ìÝóù ôùí ãåí-
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íçôüñùí x1, x2, x3, x4, x5 êáé ôùí ó·Ýóåùí

x1 − 5x2 + 10x4 − 15x5 = 0,

4x2 − 8x4 + 12x5 = 0,

3x1 − 3x2 − 2x3 + 6x4 − 9x5 = 0,

x1 − x2 + 2x4 − 3x5 = 0.

ÇáíáãùãÞ ôïý ðßíáêá ôùí óõíôåëåóôþí õðïäçëþíåôáé ðáñáêÜôù. Äåí åßíáé áíá-

ãêáßï íá áêïëïõèÞóïõìå êáôÜ ãñÜììá ôçí (áëãïñéèìéêÞ) äéáäéêáóßá ôïý (22.2).

Ìðïñïýìå íá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå äéÜöïñåò óõíôïìåýóåéò° åäþ, ãéá ðáñÜäåéãìá,

ìðïñïýìå äéáìéÜò íá áðïìáêñýíïõìå ôéò åããñáöÝò ôÞò ôåôÜñôçò êáé ôÞò ðÝìðôçò

óôÞëçò (áíôéêáèéóôþíôáò ôåò ìå ìçäåíéêÜ), äéüôé áõôÝò ïé óôÞëåò áðïôåëïýí áêÝ-

ñáéá ðïëëáðëÜóéá ôÞò äåýôåñçò óôÞëçò. Ãéá åîïéêïíüìçóç ·þñïõ, åðéôñÝðïõìå

óå êÜèå âÝëïò íá áíáðáñéóôÜ áñêåôÝò ðñÜîåéò ãñáììþí êáé óôçëþí.




1 −5 0 10 −15

0 4 0 −8 12

3 −3 −2 6 −9

1 −1 0 2 −3


 →




1 −5 0 0 0

0 4 0 0 0

3 −3 −2 0 0

1 −1 0 0 0




→




1 −4 0 0 0

0 4 0 0 0

3 0 2 0 0

1 0 0 0 0




→




0 −4 0 0 0

0 4 0 0 0

0 0 2 0 0

1 0 0 0 0




→




1 0 0 0 0

0 2 0 0 0

0 0 4 0 0

0 0 0 0 0




.

ÅðïìÝíùò, G ∼= Z2×Z4×Z× Z. (Åäþ,m = k = 4, n = 5, s = 1 êáé t = 3.)
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ÁóêÞóåéò

22.1 Âñåßôå ôç âáèìßäá êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò áâåëéáíÞò ïìÜäáò ôÞò

êáèïñéæüìåíçò áðü ôïõò ãåííÞôïñåò x1, x2, x3, x4 êáé ôéò ó·Ýóåéò

9x1 + 6x2 + 5x3 + 4x4 = 0,

6x1 + 5x2 − 3x3 + 11x4 = 0,

3x1 + 2x2 − x3 + 4x4 = 0.

22.2 Ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáèïñßæåôáé áðü ðÝíôå ãåííÞôïñåò õðïêåéìÝíïõò óå

ôÝóóåñåéò ó·Ýóåéò, ìå ðßíáêá óõíôåëåóôþí áõôþí ôùí ó·Ýóåùí ôïí




3 −4 5 3 7

3 2 −1 −3 1

8 2 −2 −8 2

11 −8 9 −5 9




.

Áðïäåßîôå üôé ç ïìÜäá áõôÞ åßíáé éóüìïñöç ôÞò Z2 × Z6 × Z6 × Z.

22.3 �óôù G ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ç ïðïßá êáèïñßæåôáé áðü ôïõò ãåííÞôïñåò

x1, x2, x3, x4 êáé ôéò ó·Ýóåéò

4x1 + 2x2 + 3x3 + 7x4 = 0,

5x1 + x2 − x3 + 12x4 = 0,

2x1 + 4x2 + 11x3 − 3x4 = 0.

Áðïäåßîôå üôé ç G åßíáé ìéá åëåýèåñç ïìÜäá êáé ðñïóäéïñßóôå ôç âáèìßäá

ôçò.

22.4 Ðþò åðéäñïýí ïé áêÝñáéåò ðñÜîåéò ãñáììþí êáé óôçëþí óôçí ïñßæïõóá åíüò

n× n ðßíáêá;

22.5 Ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäáG êáèïñßæåôáé áðü ôïõò ãåííÞôïñåò x, y, z ðïõ õðüêåé-

íôáé óôéò ó·Ýóåéò

3x+ 2y + 4z = 0,

6x+ y + 7z = 0,

2x+ 3y + 6z = 0.

Õðïëïãßóôå ôçí ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá óõíôåëåóôþí áõôþí ôùí ó·Ýóåùí.

ÌÞðùò ç ïñßæïõóá óáò äßíåé êÜðïéá åðéðñüóèåôç ðëçñïöïñßá ãýñù áðü

ôçí G; Ðñïóäéïñßóôå ôÞ âáèìßäá êáé ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò G.
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22.6 Áò õðïèÝóïõìå üôé äßíïíôáé n ãåííÞôïñåò êáé n ó·Ýóåéò ðïõ êáèïñßæïõí ìéá

áâåëéáíÞ ïìÜäá G. Ôé ìðïñåßôå íá ðåßôå ãéá ôçí G üôáí ï ðßíáêáò óõíôåëå-

óôþí ôùí ó·Ýóåùí áõôþí Ý·åé ïñßæïõóá äéÜöïñç ôïý ìçäåíüò; Ôé óõìâáßíåé

üôáí ç ïñßæïõóá ôïý åí ëüãù ðßíáêá éóïýôáé ìå 1 Þ ìå −1;



ÊÅÖÁËÁÉÏ 23

Áõôïìïñöéóìïß

�íáò áõôïìïñöéóìüò ìéáò ïìÜäáò G åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò áðü ôçí G åðß ôÞò

G. Ôï óýíïëï üëùí ôùí áõôïìïñöéóìþí ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç

ôÞò óýíèåóçò óõíáñôÞóåùí, ç ïðïßá êáëåßôáé ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí ôÞò G êáé

óçìåéþíåôáé ùò Aut(G).

(23.1) Ðáñáäåßãìáôá. (i) ÊÜèå áõôïìïñöéóìüò θ ôÞò Z ðñÝðåé íá óôÝëíåé ôï 1 íá

áðåéêïíßæåôáé óå Ýíáí áêÝñáéï áñéèìü, ï ïðïßïò ðáñÜãåé ôçí Z. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

θ (1) ∈ {±1} . ÅÜí θ (1) = 1, ôüôå ðáßñíïõìå ôïí ôáõôïôéêü áõôïìïñöéóìü° åéäÜë-

ëùò, θ (1) = −1, êáé ï θ óôÝëíåé êÜèå áêÝñáéï áñéèìü n íá áðåéêïíßæåôáé óôïí

áíôßèåôü ôïõ −n. ÂëÝðïõìå ëïéðüí Üìåóá üôé Aut(Z) ∼= Z2.

(ii) Ç óõíÜñôçóç G −→ G, x �−→ x−1, ðñïóäéïñßæåé Ýíáí áõôïìïñöéóìü ãéá

ïéáäÞðïôå áâåëéáíÞ ïìÜäá G.

(iii) Áò õðïèÝóïõìå üôé G = Z2 × Z2. �íáò áõôïìïñöéóìüò ìåôáôÜóóåé ôá ôñßá

óôïé·åßá, ôá ïðïßá õðïëåßðïíôáé ýóôåñá áðü ôçí áöáßñåóç ôïý ìïíáäéáßïõ. Åß-

íáé ìÜëéóôá åýêïëï íá åëåã·èåß ôï üôé êÜèå ìåôÜôáîç áõôïý ôïý åßäïõò, óõìðëç-

ñïýìåíç ìÝóù ôÞò áðåéêüíéóçò ôïý e óôï e, ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí áõôïìïñöéóìü ôÞò

Z2 × Z2. ÅðïìÝíùò, Aut(Z2 × Z2) ∼= S3.

(iv) Ç ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí Aut(Zn) åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáòRn, ç ïðïßá åé-

óÞ·èç óôï êåöÜëáéï 11. Ôá óôïé·åßá ôÞò Rn åßíáé ïé èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß, ïé

ïðïßïé åßíáé ìéêñüôåñïé ôïý n êáé ó·åôéêþò ðñþôïé ðñïò ôïí n, åíþ ç ðñÜîç ôÞò

ïìÜäáò åßíáé ï ðïëëáðëáóéáóìüò êáôÜ ìüäéï n.�óôù θ Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôÞò

Zn. Ôüôå ç åéêüíá θ (1) ðáñÜãåé ôçí ïìÜäá Zn. Óõíåðþò, ìêä(θ (1) , n) = 1. Ç
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óõíÜñôçóç

Aut(Zn) −→ Rn, θ �−→ θ (1) ,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. ÊÜðïéåò ·ñÞóéìåò éäéüôçôåò ôÞò ðåðåñáóìÝ-

íçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò Rn ìåëåôþíôáé óôçí Üóêçóç 23.4.

(v)ÊÜèå áõôïìïñöéóìüò äéáôçñåß ôçí ôÜîç êáèåíüò åê ôùíóôïé·åßùí ôÞò åêÜóôïôå

èåùñïõìÝíçò ïìÜäáò. ÅðïìÝíùò, êÜèå áõôïìïñöéóìüò ôÞò S3 ïöåßëåé íá áðåé-

êïíßæåé ôï óýíïëï ôùí áíôéìåôáèÝóåùí {(1 2), (1 3), (2 3)} óôïí åáõôü ôïõ. �ôóé,

êÜèå ìåôÜôáîç ôùí (1 2), (1 3), (2 3) ðñïóäéïñßæåé Ýíáí áõôïìïñöéóìü ôÞò S3 êáé

Aut(S3) ∼= S3.

(vi) �óôù θ Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôÞòZ× Z. ÕðïèÝôïíôáò üôé θ ((1, 0)) = (a, b) êáé

θ ((0, 1)) = (c, d), Ý·ïõìå

θ ((m,n)) = mθ ((1, 0)) + nθ ((0, 1))

= (ma+ nc,mb+ nd)

= (m,n)

[
a b

c d

]
,

ïðüôå ï áõôïìïñöéóìüò θ áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò 2 × 2 ðßíáêá ìå áêÝñáéåò

åããñáöÝò. Çïñßæïõóá ad−bcáõôïý ôïý ðßíáêá áíÞêåé óôï äéóýíïëï {±1}, êáèüôé

-ùò óõíÜñôçóç- ï θ åßíáé áíôéóôñÝøéìïò. ÁëëÜ êáé ç áíôßóôñïöüò ôïõ, ìå ôç óåéñÜ

ôçò, ïöåßëåé íá áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò 2× 2 ðßíáêá ìå áêÝñáéåò åããñáöÝò. Ç

ïìÜäá áõôïìïñöéóìþí Aut(Z× Z) åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò GL2 (Z) ôùí 2× 2

ðéíÜêùí ìå áêÝñáéåò åããñáöÝò êáé ïñßæïõóá ±1.

(vii) Ç óõæõãßá ç äçìéïõñãïýìåíç ìÝóù åíüò ðáãéùìÝíïõ óôïé·åßïõ g ìéáò ïìÜäáò

G ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí åéäéêü ôýðï áõôïìïñöéóìïý, Þôïé ôïí x �−→ gxg−1, ï ïðïßïò

êáëåßôáé åóùôåñéêüò áõôïìïñöéóìüò. Ïé åóùôåñéêïß áõôïìïñöéóìïß óõãêñïôïýí

ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá Inn(G) ôÞò Aut(G). ÅÜí çG åßíáé áâåëéáíÞ, ôüôå ï ìüíïò

åóùôåñéêüò áõôïìïñöéóìüò ôçò åßíáé ï ôáõôïôéêüò.

(23.2) Èåþñçìá. Ç Inn(G) åßíáé éóüìïñöç ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùí G/Z(G).

Áðüäåéîç. Ç óõíÜñôçóç

G −→ Aut(G), g �−→
(
x �−→ gxg−1

)
,

ç ïðïßá óôÝëíåé êÜèå g íá áðåéêïíéóôåß óå Ýíáí åóùôåñéêü áõôïìïñöéóìü ôÞò G,

áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí. Ç åéêüíá ôïõ áðïôåëåßôáé áðü üëïõò ôïõò

åóùôåñéêïýò áõôïìïñöéóìïýò, åíþ ï ðõñÞíáò ôïõ éóïýôáé ìå

{g ∈ G | x = gxg−1, ∀x, x ∈ G} = {g ∈ G | xg = gx, ∀x, x ∈ G} = Z(G).
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�ôóé, ôï æçôïýìåíï Ýðåôáé áðü ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí. �

(23.3) Èåþñçìá. ÅÜí ïé p êáé q åßíáé äõï ðñþôïé áñéèìïß, ãéá ôïõò ïðïßïõò éó�ýåé

p > q êáé q � (p− 1) , ôüôå êÜèå ïìÜäá ôÜîçò pq åßíáé êõêëéêÞ.

Áðüäåéîç. ÅäþÞ åöáñìüæïõìå ôá èåùñÞìáôá ôïý Sylow (âë. Üóêçóç 20.6) Þ åðé·åé-

ñçìáôïëïãïýìå åíáëëáêôéêþò ùò áêïëïýèùò: �óôù G ìéá ïìÜäá ôÜîçò pq. Åðé-

ëÝãïõìå Ýíá óôïé·åßï x ôÜîçò p êáé Ýíá óôïé·åßï y ôÜîçò q, êáé èÝôïõìå H = 〈x〉 .

Êáô� áñ·Üò èá äåßîïõìå üôé ç H åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G. Ôï óýíïëï

ôùí áñéóôåñþí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ôÞò H åíôüò ôÞò G Ý·åé q óôïé·åßá. Ç H äñá

åð� áõôïý ôïý óõíüëïõ ìÝóù áñéóôåñþí ìåôáöïñþí, äçëáäÞ ôï h ∈ H óôÝëíåé ôçí

ðëåõñéêÞ êëÜóç gH óôçí hgH. Ï ðëçèéêüò áñéèìüò êáèåìéÜò ôùí ôñï·éþí åßíáé

≤ q êáé ðñÝðåé íá åßíáé Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý p = |H| . ÅðïìÝíùò, êÜèå ôñï·éÜ ðå-

ñéÝ·åé áêñéâþò ìßá ðëåõñéêÞ êëÜóç, Þôïé éó·ýåé hgH = gH ãéá üëá ôá g ∈ G êáé

üëá ôá h ∈ H. Ç éóüôçôá áõôÞ éóïäõíáìåß ìå ôï üôé g−1hg ∈ H ãéá üëá ôá g ∈ G

êáé üëá ôá h ∈ H. ¢ñá çH åßíáé üíôùò ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G.

Ôï óôïé·åßï y ìáò äßíåé ôïí áõôïìïñöéóìü h �−→ yhy−1 ôÞò H, ç ôÜîç ôïý

ïðïßïõ åßíáé áö� åíüò Ýíáò äéáéñÝôçò ôïý q (äéüôé yq = e) êáé áö� åôÝñïõ Ýíáò

äéáéñÝôçò ôïý p − 1 (äéüôé, êáôÜ ôï èåþñçìá ôïý Lagrange, éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

|Aut(H)| = |Aut(Zp)| = p− 1). Êáèþò Ý·ïõìå q � (p− 1), áõôÞ ç ôÜîç éóïýôáé ìå

ôï 1, ïðüôå ðñïêýðôåé ï ôáõôïôéêüò áõôïìïñöéóìüò. ÅðïìÝíùò, yh = hy ãéá üëá

ôá h ∈ H. ÅÜí K = 〈y〉 , ôüôå HK = G, H ∩K = {e} êáé hk = kh ïðïôåäÞðïôå

h ∈ H, k ∈ K. Óõíåðþò Ý·ïõìå

G ∼= H ×K ∼= Zp × Zq
∼= Zpq

âÜóåé ôùí èåùñçìÜôùí (10.4) êáé (10.2). �

Áò õðïèÝóïõìå üôé ìáò äßíïíôáé äýï ïìÜäåòH êáé J, êáèþò êáé Ýíáò ïìïìïñ-

öéóìüò ϕ : J −→ Aut(H) . Èá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá íÝá ïìÜäá H ×ϕ J, ç ïðïßá

êáëåßôáé ôï çìéåõèý ãéíüìåíï ôùíH êáé J , ôï êáèïñéæüìåíï ìÝóù ôÞò ϕ, ùò åîÞò:

ôá óôïé·åßá ôïõ åßíáé äéáôåôáãìÝíá æåýãç (x, y), üðïõ x ∈ H êáé y ∈ J, êáé ï

ðïëëáðëáóéáóìüò ôïõ åî ïñéóìïý ï

(x, y)(x′, y′) = (x · ϕ (y) (x′), y · y′).

Çðñþôç óõíôåôáãìÝíç áõôïý ôïý ãéíïìÝíïõ áðïêôÜôáé ìå ôç åöáñìïãÞ ôïý áõôï-

ìïñöéóìïý ϕ (y) óôï x′ êáé ôïí ìåôÝðåéôá åî áñéóôåñþí ðïëëáðëáóéáóìü ôïý áðï-

ôåëÝóìáôïò ìå ôï x. Åäþ èá óçìåéþóïõìå ìå Ýìöáóç ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ôüóï

ôÞòH üóï êáé ôÞò J ìå ìéá êïõêêßäá. Ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï åßíáé ôï (eH , eJ) êáé

ôï áíôßóôñïöï ôïý (x, y) ôï (ϕ (y)
−1 (

x−1
)
, y−1). Ç ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá Ýðåôáé
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áðü ôï üôé

[(x, y) (x′, y′)] (x′′, y′′) = (x · ϕ (y) (x′), y · y′)(x′′, y′′)

= (x · ϕ (y) (x′) · ϕ (y · y′) (x′′), y · y′ · y′′)

= (x · ϕ (y) (x′ · ϕ (y′) (x′′)), y · y′ · y′′)

[åðåéäÞ ç ϕ åßíáé ïìïìïñöéóìüò]

= (x, y)(x′ · ϕ (y′) (x′′), y′ · y′′)

= (x, y) [(x′, y′) (x′′, y′′)] .

Ç óõíÜñôçóç (x, y) �−→ y åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí H ×ϕ J åðß ôÞò J ,

ìå ðõñÞíá ôïõ ôïí {(x, eJ)|x ∈ H}, ï ïðïßïò åßíáé éóüìïñöïò ôÞò H . ÅðïìÝíùò,

äéáèÝôïõìå Ýíá áíôßôõðï ôÞòH êáèÞìåíï åíôüò ôÞòH×ϕJ ùò ïñèüèåôç õðïïìÜäá

ôçò. Åðßóçò, õðÜñ·åé êáé Ýíá áíôßôõðï ôÞò J êáèÞìåíï åíôüò ôÞòH ×ϕ J, Þôïé ôï

{(eH , y)| y ∈ J}, ôï ïðïßï åßíáé ìéá (ü·é êáô� áíÜãêçí ïñèüèåôç) õðïïìÜäá ôÞò

H ×ϕ J .

ÅÜí ç ϕ óôÝëíåé êÜèå óôïé·åßï ôÞò J íá áðåéêïíéóèåß óôïí ôáõôïôéêü áõôïìïñ-

öéóìü ôÞòH, ôüôå åðáíáêôÜôáé ôï åõèý ãéíüìåíïH ×J ðïõ Ý·ïõìå åéóáãÜãåé óôï

êåöÜëáéï 10. Ôï åðüìåíï èåþñçìá ãåíéêåýåé ôï (10.4).

(23.4) Èåþñçìá. ÅÜí ïé H,J åßíáé õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò G, ç H ïñèüèåôç ìå

HJ = G êáéH ∩J = {e} , ôüôå çG åßíáé éóüìïñöç ìå ôï çìéåõèý ãéíüìåíïH ×ϕ J,

üðïõ ï ïìïìïñöéóìüò ϕ : J −→ Aut(H) åßíáé áõôüò ðïõ ïñßæåôáé äéÜ ìÝóïõ ôïý

ôýðïõ

ϕ (y) (x) = yxy−1, ∀x, x ∈ H, êáé ∀y, y ∈ J.

Áðüäåéîç. Ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

ψ : H ×ϕ J −→ G, ψ (x, y) = xy.

Ç ψ åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò, äéüôé

ψ [(x, y) (x′, y′)] = ψ(x · ϕ (y) (x′), y · y′)

= (xyx′y−1, y · y′)

= xyx′y−1yy′

= xyx′y′

= ψ (x′, y′)ψ (x′, y′) .

ÅðéðñïóèÝôùò, ç ψ åßíáé åðéññéðôéêÞ, åîáéôßáò ôïý üôé G = HJ, ïðüôå êÜèå óôïé-

·åßï ôÞò G ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ xy ãéá êÜðïéïõò x ∈ H êáé y ∈ J. ÅÜí

ôï (x, y) áíÞêåé óôïí ðõñÞíá ôÞò ψ, ôüôå xy = e äßíïíôÜò ìáò x = y−1. ÅðïìÝíùò,
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áìöüôåñïé ïé x êáé y áíÞêïõí óôçí ôïìÞ H ∩ J = {e} êáé ôï (x, y) åßíáé ôï ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï ôÞò H ×ϕ J . Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá (16.3), ç óõíÜñôçóç ψ åßíáé

Ýíáò éóïìïñöéóìüò. �

(23.5) Ðáñáäåßãìáôá. (i) Ïé õðïïìÜäåò H = 〈(1 2 3)〉 êáé J = 〈(1 2)〉 ôÞò S3 ðëç-

ñïýí ôéò õðïèÝóåéò ôïý èåùñÞìáôïò (23.4). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç S3 åßíáé éóüìïñöç

ìå ôï çìéåõèý ãéíüìåíï Z3 ×ϕ Z2, üðïõ ç ϕ óôÝëíåé ôïí ãåííÞôïñá ôÞò Z2 íá áðåé-

êïíéóèåß óôïí ìç ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü ôÞò Z3.

(ii) Ïé éóïìåôñßåò ôïý åðéðÝäïõ, Þôïé ïé ìåôáó·çìáôéóìïß ôïý åðéðÝäïõ ðïõ äéáôç-

ñïýí ôéò áðïóôÜóåéò, óõãêñïôïýí ìßá ïìÜäá E2, ôç ëåãïìÝíç åõêëåßäåéá ïìÜäá.

�óôùT ç õðïïìÜäá ôÞòE2, ç ïðïßá áðáñôßæåôáé áðü üëåò ôéò ìåôáöïñÝò, êáé Ýóôù

O ç õðïïìÜäá ôùí ïñèïãùíßùí ìåôáó·çìáôéóìþí fA,A ∈ O2. Óôï åðüìåíï êåöÜ-

ëáéï èá áðïäåßîïõìå üôé ç T åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò E2, üôé TO = E2

êáé üôé T ∩O = I. ¢ñá ç E2 åßíáé ôï çìéåõèý ãéíüìåíï T ×ϕ O, üðïõ ç

ϕ : O −→ Aut(T )

åðÜãåôáé ìÝóù óõæõãßáò.

ÁóêÞóåéò

23.1 Ðñïóäéïñßóôå ôéò ïìÜäåò áõôïìïñöéóìþí ôùíD4 êáéD5.

23.2 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò ôéò Aut(Q) êáé Inn(Q).

23.3 �óôù G ìéá ïìÜäá. ÅÜí Z(G) = {e}, áðïäåßîôå üôé ôï êÝíôñï ôÞò ïìÜäáò

áõôïìïñöéóìþí ôÞò G ðåñéÝ·åé ìüíïí ôïí ôáõôïôéêü áõôïìïñöéóìü.

23.4 �óôùm Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò. Äåßîôå üôé

R2m
∼= Z2 × Z2m−2 , ∀m, m ≥ 3,

êáé üôé ç Rpm åßíáé êõêëéêÞ ôÜîçò pm−1 (p− 1) üôáí ï p åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò

ðñþôïò áñéèìüò. Ôþñá ç Üóêçóç 11.6 óáò åðéôñÝðåé íá ìåëåôÞóåôå äéåîï-

äéêþò ôïõò óõíôåëåóôÝò óôñÝøçò ôÞò ïìÜäáò Rn ãéá ïéïíäÞðïôå èåôéêü áêÝ-

ñáéï áñéèìü n.

23.5 Ìéá õðïïìÜäáH ìéáò ïìÜäáò G êáëåßôáé �áñáêôçñéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò G

üôáí çH óôÝëíåôáé íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôçò ìÝóùüëùí ôùí áõôïìïñ-

öéóìþí ôÞò G. Äåßîôå üôé ïé Z(G) êáé [G,G] åßíáé ðÜíôïôå ·áñáêôçñéóôéêÝò

õðïïìÜäåò ôÞò G.
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23.6 Ïé ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ìéáò ïìÜäáòG åßíáé áêñéâþò åêåßíåò ïé õðïïìÜäåò

ôÞò G, ïé ïðïßåò ìÝíïõí áíáëëïßùôåò ìÝóù üëùí ôùí åóùôåñéêþí áõôïìïñ-

öéóìþí ôÞò G. ÐáñáèÝóôå ìéá ïìÜäá G êáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá H ôÞò

G, ïýôùò þóôå çH íá ìçí åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò G.

23.7 �óôù üôé ïé G êáé H åßíáé äõï ðåðåñáóìÝíåò ïìÜäåò, ïé ôÜîåéò ôùí ïðïßùí

åßíáé ó·åôéêþò ðñþôïé áñéèìïß. Äåßîôå üôé áìöüôåñåò ïéG×{e} êáé {e}×H

åßíáé ·áñáêôçñéóôéêÝò õðïïìÜäåò ôÞò G×H. Áðïäåßîôå üôé

Aut(G×H) ∼= Aut(G)×Aut(H).

ÊÜèå ïìÜäá ôÞò ìïñöÞò H ×ϕ J èá êáëåßôáé åöåîÞò çìéåõèý ãéíüìåíï ôÞò H ìå

ôçí J.

23.8 Áðïäåßîôå üôé ç äéêõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 12 åßíáé éóüìïñöç ôïý çìéåõèÝïò

ãéíïìÝíïõ ôÞò Z3 ìå ôçí Z4.

23.9 Äåßîôå üôé ç ïìÜäá Q äåí åßíáé éóüìïñöç ôïý çìéåõèÝïò ãéíïìÝíïõ äýï ìç

ôåôñéììÝíùí ïìÜäùí.

23.10 �óôù G ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá. Óõìâïëßóôå ùò G ×̃Z2 ôï çìéåõèý ãéíüìåíï

G×ϕ Z2, üðïõ ç ϕ : Z2 −→Aut(G) óôÝëíåé ôï 1 íá áðåéêïíéóèåß óôïí áõôï-

ìïñöéóìü x �−→ x−1 ôÞò G. Áðïäåßîôå ôïõò áêüëïõèïõò éóïìïñöéóìïýò:

Zn ×̃Z2
∼= Dn, Z ×̃Z2

∼= D∞, SO2 ×̃Z2
∼= O2.

23.11 µñçóéìïðïéÞóôå ôïí ðßíáêá


 1 0 0

0 1 0

0 0 −1




êáé ôçí êáôáóêåõÞ ôïý èåùñÞìáôïò (23.4) ãéá íá åêöñÜóåôå ôçí O3 ùò Ýíá

çìéåõèý ãéíüìåíï ôÞò SO3 ìå ôçí Z2. Ðñïóäéïñßóôå Ýíáí éóïìïñöéóìü ìå-

ôáîý áõôïý ôïý çìéåõèÝïò ãéíïìÝíïõ êáé ôïý SO3 × Z2.

23.12 �óôù G ç ïìÜäá ôùí ìåôáó·çìáôéóìþí ôïý R2 ðïõ äéáôçñïýí ôçí áðü-

óôáóç, ç ðáñáãüìåíç áðü ôïõò (x, y) �→ (x+ 1, y) êáé (x, y) �→ (−x, y + 1).

Áðïäåßîôå üôé ç G åßíáé éóüìïñöç ôïý çìéåõèÝïò ãéíïìÝíïõ Z×ϕZ, üðïõ ç

ϕ óôÝëíåé ôï 1 íá áðåéêïíéóèåß óôïí ìç ôåôñéììÝíï áõôïìïñöéóìü ôÞò Z.
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Ç åõêëåßäåéá ïìÜäá

Ïé éóïìåôñßåò ôïý åðéðÝäïõ ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá ìå ðñÜîç ôçò ôç óýíèåóç óõ-

íáñôÞóåùí° ðñüêåéôáé ãéá ôç ëåãïìÝíç åõêëåßäåéá ïìÜäá, ôçí ïðïßá óõìâïëßæïõìå

ùò E2. ÁëëÜ áò ðÜñïõìå ôá ðñÜãìáôá áðü ôçí áñ·Þ. Ç áðüäåéîç ôïý üôé ôï óý-

íïëï E2 ôùí éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ åßíáé ìéá ïìÜäá, åßíáé êÜôé ðïõ åðáëçèåýå-

ôáé Üìåóá. ÐñÜãìáôé° ìéá óõíÜñôçóç g : R2 −→ R2 áíÞêåé óôï E2 üôáí äéáôçñåß

ôéò áðïóôÜóåéò, Þôïé üôáí

‖g(x)− g(y)‖ = ‖x− y‖

ãéá ïéáäÞðïôå óçìåßá ôïý R2. ÅÜí g, h ∈ E2, ôüôå Ý·ïõìå

‖g(h(x))− g(h(y))‖ = ‖h(x)− h(y)‖

= ‖x− y‖

(äéüôé ç g åßíáé ìéá éóïìåôñßá)

(äéüôé ç h åßíáé ìéá éóïìåôñßá)

ïðüôå gh ∈ E2. Ç óýíèåóç óõíáñôÞóåùí åßíáé, ùò ãíùóôüí, ðñÜîç ðñïóåôáéñé-
óôéêÞ, åíþ ï ôáõôïôéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò ôïý åðéðÝäïõ ðáßæåé ôïí ñüëï ôïý «ìï-
íáäéáßïõ» (Þ «ôáõôïôéêïý») óôïé·åßïõ. ÔÝëïò, êÜèå g ∈ E2 åßíáé ìéá áìößññéøç
ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé

∥
∥g−1(x)− g−1(y)

∥
∥ =

∥
∥g−1(g(x))− g−1(g(y))

∥
∥ (äéüôé ç g åßíáé ìéá éóïìåôñßá)

= ‖x− y‖ (äéüôé ç g−1g åßíáé ï ôáõôïôéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò)

ïðüôå g−1 ∈ E2.

Ïé ðåñéóôñïöÝò, ïé êáôïðôñéóìïß êáé ïé ìåôáöïñÝò áðïôåëïýí ïéêåßá ðáñá-

äåßãìáôá éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ. (Ìéá ìåôáöïñÜ êáôÜ Ýíá äéÜíõóìá v åßíáé
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ìéá óõíÜñôçóç τ : R2 −→ R
2 ìå ôýðï ïñéóìïý ôçò ôïí τ (x) = v + x, ãéá êÜèå

x ∈ R
2. ÅðåéäÞ τ (0) = v, ìéá ìåôáöïñÜ åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíç üôáí ãíùñß-

æïõìå ðïý áðåéêïíßæåé ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí.)

(24.1) Ðñüôáóç. ÊÜèå óôïé�åßï ôÞò ïìÜäáò E2 åßíáé Þ ìéá óôñïöÞ ðåñß ôçí áñ�Þ

ôùí áîüíùí áêïëïõèïýìåíç áðü ìéá ìåôáöïñÜ Þ Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìßá

åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ�åôáé áðü ôçí áñ�Þ ôùí áîüíùí, áêïëïõèïýìåíïò áðü ìéá ìå-

ôáöïñÜ.

Áðüäåéîç. �óôù g Ýíá óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò E2. ÕðïèÝôïõìå üôé g (0) = v êáé

üôé ç τ åßíáé ç ìåôáöïñÜ êáôÜ áðüóôáóç v. Ôüôå ç óýíèåôç éóïìåôñßá f = τ−1g

äéáôçñåß ôçí áñ�Þ ôùí áîüíùí óôáèåñÞ. Éó·õñéæüìáóôå üôé ç f åßíáé Þ ìéá óôñïöÞ

ðåñß ôï 0 Þ Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìßá åõèåßá äéåñ·ïìÝíç áðü ôï 0. Áò èåùñÞ-

óïõìå ôá óçìåßá p = (1, 0) êáé q = (0, 1) ùò óçìåßá áíáöïñÜò ìáò. ÊÜèå óçìåßï

x ôïý R
2 åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíï ìÝóù ôùí ôñéþí ìåôñéêþí ìåãåèþí:

‖x‖ , ‖x− p‖ , ‖x− q‖

äéüôé ôñåéò êýêëïé ìå ìç óõíåõèåéáêÜ êÝíôñá ôÝìíïíôáé ôï ðïëý óå Ýíá óçìåßï (âë.

ó·. 24.1).

Ó�Þìá 24.1

Ãéá ôïí ßäéï ëüãï ôï óçìåßï f(x) åßíáé êáèïñéóìÝíï ìÝóù ôùí áðïóôÜóåþí ôïõ

áðü ôá 0, p êáé q. ¼ìùò

‖f(x)‖ = ‖x‖ , ‖f(x)− f(p)‖ = ‖x− p‖ êáé ‖f(x)− f(q)‖ = ‖x− q‖ .
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ÅðïìÝíùò, ï ôñüðïò åöáñìïãÞò ôÞò éóïìåôñßáò f åðß ïéïõäÞðïôå óçìåßïõ ôïý åðé-

ðÝäïõ åßíáé ãíùóôüò Üðáî êáé ãíùñßæïõìå ôéò ôéìÝò ôçò p′ = f(p) êáé q′ = f(q).

ÕðÜñ·ïõí äýï åíäå·üìåíá, ôá ïðïßá ðåñéãñÜöïõìå óôï ó·. 24.2.

Ó�Þìá 24.2

ÅðåéäÞ

‖f(p)‖ = ‖p‖ = 1, ‖f(q)‖ = ‖q‖ = 1 êáé ‖f(p)− f(q)‖ = ‖p− q‖ =
√
2,

ç ãùíßá�(f(p),0, f(q)) åßíáé ïñèÞ. ÅÜí ëïéðüí ìéá óôñïöÞ êáôÜ ãùíßá θ, ìå öïñÜ

áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (Þôïé ìå áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ), óôÝë-

íåé ôï p íá áðåéêïíéóèåß óôï f(p), ôüôå ôï q óôñÝöåôáé ìåôáâáßíïíôáò åßôå óôï

f(q) åßôå óôï −f(q). Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç ç f åßíáé ìéá óôñïöÞ êáôÜ ãùíßá θ

ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý° óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç ç f

åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìßá åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ·åôáé áðü ôï 0 êáé ó·ç-

ìáôßæåé ìßá ãùíßá ßóç ìå θ
2 ìå ôïí èåôéêü çìéÜîïíá ôùí ôåôìçìÝíùí. ÅðåéäÞ ôï g

åßíáé ç f áêïëïõèïýìåíç áðü ôç ìåôáöïñÜ τ , ç áðüäåéîÞ ìáò ôåëåéþíåé åäþ. �

Ïé ìåôáöïñÝò óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá T ôÞò E2. Áõôü åßíáé åýêïëá åðáëç-

èåýóéìï âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (5.4). ÐñÜãìáôé° åÜí ïé τ1, τ2 ∈ T ïñßæïíôáé áðü

ôïõò ôýðïõò

τ1 (x) = u+ x, τ2 (x) = v + x,

ãéá êÜèå x ∈ R
2, ôüôå

τ1τ
−1
2 (x) = τ1 ((−v) + x)

= u+ ((−v) + x)

= (u− v) + x.
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ÅðïìÝíùò ç τ1τ
−1
2 áíÞêåé óôçí T , áöïý ðñüêåéôáé ãéá ôç ìåôáöïñÜ êáôÜ u − v.

Áò óõìâïëßóïõìå ôþñá ìå ôïO ôçí õðïïìÜäá ôÞò E2 ôçí áðïôåëïýìåíç áðü ôïõò

ïñèïãþíéïõò ìåôáó�çìáôéóìïýò. Ðñïöáíþò, ôá óôïé·åßá ôÞò O åßíáé ïé óôñïöÝò

ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí êáé ïé êáôïðôñéóìïß ùò ðñïò åõèåßåò äéåñ·üìåíåò áðü

ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí. Óýìöùíá ìå üóá ðñïáíáöÝñáìå,

E2 = T O.

Ç ôïìÞ ôùí T êáé O ðåñéÝ·åé ìüíïí ôïí ôáõôïôéêü ìåôáó·çìáôéóìü, êáèüôé êÜèå

ìç ôåôñéììÝíç ìåôáöïñÜ êéíåß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí, åíþ áíôéèÝôùò êÜèå óôïé·åßï

ôÞò O äéáôçñåß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí óôáèåñÞ.

(24.2) Ðñüôáóç. ÊÜèå óôïé�åßï g ôÞò ïìÜäáò E2 ãñÜöåôáé êáôÜ ìïíïóÞìáíôï

ôñüðï ùò óýíèåóç g = τf åíüò ïñèïãùíßïõ ìåôáó�çìáôéóìïý f ∈ O êáé ìéáò

ìåôáöïñÜò τ ∈ T .

Áðüäåéîç. ÅÜí g = τf = τ ′f ′, üðïõ τ , τ ′ ∈ T êáé f, f ′ ∈ O, ôüôå

(τ ′)
−1

τ = f ′f−1 ∈ T ∩O,

ïðüôå τ = τ ′ êáé f = f ′. �

ÅÜí ãñÜøïõìå ìéá éóïìåôñßá ôïý åðéðÝäïõ g õðü ôç ìïñöÞ g = τf , üðïõ f ∈ O

êáé τ ∈ T , ôüôå ç g ïíïìÜæåôáé åõèåßá éóïìåôñßá üôáí ç f åßíáé ìéá óôñïöÞ ðåñß

ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí êáé áíôßèåôç éóïìåôñßá üôáí ç f åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò

(ùò ðñïò ìßá åõèåßá äéåñ·ïìÝíç áðü ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí).

(24.3) Ðñüôáóç. (i) Ç T åßíáé ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò E2.

(ii) ÕðÜñ�åé Ýíáò éóïìïñöéóìüò T O = E2
∼= T ×ϕO ìåôáîý ôÞò ïìÜäáò ôùí éóïìå-

ôñéþí ôïý åðéðÝäïõ êáé ôïý çìéåõèÝïò ãéíïìÝíïõ ôùí T êáéO, üðïõ ï ïìïìïñöéóìüò

ϕ : O −→ Aut(T ) ïñßæåôáé ìÝóù óõæõãßáò.

Áðüäåéîç. (i) �óôù τ ∈ T ìå τ (0) = v êáé Ýóôù f ∈ O. Ôüôå ãéá êÜèå x ∈ R
2

Ý·ïõìå

fτf−1 (x) = f
(
v+ f−1 (x)

)
= f(v) + f

(
f−1 (x)

)
(äéüôé ç f åßíáé ãñáììéêÞ)

= f(v) + x.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç fτf−1 (ðïõ åßíáé óõæõãÞò ôÞò τ) åßíáé ìéá ìåôáöïñÜ êáôÜ ôï

äéÜíõóìá f(v). Êáé åðåéäÞ ôá óôïé·åßá ôùí T êáé O ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ôçí

ïìÜäá E2, âëÝðïõìå üôé ç T åßíáé üíôùò ïñèüèåôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (15.6).
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(ii) Ç äïìÞ ãéíïìÝíïõ, ìå ôçí ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç ç ïìÜäá E2, áðïóáöçíß-

æåôáé ìå ôç âïÞèåéá ôÞò áðïóýíèåóçò E2 = T O. ÅÜí g = τ1f1 êáé h = τ2f2, üðïõ

τ1, τ2 ∈ T êáé f1, f2 ∈ O, ôüôå ç

gh = τ1f1τ2f2 =
(
τ1f1τ2f

−1
1

)
(f1f2)

åêöñÜæåé Ýíáí ïñèïãþíéï ìåôáó·çìáôéóìü áêïëïõèïýìåíï áðü ìéá ìåôáöïñÜ.Ìå

Üëëá ëüãéá, ç óõíÜñôçóç

E2 � g �−→ (τ , f) ∈ T ×ϕ O

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí, üðïõ ç ϕ : O −→ Aut(T ) ïñßæåôáé ìÝóù

óõæõãßáò. �

Ãéá ôçí åõ·åñÝóôåñç åêôÝëåóç õðïëïãéóìþí óå ãåùìåôñéêÜ ðñïâëÞìáôá áðáé-

ôåßôáé ç åéóáãùãÞ åíüò Üëëïõ ôñüðïõ óõìâïëéóìïý ôùí éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ.

�óôù g = τf , üðïõ τ ∈ T êáé f ∈ O. ÅÜí v = τ (0) êáé åÜí ï M åßíáé ï ïñèï-

ãþíéïò 2 × 2 ðßíáêáò, ï ïðïßïò áíáðáñéóôÜ ôçí f ùò ðñïò ôç óõíÞèç âÜóç ôïý

äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ R
2, ôüôå

g (v) = v + fM (x) = v + xM t (��)

ãéá üëá ôá x ∈ R
2. Êáé áíôéóôñüöùò ° åÜí ìáò äïèïýí Ýíá äéÜíõóìá v ∈ R

2 êáé

Ýíáò ðßíáêáòM ∈ O2, ôüôå ï ôýðïò (��) ðñïóäéïñßæåé ìéá éóïìåôñßá ôïý åðéðÝäïõ.

Ùò åê ôïýôïõ, ìðïñïýìå íá åêëáìâÜíïõìå êÜèå éóïìåôñßá ôïý åðéðÝäïõ ùò Ýíá

äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (v,M), üðïõ v ∈ R
2 êáéM ∈ O2. Õðü áõôÞí ôçí ôáýôéóç, ï

«ðïëëáðëáóéáóìüò» äýï ôõ·ïõóþí éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ (v1,M1) êáé (v2,M2)

ãñÜöåôáé ùò áêïëïýèùò:

(v1,M1) (v2,M2) = (v1 + fM1
(v2), M1M2) .

ÅÜí áíáãêáæüìáóôáí íá ãßíïõìå éäéáßôåñá áêñéâåßò, èá åîçãïýóáìå üôé, åí ðñï-

êåéìÝíù, ôáõôßæïõìå ôçí ïìÜäá E2 ôùí éóïìåôñéþí ôïý åðéðÝäïõ ìå ôï çìéåõèý ãé-

íüìåíï R
2×ψ O2, üðïõ ï ïìïìïñöéóìüò ψ : O2 −→Aut(R2) äåí åßíáé ôßðïôå Üëëï

áðü ôç óõíÞèç äñÜóç ôÞò ïñèïãþíéáò ïìÜäáòO2 åðß ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáòR
2.

ÓçìåéùôÝïí üôé ç

(v,M) åßíáé ìéá




åõèåßá éóïìåôñßá ⇐⇒ det (M) = 1,

áíôßèåôç éóïìåôñßá ⇐⇒ det (M) = −1.

Ïé «áðëïýóôåñåò» ôùí éóïìåôñéþí åßíáé åýêïëá ðåñéãñÜøéìåò õðü ôçí ùò Üíù

ìïñöÞ ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí. �óôù üôé

A =

[
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

]
, B =

[
cosϕ sinϕ

sinϕ − cosϕ

]
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êáé üôé ïé l êáém åßíáé ïé åõèåßåò ðïõ äåß·íïíôáé óôï ó·Þìá 24.3.

Ó�Þìá 24.3

Ôüôå,

(a) ç ìåôáöïñÜ êáôÜ Ýíá äéÜíõóìá v ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ôï äéáôåôáãìÝíï æåý-

ãïò (v, I), üðïõ ôï I óõìâïëßæåé ôïí ìïíáäéáßï 2× 2 ðßíáêá,

(b) ç óôñïöÞ êáôÜ ìßá ãùíßá θ, ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëï-

ãéïý, (ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí) åßíáé ç éóïìåôñßá (0, A),

(c) ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôçí åõèåßá l åßíáé ç éóïìåôñßá (0, B),

(d) ç óôñïöÞ êáôÜ ìßá ãùíßá θ, ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëï-

ãéïý, ðåñß åíüò óçìåßïõ c, åßíáé ç éóïìåôñßá (c− fA(c), A),

(e) ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôçí åõèåßá m åßíáé ç éóïìåôñßá (2a, B). ÓçìåéùôÝïí

üôé fB(a) = −a.

Ãéá ôéò (d) êáé (e) åðéâÜëëïíôáé êÜðïéåò ðåñáéôÝñù åðåîçãÞóåéò. Ç óôñïöÞ êáôÜ

ìßá ãùíßá θ ðåñß ôï c óôÝëíåé ôï äéÜíõóìá x íá áðåéêïíéóèåß óôï c − fA(x − c),

üðùò äåß·íïõìå óôï ó·Þìá 24.4, êáé

c− fA(x− c) = c+ fA(x)− fA(c) = (c− fA(c)) + fA(x),

üðùò áêñéâþò áðáéôåßôáé.
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Ó�Þìá 24.4

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ôçí õëïðïßçóç ôïý êáôïðôñéóìïý ùò ðñïò ôçí åõèåßá m

ìðïñïýìå íá åêôåëÝóïõìå êáô� áñ·Üò ôç ìåôáöïñÜ êáôÜ −a, ïýôùò þóôå ç l íá

áðåéêïíéóèåß åðß ôÞòm, åí óõíå·åßá íá åêôåëÝóïõìå ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôçí

åõèåßá l, êáé ôåëéêþò íá ìåôáöÝñïõìå ôçí l êáé ðÜëé ðßóù óôçím. Êáô� áõôüí ôïí

ôñüðï, ôï x ðçãáßíåé ðñþôá óôï x− a, åí óõíå·åßá óôï fB (x− a) êáé, ôÝëïò, óôï

a+ fB (x− a) = a+ fB (x)− fB (a)

= a+ fB (x) + a

= 2a+ fB (x) .

ÊÜèå éóïìåôñßá ôïý åðéðÝäïõ, ç ïðïßá åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìéá åõ-

èåßá áêïëïõèïýìåíïò áðü ìéá ìåôáöïñÜ êáôÜ Ýíá äéÜíõóìá, ï öïñÝáò ôïý ïðïßïõ

åßíáé ðáñÜëëçëïò ðñïò ôç èåùñïýìåíç åõèåßá, êáëåßôáé ïëéóèáßíùí êáôïðôñé-

óìüò. ÅÜí ëÜâïõìå ùò åõèåßá áíáöïñÜò ìáò ôçí m, ôüôå êÜèå ïëéóèáßíùí êá-

ôïðôñéóìüò êáôÜ ìÞêïò ôÞò m åßíáé ôÞò ìïñöÞò (2a+ b, B), üðïõ fB (b) = b êáé

b 	= 0.

(24.4) Èåþñçìá. ÊÜèå åõèåßá éóïìåôñßá åßíáé Þ ìéá ìåôáöïñÜ Þ ìéá ðåñéóôñïöÞ.

ÊÜèå áíôßèåôç éóïìåôñßá åßíáé Þ Ýíáò êáôïðôñéóìüò Þ Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñé-

óìüò.

Áðüäåéîç. ÊÜèå åõèåßá éóïìåôñßá áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò äéáôåôáãìÝíïõ æåý-

ãïõò (v, A), üðïõ 0 ≤ θ < 2π. ¼ôáí θ = 0, ôüôå ðáßñíïõìå ôç ìåôáöïñÜ (v, I).
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ÅéäÜëëùò, ç ïñßæïõóá

det (I −A) = det

[
1− cos θ sin θ

− sin θ 1− cos θ

]
= 2− 2 cos θ

åßíáé èåôéêÞ, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ï ðßíáêáò I−A åßíáé áíôéóôñÝøéìïò êáé üôé

ç åîßóùóç c− fA(c) = fI−A(c) = v Ý·åé ìßá ìïíïóÞìáíôç ëýóç ùò ðñïò c. Ùò åê

ôïýôïõ, óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóççäïèåßóá éóïìåôñßá åßíáé çóôñïöÞ (c−fA(c), A)

ðåñß ôï óçìåßï c.

ÊÜèå áíôßèåôç éóïìåôñßá áíáðáñéóôÜôáé ìÝóù åíüò äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò

(v, B), üðïõ 0 ≤ ϕ < 2π. ÅÜí fB(v) = −v, ôüôå ðáßñíïõìå ôïí êáôïðôñéóìü

ùò ðñïò ôçí åõèåßá m ãéá ôçí ïðïßá a = v

2 . ÅÜí fB(v) 	= −v, ôüôå, èÝôïíôáò

w = v − fB(v), ðáñáôçñïýìå üôé

fB(w) = fB(v−fB(v))

= fB(v)− f2
B(v)

= fB(v)− v = −w.

Åí óõíå·åßá, áëëÜæïõìå ôï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí ìáò ìåôáâáßíïíôáò óå Ýíá

Üëëï, ôï ïðïßï Ý·åé ùò ÜîïíÝò ôïõ ôïí öïñÝá ôïý w êáé ôçí ðñïò áõôüí êÜèåôç

åõèåßá óôï óçìåßï 0. ÅÜí õðïëïãßóïõìå ôéò äýï óõíéóôþóåò ôïý v ùò ðñïò áõôü

ôï íÝï óýóôçìá óõíôåôáãìÝíùí, ôüôå ðáßñíïõìå ôï äéÜíõóìá (v ·w/ ‖w‖2)w, áðü

ôç ìßá ìåñéÜ, êáé ôï äéÜíõóìá b, áðü ôçí Üëëç, üðùò äåß·íïõìå óôï ó·Þìá 24.5.

Ó�Þìá 24.5
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ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç éóïìåôñßá ìáò åßíáé ï ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò (2a + b, B),

üðïõ

2a =

(
v ·w
‖w‖2

)
w

êáé b = v− 2a. �

(24.5) ÐáñÜäåéãìá. Ç óõíÜñôçóç g : R2−→ R
2 ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý ôýðïõ

g (x, y) =

(
1 +

1√
2
(x− y) , 1−

√
2 +

1√
2
(x+ y)

)

åßíáé ìéá éóïìåôñßá, ç ïðïßá áíôéóôïé·åß óôï äéáôåôáãìÝíï æåýãïò (v,M), üðïõ

v = (1, 1−√
2) êáé

M =

[
1√
2

− 1√
2

1√
2

1√
2

]
.

ÅðåéäÞ cos(π4 ) = sin
(
π
4

)
= 1√

2
, ç g åßíáé ìéá óôñïöÞ êáôÜ ãùíßá π

4 ìå öïñÜ áíôß-

èåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý (áñéóôåñüóôñïöç öïñÜ). Ôï êÝíôñï ôçò c

äßíåôáé áðü ôçí éóüôçôá

c− fM (c) = c− cM t = v,

êáèüôé Ý·ïõìå

c = v(I −M t)−1

= (1, 1−
√
2)

[
1− 1√

2
− 1√

2
1√
2

1− 1√
2

]−1

= (1, 1).

Åí êáôáêëåßäé, ç g åßíáé ìéá óôñïöÞ êáôÜ ãùíßá π
4 ðåñß ôï óçìåßï (1, 1) ìå öïñÜ

áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý.

(24.6) ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ç h : R2−→ R
2 ïñßæåôáé ìÝóù ôïý ôýðïõ

h (x, y) =

(
−1

2

(
x+

√
3y

)
, 4 +

1

2

(
y −

√
3x

))
,

ôüôå ç h åßíáé ç éóïìåôñßá (v,M), üðïõ v = (0, 4) êáé

M =

[
−1

2 −
√
3
2

−
√
3
2

1
2

]
.
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Ï ðßíáêáòM áíáðáñéóôÜ Ýíáí êáôïðôñéóìü êáé

fM (v) = vM t = (−2
√
3, 2).

ÅðåéäÞ fM (v) 	= v, ç ùò Üíù äïèåßóá éóïìåôñßá áðïôåëåß Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êá-

ôïðôñéóìü. ÄõíÜìåé ôùí ðñïçãïõìÝíùò åéóá·èÝíôùí óõìâïëéóìþí ðáßñíïõìå

w = v − fM (v) = (2
√
3, 2),

v ·w = 8, ‖w‖2 = 16,

2a =

(
v ·w
‖w‖2

)
w = (

√
3, 1),

êáé

b = v− 2a = (−
√
3, 3).

Ç åõèåßá ôÞò ïëßóèçóÞò ìáò äéÝñ·åôáé áðü ôï a êáé åßíáé ðáñÜëëçëç ðñïò ôï b,

ïðüôå ðåñéãñÜöåôáé áðü ôçí åîßóùóç

y − 1

2
= −

√
3

(
x−

√
3

2

)
=⇒

√
3x+ y = 2.

Ùò åê ôïýôïõ, ç åöáñìïãÞ ôÞò éóïìåôñßáò h éóïäõíáìåß ìå ôçí åêôÝëåóç ôïý êá-

ôïðôñéóìïý ùò ðñïò ôçí åí ëüãù åõèåßá áêïëïõèïýìåíç áðü ôç ìåôáöïñÜ êáôÜ

b = (−√
3, 3).

ÁóêÞóåéò

24.1 ÃñÜøôå êáèåìéÜ áðü ôéò áêüëïõèåò óôñïöÝò ùò Ýíá äéáôåôáãìÝíï æåýãïò

(v,M), üðïõ v ∈ R
2 êáéM ∈ O2.

(a) Ôç óôñïöÞ êáôÜ π
6 ðåñß ôï óçìåßï (−1,−1) ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí

äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý.

(b) Ôç óôñïöÞ êáôÜ π
3 ðåñß ôï óçìåßï (1, 2) ìå öïñÜ óýìöùíç ìå åêåßíç ôùí

äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý.

24.2 ÅêöñÜóôå ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôçí åõèåßá x+y+3 = 0, êáèþò êáé ôïí

êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôçí åõèåßá
√
3y−x = 4, õðü ôç ìïñöÞ äéáôåôáãìÝíùí

æåõãþí.
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24.3 Ìéá óôñïöÞ êáôÜ π êáëåßôáé óõíÞèùò çìéóôñïöÞ. Áðïäåßîôå üôé ôï ãéíüìåíï

äýï çìéóôñïöþí åßíáé ðÜíôïôå ìéá ìåôáöïñÜ.

24.4 Äåßîôå ðùò êÜèå éóïìåôñßá ìðïñåß íá åêöñáóèåß ùò ãéíüìåíï äýï Þ ôñéþí

êáôïðôñéóìþí.

24.5 Áðïäåßîôå üôé êÜèå áíôßèåôç éóïìåôñßá ìðïñåß íá áðïóõíôåèåß åêöñáæüìåíç

ùò Ýíáò êáôïðôñéóìüò áêïëïõèïýìåíïò áðü ìßá çìéóôñïöÞ.

24.6 ÅÜí ç h åßíáé Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò ìå ÜîïíÜ ôïõ ôïím êáé ç g ìéá

éóïìåôñßá, äåßîôå üôé ôï ãéíüìåíï ghg−1 áðïôåëåß ìéá ïëßóèçóç êáôÜ ìÞêïò

ôÞò åõèåßáò g(m).

24.7 Äåßîôå üôé ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìéá åõèåßá m, áêïëïõèïýìåíïò áðü ôïí

êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ìéá åõèåßá m′, áðïôåëåß ìéá ìåôáöïñÜ óôçí ðåñß-

ðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ïé m êáé m′ åßíáé ðáñÜëëçëåò° åéäÜëëùò, áðïôåëåß
ìéá óôñïöÞ.

24.8 Áðïäåßîôå üôé ç

f(x, y) =

(
3−

√
3− 1

2
x−

√
3

2
y,−3−

√
3 +

√
3

2
x− 1

2
y

)

áðïôåëåß ìéá óôñïöÞ.

24.9 Äåßîôå üôé ç

g(x, y) =

(
3

5
x+

4

5
y − 14,

4

5
x− 3

5
y + 3

)

áíáðáñéóôÜ Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü. Ðñïóäéïñßóôå ôüí Üîïíá ôÞò

ïëßóèçóçò êáé ôï ðïóüí ôÞò ìåôáöïñÜò ôùí óçìåßùí êáôÜ ìÞêïò áõôïý ôïý

Üîïíá.

24.10 Áðïäåßîôå üôé ç

h(x, y) =

(
6− 5

13
x− 12

13
y, 4− 12

13
x+

5

13
y

)

åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò. Êáôüðéí, ðñïóäéïñßóôå ôüí êáèñÝðôç ìÝóù ôïý

ïðïßïõ õëïðïéåßôáé áõôüò ï êáôïðôñéóìüò.



ÊÅÖÁËÁÉÏ 25

Êéãêëéäþìáôá

êáé óçìåéáêÝò ïìÜäåò

Ôï ó·Þìá 25.1 äåß·íåé Ýíá åðáíáëáìâáíüìåíï äéáìüñöùìá åîáãþíùí, ôï ïðïßï,

åð� Üðåéñïí åêôåéíüìåíï (ðñïò üëåò ôéò êáôåõèýíóåéò), êáëýðôåé ïëüêëçñï ôï åðß-

ðåäï. Áõôü ôï ãåùìåôñéêü äéáìüñöùìá äéáèÝôåé áñêåôÞ óõììåôñßá. ÅÜí, ãéá ðá-

ñÜäåéãìá, åêôåëÝóïõìå ôéò ìåôáöïñÝò τ1, τ2 Þ ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôïí Üîïíá

ôùí ôåôìçìÝíùí, Þ áêüìç êáé ôç óôñïöÞ êáôÜ π
3 ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí (ìå

öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý ñïëïãéïý), ôüôå ôá ðñïêåßìåíá åîÜãùíá

áðåéêïíßæïíôáé êáé ðÜëé óå åîÜãùíá, ðñÜãìá ôï ïðïßï Ý·åé ùò áðïôÝëåóìá ôç äéá-

ôÞñçóç ôïý ãåùìåôñéêïý äéáìïñöþìáôïò.

Ó�Þìá 25.1
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ÃñáììïóêéÜæïíôáò åí ìÝñåé êÜèå åîÜãùíï üðùò óôï ó·Þìá 25.2, êáôáóêåõÜæïõìå

Ýíá Üëëï ó·Ýäéï, ôï ïðïßï åßíáé «ïëéãüôåñï óõììåôñéêü», êáèüôé ç ðåñéóôñïöéêÞ

óõììåôñßá êáôáóôñÝöåôáé.

Ó�Þìá 25.2

Ó�Þìá 25.3
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Ùò óõíÞèùò, ç óõììåôñßá åßíáé ìåôñÞóéìç ìÝóù ìéáò ïìÜäáò° åí ðñïêåéìÝíù, ç

ðñïóÞêïõóá ïìÜäá åßíáé åêåßíç ç õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò E2 ôùí éóïìåôñéþí ôïý

åðéðÝäïõ, ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò óôÝëíïõí Ýíá äåäïìÝíï ãåùìåôñéêü äéáìüñöùìá

íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôïõ. Ðñüêåéôáé íá ôáîéíïìÞóïõìå ôéò êáô� áõôüí ôïí

ôñüðï ó·çìáôéæüìåíåò ïìÜäåò óõììåôñéþí äéóäéáóôÜôùí ãåùìåôñéêþí äéáìïñöù-

ìÜôùí, ïíïìÜæïíôÜò ôåò ïìÜäåò äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß�ïõ. ÅÜí âñß-

óêåôå ôá ùò Üíù áìéãÞ åîÜãùíá êÜðùò ðëçêôéêÜ ãéá ôç äçìéïõñãßá åíüò äéáêï-

óìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ, ôüôå èá ìðïñïýóáôå íá äïêéìÜóåôå ôá ó·Ýäéá ðïõ

äåß·íïõìå óôï ó·. 25.3. ÓçìåéùôÝïí üôé êáé ôá äýï ðáñïõóéÜæïõí áêñéâþò ôçí

ßäéá óõììåôñßá ìå åêåßíçí ôïý ãåùìåôñéêïý äéáìïñöþìáôïò ôùí (ìç ãñáììïóêéá-

óìÝíùí) åîáãþíùí.

Åí óõíå·åßá, èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå üëåò ôéò Ýííïéåò êáé ôïõò óõìâïëéóìïýò

ðïõ åéóÞ·èçóáí óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï. ÉäéáéôÝñùò, èá óõìâïëßóïõìå êÜèå

éóïìåôñßá ôïý åðéðÝäïõ ìÝóù åíüò äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò (v,M), üðïõ v ∈ R
2

êáéM ∈ O2. Õðåíèõìßæïõìå üôé, åÜí g = (v,M), ôüôå

g (v) = v + fM (x) = v + xM t

ãéá üëá ôá x ∈ R
2. Ôþñá ïñßæïõìå ôç óõíÜñôçóç

π : E2 −→ O2, (v,M) �−→ M.

Ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí ïìïìïñöéóìü ïìÜäùí, äéüôé

π ((v1,M1)(v2,M2)) = π (v1 + fM1
(v2) ,M1M2)

= M1M2

= π (v1,M1)π (v2,M2) ,

åíþ ï ðõñÞíáò ôçò áðïôåëåßôáé áðü ôéò éóïìåôñßåò (v, I),v ∈ R
2, Þôïé áðü ôéò

ìåôáöïñÝò. ÅÜí ç G åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò E2, ôüôå ïñßæïõìå ôéò õðïïìÜäåò

H = G ∩ T, J = π (G) .

ÇH åßíáé ç õðïïìÜäá ôùí ìåôáöïñþí ôÞò G êáé ç J ç óçìåéáêÞ ïìÜäá ôÞò G.

Ç õðïïìÜäáH ôùí ìåôáöïñþí ôÞò ïìÜäáò óõììåôñéþí ôïý ãåùìåôñéêïý äéáìïñ-

öþìáôïò ôùí (ìç ãñáììïóêéáóìÝíùí) åîáãþíùí (âë. ó·. 25.1) ðáñÜãåôáé áðü ôéò

ìåôáöïñÝò τ1, τ2, åíþ ç óçìåéáêÞ ïìÜäá J åßíáé Ýíá áíôßôõðï ôÞò D6 åíôüò ôÞò

O2, ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåôáé ìÝóù ôùí äýï ãåííçôüñùí




cos
(
π
3

) − sin
(
π
3

)

sin
(
π
3

)
cos

(
π
3

)




,

[
1 0

0 −1

]
.
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ÌåôÜ ôçí åêôÝëåóç ôÞò ãñáììïóêßáóçò, ç ìåí õðïïìÜäá ìåôáöïñþíH ðáñáìÝíåé

áìåôÜâëçôç, ç äå J < O2 «ìéêñáßíåé» üíôáò êõêëéêÞ ôÜîçò 2, ðáñáãüìåíç ìüíïí

áðü ôïí ðßíáêá

[
1 0

0 −1

]
.

Ï ðåñéïñéóìüò

π |G : G −→ J

ôÞò π åðß ôÞò åêÜóôïôå èåùñïõìÝíçò G åßíáé Ýíáò åðéññéðôéêüò ïìïìïñöéóìüò

(Þôïé Ýíáò «åðéìïñöéóìüò»), ïðüôå

J ∼= G/H

âÜóåé ôïý ðñþôïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí. Óôï óçìåßï áõôü ðáñáèÝôïõìå ìéá

åðáêñéâÞ ðåñéãñáöÞ ôùí ïìÜäùí ðïõ ðñüêåéôáé íá ôáîéíïìÞóïõìå.

Ìéá õðïïìÜäá ôÞò E2 ïíïìÜæåôáé ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß�ïõ üôáí

ç õðïïìÜäá ôùí ìåôáöïñþí ôçò ðáñÜãåôáé áðü äýï ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò ìåôá-

öïñÝò 1 êáé -ôáõôï�ñüíùò- ç óçìåéáêÞ ôçò ïìÜäá åßíáé ðåðåñáóìÝíç.

Ç ôáîéíüìçóÞ ôïõò (ùò ðñïò éóïìïñöéóìü) èá ãßíåé óôï êåöÜëáéï 26. Åðß ôïý

ðáñüíôïò èá ðåñéïñéóèïýìå óôçí ðáñï·Þ åðéðñüóèåôïõ ðëçñïöïñéáêïý õëéêïý

ó·åôéæïìÝíïõ ìå ôçí õðïïìÜäá ìåôáöïñþí êáé ôç óçìåéáêÞ ïìÜäá ìéáò ïìÜäáò

äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ.

Áðü åäþ êáé óôï åîÞò èá óõìâïëßæïõìå ùò G ìéá ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðé-

óôñþìáôïò ôïß·ïõ, ùò H ôçí ïìÜäá ìåôáöïñþí ôçò êáé ùò J ôç óçìåéáêÞ ôçò

ïìÜäá. �óôù L ç ôñï·éÜ ôÞò áñ·Þò ôùí áîüíùí ùò ðñïò ôç äñÜóç ôÞò H åðß

ôïý R
2. Ôï óýíïëï L ðåñéÝ·åé ðñïöáíþò äýï ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá,

äéüôé çH ðáñÜãåôáé áðü äýï ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò ìåôáöïñÝò. ÅðéëÝãïõìå Ýíá

ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá a ∈ L åëá·ßóôïõ ìÞêïõò° åí óõíå·åßá, åðéëÝãïõìå Ýíá äåý-

ôåñï äéÜíõóìá b áðü ôï L, ôï ïðïßï êåßôáé ðëáãéïãùíßùò ó·åôéêþò ðñïò ôï a êáé

Ý·åé üóï ôï äõíáôüí ìéêñüôåñï ìÞêïò.

(25.1) Èåþñçìá. Ôï óýíïëï L åßíáé Ýíá êéãêëßäùìá ðáñáãüìåíï áðü ôá a êáé b.

Áõôü óçìáßíåé üôé ôï ùò Üíù L áðïôåëåßôáé áðü üëïõò ôïýò ãñáììéêïýò óõíäõá-

óìïýòma+ nb, üðïõm,n ∈ Z.

1(Ó.ô.Ì.): Äýï ìåôáöïñÝò g1 = (v1, I) êáé g2 = (v2, I) åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò üôáí ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åê
ôùí v1,v2 åßíáé �= 0 êáé äåí õðÜñ�åé êáíÝíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò λ �= 0, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé v1 = λv2.
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Áðüäåéîç. Ç óõíÜñôçóç

T −→ R
2, (v, I) �−→ v,

åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôÞò ïìÜäáò ôùí ìåôáöïñþí êáé ôÞò ðñïóèåôé-

êÞò ïìÜäáò R2, ï ïðïßïò óôÝëíåé ôçí H íá áðåéêïíéóèåß óôï L. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

ôï óýíïëï L áðïôåëåß ìéá õðïïìÜäá ôÞò R2 êáé êÜèå óçìåßï ôïý êéãêëéäþìáôïò

{ma+ nb | m,n ∈ Z} áíÞêåé óôï L. µñçóéìïðïéþíôáò ôá óçìåßá áõôïý ôïý êé-

ãêëéäþìáôïò ìðïñïýìå íá õðïäéáéñÝóïõìå (ïëüêëçñï) ôï åðßðåäï óå ðáñáëëç-

ëüãñáììá, ðñâë. ó·. 25.4. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíá x ∈ L, ôï ïðïßï äåí

áíÞêåé óôï åí ëüãù êéãêëßäùìá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá ðáñáëëçëüãñáììï, ôï ïðïßï ðå-

ñéÝ·åé ôï x, êáèþò êáé ìéá êïñõöÞ c áõôïý ôïý ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ïýôùò þóôå ç

áðüóôáóç ‖x− c‖ íá åßíáé ìéêñüôåñç Þ ßóç ôÞò áðüóôáóçò ôïý x áðü ïéïäÞðïôå

Üëëï óçìåßï ôïý êéãêëéäþìáôïò.

Ó�Þìá 25.4

Ôüôå

x− c /∈ {0,a,b} êáé ‖x− c‖ < ‖b‖ .
ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ x ∈ L êáé c ∈ L, Ý·ïõìå x − c ∈ L. Ðñïöáíþò, äåí ìðïñåß íá

éó·ýåé ç áíéóüôçôá

‖x− c‖ < ‖a‖ ,
äéüôé õðïèÝóáìå üôé ôï a äéáèÝôåé ôï åëÜ�éóôï äõíáôü ìÞêïò åíôüò ôïý L.Áðü ôçí

Üëëç ìåñéÜ, åÜí åß·áìå

‖a‖ ≤ ‖x− c‖ < ‖b‖ ,
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ôüôå ôï x − c èá Þôáí ôïðïèåôçìÝíï ðëáãéïãùíßùò ó·åôéêþò ðñïò ôï a, ðñÜãìá

ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý b. ¢ñá ôåëéêþò äåí õðÜñ·åé ôÝôïéï x êáé

L = {ma+ nb | m,n ∈ Z}. �

Èá ôáîéíïìÞóïõìå áõôÜ ôá êéãêëéäþìáôá L äéá·ùñßæïíôÜò ôá óå ðÝíôå ôýðïõò

áíáëüãùò ðñïò ôç ìïñöÞ ôïý âáóéêïý ôïõò ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ôï ïðïßï ðñïó-

äéïñßæåôáé ìÝóù ôùí äéáíõóìÜôùí a êáé b. Óôçñéæüìåíïé óôéò éäéüôçôåò ôïý êéãêëé-

äþìáôïò êáé ôÞò óçìåéáêÞò ïìÜäáò ôÞò G, óêïðåýïõìå íá áíôëÞóïõìå ·ñÞóéìåò

ðëçñïöïñßåò ãéá ôçí ßäéá ôçí ïìÜäá G. Áíôéêáèéóôþíôáò, åí áíÜãêç, ôï b ìå ôï

−b, ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝôïõìå üôé

‖a− b‖ ≤ ‖a+ b‖ .

Õð� áõôÞí ôçí õðüèåóç ïé äéáöïñåôéêïß ôýðïé ôùí êéãêëéäùìÜôùí ïñßæïíôáé ùò

áêïëïýèùò:

(a) Ëïîü (Þ ðëáãéïãþíéï) êéãêëßäùìá:

‖a‖ < ‖b‖ < ‖a− b‖ < ‖a+ b‖

(b) Ïñèïãþíéï êéãêëßäùìá:

‖a‖ < ‖b‖ < ‖a− b‖ = ‖a+ b‖

(c) ÊåíôñáñéóìÝíï ïñèïãþíéï êéãêëßäùìá:

‖a‖ < ‖b‖ = ‖a− b‖ < ‖a+ b‖

(d) Ôåôñáãùíéêü êéãêëßäùìá:

‖a‖ = ‖b‖ < ‖a− b‖ = ‖a+ b‖

(e) Åîáãùíéêü êéãêëßäùìá:

‖a‖ = ‖b‖ = ‖a− b‖ < ‖a+ b‖

Ñß·íïíôáò ìéá ìáôéÜ óôï ó·Þìá 25.5 âëÝðåôå ôï ãéáôß åðéëÝîáìå áõôÝò ôéò ïíïìá-

óßåò. Åê ðñþôçò üøåùò, öáßíåôáé íá Ý·ïõìå îå·Üóåé ôç äõíáôüôçôá

‖a‖ = ‖b‖ < ‖a− b‖ < ‖a+ b‖ .

Åäþ ôï âáóéêü ðáñáëëçëüãñáììï åßíáé Ýíáò ñüìâïò. Ùò ãíùóôüí, ïé äéáãþíéïé

åíüò ñüìâïõ äé·ïôïìïýíôáé (ç ìßá áðü ôçí Üëëç) êáé ìÜëéóôá õðü ïñèÞ ãùíßá.

�ôóé, óôçí ðåñßðôùóçáõôÞí, ôï êéãêëßäùìÜ ìáò åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôçí êåíôñá-

ñéóìÝíç ïñèïãþíéá äïìÞ (c), åíþ ôá ïñèïãþíéá ðáñáëëçëåðßðåäÜ ôïõ âáóßæïíôáé

óôá äéáíýóìáôá a− b êáé a+ b (âë. ó·. 25.6).
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Ó�Þìá 25.5

Ó�Þìá 25.6
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(Ïé ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ åìöáíßæïíôáé óôç âéâëéïãñáößá

ìå äéáöïñåôéêÝò ïíïìáóßåò° ç ðëÝïí äéáäåäïìÝíç áðü áõôÝò åßíáé ç ïíïìáóßá: åðß-

ðåäåò êñõóôáëëïãñáöéêÝò ïìÜäåò. ÅÜí öáíôáóèïýìå ôç ãåíßêåõóç ôùí üóùí

ðñïáíáöÝñáìå óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò, ôüôå ôï áíôßóôïé·ï êéãêëßäùìá ðáñÜãåôáé

áðü ôñßá ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá äéáíýóìáôá äßíïíôÜò ìáò óçìåéáêïýò ó·çìáôé-

óìïýò, ïé ïðïßïé ðåñéãñÜöïõí ðñüôõðá ãéá ôçí åóùôåñéêÞ áôïìéêÞ äïìÞ ôùí êñõ-

óôÜëëùí ).

Ç óçìåéáêÞ ïìÜäá J åßíáé åî ïñéóìïý ìéá õðïïìÜäá ôÞò O2. Ùóôüóï, åíäÝ-

·åôáé íá ìçí õðÜñ�åé êáíÝíá áíôßôõðï ôÞò J åíôüò ôÞò èåùñïõìÝíçò G. Áò åîå-

ôÜóïõìå, ð.·., ôçí ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ G ðïõ ðáñÜãå-

ôáé áðü ôç ìåôáöïñÜ τ (x, y) = (x + 1, y) êáé ôïí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü

h(x, y) = (−x, y + 1). Ç åõèåßá, ùò ðñïò ôçí ïðïßá åêôåëåßôáé ï ïëéóèáßíùí êá-

ôïðôñéóìüò h, åßíáé ï Üîïíáò ôùí ôåôáãìÝíùí (Þôïé ï Üîïíáò ôùí y) êáé åßíáé ðá-

ñÜëëçëç ðñïò ôçí åõèåßá, ç ïðïßá áðïôåëåß ôïí öïñÝá ôïý äéáíýóìáôïò (1, 0) ôÞò

ìåôáöïñÜò τ . ÇG áðïôåëåß ôçí ïìÜäá óõììåôñéþí åíüò êáôáëëÞëïõ ãåùìåôñéêïý

äéáìïñöþìáôïò, ôìÞìá ôïý ïðïßïõ äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 25.7. Åí ðñïêåéìÝíù, ç

óçìåéáêÞ ïìÜäá åßíáé ç õðïïìÜäá

J =

{[
1 0

0 1

]
,

[ −1 0

0 1

]}

ôÞò O2. Åíôïýôïéò, ç ïìÜäá G áðïôåëåßôáé åî ïëïêëÞñïõ áðü ìåôáöïñÝò êáé ïëé-

óèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò ðïõ Ý·ïõí Üðåéñç ôÜîç. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç G äåí ðå-

ñéÝ·åé êáíÝíá áíôßôõðï ôÞò J. ÄéðëÞ åêôÝëåóç ôïý ïëéóèáßíïíôïò êáôïðôñéóìïý h

ìÜò äßíåé ôç ìåôáöïñÜ (x, y) �−→ (x, y + 2) êáé ôï áíôßóôïé·ï êéãêëßäùìá ðáñÜãå-

ôáé áðü ôá äéáíýóìáôá a = (1, 0) êáé b = (0, 2). ÓçìåéùôÝïí üôé ôï êéãêëßäùìá äåí

áðåéêïíßæåôáé óôïí åáõôü ôïõ áðü üëá ôá óôïé·åßá ôÞòG.Ìïëáôáýôá, ç óçìåéáêÞ

ïìÜäá J äéáôçñåß ôï êéãêëßäùìá.

Ó�Þìá 25.7
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(25.2) Èåþñçìá. ¸óôù üôé çG åßíáé ìéá ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß-

�ïõ, ìå ôçí H ùò ïìÜäá ìåôáöïñþí ôçò êáé ôçí J ùò óçìåéáêÞ ôçò ïìÜäá, êáé

üôé ôï L åßíáé ôï áíôßóôïé�ï êéãêëßäùìá (üðùò óôï (25.1)). Ôüôå ç J äñá åðß ôïý

êéãêëéäþìáôïò L.

Áðüäåéîç. Ç óçìåéáêÞ ïìÜäá, üíôáò ìéá õðïïìÜäá ôÞò O2, äñá åðß ôïý åðéðÝäïõ

êáôÜ ôïí óõíÞèç ôñüðï. ÅÜí M ∈ J êáé x ∈ L, ðñÝðåé íá äåßîïõìå üôé ôï fM (x)

áíÞêåé óôï L. Áò õðïèÝóïõìå üôé π (g) = M , üðïõ g = (v,M), êáé üôé ìå ôï τ

óõìâïëßæïõìå ôç ìåôáöïñÜ (x, I). ÅðåéäÞ çH åßíáé ï ðõñÞíáò ôïý ïìïìïñöéóìïý

π |G : G −→ J, çH åßíáé ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò G, ïðüôå gτg−1 ∈ H.¼ìùò

gτg−1 = (v,M)(x, I)
(−f−1

M (v),M−1
)

= (v,M)(x− f−1
M (v),M−1)

= (v+ fM
(
x− f−1

M (v)
)
,MM−1)

= (v+ fM (x)− v, I)

= (fM (x), I).

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé üíôùò ôï fM (x) áíÞêåé óôï êéãêëßäùìá L. �

Õðåíèõìßæïõìå (áðü ôï (19.1)) üôé ïé ðåðåñáóìÝíåò õðïïìÜäåò ôÞò O2 åßíáé

åßôå êõêëéêÝò åßôå äéåäñéêÝò. Ôï åðüìåíï èåþñçìá, åíßïôå áíáöåñüìåíï óôç âé-

âëéïãñáößá êáé ùò «êñõóôáëëïãñáöéêÞ ðåñéïñéóôéêÞ óõíèÞêç», ðåñéãñÜöåé ôï

ðïéåò åî áõôþí ôùí õðïïìÜäùí èá ìðïñïýóáí åíäå·ïìÝíùò íá ðñïêýøïõí ùò

óçìåéáêÝò ïìÜäåò ìéáò ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ.

(25.3) Èåþñçìá. Ç ôÜîç êáèåìéÜò ôùí ðåñéóôñïöþí ìéáò ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý

åðéóôñþìáôïò ôïß�ïõ ïöåßëåé íá áíÞêåé óôï óýíïëï {2, 3, 4, 6}.
Áðüäåéîç. ÊÜèå ðåñéóôñïöÞ ìéáò ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ

G Ý·åé ðåðåñáóìÝíç ôÜîç, êáèüôé ç óçìåéáêÞ ïìÜäá J åßíáé ðåðåñáóìÝíç. Ãéá

ïéáäÞðïôå ðåñéóôñïöÞ ôÜîçò q õðÜñ·åé ìéá êáôáëëÞëùò åðéëåãìÝíç äýíáìÞ ôçò,

ôÝôïéá þóôå íá ðñïêýðôåé ìéá óôñïöÞ êáôÜ 2π
q

ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåé-

êôþí ôïý ñïëïãéïý. Óõíåðþò ï áíôßóôïé·ïò ðßíáêáò ðåñéóôñïöÞò

A =




cos
(

2π
q

)
− sin

(
2π
q

)

sin
(

2π
q

)
cos

(
2π
q

)




áíÞêåé óôçí J. ¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝíùò, ·ñçóéìïðïéïýìå ôï a ãéá íá óõìâïëß-

óïõìå Ýíá ìç ìçäåíéêü äéÜíõóìá åëá·ßóôïõ ìÞêïõò åíôüò ôïý êéãêëéäþìáôïò L
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ôÞòG. ÅðåéäÞ ç J äñá åðß ôïý L, ôï fA (a) áíÞêåé óôï L.Áò õðïèÝóïõìå üôé q > 6.

Ôüôå 2π
q

< 60◦ êáé ôï fA (a) − a åßíáé Ýíá äéÜíõóìá ôïý L, ôï ìÞêïò ôïý ïðïßïõ

åßíáé ìéêñüôåñï ôïý ìÞêïõò ôïý a (âë. ó·. 25.8), áíôéöÜóêïíôáò ðñïò ôçí åðéëïãÞ

ôïý a.

Ó�Þìá 25.8

ÅÜí q = 5, ôüôå ç ãùíßá ìåôáîý ôùí f2
A (a) êáé −a åßíáé 36◦. Óå áõôÞí ôçí ðåñß-

ðôùóç ôï f2
A (a)+a áíÞêåé óôïL êáé ôï ìÞêïò ôïõ åßíáé ìéêñüôåñï ôïý ìÞêïõò ôïý

a, áíôéöÜóêïíôáò êáé ðÜëé ðñïò ôçí åðéëïãÞ ôïý a. �

(25.4) Ðüñéóìá. Ç óçìåéáêÞ ïìÜäá ìéáò ôõ�ïýóáò ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý åðé-

óôñþìáôïò ôïß�ïõ ðáñÜãåôáé áðü ìßá óôñïöÞ êáôÜ ìßá ãùíßá áíÞêïõóá óôï óý-

íïëï {0, π, 2π3 , π2 ,
π
3 }, êáé åíßïôå êáé áðü Ýíáí êáôïðôñéóìü.

Áðüäåéîç. Åßíáé Üìåóç âÜóåé ôïý (25.3). �

(25.5) Èåþñçìá. ÊÜèå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ïìÜäùí äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜ-

ôùí ôïß�ïõ óôÝëíåé ìåôáöïñÝò íá áðåéêïíéóèïýí óå ìåôáöïñÝò, ðåñéóôñïöÝò óå

ðåñéóôñïöÝò, êáôïðôñéóìïýò óå êáôïðôñéóìïýò êáé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò

óå ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò.

Áðüäåéîç. �óôù ϕ : G1 −→ G2 Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ïìÜäùí äéáêïóìç-

ôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ êáé Ýóôù τ1 ìéá ìåôáöïñÜ ôÞò G1. Ïé ìåôáöïñÝò êáé

ïé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß Ý·ïõí Üðåéñç ôÜîç, åíþ áíôéèÝôùò ïé ðåñéóôñïöÝò

êáé ïé êáôïðôñéóìïß Ý·ïõí ðåðåñáóìÝíç ôÜîç. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ϕ (τ1) ðñÝðåé

íá åßíáé Þ ìéá ìåôáöïñÜ Þ Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå, êáô�
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áñ·Üò, üôé ç ϕ (τ1) åßíáé Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò êáé áò åðéëÝîïõìå ìéá ìå-

ôáöïñÜ τ2 áðü ôçí G2, ç ïðïßá äåí ìåôáôßèåôáé ìå ôçí ϕ (τ1). (ÊÜèå ìåôáöïñÜ

(v,M), ç ïðïßá äéáèÝôåé ùò öïñÝá ôïý äéáíýóìáôïò v ìéá åõèåßá ìç ðáñÜëëçëç

ðñïò ôçí åõèåßá ðïõ áðáéôåßôáé ãéá ôïí êáèïñéóìü ôïý ïëéóèáßíïíôïò êáôïðôñé-

óìïý, åßíáé êáôÜëëçëç ãé� áõôÞí ôçí åðéëïãÞ). ÅÜí ϕ (g) = τ2, ôüôå ôï g åßíáé

êáô� áíÜãêçí Þ ìéá ìåôáöïñÜ Þ Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò. Ùò åê ôïýôïõ,

ôï g2 åßíáé ìéá ìåôáöïñÜ, ïðüôå ìåôáôßèåôáé ìå ôçí τ1. Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï,

áöïý, êáôÜ ôçí õðüèåóÞ ìáò, ç åéêüíá ϕ
(
g2
)
= τ22 äåí ìåôáôßèåôáé ìå ôçí åéêüíá

ϕ (τ1). �ôóé, ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý ϕ, ïé ìåôáöïñÝò ðñÝðåé íá áðåéêïíßæïíôáé

óå ìåôáöïñÝò êáé, áíôéóôïß·ùò, ïé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß óå ïëéóèáßíïíôåò

êáôïðôñéóìïýò.

Ïé êáôïðôñéóìïß Ý·ïõí ôÜîç 2. Óõíåðþò, ç åéêüíá åíüò êáôïðôñéóìïý ìÝóù

åíüò éóïìïñöéóìïý ϕ : G1 −→ G2 Þ åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò Þ åßíáé ìéá çìé-

óôñïöÞ. �óôù g ∈ G1 Ýíáò êáôïðôñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç åéêüíá ϕ (g) åßíáé

ìéá çìéóôñïöÞ êé áò åðéëÝîïõìå ìéá ìåôáöïñÜ τ1 = (v,M) áðü ôçí G1 ìå öïñÝá

ôïý äéáíýóìáôïò v ìéá åõèåßá, ç ïðïßá äåí åßíáé êÜèåôç ðñïò ôïí êáèñÝðôç2 ôïý

g. Ôüôå ç óýíèåóç τ1g åßíáé Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò. ¼ìùò ôï

ϕ (τ1g) = ϕ (τ1)ϕ (g) ,

ùò ãéíüìåíï ìéáò ìåôáöïñÜò êáé ìéáò çìéóôñïöÞò, åßíáé êé áõôü ìéá çìéóôñïöÞ,

ïðüôå êáôáëÞãïõìå êáé ðÜëé óå áíôßöáóç. ¢ñá ïé êáôïðôñéóìïß ðñÝðåé íá áðåé-

êïíßæïíôáé (ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïýϕ) óå êáôïðôñéóìïýò. ÔÝëïò, êáé ïé ðåñéóôñï-

öÝò ðñïöáíþò óôÝëíïíôáé (ìÝóù ôïý éóïìïñöéóìïý ϕ) óå ðåñéóôñïöÝò. �

(25.6) Ðüñéóìá. ÅÜí äõï ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß�ïõ åßíáé ìå-

ôáîý ôïõò éóüìïñöåò, ôüôå ôï ßäéï èá éó�ýåé êáé ãéá ôéò óçìåéáêÝò ôïõò ïìÜäåò.

Áðüäåéîç. �óôù üôé ïé G1 êáé G2 åßíáé äõï ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí

ôïß·ïõ ìå õðïïìÜäåò ìåôáöïñþíH1,H2 êáé óçìåéáêÝò ïìÜäåò J1, J2, áíôéóôïß·ùò.

ÅÜí ç ϕ : G1 −→ G2 åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ôüôå ϕ (H1) = H2 âÜóåé ôïý èåù-

ñÞìáôïò (25.5). Ùò åê ôïýôïõ, ç ϕ åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí ïìÜäùí

ðçëßêùí G1/H1 êáé G2/H2, ïðüôå J1 ∼= G1/H1
∼= G2/H2

∼= J2. �

ÁóêÞóåéò

25.1 Ðïéåò áðü ôéò áêüëïõèåò ïìÜäåò áðïôåëïýí ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñù-

ìÜôùí ôïß·ïõ;

2(Ó.ô.Ì.): Ãéá ôïí ôõðéêü ïñéóìü ôïý êáèñÝðôç, ìÝóù ôïý ïðïßïõ õëïðïéåßôáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò, âë. Üóêçóç 25.6.
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(i) Ç õðïïìÜäá ôÞò E2 ç ðáñáãüìåíç áðü ôïõò ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñé-

óìïýò

g(x, y) = (−x, y + 1) êáé h(x, y) = (−x+ 2, y + 1).

(ii) Ç õðïïìÜäá ôÞò E2 ç ðáñáãüìåíç áðü ôç ìåôáöïñÜ τ(x, y) = (x+ 1, y)

êáé ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôùí y.

(iii) Ç õðïïìÜäá ôÞò E2 ç ðáñáãüìåíç áðü ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôïí

Üîïíá ôùí x êáé ôç óôñïöÞ êáôÜ 2π
3 ãýñù áðü ôï óçìåßï (0, 1).

(iv) Ç õðïïìÜäá ôÞò E2 ç ðáñáãüìåíç áðü ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôïí

Üîïíá ôùí x, ôïí êáôïðôñéóìü ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôùí y êáé ôïí êáôïðôñéóìü

ùò ðñïò ôçí åõèåßá x+ y = 1.

25.2 É·íïãñáöÞóôå ôá êéãêëéäþìáôá ôá ïðïßá ðáñÜãïíôáé áðü ôá áêüëïõèá

æåýãç äéáíõóìÜôùí êáé áíáöÝñåôå ðïéïí ôýðï êéãêëéäþìáôïò áðïêôÜôå óôçí

åêÜóôïôå ðåñßðôùóç.

(i) a = (−1,−√
3), b = (1,−√

3).

(ii) a = (1, 0), b = (2,−4).

(iii) a = (−2, 0), b = (−1, 3).

25.3 �óôùm ìéá åõèåßá ãñáììÞ ðïõ äéÝñ·åôáé áðü äýï óçìåßá åíüò êéãêëéäþìá-

ôïò L. Áðïäåßîôå üôé çm ðåñéÝ·åé Üðåéñá óçìåßá ôïý L.

25.4 ÅÜí ôá L1 êáé L2 åßíáé äõï êéãêëéäþìáôá, äåßîôå üôé êáé ç óõëëïãÞ ôùí óç-

ìåßùí ôÞò ìïñöÞò x+ y, üðïõ x ∈ L1 êáé y ∈ L2, áðïôåëåß Ýíá êéãêëßäùìá.

25.5 Ðïéï åßíáé ôï áðïôÝëåóìá ìéáò çìéóôñïöÞò áêïëïõèïýìåíçò áðü ìéá ìåôá-

öïñÜ;

25.6 Ùò êáèñÝðôçò, ìÝóù ôïý ïðïßïõ õëïðïéåßôáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò, ïñßæåôáé

åêåßíç ç åõèåßá, ç ïðïßá óôáèåñïðïéåßôáé ìÝóù ôïý êáôïðôñéóìïý. Äåßîôå

üôé äõï êáôïðôñéóìïß áëëçëïìåôáôßèåíôáé åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé áíôßóôïé·ïé

êáèñÝðôåò åßôå ôáõôßæïíôáé åßôå åßíáé ìåôáîý ôïõò êÜèåôïé.

25.7 Áðïäåßîôå üôé ìéá çìéóôñïöÞ ìåôáôßèåôáé ìå Ýíáí êáôïðôñéóìü åÜí êáé ìü-

íïí åÜí ôï êÝíôñï ôçò áíÞêåé óôïí êáèñÝðôç, ùò ðñïò ôïí ïðïßï åêôåëåßôáé

ï åí ëüãù êáôïðôñéóìüò.

25.8 Äåßîôå üôé ìéá ìåôáöïñÜ τ ìåôáôßèåôáé ìå Ýíáí êáôïðôñéóìü g åÜí êáé ìüíïí

åÜí ç τ óôÝëíåé ôïí êáèñÝðôç ôïý g íá áðåéêïíéóèåß óôïí åáõôü ôïõ.

25.9 �óôù τ ìéá ìåôáöïñÜ êáôÜ v êáé Ýóôù g Ýíáò êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìéá

åõèåßám. Áðïäåßîôå üôé ôï gτ åßíáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò üôáí ôï v êåßôáé êá-

èÝôùò ðñïò ôçím° åéäÜëëùò, ìáò äßíåé Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü.
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25.10 Äåßîôå üôé ðëáãéÜæïíôáò Ýíá ôåôñáãùíéêü êéãêëßäùìá êáôÜ 45◦ ìïßñåò áðï-

êôïýìå ìéá êåíôñáñéóìÝíç ïñèïãþíéá äïìÞ. ÊáôÜ ðüóïõò äéáöïñåôéêïýò

ôñüðïõò ìðïñïýìå íá ðñïóäþóïõìå ìéá êåíôñáñéóìÝíç ïñèïãþíéá äïìÞ óå

Ýíá åîáãùíéêü êéãêëßäùìá;

25.11 Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï L åßíáé Ýíá êéãêëßäùìá ðáñáãüìåíï áðü ôá äéáíý-

óìáôá a êáé b êáé üôé ç g åßíáé ìéá ðåñéóôñïöÞ ç ïðïßá äéáôçñåß ôï L. Èåù-

ñþíôáò ôá a êáé b ùò âÜóç ôïý R
2, ï ðßíáêáò ôÞò f Ý·åé áêÝñáéåò åããñáöÝò

êáé, éäéáéôÝñùò, ôï ß·íïò ôïõ åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò. µñçóéìïðïéÞ-

óôå ôï ãåãïíüò üôé ôï ß·íïò ìÝíåé áíáëëïßùôï ùò ðñïò ôçí áëëáãÞ âÜóåùí

ðñïêåéìÝíïõ íá äþóåôå ìéá åíáëëáêôéêÞ áðüäåéîç ãéá ôï èåþñçìá (25.3).

25.12 ÐáñáèÝóôå Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß-

·ïõ ìå ôç óçìåéáêÞ ôçò ïìÜäá éóüìïñöç

(i) ìå ôçí ïìÜäá ôïý Klein,

(ii) ìå ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 3.

25.13 �óôù G ìéá ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ, ç ïðïßá äéáèÝôåé

Ýíá ôåôñáãùíéêü êéãêëßäùìá. Ôé äõíáôüôçôåò õðÜñ·ïõí ãéá ôç óçìåéáêÞ

ïìÜäá ôÞò G;

25.14 ÅðáíáëÜâåôå ôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç, áëëÜ áõôÞ ôç öïñÜ áíôéêáèéóôþ-

íôáò ôï ôåôñáãùíéêü êéãêëßäùìá ìå Ýíá åîáãùíéêü.
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Äéáìïñöþìáôá äéáêïóìçôéêþí

åðéóôñùìÜôùí ôïß�ïõ

ÕðÜñ·ïõí äåêáåðôÜ äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ.

Ãéá íá äïýìå ôï ãéáôß óõìâáßíåé áõôü, èá åîåôÜóïõìå äéáäï·éêþò êÜèå Ýíáí åê

ôùí ðÝíôå äõíáôþí ôýðùí êéãêëéäùìÜôùí. ÄïèÝíôïò åíüò êéãêëéäþìáôïò L, ìå-

ëåôïýìå åí ðñþôïéò ôï ðïéïé áêñéâþò ïñèïãþíéïé ìåôáó·çìáôéóìïß äéáôçñïýí ôï

L. ÔÝôïéïõ åßäïõò ìåôáó·çìáôéóìïß óõãêñïôïýí ìéá ïìÜäá êáé, óýìöùíá ìå ôï

èåþñçìá (25.2), ç óçìåéáêÞ ïìÜäá ïéáóäÞðïôå ïìÜäáò äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþ-

ìáôïò ôïß·ïõ, ç ïðïßá Ý·åé ôï L ùò êéãêëßäùìÜ ôçò, ïöåßëåé íá áðïôåëåß ìéá õðïï-

ìÜäá ôÞò ïìÜäáò ôùí åí ëüãù ïñèïãùíßùí ìåôáó·çìáôéóìþí. ÁõôÞ ç ðåñéïñé-

óôéêÞ óõíèÞêç, ç ïðïßá áöïñÜ óôç óçìåéáêÞ ïìÜäá, ìáò áñêåß ãéá íá áðáñéèìÞ-

óïõìå ôéò äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ. Ìéá åîáíô-

ëçôéêÞ áíÜëõóç ôÞò êÜèå ðåñßðôùóçò èá êáôáëÜìâáíå ðïëýí ·þñï. Ùò åê ôïýôïõ,

èá åóôéÜóïõìå ôçí ðñïóï·Þ ìáò óå Ýíáí ìéêñü áñéèìü åíäåéêôéêþí ðáñáäåéãìÜ-

ôùí, äéá·ùñßæïíôÜò ôá áðü êÜðïéïõò (åí ðïëëïßò äåõôåñåýïíôåò) õðïëïãéóìïýò,

ïé ïðïßïé èá ðñïôáèïýí ùò áóêÞóåéò. Ôï ãåãïíüò üôé üëåò ïé ðáñïõóéáæüìåíåò

ïìÜäåò åßíáé «ãíçóßùò äéáöïñåôéêÝò» (Þôïé áíÜ äýï ìç éóüìïñöåò) èá áðïäåé·èåß

óôï ôÝëïò ôïý ðáñüíôïò êåöáëáßïõ.

Ðñïôïý îåêéíÞóïõìå ìå ôçí êáèåáõôÞ ôáîéíüìçóç, èá ó·ïëéÜóïõìå ôïí ôñüðï

åðéëïãÞò ôùí óõìâïëéóìþí ìáò. ÊÜèå ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ

öÝñåé ìéá åéäéêÞ ïíïìáóßá, ç ïðïßá áðïôåëåßôáé áðü ïñéóìÝíá (äéåèíþò áíáãíù-

ñéóìÝíá) óýìâïëá ðïõ ðåñéëáìâÜíïõí ôá ãñÜììáôá p, c, m, g êáé ôïõò áñéèìïýò



218 ïìáäåò êáé óõììåôñéá

1, 2, 3, 4, 6. Ôï ãñÜììá p ó·åôßæåôáé ìå ôï êéãêëßäùìá êáé ôßèåôáé åäþ äéüôé áðïôå-

ëåß ôï áñ·éêü ãñÜììá ôÞò ëÝîçò primitive (= ðñùôáñ·éêü). ¼ôáí èåùñïýìå ôï êé-

ãêëßäùìá ùò óõíôéèÝìåíï áðü ðñùôáñ·éêÜ êåëéÜ (Þôïé áðü áíôßôõðá ôïý âáóéêïý

ðáñáëëçëïãñÜììïõ, ôá ïðïßá äåí ðåñéÝ·ïõí êáíÝíá êéãêëéäùìáôéêü óçìåßï óôï

åóùôåñéêü ôïõò), ôüôå ôï ïíïìÜæïõìå ðñùôáñ�éêü êéãêëßäùìá. Óå ìßá áðü ôéò åîå-

ôáæüìåíåò ðåñéðôþóåéò (Þôïé óôçí ðåñßðôùóç ôÞò èåþñçóçò ôïý êåíôñáñéóìÝíïõ

ïñèïãùíßïõ êéãêëéäþìáôïò ), ðáßñíïõìå ùò âáóéêü äïìéêü ëßèï Ýíá ìç ðñùôáñ-

·éêü êåëß êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ôï ãñÜììá c ãéá ôïí óõìâïëéóìü ôïý ðñïêýðôïíôïò

êåíôñáñéóìÝíïõ êéãêëéäþìáôïò (= centred lattice). Ôï óýìâïëï ãéá Ýíáí êáôï-

ðôñéóìü (Þ ãéá ôïí êáèñÝðôç ìÝóù ôïý ïðïßïõ õëïðïéåßôáé Ýíáò êáôïðôñéóìüò)

åßíáé ôïm (mirror), åíþ ôï óýìâïëï ãéá Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü åßíáé ôï

g (glide reflection). ÔÝëïò, ôï 1 ·ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá õðïäçëþíåé ôïí ôáõôïôéêü

ìåôáó·çìáôéóìü êáé ïé áñéèìïß i ∈ {2, 3, 4, 6} ãéá íá õðïäçëþíïõí ðåñéóôñïöÝò

ôÜîçò i. (ÓõíÞèùò ïé ðåñéóôñïöÝò ôÜîçò 2 ïíïìÜæïíôáé çìéóôñïöÝò.)

Ó�Þìá 26.1 (ìÝñïò ðñþôï)
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Ïé äåêáåðôÜ ïìÜäåò ìáò åéêïíïãñáöïýíôáé óôï ó·. 26.1. Äåß·íïõìå ôï ðþò

åßíáé ôïðïèåôçìÝíá ôá êÝíôñá ôùí ðåñéóôñïöþí, êáèþò êáé ïé êáèñÝðôåò êáé ïé

åõèåßåò ïëßóèçóçò ó·åôéêþò ðñïò ôï áíôßóôïé·ï âáóéêü ðáñáëëçëüãñáììï. Ç ðá-

ñÜèåóç ôùí óõìâüëùí 0, �, �, • óçìáßíåé üôé ï óôáèåñïðïéçôÞò ôïý åêÜóôïôå

ó·åäéáæïìÝíïõ óçìåßïõ åßíáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 2, 3, 4 Þ 6, áíôéóôïß·ùò.

Ïé êáèñÝðôåò ·áñÜóóïíôáé ìå ôç âïÞèåéá (ôìçìÜôùí) ðá·Ýùí åõèåéþí, åíþ ïé

ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß õðïäçëþíïíôáé ìÝóù (ôìçìÜôùí) äéáêåêïììÝíùí åõ-

èåéþí.

Åí óõíå·åßá èá ðñïâïýìå óôçí êáôÜ ðåñßðôùóç áíÜëõóÞ ìáò. Ùò óõíÞèùò,

ç G èá óõìâïëßæåé ìéá ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ, ç ïðïßá Ý·åé

ôçí H ùò õðïïìÜäá ìåôáöïñþí ôçò, ôçí J ùò óçìåéáêÞ ôçò ïìÜäá êáé ôï L ùò

êéãêëßäùìÜ ôçò. Ôá äéáíýóìáôá a êáé b, ôá ïðïßá ðáñÜãïõí ôï L, èá åßíáé ðñïå-

ðéëåãìÝíá Ýôóé üðùò ðáñïõóéÜæïíôáé óôï êåöÜëáéï 25. Äåí åðÝñ·åôáé, âåâáßùò,

âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, åÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï a êåßôáé åðß ôïý Üîïíá ôùí ôåôìç-

ìÝíùí êáé üôé ôï b âñßóêåôáé óôï ðñþôï ôåôáñôçìüñéï.

Ó�Þìá 26.1 (ìÝñïò äåýôåñï)
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ÔÝëïò, ôïAθ èá óõìâïëßæåé ôïí ðßíáêá, ï ïðïßïò áíáðáñéóôÜ ìéá óôñïöÞ êáôÜ

ãùíßá θ ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí ìå öïñÜ áíôßèåôç åêåßíçò ôùí äåéêôþí ôïý

ñïëïãéïý, åíþ ôï Bϕ èá óõìâïëßæåé ôïí ðßíáêá ðïõ áíáðáñéóôÜ ôïí êáôïðôñéóìü

ùò ðñïò ôçí åõèåßá, ç ïðïßá äéÝñ·åôáé áðü ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí êáé ó·çìáôßæåé

ãùíßá ϕ
2
ìå ôïí èåôéêü çìéÜîïíá ôùí ôåôìçìÝíùí.

� Ðñþôç ðåñßðôùóç. ÕðïèÝôïõìå, êáô� áñ·Üò, üôé ôï êéãêëßäùìá L ôÞò G åßíáé

ëïîü. Ôüôå ïé ìüíïé ïñèïãþíéïé ìåôáó·çìáôéóìïß, ïé ïðïßïé äéáôçñïýí ôï L, åßíáé

ï ôáõôïôéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò êáé ç óôñïöÞ êáôÜ π ðåñß ôçí áñ·Þ ôùí áîüíùí.

Óõíåðþò ç óçìåéáêÞ ïìÜäá J ôÞò G åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò {±I}.

p1 ÅÜí J = {I}, ôüôå çG åßíáé ç áðëïýóôåñç üëùí ôùí ïìÜäùí äéáêïóìçôéêþí

åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ, áöïý ðáñÜãåôáé áðü äýï ãñáììéêþò áíåîÜñôçôåò ìå-

ôáöïñÝò. Ôá óôïé·åßá ôçò åßíáé ôÞò ìïñöÞò (ma+ nb, I), üðïõm,n ∈ Z.

p2 ÅÜí J = {±I}, ôüôå çG ðåñéÝ·åé ìßá çìéóôñïöÞ êáé ìðïñïýìå íá èåùñïýìå

ôï óôáèåñü óçìåßï áõôÞò ôÞò çìéóôñïöÞò ùò áñ·Þ ôùí áîüíùí ôïý óõóôÞ-

ìáôïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí ìáò. �ôóé, (0,−I) ∈ G. Ç Ýíùóç ôùí äýï äå-

îéþí ðëåõñéêþí êëÜóåùíH êáéH(0,−I) åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞòE2 ç ïðïßá

ïöåßëåé íá éóïýôáé ìå ôçí G. Åêåßíá ôá óôïé·åßá ôÞò G, ôá ïðïßá äåí åßíáé

ìåôáöïñÝò, áíÞêïõí óôçíH(0,−I) êáé åßíáé ôÞò ìïñöÞò

(ma+ nb, I)(0,−I) = (ma+ nb,−I),

üðïõ m,n ∈ Z. Ìå Üëëá ëüãéá, ðáßñíïõìå üëåò ôéò çìéóôñïöÝò ðåñß ôá óç-

ìåßá 1

2
ma+ 1

2
nb. �

� Äåýôåñç ðåñßðôùóç. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï êéãêëßäùìá L åßíáé ïñèïãþíéï. Ôüôå

õðÜñ·ïõí ôÝóóåñåéò ïñèïãþíéïé ìåôáó·çìáôéóìïß ðïõ äéáôçñïýí ôï L, Þôïé ï

ôáõôïôéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò, ìßá çìéóôñïöÞ ðåñß ôï 0, ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò

ôïí Üîïíá ôùí ôåôìçìÝíùí êáé ï êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ôïí Üîïíá ôùí ôåôáãìÝ-

íùí. Óõíåðþò ç óçìåéáêÞ ïìÜäá J ôÞòG åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò {I,−I,B0, Bπ}.

Èá äéåñåõíÞóïõìå ôçí ýðáñîç íÝùí ïìÜäùí äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß-

·ïõ (Þôïé ïìÜäùí ðïõ äåí Ý�ïõìå îáíáóõíáíôÞóåé ), áãíïþíôáò ôéò p1 êáé p2 ðïõ

Ý·ïõìå Þäç ðñïóäéïñßóåé.

pm Åäþ J = {I, B0} êáé ç G ðåñéÝ·åé Ýíáí êáôïðôñéóìü õëïðïéïýìåíï ìÝóù

åíüò ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç.

pg ÁòõðïèÝóïõìå üôé J = {I,B0}, áëëÜ üôé çG äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíáí êáôïðôñé-

óìü. Ôüôå ç G ïöåßëåé íá ðåñéÝ·åé Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü ùò ðñïò

ìßá ïñéæüíôéá åõèåßá. ÅðéëÝãïõìå Ýíá ôõ·üí óçìåßï áõôÞò ôÞò åõèåßáò ùò
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áñ·Þ ôùí áîüíùí ôïý óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí ìáò. Ç äéðëÞ åöáñìïãÞ

åíüò ïëéóèáßíïíôïò êáôïðôñéóìïý ìÜò äßíåé ìéá ìåôáöïñÜ, ïðüôå ï ïëéóèáß-

íùí êáôïðôñéóìüò ìáò åßíáé êáô� áíÜãêçí ôÞò ìïñöÞò (1
2
ka, B0), ãéá êÜðïéïí

áêÝñáéï áñéèìü k.ÅÜí ï k Þôáí Üñôéïò, ôüôå ç éóïìåôñßá (−1

2
ka, B0) èá Þôáí

ìéá ìåôáöïñÜ áíÞêïõóá óôçí G, ïðüôå ï êáôïðôñéóìüò

(0, B0) = (−1

2
ka, I)(1

2
ka, B0)

èá Üíçêå óôçí G, ðñÜãìá ðïõ èá áíôÝöáóêå ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò. ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, ï k åßíáé ðåñéôôüò êáé ç éóïìåôñßá

(1
2
a, B0) = (−1

2
(k − 1)a, I)(1

2
ka, B0)

áíÞêåé óôçí G. Ôá óôïé·åßá ôÞò G ôá ïðïßá äåí åßíáé ìåôáöïñÝò åßíáé ôÞò

ìïñöÞò

(ma+ nb, I)(1
2
a, B0) = ((m+ 1

2
)a+ nb, B0),

üðïõ m,n ∈ Z. Áõôïß åßíáé üëïé ïé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß ùò ðñïò

ïñéæüíôéåò åõèåßåò, ïé ïðïßåò åßôå äéÝñ·ïíôáé áðü êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá

åßôå äéÝñ·ïíôáé áðü ôï ìåóïóçìåßï ôïý åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé

äýï êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá. Ç ïëßóèçóç óõíôåëåßôáé êáôÜ Ýíá åõèýãñáììï

ôìÞìá, ôï ìÞêïò ôïý ïðïßïõ åßíáé Ýíá ðåñéôôü ðïëëáðëÜóéï ôïý ìÞêïõò ôïý

äéáíýóìáôïò 1

2
a.

Ç èåþñçóç ôÞò {I,Bπ} ùò óçìåéáêÞò ïìÜäáò (áíôß ôÞò {I,B0}) éóïäõíá-

ìåß ìå ôçí åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí «ïñéæïíôßùí» êáé ôùí «êáôáêïñýöùí»

åõèåéþí óôçí ùò Üíù ðåñéãñáöåßóá äéáäéêáóßá, ïðüôå äåí ìáò ïäçãåß óå

ôßðïôá ôï êáéíïýñãéï. Ãé� áõôüí ôïí ëüãï, èá õðïèÝôïõìå åöåîÞò ðùò ç óç-

ìåéáêÞ ìáò ïìÜäá åßíáé ïëüêëçñç ç {I,−I,B0, Bπ}. ÕðÜñ·ïõí ôñßá åíäå-

·üìåíá: áðü ôéò B0, Bπ õëïðïéïýíôáé ùò êáôïðôñéóìïß ôÞò G Þ áìöüôåñåò Þ

ìüíïí ìßá Þ êáìßá.

p2mm Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç G ðåñéÝ·åé Ýíáí êáôïðôñéóìü õëïðïéïýìåíï

ìÝóù åíüò ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç êáé Ýíáí êáôïðôñéóìü õëïðïéïýìåíï ìÝóù

åíüò êáôáêïñýöïõ êáèñÝðôç.

p2mg ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé çG ðåñéÝ·åé Ýíáí êáôïðôñéóìü õëïðïéïýìåíï ìÝóù

åíüò ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç, áëëÜ êáíÝíáí êáôïðôñéóìü õëïðïéïýìåíï ìÝóù

åíüò êáôáêïñýöïõ êáèñÝðôç, ôüôå ï Bπ ðñÝðåé íá õëïðïéåßôáé (åíôüò ôÞò

G) ìÝóù åíüò êáôáêïñýöïõ ïëéóèáßíïíôïò êáôïðôñéóìïý. Ìéá ðñïóåêôéêÞ

åðéëïãÞ ôÞò áñ·Þò ôùí áîüíùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí ìáò óôï

óçìåßï ôïìÞò ôïý ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç êáé ôÞò êáôáêüñõöçò åõèåßáò ôÞò
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ïëßóèçóçò, óå óõíäõáóìü ìå ìéá åðé·åéñçìáôïëïãßá áíÜëïãç åêåßíçò ðïõ

åöáñìüóáìå ãéá ôçí pg, ìáò åðéôñÝðåé íá õðïèÝóïõìå (·ùñßò âëÜâç ôÞò ãå-

íéêüôçôáò) üôé ïé éóïìåôñßåò (0, B0) êáé (
1

2
b, Bπ) áíÞêïõí óôçí G. Ôï ãéíü-

ìåíï

(1
2
b, Bπ)(0, B0) = (1

2
b,−I)

åßíáé ìéá çìéóôñïöÞ ðåñß ôï óçìåßï 1

4
b. Ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

H, H(0, B0), H(1
2
b, Bπ), H(1

2
b,−I)

êáëýðôïõí ïëüêëçñç ôçí G. Óôçí ðñþôç óõíáíôïýìå ôéò ìåôáöïñÝò ìáò.

�íá ôõðéêü óôïé·åßï ôÞò äåýôåñçò Ý·åé ôç ìïñöÞ

(ma+ nb, I)(0, B0) = (ma+ nb, B0)

üðïõm,n ∈ Z.¼ôáím = 0, ôüôå áõôÞ ç éóïìåôñßá áðïôåëåß Ýíáí êáôïðôñé-

óìü õëïðïéïýìåíï ìÝóù åíüò ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç, ï ïðïßïò åßôå äéÝñ·åôáé

áðü êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá åßôå äéÝñ·åôáé áðü ôï ìåóïóçìåßï ôïý åõèõãñÜì-

ìïõ ôìÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé äýï êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá. ¼ôáím �= 0, ôüôå ïé

êáèñÝðôåò ìåôáôñÝðïíôáé óå åõèåßåò ïëßóèçóçò, åíþ Ý·ïõìå ïëßóèçóç êáôÜ

Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ôï ìÞêïò ôïý ïðïßïõ éóïýôáé ìå ôï ìÞêïò ôïý ma.

Ç ôñßôç ðëåõñéêÞ êëÜóç ðåñéÝ·åé ôá óôïé·åßá (ma + (n + 1

2
)b, Bπ) ðïõ åß-

íáé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß ùò ðñïò ïñéæüíôéåò åõèåßåò, ïé ïðïßåò åßôå

äéÝñ·ïíôáé áðü êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá åßôå äéÝñ·ïíôáé áðü ôï ìåóïóçìåßï

ôïý åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé äýï êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá. Ç ïëß-

óèçóç óõíôåëåßôáé êáôÜ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ôï ìÞêïò ôïý ïðïßïõ éóïý-

ôáé ìå ôï ìÞêïò ôïý 1

2
b. ÔÝëïò, ç ðëåõñéêÞ êëÜóç H(1

2
b,−I) áðïôåëåßôáé

áðü çìéóôñïöÝò, ïé ïðïßåò Ý·ïõí ôá óçìåßá 1

2
ma+(n+ 1

2
)b ùò êÝíôñá ôïõò.

(Ç åíáëëáãÞ ôùí ñüëùí ôùí «ïñéæïíôßùí» êáé ôùí «êáôáêïñýöùí» åõèåéþí

óôçí ùò Üíù ðåñéãñáöåßóá äéáäéêáóßá ìÜò äßíåé ìéá ïìÜäá éóüìïñöç ôÞò

p2mg.)

p2gg Åäþ äåí äéáèÝôïõìå êáíÝíáí êáôïðôñéóìü åíôüò ôÞò G. �

� Ôñßôç ðåñßðôùóç. Åí óõíå·åßá õðïèÝôïõìå üôé ôï êéãêëßäùìá L åßíáé êåíôñá-

ñéóìÝíï ïñèïãþíéï. Ïé ïñèïãþíéïé ìåôáó·çìáôéóìïß, ïé ïðïßïé äéáôçñïýí ôï L,

åßíáé ßäéïé ìå åêåßíïõò ðïõ óõíáíôÞóáìå óôçí ðåñßðôùóç ôïý ïñèïãùíßïõ êéãêëé-

äþìáôïò. ÅðïìÝíùò ç óçìåéáêÞ ïìÜäá J ôÞò G åßíáé êáé ðÜëé ìéá õðïïìÜäá ôÞò

{I,−I,B0, Bπ}. Åäþ áíáêáëýðôïõìå äýï íÝåò ïìÜäåò.

cm Áò õðïèÝóïõìå üôé J = {I,B0} êáé üôé ìÝóù ôïý ðßíáêá B0 êáôáóêåõÜ-

æåôáé ìéá éóïìåôñßá (v, B0) áíÞêïõóá óôçíG.Ðñïöáíþò, áõôÞ ç éóïìåôñßá
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åßíáé åßôå êáôïðôñéóìüò õëïðïéïýìåíïò ìÝóù åíüò ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç åßôå

Ýíáò ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò ùò ðñïò ìßá ïñéæüíôéá åõèåßá. ÅðéëÝãïõìå

Ýíá óçìåßï åðß ôïý êáèñÝðôç Þ åðß ôÞò åõèåßáò ïëßóèçóçò ùò áñ·Þ ôùí áîü-

íùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí ìáò, ïýôùò þóôå ôï 2v íá åßíáé Ýíá

ðïëëáðëÜóéï ôïý a. Õðåíèõìßæïõìå üôé ç êáôáêüñõöç äéåýèõíóç ðñïóäéï-

ñßæåôáé ìÝóù ôïý äéáíýóìáôïò 2b− a.

(i) ÅÜí 2v = ka êáé ï k åßíáé Üñôéïò, ôüôå ï êáôïðôñéóìüò

(0, B0) = (−1

2
ka, I)(1

2
ka, B0)

áíÞêåé óôçí G. Ôá óôïé·åßá ôÞò G, ôá ïðïßá äåí åßíáé ìåôáöïñÝò, Ý·ïõí ôç

ìïñöÞ

(ma+ nb, B0) = ((m+ 1

2
n)a+ 1

2
n(2b− a), B0)

üðïõ m,n ∈ Z. Ãéá n Üñôéï êáé m = –1

2
n, ðñïóëáìâÜíïõìå üëïõò ôïõò êá-

ôïðôñéóìïýò ôïõò õëïðïéïýìåíïõò ìÝóù ïñéæïíôßùí êáèñåðôþí, ïé ïðïßïé

äéÝñ·ïíôáé áðü êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá. ÅÜí o n åßíáé Üñôéïò áëëÜ éó·ýåé

m �= –1

2
n, ôüôå áõôïß ïé êáèñÝðôåò ìåôáôñÝðïíôáé óå åõèåßåò ïëßóèçóçò. Ç

ïëßóèçóç óõíôåëåßôáé êáôÜ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ôï ìÞêïò ôïý ïðïßïõ åß-

íáé Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý ìÞêïõò ôïý a. ÔÝëïò, åÜí ï n åßíáé ðåñéôôüò, ôüôå

äéáèÝôïõìå ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò ùò ðñïò åõèåßåò, ïé ïðïßåò äéÝñ·ï-

íôáé áðü ôï ìåóïóçìåßï ôïý åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé äýï êéãêëé-

äùìáôéêÜ óçìåßá. Ç ïëßóèçóç óõíôåëåßôáé êáôÜ Ýíá åõèýãñáììï ôìÞìá, ôï

ìÞêïò ôïý ïðïßïõ åßíáé Ýíá ðåñéôôü ðïëëáðëÜóéï ôïý ìÞêïõò ôïý 1

2
a.

(ii) ÅÜí ï k åßíáé ðåñéôôüò, ôüôå ç éóïìåôñßá

(1
2
(2b− a), B0) = (−1

2
(k + 1)a+ b, I)(1

2
ka, B0)

áíÞêåé óôçíG.ÁõôÞ åßíáé êáé ðÜëé Ýíáò êáôïðôñéóìüò, ïðüôå ç ìåôáôüðéóç

ôÞò áñ·Þò ôùí áîüíùí åðß ôïý êáèñÝðôç ôïõ ìáò åðáíáöÝñåé óôçí áìÝóùò

ðñïçãïýìåíç ðåñßðôùóç. (ÅîÜëëïõ, ç áíôéêáôÜóôáóç ôÞò óçìåéáêÞò ïìÜ-

äáò {I,B0} ìå ôçí {I,Bπ} ìáò ïäçãåß óå ìßá ïìÜäá éóüìïñöç ôÞò cm.)

c2mm ÅÜí J = {I,−I,B0, Bπ}, ôüôå ç åêôÝëåóç áíáëüãùí õðïëïãéóìþí ìÜò

ïäçãåß óôï óõìðÝñáóìá üôé áìöüôåñïé ïé ðßíáêåò B0 êáé Bπ åßíáé äõíáôüí

íá õëïðïéçèïýí ìÝóù êáôïðôñéóìþí åíôüò ôÞò G. �

� ÔÝôáñôç ðåñßðôùóç. �óôù üôé ôï êéãêëßäùìá L ôÞò G åßíáé ôåôñáãùíéêü. Ôüôå

ç ïìÜäá ôùí ïñèïãùíßùí ìåôáó·çìáôéóìþí ïé ïðïßïé äéáôçñïýí ôï L åßíáé ç äéå-

äñéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 8 ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïõò ðßíáêåò Aπ

2
êáé B0. Ç óçìåéáêÞ
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ïìÜäá J åßíáé ìéá õðïïìÜäá ôÞò åí ëüãù ïìÜäáò êáé, ðñïêåéìÝíïõ íá åéóðñÜ-

îïõìå êÜôé ôï êáéíïýñãéï, ïöåßëïõìå íá óõìðåñéëÜâïõìå ôïí ðßíáêáAπ

2
óôá óôïé-

·åßá ôÞò J . (Ôï üôé áõôüò ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò óõíÜãåôáé áðü ôç ìåëÝôç ôùí

Üëëùí ðåñéðôþóåùí, ç ïðïßá áöÞíåôáé ùò Üóêçóç õð� áñ. 26.9.)

p4 Åäþ ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïí ðßíáêá Aπ

2
.

p4mm Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïõò ðßíáêåòAπ

2
êáéB0, åíþ

ï B0 ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìÝóù åíüò êáôïðôñéóìïý ôÞò G.

p4gm Aò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ç J ðáñÜãåôáé êáé ðÜëé áðü ôïõò ðßíáêåòAπ

2
êáé

B0, áëëÜ üôé ïB0 äåí ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìÝóù êáíåíüò êáôïðôñéóìïý ôÞò

G. ÅðéëÝãïõìå ôï óçìåßï, ôï ïðïßï ðáñáìÝíåé óôáèåñü ìÝóù ìéáò ðåñéóôñï-

öÞò ôÜîçò 4, ùò áñ·Þ ôùí áîüíùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí ìáò,

ïýôùò þóôå ôï (0, Aπ

3
) íá áíÞêåé óôçí G, êáé õðïèÝôïõìå üôé ç éóïìåôñßá

(λa+ µb, B0) õëïðïéåß ôïí ðßíáêá B0 åíôüò ôÞò G. ÅðåéäÞ

(λa+ µb, B0)
2 = (2λa, I),

ôï 2λ åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò. ÅÜí ôï 2λ Þôáí Üñôéïò, ôüôå ï êáôïðôñé-

óìüò (µb, B0) = (−λa, I) (λa+ µb, B0) èá Üíçêå óôçí G, ðñÜãìá ôï ïðïßï

èá åñ·üôáí óå áíôßöáóç ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôï 2λ åßíáé

Ýíáò ðåñéôôüò áñéèìüò êáé ç éóïìåôñßá

(1
2
a+ µb, B0) = ((1

2
− λ)a, I)(λa+ µb, B0)

áíÞêåé óôçí G. ÅîÜëëïõ, (0, Aπ

2
)(1

2
a+ µb, B0) = (1

2
b− µa, Bπ

2
) êáé

(1
2
b− µa, Bπ

2
)2 = ((1

2
− µ)(a+ b), I),

äåß·íïíôÜò ìáò üôé ç äéáöïñÜ 1

2
− µ åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò. Åî áõôïý

óõìðåñáßíïõìå üôé ï ïëéóèáßíùí êáôïðôñéóìüò

(1
2
a+ 1

2
b, B0) = ((1

2
− µ)b, I)(1

2
a+ µb, B0)

áíÞêåé óôçí G. Ïé äåîéÝò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

H(0, I), H(0, Aπ

2
),

H(0,−I), H(0, A 3π

2

),

H( 1
2
a+ 1

2
b, B0), H( 1

2
a+ 1

2
b, Bπ

2
),

H( 1
2
a+ 1

2
b, Bπ), H( 1

2
a+ 1

2
b, B 3π

2

),

êáëýðôïõí ïëüêëçñç ôçíG êáé åßíáé åýêïëï íá áíáãíùñßóïõìå ôá óôïé·åßá
ôïõò ãåùìåôñéêþò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá ôõðéêü óôïé·åßï ôÞòH(1

2
a+ 1

2
b, Bπ

2
)

åßíáé ôÞò ìïñöÞò

((m+ 1

2
)a+ (n+ 1

2
)b,Bπ

2
) = ( 1

2
(m+ n+ 1)(a+ b) + 1

2
(m− n)(a− b), Bπ

2
)
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üðïõ m,n ∈ Z. ¼ôáí m + n + 1 = 0, ôüôå ëáìâÜíïõìå üëïõò ôïõò êá-

ôïðôñéóìïýò ôïýò õëïðïéïýìåíïõò ìÝóù êáèñåðôþí, ïé ïðïßïé åßíáé êåêëé-

ìÝíïé êáôÜ 45◦ ùò ðñïò ôïí ïñßæïíôá êáé äéÝñ·ïíôáé áðü ôï ìåóïóçìåßï

ôïý åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò ðïõ óõíäÝåé äýï êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá. ¼ôáí

m+n+1 �= 0 êáé ç äéáöïñÜm−n åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò áñéèìüò, ôüôå áõôïß ïé

êáèñÝðôåò ìåôáôñÝðïíôáé óå åõèåßåò ïëßóèçóçò. ÔÝëïò, üôáím+ n+ 1 �= 0

êáé ç äéáöïñÜ m − n åßíáé Ýíáò Üñôéïò áñéèìüò, ôüôå äéáèÝôïõìå ïëéóèáß-

íïíôåò êáôïðôñéóìïýò ùò ðñïò åõèåßåò êëßóçò 1, ïé ïðïßåò äéÝñ·ïíôáé áðü

êéãêëéäùìáôéêÜ óçìåßá. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ðëåõñéêÞ êëÜóç H(0,−I)

ðåñéÝ·åé üëåò ôéò çìéóôñïöÝò (ma + nb,−I), ïé ïðïßåò Ý·ïõí ôá óçìåßá
1

2
ma + 1

2
nb ùò êÝíôñá ôïõò. ÁöÞíïõìå ôçí åîÝôáóç ôùí óôïé·åßùí üëùí

ôùí Üëëùí ðëåõñéêþí êëÜóåùí ùò Üóêçóç ãéá ôïí áíáãíþóôç. �

� ÐÝìðôç ðåñßðôùóç. ÔÝëïò, õðïèÝôïõìå üôé ôï L åßíáé åîáãùíéêü. Ôüôå ç óç-

ìåéáêÞ ïìÜäá ðñÝðåé íá ðåñéÝ·åôáé óôç äéåäñéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 12 ôçí ðáñáãüìåíç

áðü ôïõò ðßíáêåò Aπ

3
êáé B0. Èá ïäçãçèïýìå óå íÝåò ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðé-

óôñùìÜôùí ôïß·ïõ ìüíïí üôáí ç J ðåñéÝ·åé ðåñéóôñïöÝò ôÜîçò 3 Þ ôÜîçò 6. (Ïé

ëïéðÝò ðåñéðôþóåéò êáëýðôïíôáé ýóôåñá áðü åðßëõóç ôÞò Üóêçóçò 26.10.)

p3 Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïí ðßíáêá A 2π

3

.

p3m1 Åäþ ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïõò ðßíáêåò A 2π

3

êáé B0.

p31m Áò õðïèÝóïõìå ðùò ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïõò ðßíáêåòA 2π

3

êáéBπ

3
. ÅðéëÝ-

ãïõìå ôï óçìåßï ôï ïðïßï ìÝíåé óôáèåñü ìÝóù ìéáò ðåñéóôñïöÞò ôÜîçò 3 ùò

áñ·Þ ôùí áîüíùí ôïý óõóôÞìáôïò óõíôåôáãìÝíùí ìáò, ïðüôå (0, A 2π

3

) ∈ G,

êáé õðïèÝôïõìå üôé ç éóïìåôñßá (λa+µb, Bπ

3
) õëïðïéåß ôïí ðßíáêáBπ

3
åíôüò

ôÞò G. ÅðåéäÞ

(λa+ µb, Bπ

3
)2 = ((λ+ µ)(a+ b), I),

Ý·ïõìå λ+ µ ∈ Z. ÅîÜëëïõ,

(0, A 2π

3

)(λa+ µb, Bπ

3
) = (λ(b− a)− µa, Bπ)

êáé

(λ(b− a)− µa, Bπ)
2 = (λ(2b− a)− µa, I),

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé λ ∈ Z. Óõíåðþò λ, µ ∈ Z êáé ï êáôïðôñéóìüò

(0, Bπ

3
) = (−λa− µb, I)(λa+ µb, Bπ

3
)
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áíÞêåé óôçí G. Ôá óôïé·åßá ôÞò G åßíáé ôÞò ìïñöÞò (ma + nb,M),

üðïõ m,n ∈ Z êáé ï M åßíáé Ýíáò ðßíáêáò åéëçììÝíïò áðü ôï óýíïëï

{I,A 2π

3

, A 4π

3

, Bπ

3
, B

π
, B 5π

3

}. Æçôïýìå áðü ôïí áíáãíþóôç íá äþóåé ìéá ãåù-

ìåôñéêÞ åñìçíåßá áõôþí ôùí óôïé·åßùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, Ýíá óôïé·åßï ôÞò

ìïñöÞò (ma + nb, B
π
) = ((m + 1

2
n)a + 1

2
n(2b− a), B

π
) åßíáé Ýíáò êáôï-

ðôñéóìüò õëïðïéïýìåíïò ìÝóù åíüò ïñéæïíôßïõ êáèñÝðôç üôáí n = 0, åíþ

ðñüêåéôáé ãéá Ýíáí êáôïðôñéóìü õëïðïéïýìåíï ìÝóù åíüò êáôáêïñýöïõ êá-

èñÝðôç üôáí n �= 0.

p6 Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïí ðßíáêá Aπ

3
.

p6mm Åäþ ç J ðáñÜãåôáé áðü ôïõò ðßíáêåò Aπ

3
êáé B0. �

Åßíáé üëåò áõôÝò ïé äåêáåðôÜ ïìÜäåò áíÜ äýï ìç éóüìïñöåò; Ç áðÜíôçóç óôï
åñþôçìá áõôü, üðùò èá äïýìå åõèýò ðáñáêÜôù, åßíáé êáôáöáôéêÞ. ÊáôÜ ôï ðü-
ñéóìá (25.6), áñêåß íá ðåñéïñéóèïýìå óå åêåßíåò ôéò ïìÜäåò, ïé ïðïßåò äéáèÝôïõí
éóüìïñöåò óçìåéáêÝò ïìÜäåò. Îåêéíïýìå ëïéðüí ìå ôçí ðáñÜèåóç ôïý êáôáëüãïõ
ôùí óçìåéáêþí ïìÜäùí.

A/A G J

1. p1 ôåôñéììÝíç

2. p2 Z2

3. pm Z2

4. pg Z2

5. p2mm Z2 × Z2

6. p2mg Z2 × Z2

7. p2gg Z2 × Z2

8. cm Z2

9. c2mm Z2 × Z2

A/A G J

10. p4 Z4

11. p4mm D4

12. p4gm D4

13. p3 Z3

14. p3m1 D3

15. p31m D3

16. p6 Z6

17. p6mm D6

Õðåíèõìßæïõìå üôé êÜèå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ïìÜäùí äéáêïóìçôéêþí åðéóôñù-

ìÜôùí ôïß·ïõ óôÝëíåé ìåôáöïñÝò íá áðåéêïíéóèïýí óå ìåôáöïñÝò, ðåñéóôñïöÝò óå

ðåñéóôñïöÝò, êáôïðôñéóìïýò óå êáôïðôñéóìïýò êáé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò

óå ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò.

(26.1) Èåþñçìá. Äåí õðÜñ�ïõí äýï åê ôùí p2, pm, pg, cm ðïõ íá åßíáé ìåôáîý

ôïõò éóüìïñöåò.

Áðüäåéîç. Ìåôáîý áõôþí ìüíïí ç p2 ðåñéÝ·åé ðåñéóôñïöÝò, ïðüôå äåí åßíáé äõíá-

ôüí íá åßíáé éóüìïñöç ìå êáìßá ôùí õðïëïßðùí. ÅîÜëëïõ, áðü ôéò ôñåéò õðïëåé-

ðüìåíåò ïìÜäåò, ç pg åßíáé ç ìüíç ðïõ äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíáí êáôïðôñéóìü. ÊáôÜ

óõíÝðåéáí, ç pg äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò pm Þ ôÞò cm. ÔÝëïò, óçìåéþíïõìå üôé, åÜí
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èåùñÞóïõìå Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü êáé ôïí ãñÜøïõìåùò Ýíáí êáôïðôñé-

óìü áêïëïõèïýìåíï áðü ìßá ìåôáöïñÜ, ôüôå ôüóï ï êáôïðôñéóìüò áõôüò üóï êáé

ç ìåôáöïñÜ áíÞêïõí óôçí pm. Ùóôüóï, ç cm ðåñéÝ·åé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñé-

óìïýò, ôá óõóôáôéêÜ ìÝñç ôùí ïðïßùí äåí áíÞêïõí óôçí cm. Ãéá ðáñÜäåéãìá,

ôïýôï éó·ýåé ãéá ôïí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü

(1
2
a+ 1

2
(2b− a), B0) = (1

2
a, I)(1

2
(2b− a), B0).

Ùò åê ôïýôïõ, ïýôå ç pm ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí cm. �

(26.2) Èåþñçìá. Äåí õðÜñ�ïõí äýï åê ôùí p2mm, p2mg, p2gg, c2mm ðïõ íá åßíáé

ìåôáîý ôïõò éóüìïñöåò.

Áðüäåéîç. Ìåôáîý áõôþí ìüíïí ç p2gg äåí ðåñéÝ·åé êáìßá ðåñéóôñïöÞ, ïðüôå äåí

åßíáé äõíáôüí íá åßíáé éóüìïñöç ìå êáìßá ôùí õðïëïßðùí. ÅîÜëëïõ, áðü ôéò ôñåéò

õðïëåéðüìåíåò ïìÜäåò, ç p2mm åßíáé ç ìüíç ðïõ ðåñéÝ·åé ôá óõóôáôéêÜ ìÝñç ôùí

ïëéóèáéíüíôùí êáôïðôñéóìþí ôçò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç p2mm äåí åßíáé éóüìïñöç

ôÞò p2mg Þ ôÞò c2mm. ÔÝëïò, åðéóçìáßíïõìå üôé ïé êáèñÝðôåò üëùí ôùí êáôïðôñé-

óìþí ôÞò p2mg åßíáé ïñéæüíôéïé, ïðüôå ôï ãéíüìåíï äýï êáôïðôñéóìþí ìÜò äßíåé

ðÜíôïôå ìßá ìåôáöïñÜ. ÁíôéèÝôùò, åíôüò ôÞò c2mm óõíáíôïýìå êáôïðôñéóìïýò,

ïé ïðïßïé Üëëïôå õëïðïéïýíôáé ìÝóù ïñéæïíôßùí êáé Üëëïôå ìÝóù êáôáêïñýöùí

êáèñåðôþí. Åî áõôïý óõíÜãåôáé üôé ôï ãéíüìåíï åíüò êáôïðôñéóìïý ôïý åíüò êáé

åíüò êáôïðôñéóìïý ôïý Üëëïõ åßäïõò ìÜò ðáñÝ·åé ìßá çìéóôñïöÞ.¢ñá ïýôå ç p2mg

ìðïñåß íá åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí c2mm. �

(26.3) Èåþñçìá. Ç p4mm äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò p4gm.

Áðüäåéîç. ÊÜèå ðåñéóôñïöÞ ôÞò p4mm ôÜîçò ßóçò ìå 4 ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãé-

íüìåíï äýï êáôïðôñéóìþí, ïé ïðïßïé áíÞêïõí óôçí p4mm. ¼ìùò êÜôé áíÜëïãï

äåí éó·ýåé êáé ãéá ôçí ïìÜäá p4gm, äéüôé, ãéá ðáñÜäåéãìá, åßíáé áäýíáôç ç ðáñá-

ãïíôïðïßçóç ôÞò ðåñéóôñïöÞò (a, Aπ

2
), ç ïðïßá áíÞêåé óôçí p4gm, õðü ôç ìïñöÞ

ãéíïìÝíïõ äýï êáôïðôñéóìþí (âë. Üóêçóç 26.4). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç p4mm äåí

åßíáé éóüìïñöç ôÞò p4gm. �

(26.4) Èåþñçìá. Ç p3m1 äåí åßíáé éóüìïñöç ôÞò p31m.

Áðüäåéîç. ÊÜèå ðåñéóôñïöÞ ôÞò p31m ôÜîçò ßóçò ìå 3 ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ãéíü-

ìåíï äýï êáôïðôñéóìþí, ïé ïðïßïé áíÞêïõí óôçí p31m. ¼ìùò êÜôé áíÜëïãï äåí

éó·ýåé êáé ãéá ôçí ïìÜäá p3m1, äéüôé, ãéá ðáñÜäåéãìá, åßíáé áäýíáôç ç ðáñáãï-

íôïðïßçóç ôÞò ðåñéóôñïöÞò (a, A 2π

3

), ç ïðïßá áíÞêåé óôçí p3m1, õðü ôç ìïñöÞ

ãéíïìÝíïõ äýï êáôïðôñéóìþí (âë. Üóêçóç 26.5). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç p31m äåí

åßíáé éóüìïñöç ôÞò p3m1. �
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Ó�Þìá 26.2
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Ìå ôá áíùôÝñù èåùñÞìáôá ïëïêëçñþíåôáé ç ôáîéíüìçóç ôùí ïìÜäùí äéáêïóìç-

ôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ. ÊáôÜ ôçí ôáîéíüìçóç áõôÞ õéïèåôÞóáìå åóêåììÝíá

ìéá «ðñáêôéêÞ» ðñüóâáóç, êáèüôé åßìáóôå óå èÝóç íá êáôáíïÞóïõìå ôçí åóùôå-

ñéêÞ äïìÞ ôïõò ìüíïí áðü ôç ëåðôïìåñÞ ìåëÝôç ôùí óôïé�åßùí ôùí ðñïêåéìÝíùí

ïìÜäùí. ¥(Ó.ô.Ì): Ãéá ïìïéÜæïõóåò ðñïóâÜóåéò âë. ôá óõããñÜììáôá ôùíH.S.M. Coxeter1,

H.S.M. Coxeter&W.O.J.Moser2, R. Bix3, êáèþò êáé ôá Üñèñá ôùíR.L.E. Schwarzenberger4

êáé D. Schattschneider5. Åðßóçò, üìïñöåò Ýã·ñùìåò åéêüíåò ôùí áíôéóôïß·ùí ãåùìåôñéêþí

äéáìïñöùìÜôùí êáé åíäéáöÝñïíôá éóôïñéêÜ óôïé·åßá âñßóêåé êáíåßò êáé óôéò éóôïóåëßäåò

ôùí D.E. Joyce6 êáé S. Dutch7.]

Ôï ó·. 26.2 äåß·íåé ðáñáäåßãìáôá ãåùìåôñéêþí äéáìïñöùìÜôùí áðü äéáöü-

ñïõò ðïëéôéóìïýò, ïé óõììåôñßåò ôùí ïðïßùí õëïðïéïýíôáé ìÝóù ôùí ïêôþ áðü

ôéò åí óõíüëù äåêáåðôÜ ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ. Ç ôñéóäéÜ-

óôáôç ãåíßêåõóç áõôþí ôùí ïìÜäùí, ç ïðïßá åíäéáöÝñåé üóïõò áó·ïëïýíôáé ìå

ôçí Êñõóôáëëïãñáößá, åßíáé óáöþò ðéï ðåñßðëïêç. Óôéò ôñåéò äéáóôÜóåéò õðÜñ-

·ïõí åí óõíüëù 219 êëÜóåéò éóïìïñößáò. ¥(Ó.ô.Ì): Ãéá ìéá åéóáãùãÞ óôçí õøçëïäéÜ-

óôáôçÌáèçìáôéêÞ Êñõóôáëëïãñáößá ï áíáãíþóôçò ðáñáðÝìðåôáé óôá óõããñÜììáôá ôùí

F.C. Phillips8, T. Janssen9 êáé R.L.E. Schwarzenberger10].

ÁóêÞóåéò

26.1 ÐåñéãñÜøôå ôá óôïé·åßá êáèåìéÜò ôùí ïìÜäùí c2mm, p4mm, p3m1 êáé äéá-

ðéóôþóôå üôé áõôÝò ïé ïìÜäåò äéáêïóìçôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ áíáðá-

ñéóôþíôáé ìÝóù ôùí áíôéóôïß·ùí ìåñþí ôïý ó·Þìáôïò 26.1.

26.2 Åí óõíå·åßá, åîåôÜóôå êáèÝíá ôùí ãåùìåôñéêþí äéáìïñöùìÜôùí ôïý ó·Þ-

ìáôïò 26.2 ìåëåôþíôáò ëåðôïìåñþò ôçí åêÜóôïôå áðïêôþìåíç ïìÜäá äéáêï-

óìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ.

26.3 Âñåßôå Ýíáí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü ôÞò p2mg, ôá óõóôáôéêÜ ìÝñç ôïý

ïðïßïõ äåí áíÞêïõí óôçí p2mg. ÊÜíåôå ôï ßäéï êáé ãéá ôçí c2mm.

1H.S.M. Coxeter: Introduction to Geometry, Wiley, (1961). (Åéäéêüôåñá, âë. êåö. 4.)
2H.S.M. Coxeter & W.O.J. Moser: Generators and Relations of Discrete Groups, 4th ed., Springer-Verlag, 1984.
3R. Bix: Topics in Geometry, Academic Press, (1994).
4R.L.E. Schwarzenberger: The 17 plane symmetry groups, Math. Gazette 58, (1974), 123-131.
5D. Schattschneider: The plane geometry groups: their recognition and notation, Amer. Math. Monthly 85, (1978),
439-450.
6Âë. http://www.clarku.edu/~djoyce/wallpaper
7Âë. http://www.uwgb.edu/dutchs/symmetry/2dspcgrp.htm
8F.C. Phillips: An Introduction to Crystallography, 4th ed., Wiley, 1971.
9T. Janssen: Crystallographic Groups, North-Holland, 1973.
10R.L.E. Schwarzenberger: N-dimensional Crystallography, Pitman, 1980.
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26.4 Áðïäåßîôå üôé ç ðåñéóôñïöÞ (a, Aπ

2
) äåí ìðïñåß íá ðáñáãïíôïðïéçèåß, ãñá-

öüìåíç ùò ãéíüìåíï äýï êáôïðôñéóìþí ðïõ áíÞêïõí óôçí p4gm.

26.5 Äåßîôå üôé ç ðåñéóôñïöÞ (a, A 2π

3

) äåí ìðïñåß íá ðáñáãïíôïðïéçèåß, ãñáöü-

ìåíç ùò ãéíüìåíï äýï êáôïðôñéóìþí ðïõ áíÞêïõí óôçí p3ml.

26.6 ÊÜèå ãåùìåôñéêü äéáìüñöùìá åðáíáëáìâáíüìåíï êáôÜ êÜðïéïí êáíïíéêü

ôñüðï êáôÜ ìÞêïò ìéáò óõíå·ïýò («Üðåéñçò») ëùñßäáò êáëåßôáé æùïöüñïò11

(Þ öñßæá12 Þ, áðëþò, äéáêïóìçôéêÞ ëùñßäá13).

Ç ïìÜäá óõììåôñéþí åíüò ôÝôïéïõ ãåùìåôñéêïý äéáìïñöþìáôïò ·áñáêôç-

ñßæåôáé áðü ôçí åýëïãç áîßùóç ôïý íá äéáèÝôåé õðïïìÜäá ìåôáöïñþí éóü-

ìïñöç ôÞò Üðåéñçò êõêëéêÞò ïìÜäáò. µùñßò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò öáíôá-

æüìáóôå üôé ç äéáèÝóéìç ëùñßäá ìáò åßíáé ç{ (x, y) ∈ R
2
∣
∣ − 1 ≤ y ≤ 1} êáé

õðïèÝôïõìå üôé ç ìéêñüôåñç ìåôáöïñÜ, ç ïðïßá äéáôçñåß ôï äéáìüñöùìÜ ìáò,

åßíáé ç τ (x, y) = (x + 1, y). Äåßîôå üôé (ýóôåñá áðü êáôÜëëçëç åðéëïãÞ ôÞò

áñ·Þò ôùí áîüíùí ôïý óõóôÞìáôïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí) ðñïêýðôïõí åðôÜ

äõíáôÝò ïìÜäåò ùò ïìÜäåò óõììåôñéþí ìéáò æùïöüñïõ, Þôïé åêåßíåò ïé ïìÜ-

äåò, ïé ïðïßåò Ý·ïõí ôïõò åîÞò ãåííÞôïñåò:

(i) Ôçí τ .

(ii) Ôïí ïëéóèáßíïíôá êáôïðôñéóìü g(x, y) = (x+ 1

2
,−y).

(iii) Ôçí τ êáé ôçí ðåñéóôñïöÞ f(x, y) = (−x,−y).

(iv) Ôçí τ êáé ôïí êáôïðôñéóìü q(x, y) = (−x, y).

(v) Ôçí τ êáé ôïí êáôïðôñéóìü fq.

(vi) Ôéò τ, f êáé q.

(vii) Ôéò τ, f êáé q.

11(Ó.ô.Ì.): Ç áíôßóôïé·ç ôÞò ëÝîçò frieze óôá åëëçíéêÜ åßíáé æùïöüñïò (Þ æùöüñïò). ÊáôÜ ôçí áñ·áéüôçôá ïé æùïöü-
ñïé Þôáí äéáêïóìçôéêÝò æþíåò Þ ëùñßäåò ìå óõíå·åßò ðáñáóôÜóåéò óêçíþí ìå áíèñþðïõò êáé æþá, ïé ïðïßåò áðïôåëïý-
óáí ôìÞìáôá áñ·éôåêôïíéêþí ìíçìåßùí (ùò åðß ôï ðëåßóôïí éùíéêïý ñõèìïý). ÉäéáéôÝñùò, ïé æùïöüñïé ôùí áñ·áßùí
åëëçíéêþí íáþí Þôáí ôïðïèåôçìÝíåò ìåôáîý ôïý åðéóôõëßïõ êáé ôïý ãåßóïõ. Ç ðåñßöçìç æùïöüñïò ôïý Ðáñèåíþíá,
Ýñãï ôïý Öåéäßá, ôïý ÁëêáìÝíç ê.Ü., áðåéêïíßæåé Ïëõìðßïõò èåïýò êáé ôçí ÐáíáèçíáúêÞ ðïìðÞ. (Ôï ìåãáëýôåñü ôçò
ìÝñïò âñßóêåôáé óôï Âñåôáíéêü Ìïõóåßï áðü ôçí åðï·Þ ôÞò «ðþëçóÞò» ôçò -ôï 1816- áðü ôïí ëüñäï �ëãéí. ÁñêåôÝò
ðëÜêåò áðü ôç âüñåéá ðëåõñÜ ôçò, êáèþò êáé êÜðïéåò Üëëåò ìåìïíùìÝíåò, âñßóêïíôáé óôïÌïõóåßï ôÞò Áêñïðüëåùò).
12(Ó.ô.Ì.): Óôçí áñ·éôåêôïíéêÞ ·ñçóéìïðïéåßôáé êáé ç ëÝîç öñßæá ãéá ôçí (ôå·íçôÞ) áðüäïóç ôïý «frieze». ¼ìùò ç
ëÝîç «frieze» ðñïÞëèå áðü ôç ãáëëéêÞ ëÝîç «frise» êáé áõôÞ, ìå ôçóåéñÜ ôçò, áðü ôç ìåóáéùíéêÞ «frisium»Þ«phrygium»
ðïõ áðïôåëåß áðëÞ ðáñáëëáãÞ ôÞò ëáôéíéêÞò ëÝîçò «phryx». ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç «öñßæá» áðïôåëåß ïõóéáóôéêþò ãëùó-
óéêü áíôéäÜíåéï, êáèüôé ç «phryx» åßíáé ï åêëáôéíéóìüò ôÞò áñ·áéïåëëçíéêÞò ëÝîçò «Öñýî (-ãïò)». Ç Öñõãßá Þôáí
ðåñéþíõìç ãéá ôéò �ñõóïðïßêéëôåò ôáéíßåò êáé æþíåò ôçò. ¥Ç Öñõãßá Þôáí áñ·áßá ·þñá óôç ÂÄÌéêñÜ Áóßá. Áíáöï-
ñÝò ðåñß áõôÞò óõíáíôïýìå Þäç óôçí ÉëéÜäá (âë. åä. Â 861). Óýìöùíá ìå ôïí Çñüäïôï, ïé Öñýãåò (Þ Âñýãåò/Âñýãïé)
Þôáí ãåßôïíåò ôùí Ìáêåäüíùí, ïé ïðïßïé êáôÜ ôïí 12ï ð.µ. áéþíá ìåôáêéíÞèçêáí ðñïò ôç ÌéêñÜ Áóßá.]
13(Ó.ô.Ì.): ÄéáêïóìçôéêÝò ëùñßäåò åíôïðßæïíôáé êáé óå êáëëéôå·íéêÜ äçìéïõñãÞìáôá ìéêñïôÝñïõ ìåãÝèïõò, ü·é ìüíï
óôïí áñ·áßï åëëçíéêü ðïëéôéóìü, üðïõ áöèïíïýí ôÝôïéïé äéÜêïóìïé óå ôïé·ïãñáößåò, áããåßá ôÞò ãåùìåôñéêÞò åðï·Þò,
áåôþìáôá ê.Ü. (ìå ìáéÜíäñïõò, áíèÝìéá, êõìÜôéá ê.Ü.), áëëÜ êáé óå ðïëëïýò Üëëïõò êáé ìÜëéóôá óå äéÜöïñåò éóôïñéêÝò
åðï·Ýò. ¹äç ðñïáíáöÝñèçêáí ïé ·ñõóïðïßêéëôåò æþíåò ôÞò Öñõãßáò. ÅíäåéêôéêÜ ðñïóèÝôïõìå ôéò áñ·áßåò ðåñóéêÝò
ôïé·ïãñáößåò (üðùò ð.·. ôï äéÜæùìá ìå ôïõò ôïîüôåò áðü ôï ðáëÜôé ôïý Äáñåßïõ óôá Óïýóá, âë. ¥1] Fig. 25), äéÜöïñåò
ñùìáúêÝò áñ·éôåêôïíéêÝò äéáêïóìÞóåéò ìå ôüîá êáé öõëëþìáôá, ïñéóìÝíá áñáâïõñãÞìáôá, õáëïðßíáêåò ìåóáéùíé-
êþí êáèåäñéêþí íáþí (ãïôèéêïý ñõèìïý) ê.ëð. Âåâáßùò, åã·Üñáêôá ôáéíéùôÜ ìïôßâá ·ñçóéìïðïéÞèçêáí êáé óôïõò
ýóôåñïõò ·ñüíïõò ðñïêåéìÝíïõ íá êïóìçèïýí ïéêéáêÜ óêåýç.
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ÅðéíïÞóôå ãåùìåôñéêÜ äéáìïñöþìáôá, ïé óõììåôñßåò ôùí ïðïßùí õëïðïéïý-

íôáé ìÝóù áõôþí ôùí ïìÜäùí.

26.7 Óçìåéþóôå üôé ïé ïìÜäåò (i) êáé (ii) ôÞò ðñïçãïýìåíçò Üóêçóçò åßíáé Üðåéñåò

êõêëéêÝò, ðáñüôé áíáðáñéóôïýí äéáöïñåôéêïýò ôýðïõò óõììåôñßáò. Ôáîéíï-

ìÞóôå ôéò åðôÜ áõôÝò «ïìÜäåò æùïöüñïõ» ùò ðñïò éóïìïñöéóìü. Äõï ïìÜäåò

æùïöüñïõ èá ðñÝðåé íá èåùñïýíôáé ùò éóïäýíáìåò üôáí åßíáé ìåôáîý ôïõò

éóüìïñöåò ìÝóù åíüò éóïìïñöéóìïý ï ïðïßïò óôÝëíåé ìåôáöïñÝò íá áðåéêï-

íéóèïýí óå ìåôáöïñÝò, ðåñéóôñïöÝò óå ðåñéóôñïöÝò, êáôïðôñéóìïýò óå êá-

ôïðôñéóìïýò êáé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïýò óå ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñé-

óìïýò. Äåßîôå üôé äåí õðÜñ·ïõí äýï äéáöïñåôéêÝò ïìÜäåò áðü ôéò áíùôÝñù

ïìÜäåò ôïý êáôáëüãïõ ìáò ðïõ íá åßíáé ìåôáîý ôïõò éóïäýíáìåò õð� áõôÞí

ôçí Ýííïéá14.

26.8 Äåßîôå üôé ç óçìåéáêÞ ïìÜäá ìéáò ïìÜäáò æùïöüñïõ åßíáé åßôå ôåôñéììÝíç

åßôå êõêëéêÞ ôÜîçò 2 åßôå éóüìïñöç ìå ôçí ïìÜäá ôïý Klein.

26.9 �óôù G ìéá ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ, ç ïðïßá äéáèÝôåé
ôåôñáãùíéêü êéãêëßäùìá, ïýôùò þóôå ç óçìåéáêÞ ôçò ïìÜäá J íá áðïôåëåß

ìéá õðïïìÜäá ôÞò
{
I,Aπ

2
,−I,A 3π

2

, B0, Bπ

2
, B

π
, B 3π

2

}
. Äåßîôå üôé ï áêüëïõ-

èïò êáôÜëïãïò ðåñéÝ·åé üëåò ôéò äõíáôÝò J êáéG, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç
J äåí ðåñéÝ·åé êáìßá ðåñéóôñïöÞ ôÜîçò 4.

J G

{I} p1

{±I} p2

{
I, B0B 3π

2

}
pm Þ pg

{
I, BπB 3π

2

}
pm Þ pg

J G

{I,−I,B0, Bπ} p2mm, p2mg Þ p2gg

{
I,Bπ

2

}
cm

{
I,B 3π

2

}
cm

{
I,−I,Bπ

2
, B 3π

2

}
c2mm

Óôéò ôñåéò ôåëåõôáßåò ðåñéðôþóåéò èá ðñÝðåé íá ãåßñåôå ôï êéãêëßäùìá êáôÜ

45◦ ùò ðñïò ôïí ïñßæïíôá.

26.10 �óôù G ìéá ïìÜäá äéáêïóìçôéêïý åðéóôñþìáôïò ôïß·ïõ, ç ïðïßá äéáèÝôåé
åîáãùíéêü êéãêëßäùìá, ïýôùò þóôå ç óçìåéáêÞ ôçò ïìÜäá J íá áðïôåëåß ìéá

14(Ó.ô.Ì): Ðñâë. D.L. Johnson: Symmetries, SUMS, Springer-Verlag, (2001), óåë. 85.
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õðïïìÜäá ôÞò äéåäñéêÞò ïìÜäáò ôÞò ðáñáãüìåíçò áðü ôïí Aπ

3
êáé ôïí B0.

Äåßîôå üôé ï áêüëïõèïò êáôÜëïãïò ðåñéÝ·åé üëåò ôéò äõíáôÝò J êáé G, õðü
ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç J äåí ðåñéÝ·åé êáìßá ðåñéóôñïöÞ ôÜîçò 3.

J G

{I} p1

{±I} p2

{
I,Bkπ

3

}
, 0 ≤ k ≤ 5 cm

J G

{I,−I,B0, Bπ} c2mm

{
I,−I,Bπ

3
, B 4π

3

}
c2mm

{
I,−I,B 2π

3

, B 5π

3

}
c2mm

(Ðéèáíþò íá ·ñåéáóèåßôå êáô� áñ·Üò ôç ëýóç ôÞò Üóêçóçò 25.10.)
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Åëåýèåñåò ïìÜäåò

êáé ðáñáóôÜóåéò

Óõ·íÜ åßíáé ·ñÞóéìï ôï íá åßìáóôå óå èÝóç íá ðåñéãñÜøïõìå ìéá ïìÜäá ìå ôç âïÞ-

èåéá åíüò óõíüëïõ ãåííçôüñùí êáé åíüò óõíüëïõ «ó·Ýóåùí». Ãéá ðáñÜäåéãìá,

ç äéåäñéêÞ ïìÜäá Dn ðñïóäéïñßæåôáé ìÝóù ôùí ãåííçôüñùí r êáé s, ïé ïðïßïé

õðüêåéíôáé óôéò ó·Ýóåéò rn = e, s2 = e êáé sr = r−1s Þ -éóïäõíÜìùò- óôéò

rn = s2 = (rs)
2
= e. Áíôéëáìâáíüìáóôå üôé üëá ôá óôïé·åßá áõôÞò ôÞò ïìÜäáò

ìðïñïýí íá ãñáöïýí ùò ãéíüìåíá äõíÜìåùí ôùí r êáé s, êáé üôé ï ðïëëáðëáóéá-

óôéêüò êáôÜëïãïò åßíáé ðëÞñùò êáèïñéóìÝíïò ìÝóù ôùí äïèÝíôùí ó·Ýóåùí. Ãéá

íá êáôáóôåß ôïýôï óáöÝò èá åéóáãÜãïõìå ôçí Ýííïéá ôÞò «åëåýèåñçò» ïìÜäáò.

Ðéèáíþò ç áðëïýóôåñç Ýííïéá ðïõ èá ìðïñïýóå íá ãßíåé Üìåóá êáôáíïçôÞ

åßíáé áõôÞ ôïý åëåõèÝñïõ óõíüëïõ ãåííçôüñùí ìéáò äïèåßóáò ïìÜäáò. �íá õðï-

óýíïëï X ìéáò ïìÜäáò G êáëåßôáé åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçí G üôáí

êÜèå óôïé·åßï g ∈ G�{e} ìðïñåß íá åêöñáóèåß êáôÜ ôñüðï ìïíáäéêü ùò Ýíá ãé-

íüìåíï

g = xn1
1 xn2

2 · · · xnk
k (∗)

ðåðåñáóìÝíïõ ìÞêïõò, üðïõ ôá x1, x2, . . . , xk áíÞêïõí óôïX, ôá xi äåí åßíáé ðïôÝ

ßóá ìå ôá xi+1 êáé êáèÝíáò ôùí ni åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò áñéèìüò äéÜöïñïò ôïý ìç-

äåíüò. ÏíïìÜæïõìå ôï óýíïëï ôùí ãåííçôüñùí «åëåýèåñï», åðåéäÞ ìÝóù ôÞò ìï-

íáäéêüôçôáò ôïý (∗) äåí õößóôáíôáé ó·Ýóåéò ìåôáîý ôùí óôïé·åßùí ôïõ. ÅÜí ìéá

ïìÜäáG äéáèÝôåé Ýíá åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùíX, ôüôå çG êáëåßôáé åëåýèåñç

ïìÜäá (åðß ôïýX).
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Ãéá Ýíá äïèÝí ìç êåíü óýíïëï X ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìéá ïìÜäá,

ç ïðïßá èá Ý·åé ôï X ùò åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí, ùò åîÞò: Ìéá ëÝîç åé-

ëçììÝíç áðü ôï áëöÜâçôï X ïñßæåôáé ùò Ýíá ðåðåñáóìÝíï ãéíüìåíï xn1
1 · · · xnk

k ,

ìå êáèÝíá ôùí xi íá áíÞêåé óôï X êáé üëïõò ôïýò ni áêåñáßïõò áñéèìïýò° êáëåß-

ôáé ìÜëéóôá áíçãìÝíç ëÝîç üôáí, åðéðñïóèÝôùò, ôá xi äåí åßíáé ðïôÝ ßóá ìå ôá

xi+1 êáé üëïé ïé ni åßíáé äéÜöïñïé ôïý ìçäåíüò. Ìðïñïýìå âåâáßùò ðÜíôïôå íá

öôåéÜîïõìå ìéá áíçãìÝíç ëÝîç áðü ìéá ôõ·ïýóá ëÝîç ìáæåýïíôáò ìáæß ôéò äõíÜ-

ìåéò üôáí óõíáíôïýìå ßóá ðáñáêåßìåíá óôïé·åßá êáé ðáñáëåßðïíôáò ôéò ìçäåíéêÝò

äõíÜìåéò (åí áíÜãêç ìå åðáíÜëçøç áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò áñêåôÝò öïñÝò). Ç ðá-

ñÜèåóç åíüò ðáñáäåßãìáôïò áîßæåé üóï êáé ìéá ïëüêëçñç óåëßäá åðåîçãÞóåùí.

ÅÜíX = {x, y, z} êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôç ëÝîç

w = x−3x2 y5 y−5 x7 z2 z−2 x−1 x z y2 x−1,

ôüôå

w = x−1y0 x7 z0 x0 z y2 x−1

= x−1x7 z y2 x−1

= x6 z y2 x−1,

ç ïðïßá åßíáé ìéá áíçãìÝíç ëÝîç. ÓçìåéùôÝïí üôé ôá óôïé·åßá ôïý X äåí ìåôáôß-

èåíôáé (ôï Ýíá ìå ôï Üëëï). Âåâáßùò, åíäÝ·åôáé ç åêôÝëåóç áõôÞò ôÞò áíáãùãéêÞò

äéáäéêáóßáò íá ìðïñåß íá ãßíåé êáé êáôÜ äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò. Ãéá ôïý ëüãïõ

ôï áëçèÝò, óôï ùò Üíù ðáñÜäåéãìÜ ìáò ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

w =
(
x−3x2 y5 y−5 x7 z2

) (
z−2 x−1 x z y2 x−1

)

=
(
x−1y0 x7 z2

) (
z−2 x0 z y2 x−1

)

=
(
x−1x7 z2

) (
z−2 z y2 x−1

)

=
(
x6 z2

) (
z−1 y2 x−1

)

= x6 z2 z−1 y2 x−1

= x6 z y2 x−1.

Ùóôüóï, ôï ôåëéêü áðïôÝëåóìá èá åßíáé ðÜíôïôå ôï ßäéï, üðùò èá äéáðéóôþóïõìå

óôï èåþñçìá (27.1), êáé êÜèå ëÝîçw èá áíÜãåôáé óå ìßá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç

áíçãìÝíç ëÝîç w. ÅîÜëëïõ, ç áíáãùãÞ ð.·. ôÞò ëÝîçò x0
1 ìáò äßíåé ìéá ëÝîç ·ùñßò

óýìâïëï, ç ïðïßá èá áíáöÝñåôáé ùò êåíÞ ëÝîç. Ôþñá ìðïñïýìå íá ðïëëáðëáóéÜ-

æïõìå ëÝîåéò ìåôáîý ôïõò, áíáãñÜöïíôáò áðëþò êáé ìüíïí ôç ìéá ðßóù áðü ôçí

Üëëç. ¼ôáí áõôü ãßíåôáé ìå äýï áíçãìÝíåò ëÝîåéò, áò ðïýìå ôéò w1 êáé w2, ôüôå

ôï w1w2 åíäÝ·åôáé íá ìçí åßíáé ìéá áíçãìÝíç ëÝîç, êáèüôé ôï ôåëåõôáßï óýìâïëï
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ôÞò w1 ìðïñåß íá óõìðßðôåé ìå ôï ðñþôï óýìâïëï ôÞò w2. ¼ìùò ç w1w2 áðëï-

ðïéåßôáé ðÜíôïôå êáé êáèßóôáôáé ìéá áíçãìÝíç ëÝîç w1w2. Ôï óýíïëï üëùí ôùí

áíçãìÝíùí ëÝîåùí ó·çìáôßæåé ìéá ïìÜäá ìå «ãéíüìåíü ôçò» ôï w1w2. (Ç ðñïóå-

ôáéñéóôéêüôçôá Ýðåôáé áðü ôï üôé ïé ëÝîåéò (w1w2)w3 êáé w1 (w2w3) ðñïêýðôïõí

áðü äýï äéáöïñåôéêÝò áíáãùãÝò ôÞò ßäéáò ëÝîçò w1w2w3, ïðüôå

(w1w2)w3 = w1 (w2w3) = w1w2w3.

Ôïìïíáäéáßï ôçòóôïé·åßï åßíáé ç êåíÞ ëÝîç, åíþ ôïáíôßóôñïöïóôïé·åßï ôÞò áíçã-

ìÝíçò ëÝîçò xn1
1 · · · xnk

k åßíáé ç x−nk
k · · · x−n1

1 , ç ïðïßá åßíáé åðßóçò áíçãìÝíç.)

Èá ïíïìÜóïõìå áõôÞí ôçí ïìÜäá ôùí áíçãìÝíùí ëÝîåùí (ôùí åéëçììÝíùí áðü

ôï áëöÜâçôï X) åëåýèåñç ïìÜäá ðáñáãüìåíç áðü ôá óôïé�åßá ôïý X êáé èá ôç

óõìâïëßæïõìåùòF (X).Ôá üóá åêèÝóáìå ìÝ·ñé ôïýäå åîáñôþíôáé êáô� ïõóßáí áðü

ôï áêüëïõèï èåþñçìá.

(27.1) Èåþñçìá. ÊÜèå ëÝîç ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß óå ìßá êáé ìüíç áíçãìÝíç ëÝîç.

Áðüäåéîç. Åäþ èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå Ýíá ôÝ·íáóìá ðïõ ìáò èõìßæåé óå ìåãÜëï

âáèìü ôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò ôïý Cauchy. Ãéá êÜèå x ∈ X êáôáóêåõÜ-

æïõìå ìéá ìåôÜôáîç ϕx ôïý óõíüëïõ ôùí áíçãìÝíùí ëÝîåùí ìÝóù ôïý ôýðïõ

ϕx (w) = xw,

üðïõ ç w åßíáé ìéá áíçãìÝíç ëÝîç. (Ðñïöáíþò ç xw åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç, äéüôé

ç w åßíáé áíçãìÝíç). ÅÜí ç

u = xm1

1 xm2

2 · · · xms

s

åßíáé ìéá ôõ·ïýóá ëÝîç, ôüôå ùò ϕu ïñßæïõìå ôç óýíèåóç ìåôáôÜîåùí

ϕu =
(
ϕx1

)m1
(
ϕx2

)m2 · · ·
(
ϕxs

)ms .

Ïé ìåôáôÜîåéò ôùí áíçãìÝíùí ëÝîåùí ó·çìáôßæïõí ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí ðñÜîç

ôÞò óýíèåóçò ìåôáôÜîåùí. ÅðïìÝíùò, åÜí ïé u,w åßíáé äõï ëÝîåéò êáé åÜí ç u

áíÜãåôáé êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï óôçí w, ôüôå ϕu = ϕw. Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ç

ßäéá ëÝîç u ìðïñåß íá áðëïðïéçèåß êáôÜ äýï äéáöïñåôéêïýò ôñüðïõò äßíïíôÜò ìáò

ôéò áíçãìÝíåò ëÝîåéò v êáé w. Ôüôå ϕv = ϕu = ϕw. ÁëëÜ, åðåéäÞ ç ìåôÜôáîç ϕv

óôÝëíåé ôçí êåíÞ ëÝîç íá áðåéêïíéóèåß óôçí w, Ý·ïõìå êáô� áíÜãêçí v = w. �

ÊÜèå åëåýèåñç ïìÜäá, ç ïðïßá ðáñÜãåôáé áðü Ýíá êáé ìüíï óôïé·åßï x, åßíáé

Üðåéñç êõêëéêÞ, áöïý ïé ìüíåò áíçãìÝíåò ëÝîåéò ðïõ ìðïñïýí íá ó·çìáôéóèïýí

åßíáé ïé äõíÜìåéò ôÞò ìïñöÞò xn.¼ôáí õðÜñ·ïõí äýï Þ êáé ðåñéóóüôåñïé ãåííÞôï-

ñåò, çF (X)áðïôåëåß ìéá ìçáâåëéáíÞïìÜäá, êÜèå óôïé·åßï ôÞò ïðïßáò Ý·åé Üðåéñç
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ôÜîç. Áò óçìåéùèåß üôé êÜèå áìößññéøç ϕ : X −→ Y åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü

F (X) ∼= F (Y ). Åí ðñïêåéìÝíù, êÜèå áíçãìÝíç ëÝîç

xn1
1 xn2

2 · · · xnk
k

ôÞò F (X) áðåéêïíßæåôáé (ìÝóù ôÞò ϕ) óôçí áíçãìÝíç ëÝîç

ϕ (x1)
n1 ϕ (x2)

n2 · · · ϕ (xk)
nk

ôÞò F (Y ). ÅöåîÞò èá óõìâïëßæïõìå ùò Fn «ôçí» åëåýèåñç ïìÜäá ôçí ðáñáãüìåíç

áðü Ýíá óýíïëï ìå n óôïé·åßá.

(27.2) Èåþñçìá. Ç áâåëéáíïðïßçóç ôÞò Fn ìÜò äßíåé ôçí Zn.

Áðüäåéîç. �óôù {z1, . . . , zn} Ýíá åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçí Fn. Ç

F ab
n = Fn/ [Fn, Fn] åßíáé áâåëéáíÞ êáé ðáñÜãåôáé áðü ôéò ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

{zk [Fn, Fn] | 1 ≤ k ≤ n}. Óõãêåíôñþíïíôáò ìáæß ôéò äõíÜìåéò, ôéò åìöáíéæüìå-

íåò óå êÜèå ãåííÞôïñá, ãñÜöïõìå êÜèå óôïé·åßï ôÞò F ab
n ìïíïóçìÜíôùò õðü ôç

ìïñöÞ

zr11 zr22 · · · zrnn [Fn, Fn] .

Ç óõíÜñôçóç

F ab

n −→ Z
n, zr11 zr22 · · · zrnn [Fn, Fn] �−→ (r1, r2, . . . , rn) ,

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü ïìÜäùí. �

(27.3) Èåþñçìá. ÅÜí Fm
∼= Fn, ôüôåm = n.

Áðüäåéîç. ÊÜèå éóïìïñöéóìüòϕ : G −→ H ìåôáîý äýï ôõ·ïõóþí ïìÜäùíG êáéH

óôÝëíåé ôç ìåôáèÝôñéá ïìÜäá [G,G] ôÞò G íá áðåéêïíéóèåß óôç ìåôáèÝôñéá ïìÜäá

[H,H] ôÞòH, áöïý êÜèå ìåôáèÝôçò xyx−1y−1 ôÞòG áðåéêïíßæåôáé óôïí ìåôáèÝôç

ϕ (x)ϕ (y)ϕ (x)
−1

ϕ (y)
−1

ôÞòH . Óõíåðþò, ï éóïìïñöéóìüòϕ åðÜãåé Ýíáí éóïìïñ-

öéóìü ìåôáîý ôùí áâåëéáíïðïéçìÝíùí ïìÜäùíGab êáéHab. ÅÜí ëïéðüí Fm
∼= Fn,

ôüôå (âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò (27.2)) F ab
m

∼= Z
m ∼= Z

n ∼= F ab
n , ïðüôå êáô� áíÜãêçí

m = n (êáôÜ ôï ëÞììá (21.8)). �

�óôù G ìéá ïìÜäá êáé Ýóôù X Ýíá óýíïëï ôï ïðïßï ðáñÜãåé ôçí G. Ôüôå

õðÜñ·åé Ýíáò öõóéêüò ïìïìïñöéóìüò áðü ôçí åëåýèåñç ïìÜäá F (X) åðß ôÞò G, ï

ïðïßïò áðåéêïíßæåé êÜèå áíçãìÝíç ëÝîç xn1
1 · · · xnk

k óôï áíôßóôïé·ï ãéíüìåíï ôùí

óôïé·åßùí ôÞò ïìÜäáò åíôüò ôÞò G. Áõôüò åßíáé åðéññéðôéêüò (Þôïé Ýíáò «åðéìïñ-

öéóìüò»), äéüôé ôïX ðáñÜãåé ôçíG.ÅÜí ìå ôïN óõìâïëßóïõìå ôïí ðõñÞíá áõôïý

ôïý åðéìïñöéóìïý, ôüôå, êáôÜ ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí, ç F (X)/N åßíáé
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éóüìïñöç ìå ôçí G. ÅðïìÝíùò, êÜèå ïìÜäá G åßíáé éóüìïñöç ìéáò ïìÜäáò ðçëß-

êùí F (X)/N ìéáò åëåýèåñçò ïìÜäáò. Áõôüò áêñéâþò ï éóïìïñöéóìüò ìÜò åðéôñÝ-

ðåé íá ðåñéãñÜöïõìå ôéò ïìÜäåò êáôÜ ôñüðï áõóôçñü êÜíïíôáò ·ñÞóç ãåííçôüñùí

êáé ó·Ýóåùí. Áò õðïèÝóïõìå ôþñá ðùò ç R åßíáé ìéá óõëëïãÞ ëÝîåùí åíôüò ôÞò

F (X), ôÝôïéá þóôå ïé ëÝîåéò ôçò íá ðáñÜãïõí áðü êïéíïý ìå ôéò óõæõãåßò ôïõò ôçí

N . Ôïýôï óçìáßíåé ðùò ç N åßíáé ç åëÜ·éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá ôÞò F (X) ðïõ

ðåñéÝ·åé ôçíR. ÁõôÝò ïé ëÝîåéò ðñïóäéïñßæïõí åðáêñéâþò ôï ðïéåò ëÝîåéò åíôüò ôÞò

F (X) êáèßóôáíôáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï üôáí ìåôáâáßíïõìå áðü ôçí F (X) óôçí

G, Þôïé ôï ðïéá ãéíüìåíá óôïé·åßùí ôÞò G åßíáé ßóá ìå ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò

G.Õð� áõôÝò ôéò ðñïûðïèÝóåéò ëÝìå ðùò çR åßíáé Ýíá óýíïëï ïñéæïõóþí ó�Ýóåùí

ãéá ôçí G.

(27.4) ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí G = Dn êáé X = {r, s}, ôüôå ïé ëÝîåéò rn, s2, (rs)2 ó·ç-

ìáôßæïõí Ýíá óýíïëï ïñéæïõóþí ó·Ýóåùí ãéá ôçí G. �óôù M ç åëÜ·éóôç ïñèü-

èåôç õðïïìÜäá ôÞò F (X) ðïõ ðåñéÝ·åé áõôÝò ôéò ôñåéò ëÝîåéò êáé Ýóôù N , üðùò

êáé ðñïçãïõìÝíùò, ï ðõñÞíáò ôïý ïìïìïñöéóìïý π : F (X) −→ Dn. ÐñÝðåé íá

áðïäåßîïõìå üôé éó·ýåé ç éóüôçôáM = N . Ðñïöáíþò ôá óôïé·åßá rn, s2 êáé (rs)2

óôÝëíïíôáé ìÝóù ôïý π íá áðåéêïíéóèïýí óôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò Dn, ïðüôå

ç M ðåñéÝ·åôáé óôçí N êáé, âÜóåé ôïý ôñßôïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí (16.6),

äéáèÝôïõìå Ýíáí ïìïìïñöéóìü

F (X)/M −→ F (X)/N

ìå ðõñÞíá ôïõ ôçí ïìÜäá ðçëßêùíN/M. ÉäéáéôÝñùò Ý·ïõìå |F (X)/M | ≥ 2n.Áðü

ôçí Üëëç ìåñéÜ, ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò rM êáé sM ðáñÜãïõí ôçí ïìÜäá ðçëßêùí

F (X)/M êáé éêáíïðïéïýí ôéò ó·Ýóåéò

(rM)n = M, (sM)2 = M, (rsM)2 = M

Þ, éóïäõíÜìùò, ôéò ó·Ýóåéò

(rM)n = M, (sM)2 = M, srM = rn−1sM (∗∗)

äéüôé ôá rn, s2 êáé (rs)
2
áíÞêïõí óôçí M. ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôùí (∗∗) åßíáé åýêïëï

íá äéáðéóôþóïõìå üôé ïé ðëåõñéêÝò êëÜóåéò

M, rM, . . . , rn−1M, sM, rsM, . . . , rn−1sM

óõãêñïôïýí ìéá õðïïìÜäá ôÞò ïìÜäáò ðçëßêùí F (X)/M . ÅðåéäÞ áõôÞ ç õðïï-

ìÜäá ðåñéÝ·åé ôüóï ôçí rM üóï êáé ôçí sM, ïöåßëåé íá ôáõôßæåôáé ìå ïëüêëçñç

ôçí ïìÜäá ðçëßêùí F (X)/M . ¢ñá |F (X)/M | ≤ 2n. Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôé

|F (X)/M | = 2n êáé üôéM = N .
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Áò èåùñÞóïõìå ôþñá Ýíá ìç êåíü óýíïëïX êáé ìéá óõëëïãÞ ëÝîåùí R åéëçì-

ìÝíùí áðü ôï áëöÜâçôï X. Ç ïìÜäá, ç ðñïóäéïñéæüìåíç ìÝóù ôïý óõíüëïõ ôùí

ãåííçôüñùí X êáé ìÝóù ôÞò óõëëïãÞò ôùí ïñéæïõóþí ó�Ýóåùí R, åßíáé åî ïñé-

óìïý ç ïìÜäá ðçëßêùí F (X)/N , üðïõ ç N åßíáé ç åëÜ·éóôç ïñèüèåôç õðïïìÜäá

ôÞò F (X) ðïõ ðåñéÝ·åé ôçí R. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ôõ·ïýóá ïìÜäá, ç ïðïßá åßíáé

éóüìïñöç ôÞò F (X)/N , ôüôå ëÝìå ðùò ôï æåýãïòX,R áðïôåëåß ìéá ðáñÜóôáóç ôÞò

G. ÉäéáéôÝñùò, üôáí ôïX óõìâáßíåé íá åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ìå óôïé·åßá

ôïõ ôá x1, x2, . . . , xs êáé ç R Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï ëÝîåùí ìå óôïé·åßá ôïõ ôá

w1, w2, . . . , wt, ôüôå ëÝìå ðùò ç G åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñéóôþìåíç (ìå ãåííÞôï-

ñÝò ôçò ôïõò x1, x2, . . . , xs, õðïêåéìÝíïõò óôéò ïñßæïõóåò ó�Ýóåéò w1, w2, . . . , wt),

êáé ãñÜöïõìå

G ≡ {x1, x2, . . . , xs | w1, w2, . . . , wt } .

(27.5) Ðáñáäåßãìáôá. ÁíáöÝñïõìå ôá åîÞò ðáñáäåßãìáôá ðáñáóôÜóåùí ïéêåßùí

ìáò ïìÜäùí:

(i) Z ≡ {x | −−}.

(ii) Zn ≡ {x | xn }.

(iii)Dn ≡ {x, y
∣∣ xn, y2, (xy)2 }.

(iv) Q ≡ {x, y
∣∣ x4, x2y−2, xyxy−1 }.

(v) Ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìüm ≥ 2 ç ðáñÜóôáóç

{x, y
∣∣ x2m, xmy−2, xyxy−1 }

ðñïóäéïñßæåé ôç ëåãïìÝíç äéêõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 4m (ðñâë. Üóêçóç 20.15).

(vi) Ç ßäéá ïìÜäá åíäÝ·åôáé íá äéáèÝôåé ðïëëÝò äéáöïñåôéêÝò ðáñáóôÜóåéò. Ãéá

ðáñÜäåéãìá,

Z ≡ {x | −−} ≡ {x, y | y },

Z6 ≡ {x
∣∣ x6 } ≡ {x, y

∣∣ x3, y2, xyx−1y−1 }.

ÁõôÞ ç äåýôåñç ðáñÜóôáóç ôÞò Z6 ôçí ðåñéãñÜöåé õðü ôç ìïñöÞ Z3 × Z2.

(vii) Z× Z ≡ {x, y
∣∣ x y x−1 y−1 }.

(viii) Ç ðáñÜóôáóç

{x1, . . . , xn

∣∣ xixjx
−1

i x−1

j , 1 ≤ i < j ≤ n}

ðñïóäéïñßæåé ìéá åëåýèåñç áâåëéáíÞ ïìÜäá âáèìßäáò n.
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(27.6) Ðáñáäåßãìáôá. Åäþ ðáñáèÝôïõìå ðáñáóôÜóåéò ãéá äýï ïìÜäåò äéáêïóìç-

ôéêþí åðéóôñùìÜôùí ôïß·ïõ.

pg ≡ {x, y
∣∣ x2y−2 }.

Ïé ãåííÞôïñåò åßíáé ðáñÜëëçëïé ïëéóèáßíïíôåò êáôïðôñéóìïß. µñçóéìïðïéþíôáò

ôïýò óõìâïëéóìïýò ôïý êåöáëáßïõ 26 ìðïñïýìå íá èÝóïõìå ùò x = (1
2
a, B0) êáé

ùò y = (1
2
a+ b, B0).

p3m1 ≡ {x, y
∣∣∣ x2, y3,

(
xy−1xy

)3
}.

Åäþ ç ïìÜäá ðáñÜãåôáé áðü Ýíáí êáôïðôñéóìü êáé áðü ìéá ðåñéóôñïöÞ ôÜîçò 3,

ð.·. áðü ôá x = (0, B0) êáé y = (a, A 2π

3

).

Ïé åëåýèåñåò ïìÜäåò åðéäÝ·ïíôáé ôïí áêüëïõèï �áñáêôçñéóìü.

(27.7) Èåþñçìá. ¸óôùX Ýíá õðïóýíïëï ìéáò ïìÜäáòG. Ôüôå ôïX áðïôåëåß Ýíá

åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçíG åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå ïìÜäáH êáé ãéá

êÜèå óõíÜñôçóç X −→ H õðÜñ�åé ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç åðÝêôáóç áõôÞò

ôÞò óõíÜñôçóçò óå Ýíáí ïìïìïñöéóìü G −→ H.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå, êáô� áñ·Üò, üôé ôïX åßíáé Ýíá åëåýèåñï óýíïëï ãåííç-

ôüñùí ãéá ôçí G. Ôüôå, êÜèå óôïé·åßï ôÞòG�{e} ìðïñåß íá ãñáöåß êáôÜ Ýíáí êáé

ìüíïí ôñüðï ùò áíçãìÝíç ëÝîç åéëçììÝíç áðü ôï áëöÜâçôïX. ÅÜí ìáò äïèåß ìéá

ïéáäÞðïôå ïìÜäáH êáé ìéá óõíÜñôçóç f : X −→ H, ôüôå ï ìüíïò ôñüðïò, ìå ôïí

ïðïßï ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôçí g óå Ýíáí ïìïìïñöéóìü G −→ H , åßíáé íá

áðåéêïíßóïõìå êÜèå áíçãìÝíç ëÝîç ùò åîÞò:

xn1
1 xn2

2 · · · xnk
k �−→ [f (x1)]

n1 [f (x2)]
n2 · · · [f (xk)]

nk

êáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞò G óå åêåßíï ôÞòH.

Ãéá ôï áíôßóôñïöï õðïèÝôïõìå üôé, ãéá ïéáäÞðïôå ïìÜäáH êáé ïéáäÞðïôå óõ-

íÜñôçóç X −→ H , ìðïñïýìå íá âñïýìå ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç åðÝêôáóç

áõôÞò ôÞò óõíÜñôçóçò óå Ýíáí ïìïìïñöéóìü G −→ H. ¼ðùò êáé ðñïçãïõìÝ-

íùò, õðïèÝôïõìå üôé ç π : F (X) −→ G åßíáé ï ïìïìïñöéóìüò, ï ïðïßïò óôÝëíåé

êÜèå áíçãìÝíç ëÝîç íá áðåéêïíéóèåß óôï ßäéï ãéíüìåíï, áëëÜ èåùñïýìåíï ùò Ýíá

óôïé·åßï ôÞòG. Èá äåßîïõìå üôé ç π åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò, ðñÜãìá ðïõ óçìáß-

íåé ðùò ôïX áðïôåëåß êáô� áíÜãêçí Ýíá åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçí G.

Èåùñþíôáò ùòH ôçí F (X), ç Ýíèåóç ôïýX åíôüò ôÞò F (X) åðåêôåßíåôáé óå Ýíáí

ïìïìïñöéóìü ϕ : G −→ F (X).Ðñïöáíþò ç óýíèåóç ϕπ åßíáé ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñ-

ôçóç áðü ôçí F (X) åðß ôÞò F (X), êáèüôé ç ϕ åßíáé ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý

X. ÅðéðñïóèÝôùò, ôüóï ç óýíèåóç πϕ : G −→ G üóï êáé ç ôáõôïôéêÞ óõíÜñôçóç
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áðü ôçíG åðß ôÞòG åßíáé ïìïìïñöéóìïß, ïé ïðïßïé åðåêôåßíïõí ôçí Ýíèåóç ôïýX

åíôüò ôÞòG õðåñÜíù ïëüêëçñçò ôÞòG. Óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò, õðÜñ·åé ìü-

íïí ìßá åðÝêôáóç áõôïý ôïý åßäïõò, ïðüôå êáé ç πϕ : G −→ G åßíáé ç ôáõôïôéêÞ

óõíÜñôçóç áðü ôçí G åðß ôÞò G. ¢ñá ç π åßíáé üíôùò Ýíáò éóïìïñöéóìüò. �

ÁóêÞóåéò

27.1 ÌåôáôñÝøôå ôéò áêüëïõèåò ëÝîåéò, ôéò êáôáóêåõáóèåßóåò ìÝóù ôïý áëöáâÞ-

ôïõ {x, y, z}, óå áíçãìÝíåò ëÝîåéò:

(i) w1 = x−1y3y−1z−2zzy−1z−4z,

(ii) w2 = z3y−2xx−1yx4z−6z4,

(iii) w3 = zy5y−2y−3z5x2z−1zx−3xz−4x−4y.

27.2 Ãéá ôéò ùò Üíù w1, w2, w3 äåßîôå üôé éó·ýïõí ïé åîÞò éóüôçôåò:

w1w2 = x3z−2, w2w3 = z3, w1w2w3 = x−1y.

27.3 Áò õðïèÝóïõìå üôé ïém êáé n åßíáé äõï èåôéêïß áêÝñáéïé áñéèìïß. Áðïäåßîôå

üôé õðÜñ·åé Ýíáò åðéññéðôéêüò ïìïìïñöéóìüò (Þôïé Ýíáò «åðéìïñöéóìüò»)

Fn −→ Fm åÜí êáé ìüíïí åÜím ≤ n.

27.4 Äåßîôå üôé ç Fn ðåñéÝ·åé ðÜíôïôå ìéá ïñèüèåôç õðïïìÜäá äåßêôç 2.

27.5 Áðïäåßîôå ëåðôïìåñþò üôé ç {x, y | xyx−1y−1} åßíáé ìéá ðáñÜóôáóç ãéá ôçí

Z× Z.

27.6 Áðïäåßîôå üôé ç {x, y | y2, (xy)2} åßíáé ìéá ðáñÜóôáóç ãéá ôçí Üðåéñç äéå-

äñéêÞ ïìÜäá.

27.7 Äåßîôå üôé ç F2 × F2 äåí åßíáé åëåýèåñç ïìÜäá. ÃñÜøôå ìéá ðáñÜóôáóç ãéá

ôçí F2 × F2.

27.8 Âñåßôå ìéá ðáñÜóôáóç ãéá êáèåìéÜ ôùí åðôÜ ïìÜäùí æùïöüñïõ. (ÁõôÝò ïé

ïìÜäåò åéóÞ·èçóáí óôçí Üóêçóç 26.6.)

27.9 ÅÜí ôá x êáé y ðáñÜãïõí ôçí F2, ïñßóïõìå ôï

X = {xyx−1, x2yx−2, x3yx−3, . . . }

êáé óõìâïëßóïõìå ìåH ôçí õðïïìÜäá ôçí ðáñáãüìåíç áðü ôïX, äåßîôå üôé

ôïX áðïôåëåß Ýíá åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçíH.



27. åëåõèåñåò ïìáäåò êáé ðáñáóôáóåéò 241

27.10 �óôù n Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò. Áðïäåßîôå üôé ç F2 ðåñéÝ·åé ìéá

õðïïìÜäá éóüìïñöç ôÞò Fn.

27.11 ÅÜí ïé G êáé H åßíáé äõï ïìÜäåò, ìðïñïýìå íá ó·çìáôßóïõìå ëÝîåéò

x1x2 . . . xn, üðïõ êÜèå xi áíÞêåé óôçí áðïóõíäåôÞ Ýíùóç G ∪ H. Õð� áõ-

ôÝò ôéò ðñïûðïèÝóåéò ïíïìÜæïõìå ìéá ëÝîç áíçãìÝíç üôáí ôá xi êáé xi+1 äåí

áíÞêïõí ðïôÝ óôçí ßäéá ïìÜäá êáé üôáí ôï xi äåí éóïýôáé ðïôÝ ìå ôï ìïíá-

äéáßï óôïé·åßï ôÞò G Þ ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï ôÞòH. Äåßîôå üôé, ýóôåñá áðü

óõìðåñßëçøç ôÞò êåíÞò ëÝîçò óôï óýíïëï áõôþí ôùí ëÝîåùí, ðïëëáðëáóéá-

óìü ôùí áíçãìÝíùí ëÝîåùí ìå ôçí ôïðïèÝôçóç ôÞò ìéáò äßðëá óôçí Üëëç êáé

ðáñÜëëçëç áíáãùãÞ ôïý åêÜóôïôå ãéíïìÝíïõ êáôÜ ôï äïêïýí, äçìéïõñãïýìå

ìéá íÝá ïìÜäá. ÁõôÞ ç ïìÜäá êáëåßôáé åëåýèåñï ãéíüìåíï ôùí G êáé H êáé

óõìâïëßæåôáé ùò G ∗H .

27.12 �óôù P ìéá ïìÜäá ç ïðïßá ðåñéÝ·åé ôéò ïìÜäåò G êáé H ùò õðïïìÜäåò ôçò.

Áðïäåßîôå üôé ç P åßíáé éóüìïñöç ìå ôï åëåýèåñï ãéíüìåíïG ∗H ôùí G êáé

H, êáé ìÜëéóôá ìÝóù åíüò éóïìïñöéóìïý, ïé ðåñéïñéóìïß ôïý ïðïßïõ åðß ôùí

G êáé H åßíáé ôáõôïôéêïß, åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá êÜèå áõèáßñåôç ïìÜäá K

êáé ãéá ïìïìïñöéóìïýò G −→ K êáé H −→ K õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò

ïñéóìÝíåò åðåêôÜóåéò ôïõò óå Ýíáí ïìïìïñöéóìü P −→ K.

27.13 Äåßîôå üôé ç Z ∗ Z åßíáé éóüìïñöç ôÞò F2.

27.14 Áðïäåßîôå üôé D∞

∼= Z2 ∗ Z2.
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ÄÝíôñá êáé ôï èåþñçìá

ôùí Nielsen êáé Schreier

�íá ãñÜöçìá Γ áðïôåëåßôáé: áðü Ýíá óýíïëï A (ôï óýíïëï ôùí äéåõèõíïìÝíùí

áêìþí), áðü Ýíá óýíïëï V (ôï óýíïëï ôùí êïñõöþí), êáèþò êáé áðü äýï óõíáñ-

ôÞóåéò

A −→ A, α �−→ α,

A −→ V × V, α �−→ (i(α), t (α)) ,

ïé ïðïßåò éêáíïðïéïýí ôéò α = α, α 
= α êáé i(α) = t (α) ãéá êÜèå α ∈ A. Ïé

êïñõöÝò i(α) êáé t (α) åßíáé ç áñ�éêÞ êáé, áíôéóôïß·ùò, ç ôåñìáôéêÞ êïñõöÞ ôÞò

äéåõèõíïìÝíçò áêìÞò α, åíþ ç α åßíáé ç áíÜóôñïöïò ôÞò α. ÅöåîÞò, ·Üñéí óõ-

íôïìßáò, èá áíáöÝñïõìå (ùò åðß ôï ðëåßóôïí) ôéò äéåõèõíüìåíåò áêìÝò áðëþò ùò

áêìÝò.

Ï ùò Üíù ïñéóìüò ðáñáåßíáé áöçñçìÝíïò! Ùóôüóï, ãéá êáëÞ ìáò ôý·ç, ìðï-

ñïýìå íá ó·åäéÜæïõìå åéêüíåò êÜíïíôáò ·ñÞóç êïõêêßäùí ãéá ôéò êïñõöÝò êáé ôü-

îùí ãéá ôéò áêìÝò, üðùò ð.·. óôï ó·. 28.1(a). Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ç äéáßóèçóÞ

ìáò èá Ýìåíå éêáíïðïéçìÝíç áêüìç êáé åÜí èåùñïýóáìå ìüíïí áðëïõóôåõìÝíá

äéáãñÜììáôá, üðùò áõôü ôïý ó·. 28.1(b), õðü ôïí üñï üôé èá èõìüìáóôå ðùò êÜèå

«öõóéêÞ» áêìÞ ïöåßëåé íá áíáðáñéóôÜ Ýíá æåýãïò äéåõèõíïìÝíùí áêìþí.

�íáò äñüìïò åíôüò åíüò ãñáöÞìáôïò Γ, ï ïðïßïò óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ u ìå ôçí

êïñõöÞ v, åßíáé ìéá äéáôåôáãìÝíç n-Üäá áêìþí α1α2 . . . αn (üðïõ n êÜðïéïò èåôé-
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êüò áêÝñáéïò áñéèìüò), ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

i (α1) = u, i (αk+1) = t (αk) , ∀k, 1 ≤ k ≤ n− 1, t (αn) = v.

ÊÜèå äñüìïò ôÞò ìïñöÞò αα, êáôáóêåõáæüìåíïò áðü ìßá áêìÞ α áêïëïõèïýìåíç

áðü ôçí áíÜóôñïöü ôçò, ïíïìÜæåôáé ôáîßäé ìåô� åðéóôñïöÞò.

Ó�Þìá 28.1

�íá ãñÜöçìá êáëåßôáé äÝíôñï üôáí äõï ôõ·ïýóåò (áëëÜ óáöþò äéáêåêñéìÝíåò)

êïñõöÝò ôïõ ìðïñïýí ðÜíôïôå íá óõíäÝïíôáé ìÝóù åíüò (ôïõëÜ·éóôïí) äñüìïõ

êáé üôáí -ôáõôï·ñüíùò- êÜèå äñüìïò ôïõ, ï ïðïßïò óõíäÝåé ìéá êïñõöÞ ìå ôïí

åáõôü ôçò, õðï·ñåïýôáé íá ðåñéÝ·åé Ýíá (ôïõëÜ·éóôïí) ôáîßäé ìåô� åðéóôñïöÞò. Ôï

ó·. 28.2 åéêïíïãñáöåß áõôïýò ôïõò ïñéóìïýò óå äýï ðáñáäåßãìáôá.

Ó�Þìá 28.2
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ÅÜí ôï Γ åßíáé Ýíá äÝíôñï êáé ïé u êáé v åßíáé äõï óáöþò äéáêåêñéìÝíåò êïñõöÝò

ôïõ, ôüôå õðÜñ·åé ìüíïí Ýíáò äñüìïò, ï ïðïßïò óõíäÝåé ìåôáîý ôïõò ôéò u êáé v, êáé

ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá ôáîßäé ìåô� åðéóôñïöÞò. Ï åí ëüãù äñüìïò åßíáé ç

ãåùäáéóéáêÞ −→uv áðü ôçí êïñõöÞ u óôçí êïñõöÞ v. ÊÜèå Üëëïò äñüìïò, ï ïðïßïò

óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ u ìå ôçí êïñõöÞ v, ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôç ãåùäáéóéáêÞ
−→uv ýóôåñá áðü äéáäï·éêÞ ðñüóèåóç ôáîéäßùí ìåô� åðéóôñïöÞò (âë. Üóêçóç 28.2).

Åí óõíå·åßá, èá áîéïðïéÞóïõìå ôç èåìåëéþäç Ýííïéá ôÞò «äñÜóçò ìéáò ïìÜäáò

åðß åíüò äÝíôñïõ». Ìéá äñÜóç ìéáò ïìÜäáò G åðß åíüò ãñáöÞìáôïò Γ åßíáé ìéá

äñÜóç (õðü ôç óõíÞèç Ýííïéá) ôÞò G ôüóï åðß ôïý A üóï êáé åðß ôïý V , ôÝôïéá

þóôå

g (α) = g(α), g(i(α)) = i (g (α)) , g(α) 
= α,

ãéá üëá ôá g ∈ G êáé üëåò ôéò áêìÝò α ∈ A.Ìå Üëëá ëüãéá, ôá óôïé·åßá ôÞòG ìåôá-

ôÜóóïõí ôéò áêìÝò êáé ôéò êïñõöÝò ôïý Γ êáôÜ Ýíáí ôñüðï, ï ïðïßïò åßíáé óõìâá-

ôüò ðñïò ôç äïìÞ ðïõ Ý·åé ôï Γ ùò ãñÜöçìá, åíþ -ôáõôï·ñüíùò- äåí åðéôñÝðåôáé

óå êáíÝíá óôïé·åßï ôÞò ïìÜäáò G íá áíáóôñÝöåé áêìÝò. Ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò

åðéäåéêíýïõí ïñèÞ óõìðåñéöïñÜ üôáí äñïõí åðß ôùí ôåñìáôéêþí êïñõöþí, êáèüôé

Ý·ïõìå

g(t(α)) = g (i (α)) = i (g (α)) = i
(
g(α)

)
= t (g (α)) ,

ãéá êÜèå áêìÞ α. Èá ëÝìå ðùò çG äñá åëåõèÝñùò åðß ôïý Γ óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ

ôçí ïðïßá ïé óôáèåñïðïéçôÝò üëùí ôùí êïñõöþí (ùò ðñïò ôç èåùñïýìåíç äñÜóç)

åßíáé éóüìïñöïé ìå ôçí ôåôñéììÝíç ïìÜäá {e} ôÞò G.

(28.1) ÐáñÜäåéãìá. Èåùñïýìå Ýíá ãñÜöçìá, ç áðëïõóôåõìÝíç åéêüíá ôïý

ïðïßïõ åßíáé ôï ãñÜììá Y, êáèþò êáé ìéá êõêëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò 3, ç ïðïßá äñá åð�

áõôïý ìÝóù ðåñéóôñïöþí. Áðü ôõðéêÞ Üðïøç Ý·ïõìå ôïA = {αr, αr | 1 ≤ r ≤ 3}

ùò óýíïëï (äéåõèõíïìÝíùí) áêìþí êáé ôï V = {v, v1, v2, v3} ùò óýíïëï êïñõöþí,

üðïõ αr = αr, i (αr) = t (αr) = v, t (αr) = i (αr) = vr. ÅÜí ôï g åßíáé Ýíáò

ãåííÞôïñáò ôÞò G, ôüôå ç åí ëüãù äñÜóç êáèïñßæåôáé ìÝóù ôÞò

g (αr) = αr+1 (mod 3) .

Ï óôáèåñïðïéçôÞò ôÞò êïñõöÞò v éóïýôáé ìå ïëüêëçñç ôçí ïìÜäá G, ïðüôå ç G

äåí äñá åëåõèÝñùò.

(28.2) ÐáñÜäåéãìá. �óôù üôé ôï A äéáèÝôåé Ýíá æåýãïò áêìþí αr, αr ãéá êÜèå

áêÝñáéï áñéèìü r, V = Z êáé αr = αr, i (αr) = t (αr) = r, t (αr) = i (αr) =

r+1. Áíáëïãéæüìáóôå ôï ãñÜöçìá áõôü ùò ôçí ðñáãìáôéêÞ åõèåßá åðß ôÞò ïðïßáò

Ý·ïõìå ìáñêÜñåé ôïõò áêåñáßïõò áñéèìïýò åí åßäåé êïñõöþí. ÅÜí ç G åßíáé
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Üðåéñç êõêëéêÞ ìå ãåííÞôïñÜ ôçò ôï g, ôüôå ç g (αr) = αr+1 ðñïóäéïñßæåé ìéá

åëåýèåñç äñÜóç ôÞò G åðß ôïý ðñïêåéìÝíïõ ãñáöÞìáôïò Γ.

(28.3) ÐáñÜäåéãìá. �óôù Γ üðùò óôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá êáé Ýóôù G ç

Üðåéñç äéåäñéêÞ ïìÜäá ìå ðáñÜóôáóÞ ôçò ôçí
{
g, h | h2, (gh)

2
}
. Ôüôå ïé

g(αr) = αr+2, h (αr) = α−r−1

ìáò ðáñÝ·ïõí ìéá äñÜóç ôÞò G åðß ôïý Γ.

(28.4) ÐáñÜäåéãìá. ÅÜí ìáò äïèåß ìéá ïìÜäá G êáé Ýíá óýíïëï ãåííçôüñùí X

ôÞò G, ôüôå ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå Ýíá ãñÜöçìá Γ (G,X) ùò åîÞò: �óôù

A ç óõëëïãÞ üëùí ôùí äéáôåôáãìÝíùí æåõãþí (g, z), üðïõ g ∈ G êáé åßôå ôï z åßôå

ôï z−1 áíÞêåé óôïX. Ðáßñíïíôáò ùò V ôçí ßäéá ôçí G ïñßæïõìå

(g, z) = (gz, z−1),

i ((g, z)) = g, t ((g, z)) = gz.

�ôóé, äéáèÝôïõìå ìßá êïñõöÞ ãéá êÜèå óôïé·åßï ôÞò G, êáèþò êáé ìßá áêìÞ ìå

áñ·éêÞ êïñõöÞ g1 êáé ôåñìáôéêÞ êïñõöÞ g2 ïðïôåäÞðïôå éó·ýåé

(
åßôå g1x = g2 åßôå g1x

−1 = g2
)
,

ãéá êÜðïéïí ãåííÞôïñá x åíôüò ôïý X. Ç äñÜóç ôÞò G åðß ôïý åáõôïý ôçò ìÝóù

ìåôáöïñþí åî áñéóôåñþí ìåôáôÜóóåé ôéò êïñõöÝò ôïý ãñáöÞìáôïò Γ (G,X), åíþ

åðåêôåßíåôáé êáé åðß ôùí áêìþí ìÝóù ôÞò g′(g, z) = (g′g, z), ó·çìáôßæïíôáò êáô�

áõôüí ôïí ôñüðï ìéá åëåýèåñç äñÜóç ôÞò G åðß ôïý Γ (G,X).

Äõï ôõ·ïýóåò êïñõöÝò g, h áõôïý ôïý ãñáöÞìáôïò ìðïñïýí íá óõíäåèïýí ìÝóù

åíüò äñüìïõ. ÄïèÝíôùí äõï óôïé·åßùí g, h ∈ G, åêöñÜæïõìå ôï g−1h ùò ãéíü-

ìåíï óõìâüëùí z1z2 · · · zk, êáèÝíá åê ôùí ïðïßùí åßôå áíÞêåé óôïX åßôå äéáèÝôåé

áíôßóôñïöï ðïõ áíÞêåé óôïX. Ôüôå h = gz1z2 · · · zk êáé ç k-Üäá áêìþí

(g, z1), (gz1, z2), . . . , (gz1z2 · · · zk−1, zk)

áðïôåëåß Ýíáí äñüìï, ï ïðïßïò îåêéíÜ áðü ôï g êáé êáôáëÞãåé óôï h.

Åäþ ðáñáèÝôïõìå äýï åéäéêÝò ðåñéðôþóåéò. ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç êõ-

êëéêÞ ïìÜäá ôÜîçò n êáé ôï X áðïôåëåßôáé áðü Ýíáí êáé ìüíï ãåííÞôïñá, ôüôå

ìðïñïýìå íá áíáëïãéæüìáóôå ôï Γ (G,X) ùò Ýíá ðïëýãùíï ìå n ðëåõñÝò åöïäéá-

óìÝíï ìå ôç äñÜóç ôÞò G ôçí áíáðáñéóôþìåíç ìÝóù ðåñéóôñïöþí. ÅÜí, áðü ôçí

Üëëç ìåñéÜ, ç G åßíáé ìéá åëåýèåñç ïìÜäá ðáñáãüìåíç áðü ôï X = {x, y}, ôüôå

ï ôñüðïò äüìçóçò ôïý Γ (G,X) åéêïíïãñáöåßôáé óôï ó·Þìá 28.3. ÖõóéêÜ, äåí åß-

ìáóôå óå èÝóç ðáñÜ íá ó·åäéÜóïõìå ìüíïí ëßãåò áðü ôéò ðñþôåò ôïõ áêìÝò êáé
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êïñõöÝò. Õðïøéáæüìáóôå üìùò, åíôåëþò ïñèÜ, üôé ôï åí ëüãù ãñÜöçìá åßíáé Ýíá

äÝíôñï.

Ó�Þìá 28.3

(28.5) Èåþñçìá. ÅÜí ôïX åßíáé Ýíá åëåýèåñï óýóôçìá ãåííçôüñùí ôÞòG, ôüôå ôï

Γ (G,X) åßíáé Ýíá äÝíôñï.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ï α1α2 . . . αn åßíáé Ýíáò äñüìïò ï ïðïßïò óõíäÝåé

ôçí «êïñõöÞ» g ìå ôïí åáõôü ôçò. ÅÜí

α1 = (g, z1), α2 = (gz1, z2), . . . , αn = (gz1z2 · · · zn−1, zn),

ôüôå g = gz1z2 · · · zn êáé åðïìÝíùò e = z1z2 · · · zn. Êáèþò ôïX åßíáé Ýíá åëåýèåñï

óýóôçìá ãåííçôüñùí ôÞò G, ç êåíÞ ëÝîç åßíáé ç ìüíç ëÝîç ðïõ áíáðáñéóôÜ ôï

ìïíáäéáßï óôïé·åßï e, ïðüôå ôï z1z2 · · · zn ðñÝðåé íá ðåñéÝ·åé Ýíá æåýãïò ðáñáêåé-

ìÝíùí óõìâüëùí ôÞò ìïñöÞò zz−1. Ìå Üëëá ëüãéá, ï äñüìïò α1α2 . . . αn ðåñéÝ·åé

Ýíá ôáîßäé ìåô� åðéóôñïöÞò. Óõíåðþò ôï Γ (G,X) åßíáé Ýíá äÝíôñï. �

Áò õðïèÝóïõìå üôé ìéá ïìÜäáG äñá åðß åíüò äÝíôñïõΓ. Èåùñïýìå ôç óõëëïãÞ

T üëùí åêåßíùí ôùí äÝíôñùí ôùí ðåñéå·ïìÝíùí óôï Γ, ôá ïðïßá äåí ðåñéÝ·ïõí ðå-

ñéóóüôåñåò ôÞò ìßáò áêìÞò êáé ôÞò ìßáò êïñõöÞò áðü êÜèå ôñï·éÜ. �íá óôïé·åßï

Λ ôÞò T , ôï ïðïßï åßíáé ìåãéóôïôéêü ùò ðñïò ôç ìåñéêÞ äéÜôáîç ôçí ïñéæüìåíç áðü

ôïí åãêëåéóìü óõíüëùí, ïíïìÜæåôáé äÝíôñï áíáöïñÜò. Ìåãéóôïôéêü óçìáßíåé ðùò,

åÜí Ýíá∆ùóáýôùò áíÞêåé óôï T êáé åÜíΛ ⊆ ∆, ôüôåΛ = ∆. Ç ýðáñîç åíüò ìåãé-

óôïôéêïý óôïé·åßïõ äéáóöáëßæåôáé ìÝóù ôÞò åöáñìïãÞò ôïý ëåãïìÝíïõ ëÞììáôïò

ôïý Zorn. (Âë. ð.·. åíüôçôá 16 óôï âéâëßï ¥7] ôïý Halmos.)
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(28.6) ÐáñÜäåéãìá. �óôù Γ ôï Üðåéñï äÝíôñï, ôï ïðïßï áíáðáñéóôÜôáé óôï

ó·Þìá 28.4. ÅêëÜâåôÝ ôï ùò Ýíá õðïóýíïëï ôïý åðéðÝäïõ êáé èåùñÞóôå ôÞ äñÜóç

ôÞò

Z× Z2 ≡
{
g, h | ghg−1h−1, h2

}

åð� áõôïý, ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåôáé ìÝóù ôùí

g((x, y)) = (x+ 3, y) , h ((x, y)) = (x,−y) .

�íá äÝíôñï áíáöïñÜò äåß·íåôáé óôï äéÜãñáììá. Ðñïóäéïñßóôå üëá ôá äõíáôÜ

äÝíôñá áíáöïñÜò ðïõ ðåñéÝ·ïõí ôçí êïñõöÞ 0. (ÁõôÜ åßíáé åí óõíüëù äþäåêá.)

Ó�Þìá 28.4

(28.7) Èåþñçìá. ÊÜèå äÝíôñï áíáöïñÜò ðåñéÝ�åé áêñéâþò ìßá êïñõöÞ áðü êÜèå

ôñï�éÜ.

Áðüäåéîç. �óôùΛ Ýíá äÝíôñïáíáöïñÜò ãéá ôç äñÜóç ìéáò ïìÜäáòG åðß åíüò ãñá-

öÞìáôïò Γ. Åî ïñéóìïý, äåí õðÜñ·ïõí äýï êïñõöÝò ôïý Λ áíÞêïõóåò óôçí ßäéá

ôñï·éÜ. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï Λ äåí ðåñéÝ·åé ìéá êïñõöÞ áðü êÜèå ôñï·éÜ. ÅðéëÝ-

ãïõìå ìéá êïñõöÞ v áðü ôï Λ êáé ìéá êïñõöÞ z áðü ôï Γ, ç ôñï·éÜ ôÞò ïðïßáò äåí

óõíáíôÜ ôï Λ. �óôù α ç ðñþôç áêìÞ ôÞò −→zv êáé Ýóôù y = t(α). ÅÜí ç ôñï·éÜ ôÞò

êïñõöÞò y óõíáíôÜ ôï Λ, áò ðïýìå g(y) ∈ Λ (ãéá êÜðïéï g ∈ G), ôüôå, ðñïóèÝôï-

íôáò ôéò êïñõöÝò g(z), g(α) êáé g(α) óôï Λ, êáôáóêåõÜæïõìå Ýíá äÝíôñï ìåãáëý-

ôåñï áðü ôïΛ ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï ðïëý ìßá êïñõöÞ áðü êÜèå ôñï·éÜ. Ôïýôï üìùò

áíôéöÜóêåé ðñïò ôç ìåãéóôïôéêüôçôá ôïýΛ. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí ç ôñï·éÜ ôïý y

äåí óõíáíôÜ ôï Λ, ôï ìüíï ðïõ ·ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå åßíáé íá áíôéêáôáóôÞóïõìå

ôçí êïñõöÞ z ìå ôçí êïñõöÞ y êáé íá åðáíáëÜâïõìå ôçí ùò Üíù åðé·åéñçìáôïëï-

ãßá Ýùò üôïõ êáôáëÞîïõìå êáé ðÜëé óå áíôßöáóç. �

(28.8) Èåþñçìá. ÅÜí ìéá ïìÜäáG äñá åëåõèÝñùò åðß åíüò äÝíôñïõ, ôüôå çG åßíáé

ìéá åëåýèåñç ïìÜäá.



248 ïìáäåò êáé óõììåôñéá

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç G äñá åëåõèÝñùò åðß ôïý äÝíôñïõ Γ. �óôù Λ

Ýíá äÝíôñï áíáöïñÜò ãéá ôçí åí ëüãù äñÜóç. Ôüôå ôï Λ ðåñéÝ·åé áêñéâþò ìßá

êïñõöÞ áðü êÜèå ôñï·éÜ. Áò óõìâïëßóïõìå ùòA∗ ôç óõëëïãÞ åêåßíùí ôùí áêìþí

ôïý Γ, ïé ïðïßåò, ðáñüôé äåí áíÞêïõí (êáè� ïëïêëçñßáí) óôï Λ, Ý·ïõí áñ·éêÝò

êïñõöÝò áíÞêïõóåò óôï Λ. Ãéá ìéá äïèåßóá áêìÞ α ∈ A∗ õðïèÝôïõìå üôé ç z åßíáé

ç êïñõöÞ ôïýΛ, ç ïðïßááíÞêåé óôçí ßäéá ôñï·éÜ ðïõáíÞêåé êáé ç êïñõöÞ t(α), êáé

åðéëÝãïõìå Ýíá êáôÜëëçëï óôïé·åßï gα ∈ G, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé gα (z) = t(α).

ÕðÜñ·åé ìüíïí Ýíá óôïé·åßï ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá. (ÐñÜãìáôé° åÜí áìöüôåñá ôá

gα êáé hα óôÝëíïõí ôçí êïñõöÞ z óôçí êïñõöÞ t(α), ôüôå h−1
α gα(z) = z. ¼ìùò ç

äñÜóç ìáò åßíáé åëåýèåñç, ïðüôå ôï h−1
α gα ïöåßëåé íá åßíáé ôï ìïíáäéáßï óôïé·åßï

ôÞòG.Óõíåðþò, gα = hα). Ïé ùò ÜíùáêìÝò êáé ôá áíôßóôïé·á óôïé·åßá ôÞò äñþóáò

ïìÜäáò åìöáíßæïíôáé áíÜ æåýãç, áöïý êáé ç áêìÞ α′ = g−1
α (α) áíÞêåé óôï A∗ êáé

Ý·ïõìå gα′ = g−1
α (âë. ó·Þìá 28.5). Ãéá êÜèå α ∈ A∗ äéáëÝãïõìå Ýíá áðü ôá ìÝëç

ôïý æåýãïõò gα, g
−1
α êáé óõìâïëßæïõìå ôï õðïóýíïëï ôÞò G ðïõ ðñïêýðôåé ùò X.

Èá äåßîïõìå üôé ôï X áðïôåëåß Ýíá åëåýèåñï óýíïëï ãåííçôüñùí ãéá ôçí G.

Ó�Þìá 28.5

ÅðéëÝãïõìå, êáô� áñ·Üò, ìéá êïñõöÞ v ôïý Λ. ÄïèÝíôïò åíüò g ∈ G�{e}, Ýóôù

α ç ðñþôç áêìÞ ôÞò ãåùäáéóéáêÞò áðü ôçí êïñõöÞ v óôçí êïñõöÞ g(v), ç ïðïßá

äåí áíÞêåé óôï Λ. Ôüôå, âåâáßùò, ç α èá áíÞêåé êáô� áíÜãêçí óôï A∗. Åöáñìü-

æïõìå ôï g−1
α óôç ãåùäáéóéáêÞ áðü ôçí êïñõöÞ t(α) óôçí êïñõöÞ g(v). Ï äñüìïò

ðïõ ðñïêýðôåé îåêéíÜ áðü ôçí êïñõöÞ g−1
α (t(α)) ôïý Λ êáé êáôáëÞãåé óôçí êï-

ñõöÞ g−1
α g(v). Áêïëïõèþíôáò áõôüí ôïí íÝï äñüìï Ýùò ôçí ðñþôç áêìÞ β óôçí

ïðïßá áõôüò åãêáôáëåßðåé ôïΛ êáé åöáñìüæïíôáò, åí óõíå·åßá, ôï g−1

β óôç ãåùäáé-

óéáêÞ áðü ôçí êïñõöÞ t(β) óôçí êïñõöÞ g−1
α g(v), ëáìâÜíïõìå Ýíáí íÝï äñüìï, ï

ïðïßïò íáé ìåí îåêéíÜ êáé ðÜëé áðü ìéá êïñõöÞ áíÞêïõóá óôï Λ, áëëÜ êáôáëÞãåé
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óôçí êïñõöÞ g−1

β g−1
α g(v). Åêôåëïýìå åðáíåéëçììÝíùò áõôÞí ôç äéáäéêáóßá ðáñá-

ôçñþíôáò üôé ï äñüìïò ìáò õößóôáôáé âñÜ·õíóç üôáí êáíåßò ìåôáâáßíåé áðü ôç

ìßá ôçò öÜóç óôçí åðïìÝíç. �ôóé, êáôáóêåõÜæïõìå ôåëéêþò Ýíáí äñüìï, ï ïðïßïò

âñßóêåôáé êáè' ïëïêëçñßáí åíôüò ôïý Λ. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï óçìåßï áðüëçîÞò

ôïõ åßíáé ôï g−1
ν . . . g−1

β g−1
α g(v). Êáèþò äýï ïéåóäÞðïôå êïñõöÝò ôïý Λ áíÞêïõí

óôçí ßäéá ôñï·éÜ, èá ðñÝðåé íá éó·ýåé

g−1
ν · · · g−1

β g−1
α g(v) = v,

êé åðåéäÞ ç åí ëüãù äñÜóç åßíáé åëåýèåñç, èá Ý·ïõìå

g−1
ν · · · g−1

β g−1
α g = e =⇒ g = gαgβ · · · gν . (�)

Êáô� áõôüí ôïí ôñüðï âëÝðïõìå üôé ôá óôïé·åßá ôïý X ðáñÜãïõí ðñÜãìáôé ôçí

ïìÜäá G.

Ôï äåîéü ìÝëïò ôÞò éóüôçôáò (�) êáèïñßæåé ìéá áíçãìÝíç ëÝîçw(g) ó·çìáôéæü-

ìåíç áðü óýìâïëá áíÞêïíôá óôïX.Ç êáôáóêåõÞ ìáò ·ñçóéìïðïßçóå ôç ãåùäáé-

óéáêÞ
−−−→
vg(v), áëëÜ êáé êÜèå Üëëïò äñüìïò ðïõ óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ v ìå ôçí êïñõöÞ

g(v) èá Þôáí åîßóïõ êáôÜëëçëïò êáé èá ïäçãïýóå óôçí ßäéá áíçãìÝíç ëÝîç. Åí

ðñþôïéò, èá âåâáéùèïýìå ãéá ôï üôé ç ðñüóèåóç åíüò êáé ìüíïõ ôáîéäßïõ ìåô� åðé-

óôñïöÞò σσ óôç ãåùäáéóéáêÞ äåí ìåôáâÜëëåé ôçí w(g). Áõôü åßíáé åýêïëï° áðëþò

áñêåß íá ðáñáêïëïõèÞóïõìå ôï ôé óõìâáßíåé ìå ôçí áêìÞ σ êáôÜ ôçí åêôÝëåóç ôÞò

ùò Üíù ðåñéãñáöåßóáò äéáäéêáóßáò. Ç σ åßôå êáôáëÞãåé åíôüò ôïý Λ óå êÜðïéá

ôçò öÜóç, ïðüôå ç (�) ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôç, åßôå ðçãáßíåé óå ìéá áêìÞ τ ôïýA∗,

ïðüôå ç (�) áëëÜæåé êáé êáèßóôáôáé ç

g = gαgβ · · · gτg
−1
τ · · · gν .

¼ìùò êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò çw(g) ðáñáìÝíåé áìåôÜâëçôç. Ìå áíÜëïãï ôñüðï

ðñáãìáôåýåôáé êáíåßò êáé ôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá õðÜñ·ïõí ðåñéóóüôåñá

ôïý åíüò ôáîßäéá ìåô� åðéóôñïöÞò. Õðåíèõìßæïõìå ôþñá üôé êÜèå äñüìïò ðïõ óõí-

äÝåé äýï êïñõöÝò ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôç ãåùäáéóéáêÞ ýóôåñá áðü ôç äéáäï-

·éêÞ ðñüóèåóç ôáîéäßùí ìåô� åðéóôñïöÞò.

Ãéá íá ïëïêëçñþóïõìå ôçí áðïäåéêôéêÞ ìáò åðé·åéñçìáôïëïãßá èá äåßîïõìå

ðùò êÜèå áðïóýíèåóç ôÞò ìïñöÞò

g = gγgδ · · · gρ, γ, δ, . . . , ρ ∈ A∗

ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìÝóù åíüò êáôáëëÞëïõ äñüìïõ, ï ïðïßïò óõíäÝåé ôçí êï-

ñõöÞ v ìå ôçí êïñõöÞ g(v). Êáôüðéí ôïýôïõ èá åßìáóôå âÝâáéïé üôé ç w(g) åßíáé

üíôùò ç ìüíç áíçãìÝíç ëÝîç ç ïðïßá ó·çìáôßæåôáé áðü óôïé·åßá ôïý X êáé áíá-

ðáñéóôÜ ôï g. Ãéá ôçí åðéèõìçôÞ áðüäåéîç èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ åðß ôïý
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ìÞêïõò ôÞò áðïóýíèåóçò. �óôù g1 = gδ · · · gρ. ÕðïèÝôïõìå üôé ï P åßíáé ï äñü-

ìïò ï ïðïßïò óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ v ìå ôçí êïñõöÞ g1(v) êáé õëïðïéåß áõôÞí ôçí

áðïóýíèåóç ôïý g1. Áêïëïõèþíôáò ðñþôá ôç ãåùäáéóéáêÞ
−−−−→
vgγ(v) êáé êáôüðéí

ôïí äñüìï gγ(P ) êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí äñüìï Q, ï ïðïßïò óõíäÝåé ôçí êïñõöÞ

v ìå ôçí êïñõöÞ g(v). Áò åîåôÜóïõìå ôç ãåùäáéóéáêÞ
−−−−→
vgγ(v). ÁõôÞ îåêéíÜ ìå

ôçí
−−→
vi(γ), åãêáôáëåßðåé ôï Λ óôçí áêìÞ γ, êáé ìåôÜ óõíå·ßæåé ìå ôçí gγ(

−→zv), üðïõ

z = g−1
γ (t (γ)) ∈ Λ. Åöáñìüæïíôáò ôï ðñþôï âÞìá ôÞò ùò Üíù ðåñéãñáöåßóáò

äéáäéêáóßáò ãéá ôïí Q ðáßñíïõìå ôï gγ , ïðüôå ìÝíïõìå ìå ôç ãåùäáéóéáêÞ −→zv (ç

ïðïßá áíÞêåé óôïΛ) áêïëïõèïýìåíç áðü ôïí äñüìï P . ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï äñüìïò

Q õëïðïéåß ôï gγgδ · · · gρ, üðùò áêñéâþò áðáéôåßôáé. �

(28.9) Èåþñçìá ôùí Nielsen êáé Schreier. ÊÜèå õðïïìÜäá ìéáò åëåýèåñçò ïìÜ-

äáò åßíáé åëåýèåñç.

Áðüäåéîç. �óôù F ìéá åëåýèåñç ïìÜäá ðáñáãüìåíç áðü ôï óýíïëï X êáé Ýóôù

G ìéá õðïïìÜäá ôÞò F. Ôüôå, ùò ãíùóôüí, ç F äñá åëåõèÝñùò åðß ôïý äÝíôñïõ

Γ (F,X) êáé êáôÜ óõíÝðåéáí ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôçí G. ¢ñá ç G åßíáé üíôùò

åëåýèåñç äõíÜìåé ôïý èåùñÞìáôïò (28.8). �

¥(Ó.ô.Ì.): Ç ðñþôç áðüäåéîç ôïý áíùôÝñù èåùñÞìáôïò äüèçêå ôï 1921 áðü ôïí

Äáíü ìáèçìáôéêü J. Nielsen (1890-1959) õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç èåùñïýìåíç

ïìÜäá åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç. Ôï 1927 ï Ï. Schreier (1901-1929) Ýäåéîå

üôé ôï èåþñçìá ðáñáìÝíåé åí éó·ý áêüìç êáé üôáí áõôÞ ç õðüèåóç áðáëåéöèåß. Ç

ðñþôç «ãåùìåôñéêÞ» áðüäåéîÞ ôïõ ïöåßëåôáé óôïõò R. Baer êáé F.W. Levi (1936).

Ç ùò Üíù áðüäåéîç (ìå ·ñÞóç ôÞò Èåùñßáò ÄÝíôñùí) ïöåßëåôáé êáô� ïõóßáí óôïí

J.-P. Serre1. Ãéá äéÜöïñåò ðáñáëëáãÝò ôçò (ïé ïðïßåò -üìùò- ·ñçóéìïðïéïýí áñêå-

ôÝò ôå·íéêÝò Ýííïéåò áðü ôçí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá) âë. J.J. Rotman ¥6] (êåö. 11)

êáé W.S. Massey2. Åðßóçò, ãéá ìéá êáèáñþò «áëãåâñéêÞ» áðüäåéîç ï áíáãíþóôçò

ðáñáðÝìðåôáé óôï âéâëßï ôïý D.J.S. Robinson3.]

1Ðñâë. J.-P. Serre: Trees, Springer-Verlag, (1980).

2W.S. Massey: Algebraic Topology: An Introduction, 2nd ed., GTM, Vol. 56, Springer-Verlag, (1977), èåùñ. 7.2 óåë.
203.

3D.J.S. Robinson: A Course in the Theory of Groups, GTM, Vol. 80, Springer-Verlag, (1982), êåö. 6.
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ÁóêÞóåéò

28.1 Ó·åäéÜóôå (áðëïõóôåõìÝíá) äéáãñÜììáôá ãéá ôá áêüëïõèá ãñáöÞìáôá:

(i) A =
{
α,α, β, β, γ, γ, δ, δ

}
,

V = {u, v, w} êáé

i(α) = t (γ) = t (δ) = u,

t(α) = i (β) = i (δ) = v,

t (β) = i (γ) = w.

(ii) A = {αr, αr | 1 ≤ r ≤ 7} ,

V = {v1, v2, v3, v4} êáé

i (α1) = t (α4) = i (α5) = t (α7) = v1,

t (α1) = i (α2) = t (α6) = v2,

t (α2) = i (α3) = t (α5) = i (α7) = v3,

t (α3) = i (α4) = i (α6) = v4.

28.2 �óôù üôé ôá u êáé v åßíáé äõï äéáêåêñéìÝíåò êïñõöÝò åíüò äÝíôñïõ Γ.Äåßîôå

üôé õðÜñ·åé ìüíïí Ýíáò äñüìïò åíôüò ôïý Γ ï ïðïßïò óõíäÝåé ôï u ìå ôï v

êáé ï ïðïßïò äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá ôáîßäé ìåô� åðéóôñïöÞò. Áõôüò ï äñüìïò

åßíáé ç ëåãïìÝíç ãåùäáéóéáêÞ −→uv áðü ôï u óôï v. ÅÜí ï P åßíáé Ýíáò Üëëïò

äñüìïò áðü ôï u óôï v, äåßîôå üôé õðÜñ·ïõí äñüìïé P1, P2, . . . , Pk åíôüò ôïý

Γ, êáèÝíáò ôùí ïðïßùí óõíäÝåé ôï u ìå ôï v, ïýôùòþóôå ïPr+1 íá áðïêôÜôáé

áðü ôïí Pr êáôüðéí åíüò êáé ìüíïõ ôáîéäßïõ ìåô� åðéóôñïöÞò , ãéá üëá ôá r,

üðïõ 1 ≤ r ≤ k − 1, ìå ôçí éäéüôçôá: P1 = −→uv êáé Pk = P.

28.3 Áò õðïèÝóïõìå üôé äéáèÝôïõìå ìéá äñÜóç ìéáò ïìÜäáò åðß åíüò äÝíôñïõ Γ.

ÅÜí ôï óôïé·åßï g ôÞò ðñïêåéìÝíçò ïìÜäáò óôáèåñïðïéåß äõï êïñõöÝò u êáé

v ôïý Γ, áðïäåßîôå üôé ôï g ïöåßëåé íá áöÞíåé ïëüêëçñç ôç ãåùäáéóéáêÞ −→uv

óôáèåñÞ.

28.4 Ðñïóäéïñßóôå äÝíôñá áíáöïñÜò ãéá ôéò äñÜóåéò ôùí ïìÜäùí ðïõ ðåñéãñÜ-

øáìå óôá ðáñáäåßãìáôá (28.1), (28.2) êáé (28.3) ôïý ðáñüíôïò êåöáëáßïõ.

28.5 ÌåëåôÞóôå ëåðôïìåñþò üëåò ôéò äõíáôÝò äñÜóåéò ìéáò êõêëéêÞò ïìÜäáò ôÜîçò

2 åðß ôùí ãñáöçìÜôùí ðïõ äüèçêáí óôçí Üóêçóç 28.1.

28.6 ÅîåôÜóôå ôï ðþò ç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò (28.8) åöáñìüæåôáé óôï ðáñÜ-

äåéãìá (28.2), êáèþò êáé óôç öõóéêÞ äñÜóç ôÞò åëåýèåñçò ïìÜäáò ìå äýï

ãåííÞôïñåò åðß ôïý äÝíôñïõ ðïõ äåß·íåôáé óôï ó·Þìá 28.3.
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28.7 Ôá óôïé·åßá ôÞò ïìÜäáò

SL2 (Z) =

{
ðßíáêåò

[
a b

c d

] ∣∣∣∣ a, b, c, d ∈ Z, ad− bc = 1

}

äñïõí åðß ôïý Üíù çìßóåïò ôïý ìéãáäéêïý åðéðÝäïõ ùò ìåôáó·çìáôéóìïß

M�bius. Áò óõìâïëßóïõìå ùò α ôï ôüîï ôïý ìïíáäéáßïõ êýêëïõ, ôï ïðïßï

óõíäÝåé ôï óçìåßï exp
(
πi
3

)
ìå ôï óçìåßï exp

(
πi
2

)
óôï Üíù Þìéóõ ôïý ìéãáäé-

êïý åðéðÝäïõ, êé áò ïñßóïõìå ôï Γ ùò ôçí Ýíùóç üëùí ôùí ôìçìÜôùí g (α) ,

üðïõ g ∈ SL2 (Z) . Ó·åäéÜóôå ìéá åéêüíá ôïý Γ êáé äéáðéóôþóôå üôé áõôü

áíáðáñéóôÜ Ýíá äÝíôñï. Åí óõíå·åßá, äåßîôå üôé ç äñÜóç ôÞò SL2 (Z) åðß

ôïý Γ äåí åßíáé åëåýèåñç.

28.8 �óôù üôé ôá u êáé v åßíáé äõï êïñõöÝò åíüò ãñáöÞìáôïò Γ. ÅÜí ïé P êáé P ′

åßíáé äõï äñüìïé, êáèÝíáò ôùí ïðïßùí óõíäÝåé ôï u ìå ôï v, èá ëÝìå ðùò ï P ′

åßíáé ðáñáêåßìåíïò ôïý P õðü ôïí üñï üôé ï P ′ ìðïñåß íá áðïêôçèåß áðü ôïí

P ýóôåñá áðü åðéóýíáøç Þ áðïìÜêñõíóç åíüò êáé ìüíïõ ôáîéäßïõ ìåô� åðé-

óôñïöÞò. Äåßîôå üôé ôïýôç ç ìïñöÞ óõó·Ýôéóçò ìáò ïäçãåß óôïí êáèïñéóìü

ìéáò ó�Ýóçò éóïäõíáìßáò åðß ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí äñüìùí ïé ïðïßïé óõí-

äÝïõí ôï u ìå ôï v åíôüò ôïý Γ ùò åîÞò: åî ïñéóìïý èåùñïýìå ôïí äñüìï P

ùò ó·åôéæüìåíï ìå ôïíQ üôáí õößóôáíôáé äñüìïé P1, P2, . . . , Pk åíôüò ôïý Γ,

êáèÝíáò ôùí ïðïßùí óõíäÝåé ôï u ìå ôï v, ïýôùò þóôå ï Pr íá åßíáé ðáñáêåß-

ìåíïò ôïý Pr+1 ãéá üëá ôá r, üðïõ 1 ≤ r ≤ k−1. Ðüóåò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò

õðÜñ·ïõí üôáí ôï Γ åßíáé Ýíá äÝíôñï;

28.9 �óôù Γ Ýíá ãñÜöçìá êáé Ýóôù v ìéá êïñõöÞ ôïý Γ. �íáò äñüìïò P åíôüò

ôïý Γ, ï ïðïßïò óõíäÝåé ôï v ìå ôïí åáõôü ôïõ, êáëåßôáé âñü�ïò âáóéóìÝíïò

óôï v. Èá óõìâïëßóïõìå ìå ôï [P ] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ôïý P ùò ðñïò

ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò ôçí åéóá·èåßóá óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç. Åðßóçò,

åÜí ïé P = α1α2 . . . αs êáé Q = β1β2 . . . βt óõíäÝïõí ôï v ìå ôïí åáõôü

ôïõ, èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ôïí óõìâïëéóìü PQ ãéá íá åííïïýìå ôïí âñü·ï

α1α2 . . . αsβ1β2 . . . βt.Áðïäåßîôå üôé ç óõëëïãÞ üëùí ôùí êëÜóåùí éóïäõíá-

ìßáò âñü·ùí, ôùí âáóéóìÝíùí óôï v, óõãêñïôåß ìéá ïìÜäá ùò ðñïò ôçí åîÞò

ðñÜîç («ãéíüìåíï»):

[P ] [Q] = [PQ].

Ç ïìÜäá áõôÞ åßíáé ç áðïêáëïýìåíç èåìåëéþäçò ïìÜäá ôïý Γ ç âáóéóìÝíç

óôï v.

28.10 ÕéïèåôÞóôå ôçí ïñïëïãßá ôçí åéóá·èåßóá óôçí ðñïçãïýìåíç Üóêçóç êáé

õðïèÝóôå üôé äõï ïéåóäÞðïôå äéáêåêñéìÝíåò êïñõöÝò ôïý Γ óõíäÝïíôáé ðÜ-

íôïôå ìÝóù åíüò äñüìïõ. �óôù Λ ôï ìåãéóôïôéêü äÝíôñï åíôüò ôïý Γ. Äåßîôå
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üôé üëåò ïé êïñõöÝò ôïý Γ ðåñéÝ·ïíôáé óôïΛ. Åí óõíå·åßá åðéëÝîôå ìßá áêìÞ

áðü êÜèå æåýãïò äéåõèõíïìÝíùí áêìþí ïé ïðïßåò äåí áíÞêïõí óôï Λ êáé

óõìâïëßóôå ùò X ôçí ðñïêýðôïõóá óõëëïãÞ áêìþí. Áðïäåßîôå üôé ç èåìå-

ëéþäçò ïìÜäá ôïý Γ, ç âáóéóìÝíç óôï v, åßíáé éóüìïñöç ìå ôçí åëåýèåñç

ïìÜäá F (X).
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