
ÊÅÖÁËÁÉÏ 3

ÐñïâïëéêÜ ÁëãåâñéêÜ Óýíïëá
êáé ÐñïâïëéêÝò Ðïéêéëüôçôåò

Ïé óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò (êáé áíôéóôïß·ùò, ôá óõó·åôéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá) åìöõ-
ôåýïíôáé åíôüò åõñõôÝñùí ãåùìåôñéêþí ïíôïôÞôùí, ôùí ëåãïìÝíùí ðñïâïëéêþí ðïéêé-
ëïôÞôùí (êáé áíôéóôïß·ùò, ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí ), ýóôåñá áðü åðÝêôáóç ôïý
åêÜóôïôå ðåñéâÜëëïíôïò ·þñïõ Ank óôïí ðñïâïëéêü ·þñï Pnk ìå ôç âïÞèåéá ðñïóáñôÞ-
óåùò êáôáëëÞëùí åð' Üðåéñïí õðåñåðéðÝäùí. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí n = 1 êáé k = R,
ïé áíáãíþóôåò ðïõ äéáèÝôïõí óôïé·åéþäåéò ôïðïëïãéêÝò ãíþóåéò èá áíôéëçöèïýí ·ù-
ñßò êüðï üôé ç ðñáãìáôéêÞ ðñïâïëéêÞ åõèåßá P1R (ìÝ·ñéò ïìïéïìïñöéóìïý, ùò ðñïò ôç
óõíÞèç ôïðïëïãßá) äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ï ìïíáäéáßïò êýêëïò S1, éäùìÝíïò ùò
ìïíïóçìåéáêÞ óõìðáãïðïßçóç ôÞò ðñáãìáôéêÞò åõèåßáò A1R.

Óôï ðáñüí êåöÜëáéï èá ðáñáôåèïýí ïñéóìÝíá èåìåëéþäç ôìÞìáôá ôÞò èåùñßáò ôùí
ðñïâïëéêþí êáé ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí, äßíïíôáò Ýìöáóç óå åêåßíåò ôéò éäéü-
ôçôåò ðïõ ðáñïõóéÜæïõí êÜðïéåò äéáöïñÝò óå ó·Ýóç ìå ü,ôé Ý·åé Þäç äéäá·èåß óôï êåöÜ-
ëáéï 2 ãéá ôéò áíôßóôïé·åò óõó·åôéêÝò êáé ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò.

3.1 Ï Ðñïâïëéêüò μþñïò

ÊáôÜ ôç ìåëÝôç ôÞò Ãåùìåôñßáò ôïý Ank åñ·üìáóôå áíôéìÝôùðïé ìå ìéá «ó·åôéêþò áíïñ-
èüäïîç éäéüôçôá»: Ïé õðïëïãéóìïß äåí åêôåëïýíôáé áðåõèåßáò ìå ôá óçìåßá áëëÜ ìå ôá
äéáíýóìáôá ðïõ ôáóõíäÝïõí. Åðß ðáñáäåßãìáôé, äýï (äéáêåêñéìÝíá) óçìåßá ôïý óõó·å-
ôéêïý ·þñïõ Ank êáèïñßæïõí ðÜíôïôå ìßá åõèåßá, åðß ôÞò ïðïßáò êåßíôáé (ðñâë. Üóêçóç
Á-2-17). ÁíôéèÝôùò, áêüìç êáé óôïíA2k,äýï åõèåßåò äåí êáèïñßæïõí ðÜíôïôå Ýíá óçìåßï,
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ôï ïðïßï íá áíÞêåé óå áìöüôåñåò, êáèüôé áõôÝò åíäÝ·åôáé íá åßíáé ðáñÜëëçëåò. ÁõôÞ ç
ìç óõììåôñéêÞ éäéüôçôá ìåôáîý ôïý óõíüëïõ ôùí óçìåßùí êáé ôïý óõíüëïõ ôùí åõèåéþí
ïäÞãçóå óôçí åéóáãùãÞ íÝùí, åð' Üðåéñïí óçìåßùí, óôá ïðïßá äõï ðáñÜëëçëåò åõèåßåò
èá üöåéëáí íá «ôÝìíïíôáé». Ôïýôï êáèßóôáôáé áíôéëçðôü üôáí Ýíáò æùãñÜöïò ðñïóðá-
èåß íá áðïäþóåé óôïí (äéóäéÜóôáôï) êáìâÜ ôïõ áíôéêåßìåíá åõñéóêüìåíá åðß åíüò (äéá-
öïñåôéêïý) åðéðÝäïõ ôïý A3R ìÝóù ðñïïðôéêÞò ðñïâïëÞò áðü Ýíá óõãêåêñéìÝíï óçìåßï
åðïðôåýóåùò (âë. ó·Þìá 9).

Ó·Þìá 9

¼,ôé åìöáíßæåôáé óôïí êáìâÜ ùò åõèåßá, åßíáé êáé óôï æùãñáöéæüìåíï åðßðåäï ìéá åõ-
èåßá, áëëÜ õößóôáôáé êáé ìéá Üëëç åõèåßá, ç åð' Üðåéñïí åõèåßá (Þ ï ïñßæïíôáò ) ðïõ äåí
áíôéóôïé·åß óå ôßðïôá êåßìåíï åðß ôïý æùãñáöéæüìåíïõ åðéðÝäïõ. Ïé ðáñÜëëçëåò åõèåßåò
öáßíåôáé íá «ôÝìíïíôáé» åðß ôÞò ãñáììÞò ôïý ïñßæïíôá. Êáô' áõôÞí ôç äéáäéêáóßá ï æù-
ãñÜöïò êÜôé êåñäßæåé êáé êÜôé ·Üíåé, êáèüôé äåí áðïôõðþíïíôáé ôá ðÜíôá åìðñüò ôïõ.
Ôï «ëÜèïò» ïöåßëåôáé óôïí êáìâÜ, ï ïðïßïò äåí åßíáé «êáëýôåñïò» ôïý áðåéêïíéæüìåíïõ
åðéðÝäïõ. Ç ðñïâïëÞ åßíáé ç ïñèÞ ìÝèïäïò° ùóôüóï áõôÞ äåí èá ðñÝðåé íá åêôåëåßôáé
áðåõèåßáò åðß ôïý êáìâÜ áëëÜ íïçôéêþò, Þôïé ìåôáôñÝðïíôáò ôéò ôïìÝò ôùí åõèåéþí ðñï-
âïëÞò ¥ôùí äéåñ·ïìÝíùí áðü ôï óçìåßï åðïðôåýóåùò (ðïõ ðáßæåé ôïí ñüëï ôÞò «áñ·Þò
ôùí áîüíùí») êáé áðü ôá óçìåßá ôùí áðïôõðïýìåíùí áíôéêåéìÝíùí] ìå ôïí êáìâÜ óå
óçìåßá åíüò íÝïõ, ðñïâïëéêïý ·þñïõ P2R. Åí ðñïêåéìÝíù, ïé «ïñéæüíôéåò åõèåßåò» áíôé-
óôïé·ïýí óôá óçìåßá ôïý åð' Üðåéñïí õðåñåðéðÝäïõ H∞ (êáô' ïõóßáí ôÞò ðñïâïëéêÞò
åõèåßáò P1R) ðïõ åðéóõíÜðôåôáé óôïí áðïôõðïýìåíï A2R.

Ïé éäéüôçôåò ôÝôïéïõ åßäïõò êåíôñéêþí ðñïâïëþí åß·áí åîåôáóèåß äéåîïäéêþò áðü ðå-
ñéþíõìïõò áíáãåííçóéáêïýò æùãñÜöïõò (ðïõ áðïóêïðïýóáí óôç èÝóðéóç áõóôçñþí
êáíüíùí ãéá ôçí ïñèÞ áéóèçôéêÞ áðüäïóç ôïý «âÜèïõò»), üðùò Þôáí ïé Leonardo da
Vinci (1452-1519) êáé Albrecht Dürer (1471-1528). Ôá ó·Ýäéá 10 êáé 11 åßíáé Ýñãá ôïý
äåõôÝñïõ (áðü ôï Ýôïò 1525). Ôï ðñþôï åî áõôþí áöïñÜ óôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò ôÞò
áðåéêïíßóåùò åíüò ëáïýôïõ óå Ýíáí êáìâÜ ìÝóù êåíôñéêÞò ðñïâïëÞò õëïðïéïýìåíçò
ìå ôç âïÞèåéá åéäéêþò ðñïóáñìïóìÝíùí íçìÜôùí° ôï äåýôåñï óôïí ôñüðï êáôáóêåõÞò
ìéáò ðñïóùðïãñáößáò êÜíïíôáò ·ñÞóç åíüò êáôáëëÞëùò åðéëåãìÝíïõóçìåßïõ åðïðôåý-
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óåùò.

Ó·Ýäéï 10

Ó·Ýäéï 11
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Áðü éóôïñéêÞ óêïðéÜ, ãéá ôçí Ýëåõóç ôÞò «·ñõóÞò åðï·Þò» ôÞò ÐñïâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò
(1795-1850) áðáéôÞèçêå íá ðáñÝëèïõí 212 åðéðëÝïí áéþíåò! Ùò áöåôçñßá ôçò èåùñåßôáé
ç äçìïóßåõóç ôÞò «Ãåùìåôñßáò» ôïý GaspardMonge (1746-1818) ôï Ýôïò 1795. ¸êôïôå ç
ÐñïâïëéêÞ Ãåùìåôñßá ãíþñéóå éäéáßôåñç Üíèçóç, áöïý Ýôõ·å ôÞò õðïóôçñßîåùò áêüìç
êáé ôïý ÍáðïëÝïíôá ÂïíáðÜñôç (1769-1821), ï ïðïßïò Þëðéæå íá áðïêïìßóåé ìÝóù áõ-
ôÞò óôñáôéùôéêÜ ïöÝëç. Áðü ìáñôõñßåò åêåßíçò ôÞò ðåñéüäïõ åßíáé ãíùóôü üôé ï Jean
Victor Poncelet (1788-1867), Ý·ïíôáò ðåñéðÝóåé óå áé·ìáëùóßá ýóôåñá áðü ôç óõììå-
ôï·Þ ôïõ óôçí (áðïôõ·çìÝíç, íáðïëåüíôåéá) åêóôñáôåßá åíáíôßïí ôÞò Ñùóßáò, îåêßíçóå
ôç óõããñáöÞ ôïý «Traitª des propriªtªs projectives des figures» åíôüò ôÞò öõëáêÞò. Ôï
Ýñãï áõôü åßäå ôï öùò ôÞò äçìïóéüôçôáò ôï 1822 êáé Ýìåëëå íá óõíåéóöÝñåé ôá ìÝãéóôá
óôç ñáãäáßá åîÝëéîç ôÞò åí ëüãù åñåõíçôéêÞò ðåñéï·Þò. Óôïõò áîéïìíçìüíåõôïõò óýã-
·ñïíïõò ãåùìÝôñåò, ôïõò áíÞêïíôåò óôç ãåñìáíéêÞ ó·ïëÞ, ìå âáñýíïõóá óõíåéóöïñÜ
óôïí êëÜäï, óõãêáôáëÝãïíôáé ïé August Ferdinand Möbius (1790-1868), Jakob Steiner
(1796-1863),Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867) êáé Julius Plücker (1801-1868).

Ç êëáóéêÞ ÐñïâïëéêÞ Ãåùìåôñßá áó·ïëåßôï êõñßùò ìå ãåùìåôñéêïýò ó·çìáôéóìïýò
ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé ùò ·þñïé ëýóåùí óõóôçìÜôùí ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí ìéêñïý âáè-
ìïý (Þôïé âáèìïý ≤ 3). Ùóôüóï, ãéá ôçí åñãáóßá ìå ðïëõþíõìá ìåãáëõôÝñïõ âáè-
ìïý Þôáí áíáãêáßá ç ·ñÞóç ðñïêå·ùñçìÝíùí áëãåâñéêþí ôå·íéêþí ìÝóùí. ¸ôóé, ç
âáèìéáßá «áëãåâñïðïßçóç» ôÞò ÐñïâïëéêÞò Ãåùìåôñßáò êáôÜ ôï äåýôåñï Þìéóõ ôïý
19ïõ áéþíá ðñïëåßáíå ôï Ýäáöïò ãéá ôç äçìéïõñãßá ôÞò ðñþéìçò ÁëãåâñéêÞò Ãåù-
ìåôñßáò ìå êýñéïõò åêðñïóþðïõò ôçò ôïõò Alexander Wilhelm von Brill (1842-1935),
Max Noether (1844-1921, ðáôÝñá ôÞò Emmy) êáé Felix Christian Klein (1849-1925) óôç
Ãåñìáíßá, êáé ôïõò Antonio L.G.G. Cremona (1830-1903), Giuseppe Veronese (1854-
1917), Corrado Segre (1863-1924), Guido Castelnuovo (1865-1952), Federigo Enriques
(1871-1946), Gino Fano (1871-1952) êáé Francesco Severi (1879-1961) óôçí Éôáëßá. Ïé
Castelnuovo, Enriques êáé Severi õðÞñîáí äéäÜóêáëïé ôïý Oscar Zariski (1899-1986) óôç
Ñþìç. Ïé Zariski, Bartel L. van der Waerden (1903-1996) êáé Ándrª Weil (1906-1998)
ìðïñïýí áíáìöéâüëùò íá èåùñçèïýí ùò ðñùôåñãÜôåò ôÞò ìåôåîåëßîåùò ôÞò ÁëãåâñéêÞò
Ãåùìåôñßáò êáôÜ ôçí ôñéáêïíôáåôßá 1930-1960.

3.1.1 Ïñéóìüò. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù V Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ðåðåñáóìÝíçò
äéáóôÜóåùò õðåñÜíù ôïý k. Ùò ðñïâïëéêü ·þñï P(V) ðïõ áíôéóôïé·åß óôïí V ïñßæïõìå
ôï óýíïëï üëùí ôùí åõèåéþí ôïý V ðïõ äéÝñ·ïíôáé áðü ôï 0V (Þôïé ôï óýíïëï üëùí ôùí
ìïíïäéÜóôáôùí k-õðü·ùñùí ôïý V). ÅðïìÝíùò, êÜèå óçìåßï ôïý P(V) åßíáé ôÞò ìïñöÞò
{μv |μ ∈ k} ãéá êÜðïéï v ∈ Vr{0V}. Ùò äéÜóôáóç ôïý P(V) ïñßæïõìå ôïí áñéèìü

dim(P(V)) := dimk(V)− 1.

ÅÜí ôïW ⊆ V åßíáé Ýíáò k-õðü·ùñïò ôïý V, ôüôå P(W) ⊆ P(V). ÔÝôïéïõ åßäïõò õðïóý-
íïëá ôïý P(V) êáëïýíôáé ðñïâïëéêïß õðü·ùñïé ôïý P(V).
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3.1.2 Ïñéóìüò. (a) ¸óôù k Ýíá óþìá. Ôüôå ãéá ïéïíäÞðïôå n ∈ N0 ïñßæïõìå ùò n-
äéÜóôáôï ðñïâïëéêü ·þñï õðåñÜíù ôïý k ôï óýíïëï

Pnk := P(kn+1) =
©
[a0 : a1 : . . . : an]

¯̄
(a0, a1, . . . , an) ∈ An+1k r{0kn+1}

ª
.

Ôá

[a0 : . . . : an] := {(μa0, . . . , μan) |μ ∈ k} , (a0, . . . , an) ∈ An+1k r{0kn+1}

åßíáé ôá óçìåßá (= ïé ìçäåíïäéÜóôáôïé ðñïâïëéêïß õðü·ùñïé) ôïý Pnk.ÁêñéâÝóôåñá, ·á-
ñáêôçñßæïõìå ôï [a0 : . . . : an] ∈ Pnk ùò ôï óçìåßï ôïý Pnk ðïõ Ý·åé ôá a0, . . . , an ùò
ïìïãåíåßò óõíôåôáãìÝíåò1 ôïõ.

(b) Ðñïöáíþò, åðåéäÞ

[a0 : . . . : an] = [a
0
0 : . . . : a

0
n]⇐⇒ ∃λ ∈ kr{0k} : a0i = λai, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n},

ï Pnk ìðïñåß -åíáëëáêôéêþò- íá ïñéóèåß ùò ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

Pnk :=
¡
An+1k r{0kn+1}

¢
/ ∼

ùò ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò2 ‘‘∼'':

(a0, a1, . . . , an) ∼ (a00, a01, . . . , a0n)⇐⇒ïñó ∃λ ∈ kr{0k} : a
0
i = λai, ∀i ∈ {0, 1, . . . , n}.

(c) ÊÜèå ðñïâïëéêüò õðü·ùñïò ôïý Pnk ï ïðïßïò Ý·åé äéÜóôáóç 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, äéÜ-
óôáóçn−1) êáëåßôáéðñïâïëéêÞ åõèåßá (êáé áíôéóôïß·ùò, ðñïâïëéêü õðåñåðßðåäï) åíôüò
ôïý Pnk.

3.1.3 Óçìåßùóç. ÈÝôïíôáò ãéá êÜèå i ∈ {0, 1, . . . , n},

Ui := Ui(Pnk) := {[a0 : a1 : . . . : an] ∈ Pnk |ai 6= 0k } ,

ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ïéïäÞðïôå óçìåßï [a0 : . . . : an] ∈ Ui Ý·ïõìå

[a0 : . . . : an] =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
[1k :

a1
a0
: . . . : ana0 ], üôáí i = 0,

[a0ai : . . . :
ai−1
ai

: 1k :
ai+1
ai

: . . . : anai ], üôáí 1 ≤ i < n,

[ a0an : . . . :
an−1
an

: 1k], üôáí i = n,

1Ôï ai êáëåßôáé i-ïóôÞ ïìïãåíÞò óõíôåôáãìÝíç ôïý [a0 : . . . : an]. Âåâáßùò, äåí Ý·åé íüçìá íá ïìéëïýìå ãéá ôçí ôéìÞ ôÞò
i-ïóôÞò ïìïãåíïýò óõíôåôáãìÝíçò. Ùóôüóï, Ý·åé íüçìá íá äéåõêñéíßæïõìå ôï êáôÜ ðüóïí ç i-ïóôÞ ïìïãåíÞò óõíôåôáãìÝíç
äïèÝíôïò óçìåßïõ ôïý Pnk åßíáé (Þ äåí åßíáé) ßóç ìå ôï 0k!
2ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ï Pnk ìðïñåß íá èåùñçèåß êáé ùò ï ôñï·éáêüò ·þñïò

³
An+1k r{0kn+1}

´
/(kr{0k}) ï äçìéïõñãïýìåíïò

áðü ôç äñÜóç

(kr{0k})×
³
An+1k r{0kn+1}

´
3 (λ, (a0, . . . , an)) 7−→ (λa0, . . . , λan) ∈ An+1k r{0kn+1}

ôÞò (áëãåâñéêÞò) ðïëëáðëáóéáóôéêÞò ïìÜäáò kr{0k} åðß ôïý An+1k r{0kn+1}.
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êáé üôé ç áðåéêüíéóç

φ
i
: Ank −→ Ui (3.1)

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

(a1, . . . , an)
φ
i7−→

⎧⎨⎩
[1k : a1 : . . . : an] , üôáí i = 0,
[a1 : . . . : ai : 1k : ai+1 : . . . : an] , üôáí 1 ≤ i < n,

[a1 : . . . : an : 1k] , üôáí i = n,

åßíáé áìöéññéðôéêÞ Ý·ïõóá ôçí

Ui 3 [a0 : . . . : an] 7−→

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(a1a0 , . . . ,

an
a0
), üôáí i = 0,³

a0
ai
, . . . , ai−1ai

, ai+1ai
, . . . , anai

´
, üôáí 1 ≤ i < n,³

a0
an
, . . . , an−1an

´
, üôáí i = n,

ùò áíôßóôñïöü ôçò. Ùò åê ôïýôïõ, ï Pnk ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç

Pnk =
nS
i=0

Ui, (3.2)

ìå êáèÝíá ôùí Ui «ôáõôéæüìåíï» ìå ôïí n-äéÜóôáôï óõó·åôéêü ·þñï Ank. Åðßóçò, ï Pnk
ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç

Pnk = Ui ∪H∞i , ∀i ∈ {0, 1, . . . , n} (3.3)

üðïõ ôï

H∞i := PnkrUi = {[a0 : a1 : . . . : an] ∈ Pnk |ai = 0k }

åßíáé ôï ëåãüìåíï (i-ïóôü) åð' Üðåéñïí õðåñåðßðåäï ôïý Pnk (ùò ðñïò ôçí åìöýôåõóç φi
ôïý Ank åíôüò ôïý Pnk). Ç áìößññéøç

H∞i 3 [a0 : . . . : ai−1 : 0k : ai+1 : . . . : an]←→ [a0 : . . . : ai−1 : ai+1 : . . . : an] ∈ Pn−1k

äåß·íåé ôï ðþò ìðïñïýìå íá «ôáõôßæïõìå» ôï H∞i ìå ôïí Pn−1k .

3.1.4 Ðáñáäåßãìáôá. (a) O P0k åßíáé Ýíá óçìåßï. (ÓõãêåêñéìÝíá, ôï {1k}.) Ç ðñïâïëéêÞ
åõèåßá õðåñÜíù ôïý k åßíáé ï ·þñïò

P1k =
©
[a : 1k]

¯̄
a ∈ A1k

ª
∪ {[1k : 0k]}

ï áðïôåëïýìåíïò áðü Ýíá áíôßôõðï ôÞò óõó·åôéêÞò åõèåßáò êáé Ýíá åð' Üðåéñïí óçìåßï,
åíþ ôï ðñïâïëéêü åðßðåäï õðåñÜíù ôïý k åßíáé ï ·þñïò

P2k =
©
[a : b : 1k]

¯̄
(a, b) ∈ A2k

ª
∪
©
[a : b : 0k]

¯̄
[a : b] ∈ P1k

ª
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ï áðïôåëïýìåíïò áðü Ýíá áíôßôõðï ôïý óõó·åôéêïý åðéðÝäïõ êáé ìéá åð' Üðåéñïí åõèåßá.

(b) ¸óôù Y = aX+ b ç åîßóùóç ìéáò åõèåßáò ôïýA2R. Ãéá íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí åéêüíá
áõôÞò ôÞò åõèåßáò ìÝóù ôÞò åìöõôåýóåùò φ2 : A2R → P2R èåùñïýìå Ýíá óçìåßï (x0, y0)
åð' áõôÞò, êáèþò êáé ôéò åîéóþóåéò

x0
X
=

ax0 + b

Y
=
1

Z

ðïõ êáèïñßæïõí ôçí åõèåßá ôç äéåñ·üìåíç áðü ôá óçìåßá (0, 0, 0) êáé (x0, y0, 1) åíôüò ôïý
A3R. Ðñïöáíþò,

φ2(
©
(X,Y) ∈ A2R |Y = aX+ b

ª
) =

©
[X : Y : Z] ∈ P2R |Y = aX+ bZ

ª
∩ U2

=
©
[X : Y : Z] ∈ P2R |Y = aX+ bZ, Z 6= 0

ª
êáé ©

[X : Y : Z] ∈ P2R |Y = aX+ bZ
ª
∩H∞2 = {[1 : a : 0]}.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, üëåò ïé åõèåßåò ôïý A2R ïé ïðïßåò Ý·ïõí ôçí ßäéá êëßóç, åðåêôåéíüìåíåò
óôï P2R, äéÝñ·ïíôáé áðü ôï ßäéï óçìåßï ôÞò åð' Üðåéñïí åõèåßáò H∞2 .

(c) Ç åéêüíá ôÞò õðåñâïëÞò V = V(Y2 − X2 − 1) ⊂ A2R ìÝóù ôÞò φ2 : A2R → P2R åßíáé ç

φ2(V ) =
©
[X : Y : Z] ∈ P2R

¯̄
Y2 = X2 + Z2

ª
∩ U2

=
©
[X : Y : Z] ∈ P2R

¯̄
Y2 = X2 + Z2, Z 6= 0

ª
êáé ©

[X : Y : Z] ∈ P2R
¯̄
Y2 = X2 + Z2

ª
∩H∞2 = {[1 : 1 : 0], [1 : −1 : 0]}.

Ôá óçìåßá [1 : ±1 : 0] åßíáé ôá óçìåßá ôïìÞò ôÞò êáìðýëçò (åíôüò ôïý P2R) ìå ôéò åõèåßåò
Y = ±X.

ÁóêÞóåéò

Á-3-1. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù n ∈ N0. ÅÜí ïé W1,W2 åßíáé äõï k-õðü·ùñïé ôïý
kn+1, ôüôå ïñßæïõìå ùò ·þñï óõíäÝóåùò P(W1)+ P(W2) ôùí P(W1) êáé P(W2) ôïí åëÜ-
·éóôï ðñïâïëéêü õðü·ùñï ôïý Pnk := P(kn+1) ðïõ ðåñéÝ·åé áìöüôåñïõò ôïõò P(W1) êáé
P(W2). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) P(W1)+ P(W2) = P(W1+W2).

(b) P(W1)∩ P(W2) = P(W1∩W2).
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(c) dim(P(W1) ∩ P(W2)) = dim(P(W1)) + dim(P(W2))− dim(P(W1) + P(W2)).

(d) ÅÜí dim(P(W1)) + dim(P(W2)) ≥ n, ôüôåW1∩W2 6= ∅.

Á-3-2. ¸óôù üôé ôï k åßíáé Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé üôé 0 6= F ∈ k [X0, . . . ,Xn] .
ÃñÜöïíôáò ôï F ìïíïóçìÜíôùò ùò Üèñïéóìá

F =
X
j≥0

F(j), F(j) :=
X

i0+i1+···+in=j
λ(i0,i1,... ,in)X

i0
0 X

i1
1 · · ·Xinn ,

ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí (âë. §1.1 (xii)) êáé õðïèÝôïíôáò üôé

F (a0, a1, . . . , an) = 0k

ãéá êÜèå åðéëïãÞ ïìïãåíþí óõíôåôáãìÝíùí [a0 : . . . : an] åíüò óçìåßïõ P ∈ Pnk, íá
áðïäåé·èåß üôé

F(j) (a0, a1, . . . , an) = 0k, ∀j ∈ {0, . . . , deg(F )},

ãéá êÜèå åðéëïãÞ ïìïãåíþí óõíôåôáãìÝíùí [a0 : . . . : an] ôïý P.

3.2 ÂáèìïëïãçìÝíïé Äáêôýëéïé êáé Ìüäéïé

Ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn] êáèßóôáôáé êáôÜ öõóéêü ôñüðï âáèìïëïãçìÝ-
íïò äáêôýëéïò.

3.2.1 Ïñéóìüò. Ìéá (N0-)âáèìïëüãçóç åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé ìéá ïéêïãÝíåéá (Ri)i∈N0
õðïïìÜäùí ôÞò ðñïóèåôéêÞò ïìÜäáò (R,+) ôïý R, ôÝôïéá þóôå íá ðëçñïýíôáé ïé áêü-
ëïõèåò óõíèÞêåò:

(a) R =
L

i∈N0 Ri (åõèý Üèñïéóìá õðïïìÜäùí), êáé

(b) Ri ·Rj ⊆ Ri+j , ãéá ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ N0.
¸íáò âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò åöïäéáóìÝíïò ìå ìéá âáèìïëü-
ãçóç. ÅÜí ïR åßíáé âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò, ôüôå çRi, ãéá i ∈ N0, êáëåßôáé ïìïãåíÝò
ôìÞìá ôïý R âáèìïý i, åíþ ôá óôïé·åßá ôçò êáëïýíôáé ïìïãåíÞ óôïé·åßá3 âáèìïý i.

3.2.2 Óçìåßùóç. ¸óôù R =
L

i∈N0 Ri Ýíáò âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò. Ôüôå åßíáé åý-
êïëï íá äéáðéóôùèïýí ôá åîÞò:

(a) ÊÜèå r ∈ Rr{0R} ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò õðü ôç ìïñöÞ

r =
X
i≥0

r(i), (r(i) ∈ Ri, ∀i ∈ N0),

3ÅÜí ôï r åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïýR âáèìïý i, ôüôå åßèéóôáé íá ãñÜöïõìå deg(r) = i.
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üðïõ ìüíïí ðåðåñáóìÝíïé üñïé ôïý áèñïßóìáôïò åßíáé ìç ìçäåíéêïß.ÌÜëéóôá, èÝôïíôáò

j := min
©
i ∈ N0| r(i) 6= 0R

ª
, d := max

©
i ∈ N0| r(i) 6= 0R

ª
,

ôï r ìðïñåß íá ãñáöåß ùò

r =
dX
i=j

r(i).

ÉäéáéôÝñùò, ôï r(j) êáëåßôáé áñ·éêü ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý r êáé ôï r(d) ôåëéêü ïìïãåíÝò
óôïé·åßï ôïý r. (Åßèéóôáé, ìÜëéóôá, íá ëÝìå üôé ôï r Ý·åé óõíïëéêü âáèìü d.)

(b) Ç ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá R0 ôÞò (R,+) áðïôåëåß õðïäáêôýëéï ôïý R ìå4 1R ∈ R0, ï
R êáèßóôáôáé R0-Üëãåâñá êáé êÜèå Ri, i ∈ N0, êáèßóôáôáé R0-õðïìüäéïò ôïý R.
(c) ¸óôù R0 ìéá õðïÜëãåâñá ôÞò R0-Üëãåâñáò R. ÅÜí áõôÞ ðáñÜãåôáé áðü ôï R1 (Þôïé
áðü ôï ïìïãåíÝò ôìÞìá ôïý R âáèìïý 1), ôüôå ç R0 åßíáé Ýíáò âáèìïëïãçìÝíïò õðïäá-
êôýëéïò ôïý âáèìïëïãçìÝíïõ äáêôõëßïõ R, ïðüôå ãñÜöïõìå R0 = R0[R1]. Óôçí åéäéêÞ
ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá R0 = R, ëÝìå üôé ï R åßíáé ìéá âáèìïëïãçìÝíç R0-Üëãåâñá
ðáñáãüìåíç áðü ôá ïìïãåíÞ óôïé·åßá âáèìïý 1.

3.2.3 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ¸óôù n ∈ N êáé Ýóôù k Ýíá óþìá. ÈÝôïíôáò ãéá êÜèå d ∈ N0,

k[X1, . . . ,Xn]d := {F ∈ k[X1, . . . ,Xn]|F ïìïãåíÝò âáèìïý d} ∪ {0k},

ðáñáôçñïýìå üôé

k[X1, . . . ,Xn]d = Spank (Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])d)

(ìå ôï Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])d ìéá âÜóç ôïý k[X1, . . . ,Xn]d), üôé

dimk(k[X1, . . . ,Xn]d) =

µ
d+ n− 1
n− 1

¶
(âë. Üóêçóç Á-1-35) êáé üôé ï äáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn] äÝ·åôáé ôç âáèìïëüãçóç

k[X1, . . . ,Xn] =
L
d∈N0

k[X1, . . . ,Xn]d.

ÅðåéäÞ Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])1 = {X1, . . . ,Xn}, ï k[X1, . . . ,Xn] åßíáé ìéá âáèìïëïãçìÝíç
k-Üëãåâñá ðáñáãüìåíç áðü ôá ïìïãåíÞ óôïé·åßá âáèìïý 1.
4ÅðåéäÞ 1R =

Pd
i=0 r(i), ãéá êÜðïéá r(i) ∈ Ri, d ∈ N0, Ý·ïõìå ãéá êÜèå a(i) ∈ Ri

a(i) − r(0)a(i) =
dX
i=1

r(i)a(i) ∈ Ri ∩ (Ri+1 ⊕ · · ·⊕Ri+d) = {0R},

ïðüôå a = r(0)a, ∀a ∈ R, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé r(0) = 1R.
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(b) ÅÜí n ∈ N, w := (w1, . . . , wn) ∈ Nn êáé ôï k åßíáé Ýíá óþìá, ôüôå ôï (a) ãåíéêåýå-
ôáé ùò åîÞò: Ïñßæïõìå ùò w-âåâáñçìÝíï ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý d ∈ N0 êÜèå ìç
ìçäåíéêü ðïëõþíõìï F ∈ k[X1, . . . ,Xn] áíÞêïí óôï

k[X1, . . . ,Xn]
(w)
d := Spank

³
Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])

(w)
d

´
,

üðïõ

Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])
(w)
d :=

©
Xi11 · · ·Xinn

¯̄
(i1, . . . , in) ∈ Nn0 : i1w1 + · · ·+ inwn = d

ª
.

Ðñïöáíþò,

k[X1, . . . ,Xn] =
L
d∈N0

k[X1, . . . ,Xn]
(w)
d .

(Ôá w1, . . . , wn êáëïýíôáé âÜñç ôÞò áíùôÝñù «w-âáèìïëïãÞóåùò».) Ùò åê ôïýôïõ, ï
k[X1, . . . ,Xn] äÝ·åôáé ìéá áðåéñßá äéáöïñåôéêþí âáèìïëïãÞóåùí. Ãéá íá áðïêôÞóïõìå
ôçí «óõíÞèç» âáèìïëüãçóç (a) áñêåß íá èÝóïõìå w1 = · · · = wn = 1.

3.2.4 Ïñéóìüò. ¸óôù R =
L

i∈N0 Ri Ýíáò âáèìïëoãçìÝíïò äáêôýëéïò. ¸íáò R-ìüäéïò
M êáëåßôáé âáèìïëïãçìÝíïò R-ìüäéïò üôáí äÝ·åôáé äéÜóðáóç ùò åõèý Üèñïéóìá

M =
L

i∈N0 Mi

ðñïóèåôéêþí õðïïìÜäùí Mi ôÞò (M,+), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé Ri · Mj ⊆ Mi+j , ãéá
ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ N0. ÅÜí ïM åßíáé âáèìïëïãçìÝíïò R-ìüäéïò, ôüôå çMi, ãéá i ∈ N0,
êáëåßôáé ïìïãåíÝò ôìÞìá ôïýM âáèìïý i, åíþ ôá óôïé·åßá ôÞò Mi êáëïýíôáé ïìïãåíÞ
óôïé·åßá ôïýM âáèìïý i. (Ïé Ýííïéåò áñ·éêü êáé ôåëéêü ïìïãåíÝò óôïé·åßï êáé óõíïëé-
êüò âáèìüò ïéïõäÞðïôå ìç ìçäåíéêïý óôïé·åßïõ ôïý M ïñßæïíôáé üðùò óôï 3.2.2 (a).)
Ðñïöáíþò, êÜèåMi, i ∈ N0, åßíáé R0-ìüäéïò.

3.2.5 Ïñéóìüò. ¸íáò õðïìüäéïòN åíüò âáèìïëïãçìÝíïõR-ìïäßïõM =
L

i∈N0 Mi êá-
ëåßôáé ïìïãåíÞò õðïìüäéïò (Þ âáèìïëïãçìÝíïò õðïìüäéïò) üôáí

N =
L

i∈N0(Mi ∩N).

3.2.6 Ðñüôáóç. ¸óôùN Ýíáò õðïìüäéïò åíüò âáèìïëïãçìÝíïõR-ìïäßïõM =
L

i∈N0 Mi.

Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(a) Ï N åßíáé ïìïãåíÞò õðïìüäéïò ôïýM (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.2.5).

(b) Ï N ðáñÜãåôáé áðü ïìïãåíÞ óôïé·åßá (ðéèáíþò äéáöïñåôéêþí âáèìþí ) ôïýM.

(c) ÅÜí y = m(0) +m(1) + · · ·+m(d), üðïõm(i) ∈Mi, ∀i ∈ {0, . . . , d}, ôüôå

y ∈ N ⇐⇒ m(i) ∈ N, ∀i ∈ {0, . . . , d}.



§ 3.2 âáèìïëïãçìåíïé äáêôõëéïé êáé ìïäéïé 157

Áðïäåéîç. (a)⇒(b): Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ôï óýíïëï
S
i∈N0 (N ∩Mi) üëùí ôùí ïìïãåíþí

óôïé·åßùí ôïý N ðáñÜãåé ôïíN.

(b)⇒(a): ¸óôù (xλ)λ∈Λ ìéá ïéêïãÝíåéá ãåííçôüñùí ôïý N ç ïðïßá áðïôåëåßôáé áðü
ïìïãåíÞ óôïé·åßá xλ ∈M ìå deg(xλ) = iλ. ÊÜèå y ∈ N ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

y =
X
λ∈Λ

rλxλ (ãéá êÜðïéá rλ ∈ R).

Äéáóðþíôáò êáèÝíá ôùí rλ óôéò ïìïãåíåßò ôïõ óõíéóôþóåò ëáìâÜíïõìå

rλ =
X
i∈N0

rλ,i (rλ,i ∈ Ri),

ïðüôå

y =
X
λ∈Λ

ÃX
i∈N0

rλ,i

!
xλ =

X
i∈N0

⎛⎝X
λ∈Λ

X
j+iλ=i

rλ,jxλ

⎞⎠ =⇒ y =
X
i∈N0

yi,

üðïõ ôá

yi :=
X
λ∈Λ

X
j+iλ=i

rλ,jxλ, i ∈ N0,

åßíáé ïé ïìïãåíåßò óõíéóôþóåò ôïý y ìå deg(yi) = i, ∀i ∈ N0. ÅðåéäÞ yi ∈ N, ∀i ∈ N0, ï
éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò.

(a)⇔(c) Ôïýôç ç éóïäõíáìßá åßíáé ðñïöáíÞò. ¤

3.2.7 Ïñéóìüò. ¸íá éäåþäåò I åíüò âáèìïëïãçìÝíïõ äáêôõëßïõR =
L

i∈N0 Ri êáëåßôáé
ïìïãåíÝò éäåþäåò (Þ âáèìïëïãçìÝíï éäåþäåò) ôïý R üôáí áõôü, ùò R-ìüäéïò, åßíáé Ýíáò
ïìïãåíÞò õðïìüäéïò ôïý R (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.2.5).

3.2.8 Ðñüôáóç. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò âáèìïëïãçìÝíïõ äáêôõëßïõ R =
L

i∈N0 Ri.

Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(a) Ôï I åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R.

(b) Ôï I ðáñÜãåôáé áðü ïìïãåíÞ óôïé·åßá (ðéèáíþò äéáöïñåôéêþí âáèìþí ) ôïý R.

(c) ÅÜí y = r(0) + r(1) + · · ·+ r(d), üðïõ r(i) ∈ Ri, ∀i ∈ {0, . . . , d}, ôüôå

y ∈ I ⇐⇒ r(i) ∈ I, ∀i ∈ {0, . . . , d}.

(d) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/I åßíáé âáèìïëïãçìÝíïò, äå·üìåíïò ôç âáèìïëüãçóç

R/I =
L

i∈N0(Ri + I)/I ∼=
L

i∈N0 Ri/(Ri ∩ I)

(Ï éóïìïñöéóìüò áõôüò ïöåßëåôáé óôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.11.)



158 ðñïâïëéêá áëãåâñéêá óõíïëá êáé ðñïâïëéêåò ðïéêéëïôçôåò

Áðïäåéîç. Ïé éóïäõíáìßåò ôùí (a), (b) êáé (c) Ýðïíôáé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 3.2.6.

(a)⇒(d): Åßíáé ðñïöáíÝò üôé R/I =
P

i∈N0(Ri + I)/I. ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá äåßîïõìå
üôé ç áíáðáñÜóôáóç êÜèå óôïé·åßïõ ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I ùò áèñïßóìáôïò óôïé-
·åßùí ôùí (Ri + I)/I, i ∈ N0, åßíáé ìïíáäéêÞ. Ðñïò ôïýôï áñêåß íá èåùñçèåß Ýíá ôÝôïéï
Üèñïéóìá ðïõ íá éóïýôáé ìå ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï, áò ðïýìåP

i∈N0
r(i) = 0R/I , r(i) = r(i) + I (ãéá êÜðïéá r(i) ∈ Ri + I).

Ðñïöáíþò, åðåéäÞ ôï I åßíáé ïìïãåíÝò,P
i∈N0

r(i) ∈ I =⇒ r(i) ∈ I, ∀i ∈ N0 =⇒ r(i) = 0R/I , ∀i ∈ N0.

(d)⇒(a): ¸óôù ôõ·üí a ∈ I. ÃñÜöïíôáò ôï a õðü ôç ìïñöÞ

a =
P
i∈N0

a(i) (üðïõ a(i) ∈ Ri, i ∈ N0),

Ý·ïõìå åíôüò ôïý R/IP
i∈N0

a(i) = 0R/I =⇒ a(i) = 0R/I , ∀i ∈ N0 =⇒ a(i) ∈ I, ∀i ∈ N0,

ìå ôçí ðñþôç óõíåðáãùãÞ áðïññÝïõóá áðü ôï ãåãïíüò üôé R/I =
L

i∈N0(Ri + I)/I.

¢ñá ôï I åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R. ¤

3.2.9 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn],
åöïäéáóìÝíïõ ìå ôç óõíÞèç âáèìïëüãçóç 3.2.3 (a). Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åß-
íáé éóïäýíáìåò:

(a) I =
L

d∈N0(k[X1, . . . ,Xn]d ∩ I) (äçëáäÞ ôï I åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò).

(b) Ôï I ðáñÜãåôáé áðü ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá (ðéèáíþò äéáöïñåôéêþí âáèìþí).

(c) ÅÜí F =
P

d≥0 F(d), üðïõ F(d) ∈ k[X1, . . . ,Xn]d, ∀d ∈ N0, ôüôå

F ∈ I ⇐⇒ F(d) ∈ I, ∀d ∈ N0.

(d) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn]/I åßíáé âáèìïëïãçìÝíïò, äå·üìåíïò ôç âáèìïëü-
ãçóç

k[X1, . . . ,Xn]/I =
L

d∈N0(k[X1, . . . ,Xn]d + I)/I.

3.2.10 Ðñüôáóç. ¸óôù I Ýíá ãíÞóéï, ïìïãåíÝò éäåþäåò åíüò âáèìïëïãçìÝíïõ, ìç ôåôñéì-
ìÝíïõ äáêôõëßïõ R =

L
i∈N0 Ri. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
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(a) Ôï I åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý R åÜí êáé ìüíïí åÜí ãéá ïéáäÞðïôå ïìïãåíÞ óôïé·åßá
r(i) ∈ Ri êáé r0(j) ∈ Rj , i, j ∈ N0, éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[r(i)r
0
(j) ∈ I =⇒ åßôå r(i) ∈ I åßôå r0(j) ∈ I].

(b) Ôï I åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R åÜí êáé ìüíïí åÜí

I ∼= m⊕ (
L

i∈NRi),

üðïõ m Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R0.

Áðïäåéîç. (a) Ç ìßá êáôåýèõíóç åßíáé ðñïöáíÞò. Áò õðïèÝóïõìå, áíôéóôñüöùò, üôé
r, r0 ∈ R ìå rr0 ∈ I êáé r /∈ I, êáé üôé

r =
dX
i=j

r(i), r
0 =

d0X
i=j0

r0(i)

(üðùò óôï (a) ôÞò óçìåéþóåùò 3.2.2). Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå, åðéðñï-
óèÝôùò, íá õðïèÝóïõìå üôé r(d) /∈ I (äéüôé áëëéþò áíôéêáèéóôïýìå ôï r ìå ôï r − r(d)
ê.ï.ê). Ï üñïò âáèìïý d + d0 óôï óôïé·åßï rr0 åßíáé ï r(d)r

0
(d0), ïðüôå åî õðïèÝóåùò

Ý·ïõìå r0(d0) ∈ I. Ôï óôïé·åßï r0 − r0(d0) éêáíïðïéåß ôç óõíèÞêç r(r0 − r0(d0)) ∈ I, ïðüôå
ìå åðáíáëçðôéêÞ ·ñÞóç ôÞò áíùôÝñù åðé·åéñçìáôïëïãßáò äåß·íïõìå äéáäï·éêþò üôé
r0(d0−1) ∈ I, . . . , r0(j0) ∈ I, êÜôé ðïõ óçìáßíåé üôé r0 ∈ I. ¢ñá ôï I åßíáé ðñþôï éäåþäåò
ôïý R.

(b) Áò õðïèÝóïõìå üôé Ýíá ãíÞóéï, ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý R åßíáé ìåãéóôïôéêü. ÅÜí
êÜðïéï ïìïãåíÝò óôïé·åßï r(i) ∈ Ri âáèìïý i ≥ 1 äåí áíÞêåé óôï I, ôüôå

I $ I +

r(i)
®
⊆ R =⇒ I +


r(i)
®
= R,

ïðüôå 1R − r(i)r
0 ∈ I ãéá êÜðïéï r0 ∈ R. ¸óôù üôé r0 =

Pd
k=j r

0
(k) (üðùò óôï (a) ôÞò

óçìåéþóåùò 3.2.2). ÅðåéäÞ ôï I åßíáé ïìïãåíÝò,

1R − r(i)r
0 = 1R −

Pd
k=j r

0
(k)r(i) ∈ I

1R ∈ R0, r(i) /∈ I,

(i ≥ 1⇒ i+ j ≥ 1,∀j ∈ {j, . . . , d})
I =

L
i∈N0(Ri ∩ I)

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =⇒ 1R ∈ I =⇒ I = R.

¢ôïðï! ÊáôÜ óõíÝðåéáí, I ⊇
L

i∈NRi. ËáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôïí éóïìïñöéóìü äáêôõ-
ëßùí

R/(
L

i∈NRi) ∼= R0
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êáé ôï (b) ôÞò áóêÞóåùòÁ-1-36, óõìðåñáßíïõìå üôé ôï I/
L

i∈NRi åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü
éäåþäåò m ôïý R/(

L
i∈NRi), ïðüôå

I =
L

i∈N0(Ri ∩ I)
Ri ⊆ I ⇒ Ri ∩ I = Ri,∀ i ≥ 1,
I/
L

i∈NRi = m

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ I ∼= m⊕ (
L

i∈NRi).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï, ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R =
L

i∈N0 Ri ãéá ôï
ïðïßï éó·ýåé I ∼= m⊕ (

L
i∈NRi) ãéá êÜðïéï ìåãéóôïôéêü m éäåþäåò ôïý R0, ôüôå

R/I = (
L

i∈N0 Ri)/(m⊕ (
L

i∈NRi)) ∼= (R0/m)⊕
L

i∈N(Ri/Ri) = R0/m,

ìå ôï R0/m Ýíá óþìá. Ôïýôï óçìáßíåé üôé êáé ôï R/I åßíáé óþìá. ¢ñá ôï I ïöåßëåé íá
åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R (âë. èåþñçìá 1.1.14). ¤

3.2.11 Ïñéóìüò. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò âáèìïëïãç-
ìÝíïõ äáêôõëßïõ R =

L
i∈N0 Ri, áðïôåëïýìåíï ìüíïí áðü ïìïãåíÞ óôïé·åßá ôïý R.

Åêôüò ôÞò óõíÞèïõò ôïðéêïðïéÞóåùò5 S−1R ôïý R ùò ðñïò ôï S (âë. ðñüôáóç 2.3.8)
õößóôáôáé êáé ç ëåãüìåíç ïìïãåíÞò ôïðéêïðïßçóç ôïý R ùò ðñïò ôï S

S−1ïì.R :=
©
r
s ∈ S−1R

¯̄
∃i ∈ N0 : r ∈ Ri, s ∈ Ri ∩ S

ª
ðïõ áðáñôßæåôáé áðü ôá ïìïãåíÞ êëÜóìáôá «âáèìïý 0». Ï S−1ïì.R åßíáé õðïäáêôýëéïò
ôïý S−1R.

3.2.12 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ÅÜí ï R =
L

i∈N0 Ri åßíáé âáèìïëïãçìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ
êáé S := Rr{0R}, ôüôå S−1R = Fr(R) (âë. 2.3.11 (a)) êáé ç ïìïãåíÞò ôïðéêïðïßçóç

Frïì.(R) := S
−1
ïì.R =

©
r
s ∈ S−1R

¯̄
∃i ∈ N0 : r, s ∈ Ri, s 6= 0R

ª
êáëåßôáé ïìïãåíÝò óþìá êëáóìÜôùí ôÞò R.

(b) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ï äáêôýëéïò R =
L

i∈N0 Ri åßíáé ìéá âáèìïëïãçìÝíç áêåñáßá
ðåñéï·Þ, f ∈ Rdr{0R}, ãéá êÜðïéï d ≥ 0 êáé S := {fν | ν ∈ N0} , ôüôå ç ðñïêýðôïõóá
ôïðéêïðïßçóç óõìâïëßæåôáé ùò Rf := S

−1R (âë. 2.3.11 (b)) êáé ç áíôßóôïé·ç ïìïãåíÞò
ôïðéêïðïßçóç ùò

R(f) := S
−1
ïì.R =

n
r
fν ∈ Rf | ν ∈ N0, r ∈ Rνd

o
.

5Ç ôïðéêïðïßçóç S−1R ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Z-âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò. Ðñïò ôïýôï áñêåß óôïí ïñéóìü 3.2.1 íá áíôé-
êáôáóôáèåß ôïN0 ìå ôïZ êáé íá ïñéóèåß deg( rs ) := deg(r)−deg(s),ùò âáèìüò ôïý r

s , üðïõ r ïéïäÞðïôå ïìïãåíÝò óôïé·åßï
ôïýR. ( Åßíáé åýêïëï íá äåé·èåß üôé ï åí ëüãù ïñéóìüò åßíáé áíåîÜñôçôïò ôùí åêðñïóþðùí ôùí èåùñïõìÝíùí êëáóìÜôùí.) Åí
ôïéÜõôç ðåñéðôþóåé S−1R =

L
i∈Z(S

−1R)i, üðïõ (S−1R)i :=
©
r
s ∈ S−1R

¯̄
deg( rs ) = i

ª
.Ùóôüóï åäþ èá åñãáóèïýìå

ìüíïí ìå ôïí S−1ïì. R = (S−1R)0.
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(c) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï p åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò, ðñþôï éäåþäåò åíüò âáèìïëïãçìÝíïõ
äáêôõëßïõ R =

L
i∈N0 Ri êáé S := Rrp, ôüôå ôï S åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü

õðïóýíïëï ôïýR êáé ïñßæåôáé ç ôïðéêïðïßçóçRp := S−1R ôïýR óôï p (âë. 2.3.24). Åðé-
ðñïóèÝôùò, êáé ôï õðïóýíïëï S0 ôïý S ôï áðïôåëïýìåíï áðü üëá ôá ïìïãåíÞ óôïé·åßá
ôïý S åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R. Ùò ïìïãåíÞ ôïðéêïðïßçóç
R(p) ôïý R óôï p ïñßæïõìå -ùò åê ôïýôïõ- ôïí

R(p) := S
0−1
ïì. R =

©
r
s ∈ Rp|∃i ∈ N0 : r ∈ Ri, s ∈ Ri ∩ S0

ª
.

O R(p) åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò Ý·ùí ùò (ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò ôï

pR(p) :=
©
r
s ∈ R(p)

¯̄
r ∈ p

ª
.

Åðßóçò, ç

R(p)/pR(p) 3
¡
r
r0 + pR(p)

¢
7−→ r+p

r0+p ∈ Frïì.(R/p)

ïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü óùìÜôùí. (Ðñâë. Üóêçóç Á-2-21 (b)).

ÁóêÞóåéò

Á-3-3. ¸óôù R =
L

i∈N0 Ri Ýíáò âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò. ÅÜí ï R åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå äéáéñÝôçò åíüò ïìïãåíïýò óôïé·åßïõ ôïõ åßíáé ùóáýôùò
ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïõ.

Á-3-4. ¸óôùR =
L

i∈N0 Ri Ýíáò âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò. ÅÜí ôá I, J åßíáé ïìïãåíÞ
éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ôá I + J, IJ, I ∩ J êáé I : J åßíáé ïìïãåíÞ éäåþäç
ôïý R.

Á-3-5. ¸óôù R =
L

i∈N0 Ri Ýíáò âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìï-
ãåíÝò éäåþäåò ôïý R, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ôï Rad(I) åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R.

Á-3-6. Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå âáèìïëïãçìÝíï äáêôýëéï R =
L

i∈N0 Ri ïé
áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(a) Ï R åßíáé íáéôåñéáíüò.

(b) Ï R0 åßíáé íáéôåñéáíüò êáé ï R ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç R0-Üëãåâñá.

Á-3-7. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù R =
L

i∈N0 Ri Ýíáò âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò ìå
R0 = k. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:
(a) Ôï åõèý Üèñïéóìá R≥1 :=

L
i∈NRi áðïôåëåß Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R.

(b) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï, ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R, ôüôå I ⊆ R≥1.
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(c) Ôï R≥1 åßíáé ôï ìïíáäéêü ïìïãåíÝò ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R.

Á-3-8. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò âáèìïëïãçìÝíïõ äá-
êôõëßïõ R =

L
i∈N0 Ri, áðïôåëïýìåíï ìüíïí áðü ïìïãåíÞ óôïé·åßá ôïý R. Íá áðïäåé-

·èïýí ôá åîÞò:

(a) ÊÜèå éäåþäåò ôïý S−1ïì.R åßíáé ôÞò ìïñöÞò

S−1ïì.I := (S
−1I) ∩ S−1ïì.R

üðïõ I êÜðïéï ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R.

(b) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý R êáé π : R −→ R/I ï öõóéêüò åðéìïñöé-
óìüò, ôüôå õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

(S−1ïì.R)/(S
−1
ïì.I)

∼= π(S)−1ïì. (R/I).

(c) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ï R åßíáé ìéá âáèìïëïãçìÝíç áêåñáßá ðåñéï·Þ,
f ∈ Rdr{0R}, ãéá êÜðïéï d ≥ 0, S := {fν | ν ∈ N0} êáé ôï I Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôÞòR,
ôï éäåþäåò

I(f) := S
−1
ïì. I ⊆ R(f)

éóïýôáé ìå

I(f) =
n

r
fν ∈ Rf

¯̄̄
ν ∈ N0, r ∈ Iνd

o
,

üðïõ Ij := Rj ∩ I ãéá êÜèå j ∈ N0.

3.3 ÐñïâïëéêÜ ÁëãåâñéêÜ Óýíïëá

Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá, åðáíåñ·üìåíïé óôïí ðñïâïëéêü ·þñï Pnk, ðñüèåóÞ ìáò åßíáé íá
ïñßóïõìå ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá êáé íá ìåëåôÞóïõìå êÜðïéåò éäéüôçôÝò ôïõò, ïé
ïðïßåò åßíáé áíÜëïãåò åêåßíùí ðïõ ðáñïõóéÜóèçêáí ãéá ôá óõó·åôéêÜ áëãåâñéêÜ óý-
íïëá óôá ðñïçãçèÝíôá êåöÜëáéá. Åîáñ·Þò áðáéôåßôáé éäéáßôåñç ðñïóï·Þ: Ùò ãíùóôüí,
ôïõëÜ·éóôïí üôáí ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò, êÜèå ðïëõþíõìï F ∈ k[X0, . . . ,Xn] ðñïó-
äéïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç F : An+1k −→ k. (âë. Üóêçóç Á-1-3). Áõôü üìùò äåí óçìáßíåé
üôé ðñïóäéïñßæåé êáé ìéá óõíÜñôçóç F : Pnk −→ k, äéüôé ç éóüôçôá

F (λa0, . . . , λan) = F (a0, . . . , an)

éó·ýåé ãéá êÜèå λ ∈ kr{0k} ìüíïí üôáí ôï F åßíáé óôáèåñü !
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ÓçìåéùôÝïí üôé, üôáí Ýíá F ∈ k[X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÝò âáèìïý d ≥ 0, Ý·ïõìå

F (λX0, . . . , λXn) = λdF (X0, . . . ,Xn), ∀λ ∈ k (3.4)

(ãéá ïéïäÞðïôå óþìá k). Êáé áíôéóôñüöùò° üôáí ç óõíèÞêç (3.4) éó·ýåé ãéá êÜðïéï ðï-
ëõþíõìïF ∈ k[X0, . . . ,Xn] êáé ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò, ôï F ïöåßëåé íá åßíáé ïìïãåíÝò.

3.3.1 Ïñéóìüò. ¸óôù k ïéïäÞðïôå óþìá. ¸íá óçìåßï P = [a0 : . . . : an] ∈ Pnk êáëåßôáé
óçìåßï ìçäåíéóìïý åíüò F ∈ k[X0, . . . ,Xn] üôáí

F (λa0, . . . , λan) = 0k, ∀λ ∈ k.

¼ôáí ôï F åßíáé ïìïãåíÝò, ôüôå ëüãù ôÞò (3.4), ðñïêåéìÝíïõ ôï P íá åßíáé óçìåßï ìçäå-
íéóìïý ôïõ, áñêåß íá éó·ýåé F (a0, . . . , an) = 0.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ìïëïíüôé Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï F ∈ k[X0, . . . ,Xn] âáèìïý ≥ 1 äåí
ðñïóäéïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç Pnk −→ k, ï ìçäåíéóìüò ôïõ (Þ ï ìç ìçäåíéóìüò ôïõ) óå
Ýíá óçìåßï P ∈ Pnk äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí ïìïãåíþí óõíôåôáãìÝíùí 6 ôïý P.

Ôïýôç ç éäéüôçôá õðïäåéêíýåé ôïí ôñüðï ïñéóìïý ôùí ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþíóõíüëùí.

3.3.2 Ïñéóìüò. (a) ¸óôù k ïéïäÞðïôå óþìá êáé Ýóôù F ∈ k[X0, . . . ,Xn] Ýíá ïìïãåíÝò
ðïëõþíõìï. Ùò óýíïëï ôùí (ðñïâïëéêþí) óçìåßùí ìçäåíéóìïý ôïý F åíôüò ôïý Pnk
ïñßæïõìå ôï

V+(F ) := {P ∈ Pnk | F (P ) = 0k } .

(Ôï óýìâïëï ‘‘+'' ôßèåôáé åí åßäåé õðïäåßêôç ðñïêåéìÝíïõ íá áðïöåýãåôáé óýã·õóç ìå ôï
V(F ) ⊆ An+1k .) Ãåíéêüôåñá, åÜí ôï S åßíáé ïéïäÞðïôå óýíïëï ïìïãåíþí 7 ðïëõùíýìùí
áðü ôïí k[X0, . . . ,Xn], èÝôïõìå

V+(S) := {P ∈ Pnk | F (P ) = 0k, ãéá üëá ôá F ∈ S} = T
F∈S

V+(F ).

(¼ôáí ôï S óõìâáßíåé íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ð.·. S = {F1, . . . , Fκ}, óõíÞèùò áíôß ôïý
V+({F1, . . . , Fκ}) ãñÜöïõìåV+(F1, . . . , Fκ)).

(b) ¸íá õðïóýíïëï V ⊆ Pnk êáëåßôáé ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Pnk üôáí
õðÜñ·åé Ýíá óýíïëï ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí S áðü ôïí k[X0, . . . ,Xn], ïýôùò þóôå íá
6Ç ÜóêçóçÁ-3-2 ðåñéãñÜöåé ìéá ãåíéêüôåñç, éêáíÞ óõíèÞêç, ïýôùò þóôå Ýíá ìç ïìïãåíÝò ðïëõþíõìïF ∈ k[X0, . . . ,Xn]
íá äéáèÝôåé êáëþò ïñéóìÝíï óýíïëï óçìåßùí ìçäåíéóìïý åíôüò ôïý Pnk (üôáí ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò): ÅÜí ï ìçäåíéóìüò
ôïý F óå Ýíá óçìåßï P ∈ Pnk äåí åîáñôÜôáé áðü ôçí åðéëïãÞ ôùí ïìïãåíþí óõíôåôáãìÝíùí ôïý P, ôüôå óõìâáßíåé ôï ßäéï êáé
ãéá êáèåìéÜ ôùí ïìïãåíþí óõíéóôùóþí ôïõ.
7Óýìâáóç : Ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï èá èåùñåßôáé ùò ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï «âáèìïý−∞». (Ðñâë. (xii) ôÞò ðñþôçò åíüôçôáò
ôïý êåöáëáßïõ 1.)
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éó·ýåé ç éóüôçôá V = V+(S).
(c) ÅÜí ôï F äåí åßíáé óôáèåñü, ëÝìå üôé ôïV+(F ) åßíáé ç õðåñåðéöÜíåéá ç ïñéæüìåíç
áðü ôï F.Ìéá õðåñåðéöÜíåéá åíôüò ôïý ðñïâïëéêïý åðéðÝäïõ P2k ïíïìÜæåôáé ðñïâïëéêÞ
åðßðåäç êáìðýëç. ÅÜí ôï F åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý 1, ôüôå ëÝìå üôé ç
V+(F ) åßíáé Ýíá õðåñåðßðåäï åíôüò ôïý Pnk.

3.3.3 Óçìåßùóç. (a) ÅÜí ôï I = hSi åßíáé ôï éäåþäåò ôï ðáñáãüìåíï áðü Ýíá óýíïëï
ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí S ⊆ k[X0, . . . ,Xn], ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.2.8, ôï I

åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.2.7) ùò ðñïò ôç óõíÞèç âáèìï-
ëüãçóç8 3.2.3 (a) ôïý k[X0, . . . ,Xn]. ÅðéðñïóèÝôùò,

V+(S) = V+(I).

ÐñÜãìáôé° åÜí P ∈ V+(S) êáé G ∈ I = hSi , ôüôå ∃k ∈ N êáé

a1, . . . , ak ∈ k, F1, . . . , Fk ∈ S

ìå

G =
kP
i=1

aiFi =⇒ G(P ) =
kP
i=1

aiFi(P ) = 0k =⇒ P ∈ V+(I).

¢ñá V+(S) ⊆ V+(I). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí P ∈ V+(I), ôüôå G(P ) = 0k, ∀G ∈ I,

ïðüôå F (P ) = 0k, ∀F ∈ S, áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé P ∈ V+(S). Áõôü óçìáßíåé üôé
V+(I) ⊆ V+(S).ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êÜèå ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pnk åßíáé ôÞò
ìïñöÞò V = V+(I) ãéá êÜðïéï ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý k[X0, . . . ,Xn].

(b) ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíï, ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn]
ðáñÜãåôáé áðü ðåðåñáóìÝíá ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá. ÐñÜãìáôé° óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá
âÜóåùò ôïý Hilbert 1.5.4 ∃k ∈ N êáé F1, . . . , Fk ∈ k[X0, . . . ,Xn] ìå I = hF1, . . . , Fki .
Èåùñþíôáò ôéò äéáóðÜóåéò

F1 =

d1X
i=j1

F1,(i), . . . , Fκ =

dκX
i=jκ

Fκ,(i)

áõôþí ôùí ãåííçôüñùí óôéò ïìïãåíåßò ôïõò óõíéóôþóåò (üðùò óôï (a) ôÞò óçìåéþóåùò
3.2.2) ðáñáôçñïýìå üôé

I =

F1,(j1), . . . , F1,(d1), . . . , Fκ,(jκ), . . . , Fκ,(dκ)

®
.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êÜèå ìç êåíü ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pnk ìðïñåß íá ãñáöåß
ùò ôïìÞ ôùí ìåëþí ìéáò ïéêïãåíåßáò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò õðåñåðéöáíåéþí. (Ðñüêåé-
ôáé ãéá ôçí åðÝêôáóç ôÞò ðñïôÜóåùò 1.5.1 ãéá ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá.)
8Áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò, ïìéëþíôáò ãéá ïìïãåíÞ éäåþäç, èá õðïíïïýìå üôé åñãáæüìáóôå ìå áõôÞí ôç âáèìïëüãçóç.
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3.3.4 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù n ∈ N0. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(1) ÅÜí ç {Iλ | λ ∈ Λ} åßíáé ìéá óõëëïãÞ ïìïãåíþí éäåùäþí ôïý k[X0, . . . ,Xn], ôüôå

V+(
S
λ∈Λ

Iλ) = V+(
P
λ∈Λ

Iλ) =
T
λ∈Λ

V+ (Iλ) .

(ÅðïìÝíùò, ç ôïìÞ ïéáóäÞðïôå óõëëïãÞò ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí áðïôåëåß
Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï.)

(2) ÅÜí ôá I, J åßíáé ïìïãåíÞ éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn], ìå I ⊆ J , ôüôå

V+(I) ⊇ V+(J).

(3) ÅÜí ôá I1, . . . , Iν åßíáé ïìïãåíÞ éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn], ôüôå

V+(I1I2 · · · Iν) = V+(I1 ∩ I2 ∩ · · · ∩ Iν) = V+(I1) ∪V+(I2) ∪ · · · ∪V+(Iν).

(Óõíåðþò, ç Ýíùóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí áðïôåëåß
Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï.)

(4)V+ (0) = Pnk êáéV+ (1) = ∅. Åðßóçò, ãéá êÜèå P = [a0 : . . . : an] ∈ Pnk Ý·ïõìå

V+(h{ajXi − aiXj | 0 ≤ i < j ≤ n}i) = {P} .

(¢ñá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý Pnk åßíáé áëãåâñéêü).

Áðüäåéîç. Ðáíïìïéüôõðç åêåßíçò ôùí (2)-(5) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3. Ç ìüíç äéáöïñÜ
Ýãêåéôáé óôï üôé êáíåßò ïöåßëåé íá åðéêáëåóèåß ôçí Üóêçóç Á-3-4 ãéá íá åîáóöáëß-
óåé ôï üôé ôá åìöáíéæüìåíá áèñïßóìáôá, ãéíüìåíá êáé ôïìÝò ïìïãåíþí éäåùäþí ôïý
k[X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ. ¤

3.3.5 Ïñéóìüò. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù n ∈ N0. ÈÝôïíôáò

TZar := TZar(Plk) := {PnkrV |V ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Pnk }

ôï æåýãïò (Pnk, TZar) (ëüãù ôùí (1), (3) êáé (4)ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4) áðïôåëåß Ýíáí ôïðï-
ëïãéêü ·þñï åðß ôïý Pnk (ìå ôá ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ ùò êëåéóôÜ õðïóýíïëÜ ôïõ). H TZar
êáëåßôáé, êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ôïðïëïãßá (ôïý) Zariski åðß ôïý Pnk. Ãåíéêüôåñá,
åðß ôõ·üíôïò õðïóõíüëïõX ôïý Pnk ïñßæåôáé ç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá (ôïý) Zariski

TZar|X := X ∩ {PnkrV |V ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Pnk } .

3.3.6 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé n ∈ N, ôüôå äõï ôõ·üíôá ìç
êåíÜ áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïý Pnk ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski äéáèÝôïõí ðÜíôïôå ìç
êåíÞ ôïìÞ. (Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ìç êåíü áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Pnk åßíáé «ðáíôïý ðõêíü»
ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski.)
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Áðüäåéîç. ÅÜí ôá U,U 0 åßíáé äõï ôõ·üíôá ìç êåíÜ êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëá
ôïý Pnk, ôüôå õðÜñ·ïõí ìç ôåôñéììÝíá 9 ïìïãåíÞ éäåþäç I, J ôïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn]
ìå U = PnkrV+(I) êáé U 0 = PnkrV+(J). ÊáôÜ ôï (3) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4,

U ∩ U 0 = Pnkr (V+(I) ∪V+(J)) = PnkrV+ (IJ) .

ÅðåéäÞ ôá I, J åßíáé ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç (ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò k[X0, . . . ,Xn]), ôï
éäåþäåò IJ èá åßíáé ùóáýôùò ìç ôåôñéììÝíï, ïðüôå U ∩ U 0 6= ∅. ¤

3.3.7 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï X ôïý Pnk èåùñïýìå ôá ðïëõþíõìá ôá
ïðïßá ìçäåíßæïíôáé åðß ôïýX.ÁõôÜ ôá ðïëõþíõìá óõãêñïôïýí Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõ-
ëßïõ k[X0, . . . ,Xn], ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé ôï éäåþäåò ôïý X êáé óõìâïëßæåôáé ùò I+(X),
Þôïé

I+(X) := {F ∈ k[X0, . . . ,Xn] |F (a0, . . . , an) = 0k, ∀[a0 : . . . : an] ∈ X } .

Åðßóçò, åí åßäåé óõìâÜóåùò10, èÝôïõìå

I+(∅) := hX0, . . . ,Xni .

ÅÜí ôïk åßíáé áðåéñïðëçèÝò, ôüôå ç ÜóêçóçÁ-3-2 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ôï I+(X) ïöåßëåé
íá åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k[X0, . . . ,Xn].

3.3.8 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé Ýóôù Pnk ï n-äéÜóôáôïò ðñïâïëéêüò
·þñïò õðåñÜíù áõôïý. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(1) ÃéáX,Y ⊆ Pnk, üðïõX ⊆ Y, Ý·ïõìå I+ (X) ⊇ I+(Y ).

(2)
½
(a) I+ (Pnk) = {0},
(b) I+ ({P}) = h{ajXi − aiXj | 0 ≤ i < j ≤ n}i , ∀P = [a0 : . . . : an] ∈ Pnk.

(3)
½
(a) I+(V+(S)) ⊇ S, ∀S ⊆ k[X0, . . . ,Xn] áðïôåëïýìåíï áðü ïìïãåíÞ óôïé·åßá.
(b) V+(I+(X)) ⊇ X, ∀X, X ⊆ Pnk.

(4)
½
(a) V+ (I+(V+(S))) = V+ (S) ,∀S ⊆ k[X0, . . . ,Xn] ìå ïìïãåíÞ óôïé·åßá.
(b) I+ (V+(I+(X))) = I+ (X) , ∀X ⊆ Pnk.

(5)

⎧⎨⎩
(a) ÅÜí ôïW åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï, ôüôåW = V+(I+(W )).

(b)

½
ÅÜí ôï I åßíáé ôï éäåþäåò åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõW ,
ôüôå I = I+ (V+(I)) .

9Åäþ ·ñçóéìïðïéåßôáé ìéá éó·õñïðïßçóç ôÞò ðñþôçò éóüôçôáò ôïý (4) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4: ÅÜí ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò
óþìá êáé ôï F Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï ôïý k[X0, . . . ,Xn], ôüôå V+ (F ) = Pnk ⇐⇒ V (F ) = An+1k ⇐⇒ F = 0. Ç
êáôåýèõíóç ‘‘=⇒'' ôÞò äåýôåñçò áìößðëåõñçò óõíåðáãùãÞò Ýðåôáé áðü ôçí Üóêçóç A-1-3.
10ÁõôÞ ç óýìâáóç äéáóöáëßæåé ìéá «öõóéêÞ» ðáñáìÝôñçóç ôùí ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí ìÝóù ôùí áíôéóôïß·ùí
éäåùäþí (âë. ðüñéóìá 3.3.24).
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Áðüäåéîç. Ðáíïìïéüôõðç åêåßíçò ôùí (1)-(5) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1. ¤

• Áðü åäþ êáé óôï åîÞò ôï óþìá áíáöïñÜò k èá åßíáé áðåéñïðëçèÝò.

3.3.9 Ðüñéóìá. Ïé áðåéêïíßóåéò

{ïìïãåíÞ éäåþäç ôïý k[X0, . . . ,Xn]}
V+

À
I+

½
ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ
óýíïëá åíôüò ôïý Pnk

¾
I 7−→ V+(I), V 7−→ I+(V )

áíáóôñÝöïõí ôéò ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý, ðïõ óçìáßíåé üôé :

[I1 ⊆ I2 =⇒ V+ (I1) ⊇ V+ (I2)] , [V1 ⊆ V2 =⇒ I+ (V1) ⊇ I+ (V2)] .

ÅðéðñïóèÝôùò, ç “I+” åßíáé åíñéðôéêÞ.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé áðü ôï (2) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4 êáé ôá (1) êáé (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò
3.3.8. ¤

3.3.10 Ðñüôáóç. Ãéá ïéïäÞðïôåX ⊆ Pnk éó·ýåé ç éóüôçôá

V+(I+(X)) = clTZar (X) , (3.5)

üðïõ

clTZar (X) :=
\
{E | (PnkrE) ∈ TZar, E ⊇ X }

ç êëåéóôÞ èÞêç ôïýX ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ôçí ïñéóèåßóá åðß ôïý Pnk.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.3.8 (3) (b), V+(I+(X)) ⊇ X. ¸óôù B ôõ·üí êáôÜ
Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk ðïõ ðåñéÝ·åé ôï X. ÅðåéäÞ (åî ïñéóìïý) õðÜñ·åé êÜ-
ðïéï ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý k[X1, . . . ,Xn] ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé B = V+(I), áðü ôï (2)
ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4 êáé ôá (1) êáé (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.8 Ýðåôáé üôé

B = V+(I) = V+ (I+(V+(I))) = V+ (I+(B)) ⊇ V+(I+(X)).

ÅðåéäÞ ôï clTZar (X) åßíáé ôï åëÜ·éóôï êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk ðïõ ðå-
ñéÝ·åé ôïX, ç éóüôçôá (3.5) åßíáé áëçèÞò. ¤

3.3.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï V åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Pnk, ôüôå ôï
(ïìïãåíÝò ) éäåþäåò ôïõ I+(V ) åßíáé ñéæéêü éäåþäåò.

Áðüäåéîç. Ðáíïìïéüôõðç åêåßíçò ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.3. ¤
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3.3.12 Ïñéóìüò. Èá ïíïìÜæïõìå Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pnk áíÜãùãï
üôáí åßíáé áíÜãùãï (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 1.6.1), ìå ôïí Pnk åöïäéáóìÝíï ìå ôçí
ôïðïëïãßá Zariski. (Ðñïóï·Þ! Ôï êåíü óýíïëï äåí èá ëïãßæåôáé ùò áíÜãùãï!)

3.3.13 Ðñüôáóç. ¸íá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pnk åßíáé áíÜãùãï åÜí êáé ìüíïí
åÜí ôï (ïìïãåíÝò ) éäåþäåò ôïõ I+(V ) åßíáé ðñþôï.

Áðüäåéîç. ÅÜí ôï I+(V ) äåí åßíáé ðñþôï éäåþäåò, ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (a) ôçò ðñï-
ôÜóåùò 3.2.10, õðÜñ·ïõí ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá F1, F2 ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå
F1F2 ∈ I+(V ) åíþ F1 /∈ I+(V ), F2 /∈ I+(V ). ÅðïìÝíùò,

V = (V ∩V+ (F1)) ∪ (V ∩V+ (F2)) , V ∩V+ (F1) $ V, V ∩V+ (F2) $ V,

äçëáäÞ ôï V èá åßíáé ìç áíÜãùãï. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï I+(V ) åßíáé ðñþôï êáé
õðïèÝóïõìå üôé V = V1 ∪ V2, üðïõ ôá V1, V2 åßíáé áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Ank ìå
V1 $ V, V2 $ V , ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.3.8 (1) êáé ôçí Üóêçóç Á-3-9 Ý·ïõìå

I+(V ) $ I+(V1), I+(V ) $ I+(V2).

¸óôù F ∈ I+(V1)rI+(V ) êáé Ýóôù G ∈ I+(V2). ÅðåéäÞ V = V1 ∪ V2, ôï ãéíüìåíï FG

ìçäåíßæåôáé óå êÜèå óçìåßï ôïý V, êé åðïìÝíùò FG ∈ I+(V ).ÁëëÜ ôï I+(V ) åßíáé ðñþôï
éäåþäåò, ïðüôå åßôå F ∈ I+(V ) åßôå G ∈ I+(V ). Áöïý F ∈ I+(V1)rI+(V ), Ý·ïõìå áíá-
ãêáóôéêþò G ∈ I+(V ). ¢ñá, êáé ðÜëé êáôÜ ôçí Üóêçóç Á-3-9,

I+(V ) = I+(V2) =⇒ V = V2,

ðñÜãìá Üôïðï. ¤

3.3.14 ËÞììá. Ï Pnk, åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Zariski TZar (âë. 3.3.5), áðïôåëåß
Ýíáí íáéôåñéáíü ·þñï.

Áðüäåéîç. ¸óôù V1 ⊇ V2 ⊇ · · · ⊇ Vm ⊇ Vm+1 ⊇ · · · ìéá áêïëïõèßá êáôÜ Zariski êëåé-
óôþí (Þôïé áëãåâñéêþí) õðïóõíüëùí ôïý Pnk. Ëüãù ôïý (1) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.8 áõôÞ
åðÜãåé ôçí áêïëïõèßá éäåùäþí

I+(V1) ⊆ I+(V2) ⊆ · · · ⊆ I+(Vm) ⊆ I+(Vm+1) ⊆ · · ·

ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn]. ÅðåéäÞ ï k[X0, . . . ,Xn] åßíáé íáéôåñéáíüò
äáêôýëéïò (âë. èåþñçìá 1.5.4), õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N : I+(Vk) = I+(Vk+1) = · · · .
ÌÝóù ôÞò áóêÞóåùò Á-3-9 óõìðåñáßíïõìå üôé Vk = Vk+1 = · · · . ¢ñá ï Pnk áðïôåëåß
Ýíáí íáéôåñéáíü ·þñï. ¤
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3.3.15 Èåþñçìá. ÅÜí ôï V ⊆ Pnk åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï, ôüôå õðÜñ·ïõí
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá (ìÝ·ñéò áíáäéáôÜîåùò äåéêôþí ) áíÜãùãá ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ
óýíïëá V1, . . . , Vm ⊆ Pnk (ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ôïý V ), ôÝôïéá þóôå

V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm êáé Vi " Vj, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i 6= j.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 1.6.11 êáé ôï ëÞììá 3.3.14. ¤

3.3.16 Ïñéóìüò. ¸óôù = [n] : An+1k r{0kn+1} −→ Pnk ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

An+1k r{0kn+1} 3 (a0, . . . , an) 7−→ (a0, . . . , an) := [a0 : . . . : an] ∈ Pnk.

ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k[X0, . . . ,Xn] êáé V = V+(I) ⊆ Pnk, ôüôå ïñß-
æïõìå ôïí óõó·åôéêü êþíïC(V ) õðåñÜíù ôïý V ùò ôï óõó·åôéêü óýíïëï

C(V ) := −1(V ) ∪ {0kn+1} = { (a0, . . . , an) ∈ An+1k

¯̄
[a0 : . . . : an] ∈ V } ∪ {0kn+1}

Þôïé ùò ôï óýíïëïC(V ) = V(I) ⊆ An+1k ôùí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ôùí ðïëõùíýìùí ôïý
I åíôüò ôïý An+1k . ÓçìåéùôÝïí üôé C(∅) = {0kn+1}. ¼ôáí V 6= ∅, ï C(V ) áðïôåëåßôáé
áðü ôçí Ýíùóç üëùí ôùí åõèåéþí ôùí äéåñ·ïìÝíùí áðü ôï 0kn+1 êáé áðü êÜðïéï óçìåßï
ôïý V. (Ðñâë. ôï óõìâïëéêü ó·Þìá 12 ðïõ ìáò âïçèÜ íá áíôéëçöèïýìå åíïñáôéêþò ôï
ðïéïò ïöåßëåé íá åßíáé ï óõó·åôéêüò êþíïòC(V ) ⊂ A3R õðåñÜíù ìéáò êáìðýëçò V ⊂ P2R.)

Ó·Þìá 12

3.3.17 Ðñüôáóç. ¸óôù V ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï. Ôüôå ôï V åßíáé áíÜ-
ãùãï åÜí êáé ìüíïí åÜí ï óõó·åôéêüò êþíïòC(V ) ⊆ An+1k õðåñÜíù ôïý V åßíáé áíÜãùãï
óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ V = V+(I) ãéá êÜðïéï ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý k[X0, . . . ,Xn] (ðñâë.
3.3.3 (a)), áìöüôåñá ôá V êáéC(V ) Ý·ïõí ôï I ùò éäåþäåò ôïõò. To ðñïâïëéêü áëãåâñéêü
óýíïëï V ⊆ Pnk åßíáé áíÜãùãï ⇔ ôï I åßíáé ðñþôï éäåþäåò ⇔ ôï C(V ) ⊆ An+1k åßíáé
áíÜãùãï, åðß ôç âÜóåé ôùí ðñïôÜóåùí 3.3.13 êáé 1.6.7. ¤
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3.3.18 Óçìåßùóç. Ôï áóèåíÝò èåþñçìá ôùí èÝóåùí ìçäåíéóìïý 3.3.19 äåí «ìåôáöÝñå-
ôáé êáôÜ ëÝîç» ãéá ôá ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá, äéüôé ç óõíèÞêç V+(I) = ∅ äåí
óçìáßíåé áõôïìÜôùò üôé I = k[X0, . . . ,Xn]!Ç ïñèÞ «ðñïâïëéêÞ» åêäï·Þ áõôïý ôïý èåù-
ñÞìáôïò åßíáé ç åîÞò:

3.3.19 Èåþñçìá. (Ðñïâïëéêü ÁóèåíÝò Èåþñçìá ôùí ÈÝóåùí Ìçäåíéóìïý) ÅÜí ôï k
åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé ôï I Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k[X0, . . . ,Xn], ôüôå
ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(a)V+(I) = ∅.
(b) Åßôå Rad(I) = k[X0, . . . ,Xn] åßôå Rad(I) = hX0, . . . ,Xni .
(c) ÕðÜñ·åém ∈ N, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

hX0, . . . ,Xnim ⊆ I. (3.6)

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü ôïý êþíïõ êáé ôï (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-11,

V+(I) = ∅⇔ C(V+(I)) ⊆ {0kn+1}

⇔ I({0kn+1}) = hX0, . . . ,Xni ⊆ I(C(V+(I))) = I(V(I)) = Rad(I)

ìå ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá áðïññÝïõóá áðü ôï èåþñçìá 1.8.2.

(a)⇔(b): ÅðåéäÞ ôï hX0, . . . ,Xni åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý k[X0, . . . ,Xn], õðïèÝôï-
íôáò üôéV+(I) = ∅, ëáìâÜíïõìå

hX0, . . . ,Xni ⊆ Rad(I) ⊆ k[X0, . . . ,Xn],

áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (b). Ôï áíôßóôñïöï åßíáé ðñïöáíÝò.

(a)⇔(c): Áðü ôïí åãêëåéóìü hX0, . . . ,Xni ⊆ Rad(I) ðñïêýðôåé ç ó·Ýóç (3.6) ìÝóù ôÞò
áóêÞóåùò Á-1-29. Êáé áíôéóôñüöùò° õðïèÝôïíôáò ôçí éó·ý ôÞò (3.6) ëáìâÜíïõìå

∅ = V+(hX0, . . . ,Xnim) ⊇ V+(I) =⇒ V+(I) = ∅,

ëüãù ôïý (2) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4. ¤

3.3.20 Óçìåßùóç. ÅðåéäÞ ôï éäåþäåò hX0, . . . ,Xni åßíáé ìåãéóôïôéêü (âÜóåé ôÞò áóêÞ-
óåùò Á-1-21) êáé ïìïãåíÝò (áöïý ðáñÜãåôáé áðü ïìïãåíÞ óôïé·åßá, âë. ðñüôáóç 3.2.8),
ç Üóêçóç Á-3-7 ìáò ðëçñïöïñåß üôé

hX0, . . . ,Xni =
L
d≥1

k[X0, . . . ,Xn]d,

êáé üôé ôï hX0, . . . ,Xni åßíáé ôï ìïíáäéêü ïìïãåíÝò ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìé-
êïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn].
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3.3.21 Èåþñçìá. (Ðñïâïëéêü Èåþñçìá ÈÝóåùí Ìçäåíéóìïý ôïý Hilbert) ¸óôù k

Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé Ýóôù I Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k[X0, . . . ,Xn]. ÅÜí
V+(I) 6= ∅, ôüôå Ý·ïõìå

I+(V+(I)) = Rad(I).

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôï (b) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-11,

I+(V+(I)) = I(C(V+(I))) = I(V(I)) = Rad(I),

üðïõ ç ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá 1.8.2. ¤

3.3.22 Óçìåßùóç. ËÝìå üôé äõï ïìïãåíÞ éäåþäç I, J ôïý k[X0, . . . ,Xn] ïñßæïõí ôï ßäéï
ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï üôáí V+(I) = V+(J). ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò
êëåéóôü óþìá, ôüôå (âÜóåé ôùí èåùñçìÜôùí 3.3.19 êáé 3.3.21) ôïýôï óõìâáßíåé üôáí åßôå

Rad(I) = Rad(J) åßôå Rad(I),Rad(J) ∈ {k[X0, . . . ,Xn], hX0, . . . ,Xni} .

3.3.23 Ïñéóìüò. a)ÊÜèåáíÜãùãï, êáôÜZariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýðñïâïëéêïý ·þ-
ñïõ Pnk êáëåßôáé (k-)ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá11 (åíôüò ôïý Pnk).
(b)¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ùò õðïðïéêéëüôçôá ôÞò V ·áñáêôçñßæåôáé
êÜèå ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôáW ⊆ Pnk ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåéW ⊆ V.

3.3.24 Ðüñéóìá. ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá. Ðåñéïñßæïíôáò ôéò áðåéêïíßóåéò
ôïý ðïñßóìáôïò 3.3.9 ëáìâÜíïõìå áìöéññßøåéò :

½
ïìïãåíÞ ñéæéêÜ

éäåþäç I ⊆ hX0, . . . ,Xni

¾
V+

À
I+

½
ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ
óýíïëá åíôüò ôïý Pnk

¾
∪ ∪½

ïìïãåíÞ ðñþôá
éäåþäç I $ hX0, . . . ,Xni

¾
←→

½
ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò

åíôüò ôïý Pnk

¾

Áðüäåéîç. ÂÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.11 ç “I+” áðåéêïíßæåé êÜèå ðñïâïëéêü áëãåâñéêü
óýíïëï V åíôüò ôïý Pnk óå Ýíá ïìïãåíÝò ñéæéêü éäåþäåò I+(V ). (Ï ëüãïò ãéá ôïí ïðïßï
ðåñéïñéæüìáóôå óôá ïìïãåíÞ ñéæéêÜ éäåþäç ðïõ ðåñéÝ·ïíôáé óôï hX0, . . . ,Xni åßíáé üôé
äåí åðéèõìïýìå íá áðïëÝóïõìå ôçí åíñéðôéêüôçôá ôÞò “V+”. Ðñâë. ôï (b) ôïý èåùñÞ-
ìáôïò 3.3.19.) Ôï üôé ïé ðåñéïñéóìïß ôùí “I+” êáé “V+” óôá óýíïëá ðïõ áíáãñÜöïíôáé

11Ðñïóï·Þ! Ðïëëïß óõããñáöåßò ·ñçóéìïðïéïýí ôïí üñï «ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá» ùò óõíþíõìï ôïý üñïõ «ðñïâïëéêü áëãå-
âñéêü óýíïëï» (åíôüò åíüò ðñïâïëéêïý ·þñïõ), ·ùñßò íá óõìðåñéëáìâÜíïõí óå áõôüí ôçí åðéðñüóèåôç óõíèÞêç ôïý «áíá-
ãþãïõ».
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óôçí êÜôù ãñáììÞ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíïé Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 3.3.13. ÔÝëïò, ðáñá-
ôçñþíôáò üôé

V+(I+(V )) = clTZar (V ) = V

ãéá êÜèå ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V åíôüò ôïý Pnk êáé üôé

I+(V+(I)) = Rad(I) = I

ãéá êÜèå ïìïãåíÝò ñéæéêü éäåþäåò I $ hX0, . . . ,Xni , êáé

I+(V+(hX0, . . . ,Xni)) = I+(∅) := hX0, . . . ,Xni ,

äéáðéóôþíïõìå üôé ç “I+” åßíáé áíôßóôñïöïò ôÞò “V+” êáé ç “V+” áíôßóôñïöïò ôÞò
“I+”, ïðüôå áðïôåëïýí áìöéññßøåéò ìåôáîý ôùí ðñïêåéìÝíùí óõíüëùí. ¤

3.3.25 Óçìåßùóç. (a) ÅðåéäÞ, óå áíôßèåóç ìå ü,ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ôùí óõó·å-
ôéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí, ôï ïìïãåíÝò ìåãéóôïôéêü éäåþäåò hX0, . . . ,Xni äåí áíôéóôïé-
·åß óå êÜðïéï ìç êåíü ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï ìÝóù ôùí áíùôÝñù áìöéññßøåùí,
ðïëëïß óõããñáöåßò ôï áðïêáëïýí áóõó·Ýôéóôï éäåþäåò.

(b) Ðñïöáíþò, õößóôáôáé ìéá áìößññéøç

[F ] 7−→ V = V+(F ) ⊆ Pnk

ìåôáîý ôïý óõíüëïõ ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò

{F ∈ k[X0, . . . ,Xn]|F ìç óôáèåñü êáé ïìïãåíÝò}/ ∼

ôùí ìç óôáèåñþí, ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí F ∈ k[X0, . . . ,Xn] ùò ðñïò ôç ó·Ýóç éóïäõ-
íáìßáò “ ∼ ” :

F ∼ F 0 ⇐⇒
ïñó
∃λ ∈ k : F 0 = λF,

êáé ôïý óõíüëïõ ôùí ìÝóù áõôþí êáèïñéæïìÝíùí õðåñåðéöáíåéþí.

(c) Ç áìößññéøç “I+” óôÝëíåé êÜèå óçìåßï P = [a0 : . . . : an] ∈ Pnk íá áðåéêïíéóèåß óôï
ïìïãåíÝò, ðñþôï éäåþäåò

I+ ({P}) = h{ajXi − aiXj | 0 ≤ i < j ≤ n}i ⊂ k[X0, . . . ,Xn].

Ðñïóï·Þ! Óå áíôßèåóç ìå ü,ôé óõìâáßíåé óôçí ðåñßðôùóç ôùí óõó·åôéêþí áëãåâñéêþí
óõíüëùí (âë. ðüñéóìá 1.8.4), ôï I+ ({P}) äåí åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò! (ÂÜóåé ôùí
üóùí ðñïáíáöÝñèçóáí óôç óçìåßùóç 3.3.20, ôï hX0, . . . ,Xni åßíáé ôï ìïíáäéêü ïìïãå-
íÝò ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X0, . . . ,Xn].)
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ÁóêÞóåéò

A-3-9. ¸óôù üôé ôá V êáé W åßíáé äõï ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Pnk. Íá
áðïäåé·èåß üôé V =W ⇐⇒ I+(V ) = I+(W ).

A-3-10. ¸óôù I Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k[X0, . . . ,Xn]. Ãéá ôï ñéæéêü Rad(I) ôïý I

(ôï ïðïßï åßíáé ïìïãåíÝò åðß ôç âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò Á-3-5) íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá
V+(I) = V+(Rad(I)).

A-3-11. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ãéá êÜèå ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï ∅ 6= V ⊆ Pnk éó·ýåé ç éóüôçôá

I(C(V )) = I+(V ).

(b) Ãéá êÜèå ïìïãåíÝò éäåþäåò I ⊆ k[X0, . . . ,Xn] ìåV+(I) 6= ∅ éó·ýåé ç éóüôçôá

C(V+(I)) = V(I) (⊆ An+1k ).

A-3-12. ¸óôùV = V1∪V2∪· · ·∪Vm çáðïóýíèåóç åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ
V ⊆ Pnk óå áíÜãùãåò óõíéóôþóåò. Íá áðïäåé·èåß üôé ç

C(V ) = C(V1) ∪C(V2) ∪ · · · ∪C(Vm)

åßíáé ç áðïóýíèåóç ôïý óõó·åôéêïý êþíïõ C(V ) ôïý ïñéæïìÝíïõ õðåñÜíù ôïý V óå
áíÜãùãåò óõíéóôþóåò.

A-3-13. Íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç φ
i
(âë. (3.1)) áðïôåëåß ïìïéïìïñöéóìü (ùò ðñïò

ôçí ôïðïëïãßá Zariski) ìåôáîý ôùí Ank êáé Ui := {[a0 : . . . : an] ∈ Pnk |ai 6= 0k } ãéá ïéïí-
äÞðïôå i ∈ {0, 1, . . . , n}.

A-3-14. ¸óôù Pnk ⊇ V
ϕ
³ W ⊆ Pmk ìéá åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï ðñïâïëéêþí

áëãåâñéêþí óõíüëùí V êáéW. ÅÜí ôï V åßíáé ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé ç ϕ óõíå·Þò
ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßáZariski, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ôïW åßíáé ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá.

A-3-15. ÅÜí ôá H1, . . . ,Hm åßíáé m õðåñåðßðåäá åíôüò ôïý Pnk êáé 1 ≤ m ≤ n, íá áðï-
äåé·èåß üôé H1 ∩ · · · ∩Hm 6= ∅.

A-3-16. (a) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå óçìåßï P = [a0 : . . . : an] ∈ Pnk êáèïñßæåé ôï õðåñå-
ðßðåäï

H := H(a0, . . . , an) := V+(a0X0 + · · ·+ anXn) ⊆ Pnk

(ðñâë. 3.3.25 (b)) êáé üôé åðÜãïíôáé áìöéññßøåéò:

{õðåñåðßðåäá åíôüò ôïý Pnk} ←→ {óçìåßá ôïý Pnk}
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H(a0, . . . , an) 7−→ [a0 : . . . : an] =: H∨,

Pnk 3 P = [a0 : . . . : an] 7−→ H(a0, . . . , an) =: P∨.

(b) Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéáäÞðïôå H, P áðü ôá áíùôÝñù óýíïëá éó·ýïõí ïé ó·Ýóåéò

P∨∨ = P, H∨∨ = H, P ∈ H⇐⇒ H∨ ∈ P∨.

(Ðñüêåéôáé ãéá ôçí ðåñéþíõìç éäéüôçôá ôïý äõúóìïý ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pnk.)
(c) Ãåíéêüôåñá, åÜí ï V åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáóôÜóåùò n+1 õðåñÜíù ôïý
k, ôï óýíïëï

P(V)∨ := {P(W) |W äéáíõóìáôéêüò k-õðü·ùñïò ôïý V äéáóôÜóåùò n}

êáëåßôáé äõúêüò ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ P(V). Íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç ìéáò öõóéêÞò
áìöéññßøåùò

P(V)∨ ←→ P(V∨),

üðïõ V∨ :=Homk(V,k) ï äõúêüò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ôïý V.
(d) ¸óôù V Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáóôÜóåùò n + 1 õðåñÜíù ôïý k êáé Ýóôù W
Ýíáò õðü·ùñüò ôïõ äéáóôÜóåùò m + 1, üðïõ m < n. ÅÜí ï π : V −→ V/W åßíáé ï
öõóéêüò åðéìïñöéóìüò êáé ôï

W⊥ := {β ∈ V∨ |β(w) = 0V ,∀w ∈W}

ôï äõúêü óõìðëÞñùìá ôïý W, íá áðïäåé·èåß üôé ï êáíïíéóôéêüò éóïìïñöéóìüò äéáíõ-
óìáôéêþí ·þñùí

π∨ : (V/W)∨ −→W⊥, π∨(ϑ) := ϑ ◦ π, ∀ϑ ∈ (V/W)∨,

åðÜãåé ìéá áìößññéøç⎧⎨⎩
m-äéÜóôáôïé
ðñïâïëéêïß

õðü·ùñïé ôïý P(V)

⎫⎬⎭ 3 P(W) ←→ P(W⊥) ∈

⎧⎨⎩
(n−m− 1)-äéÜóôáôïé

ðñïâïëéêïß
õðü·ùñïé ôïý P(V)∨

⎫⎬⎭ .

3.4 ÑçôÝò ÓõíáñôÞóåéò êáé Ìïñöéóìïß

3.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï. Ï ðçëéêïäáêôýëéïò

Γïì. (V ) := k[X0, . . . ,Xn] / I+(V )

êáëåßôáé ïìïãåíÞò äáêôýëéïò (ôùí) óõíôåôáãìÝíùí ôïý V.
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3.4.2 Óçìåßùóç. (a) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ï Γïì. (V ) åßíáé ï äáêôýëéïò óõíôåôáãìÝíùí
Γ (C(V )) ôïý óõó·åôéêïý êþíïõC(V ) ⊆ An+1k ôïý ïñéæïìÝíïõ õðåñÜíù ôïý V.

(b) ÅðåéäÞ ôï éäåþäåò I+(V ) åßíáé ïìïãåíÝò, ï Γïì. (V ) åßíáé âáèìïëïãçìÝíïò äáêôýëéïò,
äå·üìåíïò ôç âáèìïëüãçóç

Γïì. (V ) =
L
d≥0
(k[X0, . . . ,Xn]d + I+(V ))/I+(V )

∼= L
d≥0

k[X0, . . . ,Xn]d/(k[X0, . . . ,Xn]d ∩ I+(V ))

(âë. ðñüôáóç 3.2.8).

(c) ¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå óôçí áñ·Þ ôÞò åíüôçôáò 3.3, äåí õðÜñ·åé êáíÝíá ìç óôáèåñü
óôïé·åßï ôïý Γïì. (V ) ðïõ íá ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç V −→ k. Ùò åê ôïýôïõ, ãéá ôá ðñï-
âïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá äåí õößóôáôáé áíÜëïãï ôÞò åííïßáò ôÞò ðïëõùíõìéêÞò óõíáñ-
ôÞóåùò (êáé êáô' åðÝêôáóéí äåí õößóôáôáé áíÜëïãï ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.3)!

(d) ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.3.13 ï Γïì. (V ) åßíáé
áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôá ðåñéóóüôåñá óôïé·åßá ôïý óþìáôïò êëáóìÜôùí Fr(Γïì. (V )) äåí
ìðïñïýí íá èåùñçèïýí ùò óõíáñôÞóåéò. Ùóôüóï, õðÜñ·åé Ýíá áðëü «ôÝ·íáóìá» ðïõ
·ñçóéìïðïéåßôáé ðñïêåéìÝíïõ êáíåßò íá áðïìïíþóåé áðü ôï «ìéêñü» óýíïëï ôùí óôïé-
·åßùí, ôá ïðïßá êáèïñßæïõí óõíáñôÞóåéò, åêåßíá ðïõ ïöåßëïõí íáðáßîïõí ôïí ñüëï ôùí
«ñçôþí óõíáñôÞóåùí» åðß ôÞò V (êáô' áíáëïãßáí ôïý 2.4.1): Èåùñþíôáò ôÜ óôïé·åßá

G

H
∈ Fr(Γïì. (V )), G = G+ I+(V ), H = H + I+(V ) ∈ Γïì. (V ) , H /∈ I+(V ),

ôá ïðïßá äéáèÝôïõí ßäéï âáèìü d (ùò ðñïò ôç âáèìïëüãçóç (b) ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò
Γïì. (V )), ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå P = [a0 : . . . : an] ∈ Pnk êáé êÜèå λ ∈ kr{0k}
éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

G
H
(λ(a0, . . . , an)) =

G(λ(a0,... ,an))
F (λ(a0,... ,an))

= λdG(a0,... ,an)
λdF (a0,... ,an)

= G(a0,... ,an)
F (a0,... ,an)

,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ç ôéìÞ ôïý G
H

óôï P åßíáé áíåîÜñôçôç ôÞò åðéëïãÞò ôùí åêÜ-
óôïôå åêðñïóþðùí ôùí ïìïãåíþí óõíôåôáãìÝíùí ôïý P.Ôïýôï ìÜò ïäçãåß óôç èÝóðéóç
ôïý áêïëïýèïõ ïñéóìïý:

3.4.3 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ôï ïìïãåíÝò óþìá êëáóìÜ-
ôùí

k(V ) := Frïì.(Γïì. (V )) =
n

G
H
∈ Fr(Γïì. (V ))

¯̄̄
deg(G) = deg(H)

o
ôÞò âáèìïëïãçìÝíçò áêåñáßáò ðåñéï·ÞòΓïì. (V ) (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.2.12 (a))
êáëåßôáé óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí åðß ôÞò V (êáé êÜèå óôïé·åßï ôïý k (V ) ñçôÞ
óõíÜñôçóç åðß ôÞò V ). Ðñïöáíþò,

k ⊆ k(V ) ⊆ Fr(Γïì. (V )), áëëÜ Γïì. (V ) " k(V ).



176 ðñïâïëéêá áëãåâñéêá óõíïëá êáé ðñïâïëéêåò ðïéêéëïôçôåò

3.4.4 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ËÝìå üôé ìéá ñçôÞ óõíÜñ-
ôçóç f ∈ k (V ) åðß ôÞò V åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï P üôáí ïñßæåôáé óå áõôü, Þôïé üôáí
äÝ·åôáé ðáñÜóôáóç f = G

H
ìå H(P ) := H(P ) 6= 0k. Ùò ðåäßï ïñéóìïý ìéáò f ∈ k (V )

ïñßæåôáé ôï óýíïëï

Dom(f) := {P ∈ V | ç f åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï P }

êáé ùò éäåþäåò ôùí ðáñïíïìáóôþí ôçò ôï éäåþäåò

Jðáñ
f :=

©
H ∈ Γïì. (V )

¯̄
Hf ∈ Γïì. (V )

ª
ôïý Γïì. (V ). Ôï óýíïëï

Pol(f) := VrDom(f)

êáëåßôáé óýíïëï ôùí ðüëùí ôÞò f (êáé êÜèå óôïé·åßï ôïõ ðüëïò ôÞò f). ÔÝëïò, èÝôïõìå

OV,P := {f ∈ k (V ) | ç f åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï P } . (3.7)

3.4.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï P åßíáé Ýíá óçìåßï ìéáò ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Pnk, ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :
(a) Ï äáêôýëéïò OV,P áðïôåëåß ôçí ïìïãåíÞ ôïðéêïðïßçóç ôïý Γïì. (V ) óôï ïìïãåíÝò,
ðñþôï éäåþäåò

IV,+({P}) :=
©
F ∈ Γïì. (V )

¯̄
F ∈ I+ ({P})

ª
=
©
F ∈ Γïì. (V )

¯̄
F (P ) = 0k

ª
(âë. 3.2.12 (c)), äçëáäÞ

OV,P = Γïì. (V )(IV,+({P})) .

(b) Ï OV,P åßíáé ôïðéêüò íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (êáé, åðéðñïóèÝôùò, áêåñáßá ðåñéï·Þ )
ìå ôï

mV,P := IV,+({P})Γïì. (V )(IV,+({P})) = {f ∈ OV,P | f(P ) = 0k}

ùò (ôï ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò êáé

OV,P /mV,P
∼= Frïì.(Γïì. (V ) /IV,+({P}))) ∼= Γïì. (V ) /IV,+({P})) ∼= k.

(Ï äáêôýëéïò OV,P áíáöÝñåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò ï ôïðéêüò äáêôýëéïò ôÞò V óôï P.)

Áðïäåéîç. (a) Ðñïöáíþò,

OV,P =

½
f =

G

H
∈ k (V )

¯̄̄̄
H(P ) 6= 0k

¾
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=

½
f =

G

H
∈ k (V )

¯̄̄̄
H ∈ Γïì. (V )rIV,+({P})

¾
= Γïì. (V )(IV,+({P})) .

(b) Ôï üôé ïOV,P åßíáé ôïðéêüò íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (êáé, åðéðñïóèÝôùò, áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ) Ýðåôáé áðü ôï (a), ôï (c) ôÞò óçìåéþóåùò 3.2.12, ôï ðüñéóìá 2.3.19 êáé ôéò áóêÞóåéò
Á-2-20 êáé Á-3-6. Ôï (ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü éäåþäåòmV,P ôïý ôïðéêïý äáêôõëßïõOV,P

åßíáé (óýìöùíá ìå ôï 3.2.12 (c)) ôï IV,+({P})Γïì. (V )(IV,+({P})) ðïõ éóïýôáé ìån
G
H
∈ Γïì. (V )(IV,+({P}))

¯̄̄
G ∈ IV,+({P}), H ∈ Γïì. (V )rIV,+({P})

o

=
n
f = G

H
∈ OV,P

¯̄̄
G(P ) = 0k, H(P ) 6= 0k

o
= {f ∈ OV,P | f(P ) = 0k} .

Óå ü,ôé áöïñÜ óôïõò áíùôÝñù áíáãñáöüìåíïõò éóïìïñöéóìïýò óùìÜôùí: ï ðñþôïò ìÜò
åßíáé ãíùóôüò áðü ôçí ðñïçãçèåßóá óçìåßùóç 3.2.12 (c), ï äåýôåñïò åßíáé ðñïöáíÞò,
äéüôé ç áêåñáßá ðåñéï·Þ Γïì. (V ) /IV,+({P}) åßíáé áö' åáõôÞò óþìá, åíþ ï ôñßôïò Ýðå-
ôáé ýóôåñá áðü åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10 ãéá ôïí
åðéìïñöéóìü áðïôéìÞóåùò

Γïì. (V ) 3 F 7−→ F (P ) ∈ k

ðïõ Ý·åé ôï éäåþäåò IV,+({P}) ùò ðõñÞíá ôïõ. ¤

3.4.6 Ïñéóìüò. ¸óôù U Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ìéáò ðñïâïëéêÞò
ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Pnk. Óõìâïëßæïõìå ùò

OV (U) := {f ∈ k (V ) | U ⊆ Dom(f)}

ôïí äáêôýëéï (k-Üëãåâñá) ôùí êáíïíéêþí óõíáñôÞóåùí åðß ôïýU. (ÇóõíïëïèåùñçôéêÞ
éóüôçôá OV (U) =

T
P∈U

OV,P åßíáé ðñïöáíÞò.)

3.4.7 Ïñéóìüò. Ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ϕ : V −→ W (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski)
ìåôáîý äõï ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí V ⊆ Pnk êáé W ⊆ Pmk êáëåßôáé ìïñöéóìüò üôáí
ãéá êÜèå êáôÜ Zariski áíïéêôü U ⊆W êáé êÜèå f ∈ OW (U) éó·ýåé f ◦ϕ ∈ OV (ϕ

−1(U)).

¸íáò ìïñöéóìüò ϕ : V −→ W êáëåßôáé éóïìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïñöéóìüò
ψ :W −→ V ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdV , ϕ ◦ ψ = IdW .

ËÝìå üôé ïé V,W åßíáé éóüìïñöåò (êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü V ∼= W ) üôáí
õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý áõôþí. (Ç ‘‘∼='' áðïôåëåß ðñïöáíþò ìéá ó·Ýóç
éóïäõíáìßáò.) ÅðéðñïóèÝôùò, êÜèå éóïìïñöéóìüò Ý·ùí ùò ðåäßï ïñéóìïý êáé ùò ðåäßï
ôéìþí ôïõ ôçí ßäéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá V êáëåßôáé áõôïìïñöéóìüò ôÞò V.
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3.4.8 Ðñüôáóç. ¸óôù Pmk ⊇ V
ϕ−→W ⊆ Pnk ìéá áðåéêüíéóç ìåôáîý ðñïâïëéêþí ðïéêéëï-

ôÞôùí. Ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n} èÝôïõìåWi :=W ∩ Ui, üðïõ

Ui = Ui(Pnk) := {[a0 : . . . : an] ∈ Pnk |ai 6= 0k }

(âë. 3.1.3). Ôüôå ç ϕ åßíáé ìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé ðåñéïñéóìïß

ϕ|ϕ−1(Wi)
: ϕ−1(Wi) −→Wi

åßíáé ìïñöéóìïß óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí 12 ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}.

Áðïäåéîç. ¢ìåóç áðü ôï ãåãïíüò üôé ç êáíïíéêüôçôá óõíáñôÞóåùí åßíáé ìéá ôïðéêÞ
éäéüôçôá. ¤

3.4.9 ÐáñÜäåéãìá. Çáðåéêüíéóç ϕ : P1C −→ V+(X
2
1−X0X2) ⊂ P2C ðïõ ïñßæåôáé áðü ôïí

ôýðï

P1C 3 [a0 : a1] 7−→ ϕ ([a0 : a1]) :=
£
a20 : a0a1 : a

2
1

¤
∈ P2C

åßíáé éóïìïñöéóìüò ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí Ý·ùí ôçí ψ : V+(X
2
1 − X0X2) −→ P1C

ψ([a0 : a1 : a2]) =

½
[a0 : a1] , üôáí a0 6= 0,
[a1 : a2] , üôáí a1 6= 0,

ùò áíôßóôñïöü ôïõ.

3.4.10 Óçìåßùóç. (a) ÅÜí ç áðåéêüíéóç Pmk ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Pnk åßíáé ìïñöéóìüò ðñïâï-

ëéêþí ðïéêéëïôÞôùí êáé P ∈ V, Q := ϕ(P ), ôüôå åðÜãåôáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ôïðéêþí
äáêôõëßùí

bϕP : OW,Q −→ OV,P , f 7−→ bϕP (f) := f ◦ ϕ.

Ç Üóêçóç Á-3-19 ðåñéãñÜöåé ôï ðüôå ç áðåéêüíéóç ϕ åßíáé éóïìïñöéóìüò óõíáñôÞóåé
ôùí {bϕP |P ∈ V } .
(b) ÊÜèå éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí åßíáé ðÜíôïôå áìöéññé-
ðôéêÞ êáé êáôÜZariski áìöéóõíå·Þòáðåéêüíéóç° áíôéèÝôùò, Ýíáò áìöéññéðôéêüò êáé êáôÜ
Zariski áìöéóõíå·Þò ìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí äåí åßíáé êáô'
áíÜãêçí éóïìïñöéóìüò.

(c) ÅÜí ïé V ⊆ Pmk êáé W ⊆ Pnk åßíáé éóüìïñöåò ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò, ïé ïìïãåíåßò
äáêôýëéïé óõíôåôáãìÝíùí ôïõò Γïì. (V ) êáé Γïì.(W ) äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí éóüìïñöïé,
óå áíôßèåóç ìå ü,ôé óõìâáßíåé ìå ôéò óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò (ðñâë. ðüñéóìá 2.1.18 êáé
Üóêçóç Á-3-20).

(d) Ç êáôçãïñßá ôùí k-ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí (ìå ìïñöéóìïýò/éóïìïñöéóìïýò ôçò
ôïõò áíùôÝñù ïñéóèÝíôåò óôï 3.4.7) èá óõìâïëßæåôáé ùò k-PVar.
12Åí ðñïêåéìÝíù, ï üñïò «óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá» íïåßôáé ìÝ·ñéò ïìïéïìïñöéóìïý (âë. Üóêçóç Á-3-13) Þ ìÝ·ñéò (êáôÜ ôé
ãåíéêåõìÝíïõ) éóïìïñöéóìïý (âë. 3.8.3 êáé 3.8.9).
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• Ç Ýííïéá ôÞò êáíïíéêÞò óõíáñôÞóåùò åðß åíüò ìç êåíïý, êáôÜ Zariski áíïéêôïý õðï-
óõíüëïõ ïéïõäÞðïôå ðñïâïëéêïý (ü·é êáô' áíÜãêçí áíáãþãïõ) áëãåâñéêïý óõíüëïõ
V ⊆ Pnk, êáèþò êáé ç Ýííïéá ôïý ìïñöéóìïý ìåôáîý ôÝôïéùí õðïóõíüëùí ãåíéêåýïíôáé
ùò áêïëïýèùò:

3.4.11 Ïñéóìüò. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëé-
êïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ V ⊆ Pnk êáé Ýóôù P ∈ Y.Ìéá óõíÜñôçóç f : Y −→ k êáëåßôáé
êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç óôï P üôáí õðÜñ·ïõí Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïý
Y ìå P ∈ U, êáèþò êáé äõï ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá G,H ∈ k[X0, . . . ,Xn] éäßïõ âáèìïý, ôá
ïðïßá ðëçñïýí ôéò åîÞò óõíèÞêåò:

H(Q) 6= 0k, f(Q) =
G(Q)

H(Q)
, ∀Q ∈ U.

Ç óõíÜñôçóç f : Y −→ k êáëåßôáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý Y üôáí åßíáé êá-
íïíéêÞ óå êÜèå óçìåßï P ∈ Y. (Ïé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß ôïý Y óõãêñïôïýí ìéá
k-Üëãåâñá.)

3.4.12 Ïñéóìüò. Ìéá áðåéêüíéóç V ⊇ Y
ϕ−→ Z ⊆W ìåôáîý äõï ìç êåíþí, êáôÜ Zariski

áíïéêôþí õðïóõíüëùí Y,Z ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí V ⊆ Pnk êáé W ⊆ Pmk
êáëåßôáé ìïñöéóìüò üôáí åßíáé óõíå·Þò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski) êáé ãéá êÜèå
êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç f : U −→ k ïñéóìÝíç åðß åíüò êáôÜ Zariski áíïéêôïý õðïóõíüëïõ
ôïý Z ç óýíèåóç

f ◦ ϕ : ϕ−1(U) −→ k

åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïýϕ−1(U).¸íáò ìïñöéóìüò ôÝôïéïõ åßäïõò êáëåßôáé
éóïìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïñöéóìüò ψ : Z −→ Y ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé
éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

(Ï óõìâïëéóìüò Y ∼= Z äçëïß êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç üôé õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñ-
öéóìüò ìåôáîý áõôþí.)

3.4.13 Óçìåßùóç. Ç (êáôÜ ôñüðï öõóéêü äïìïýìåíç) êáôçãïñßá ôùí ðñïâïëéêþí áë-
ãåâñéêþí óõíüëùí åíôüò ðñïâïëéêþí ·þñùí õðåñÜíù åíüò óþìáôïò k (ìå ìïñöé-
óìïýò/éóïìïñöéóìïýò ôçò ôïõò áíùôÝñù ïñéóèÝíôåò óôï 3.4.12) èá óõìâïëßæåôáé åöåîÞò
ùò k-PASets.
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ÁóêÞóåéò

A-3-17. ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù f ∈ k (V ) . Íá áðïäåé-
·èåß üôé ôï Dom(f) åßíáé êáôÜ Zariski áíïéêôü (êáé ðõêíü) õðïóýíïëï ôïý V. (Õðüäåéîç :

Pol(f) =
n
P ∈ V

¯̄̄
H (P ) = 0k, ∀H ∈ Jðáñ

f

o
.)

A-3-18. ÅÜí ç Pnk ⊇ V
ϕ−→W ⊆ Pmk åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ðñïâïëéêþí ðïéêé-

ëïôÞôùí, íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

k (W ) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ k (V )

áðïôåëåß éóïìïñöéóìü óùìÜôùí.

A-3-19. ¸óôù Pnk ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Pmk Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞ-

ôùí. Íá áðïäåé·èåß üôé ï ϕ åßíáé éóïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ϕ åßíáé ïìïéï-
ìïñöéóìüò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski) êáé ïé ïìïìïñöéóìïß ôïðéêþí äáêôõëßùíbϕP : OW,ϕ(P ) −→ OV,P éóïìïñöéóìïß ãéá êÜèå óçìåßï P ∈ V.

A-3-20. Ïé ïìïãåíåßò äáêôýëéïé óõíôåôáãìÝíùí äåí åßíáé áíáëëïßùôïé ùò ðñïò ôïõò éóï-
ìïñöéóìïýò: Íá áðïäåé·èåß üôé

Γïì.
¡
P1C
¢
À Γïì.

¡
V+(X

2
1 − X0X2)

¢
ðáñüôé P1C ∼= V+(X

2
1 − X0X2) (âë. ðáñÜäåéãìá 3.4.9).

3.5 ÐñïâïëéêÝò áëëáãÝò óõíôåôáãìÝíùí

ÊÜèå ãñáììéêÞ óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý An+1k åßíáé ôÞò ìïñöÞò

T = TA : An+1k −→ An+1k , (X0, . . . ,Xn) 7−→ A (X0, . . . ,Xn)| ,

üðïõ

A = (ai j)0≤i,j≤n ∈ GL (n+ 1,k) ,

óôÝëíåé ìïíïäéÜóôáôïõò k-õðü·ùñïõò ôïý kn+1 íá áðåéêïíßæïíôáé óå ìïíïäéÜóôáôïõò
k-õðü·ùñïõò ôïý kn+1 êáé åðÜãåé ìéá áìößññéøç

ΨA : Pnk −→ Pnk, [X0 : . . . : Xn] 7−→ [A (X0, . . . ,Xn)| ] := [
nP
j=0

a0 jXj : . . . :
nP
j=0

an jXj ].
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3.5.1 ËÞììá. (a) ΨλA = ΨA, ∀A ∈ GL (n+ 1,k) , ∀λ ∈ kr{0k}.
(b) ΨA ◦ΨB = ΨAB, ∀A,B ∈ GL(n+ 1,k) .

(c) Ψ−1A = ΨA−1 , ∀A ∈ GL(n+ 1,k) .

(d) ΨA = IdPnk ⇐⇒ A ∈
©
λ · 1GL(n+1,k) | λ ∈ kr{0k}

ª
.

3.5.2 Ïñéóìüò. ÊÜèå áìößññéøç ôÞò ìïñöÞòΨA, üðïõA ∈GL(n+ 1,k) , êáëåßôáé ðñï-
âïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk.

ÅðåéäÞ ãéá ïéïõóäÞðïôå A,B ∈ GL(n+ 1,k) Ý·ïõìå

ΨA = ΨB ⇐⇒ ΨAB−1 = IdPnk ⇐⇒ AB−1 ∈
©
λ · 1GL(n+1,k) | λ ∈ kr{0k}

ª
,

äçìéïõñãåßôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí

PGL(n+ 1,k) 3 A 7−→ ΨA ∈
½

ðñïâïëéêÝò áëëáãÝò
óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk

¾
üðïõ

PGL(n+ 1,k) := GL (n+ 1,k) /
©
λ · 1GL(n+1,k) |λ ∈ kr{0k}

ª
ç ëåãïìÝíç ðñïâïëéêÞ ãåíéêÞ ãñáììéêÞ ïìÜäá âáèìïý n+ 1.

3.5.3 ËÞììá. ¸óôù V ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï. ÅÜí A ∈ GL(n+ 1,k) ,
ôüôå ç åéêüíá

ΨA(V ) = {ΨA([X0 : . . . : Xn]) | [X0 : . . . : Xn] ∈ V } ⊆ Pnk

ôïý V ìÝóù ôÞò ΨA åßíáé ùóáýôùò ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï.

Áðïäåéîç. ÕðïèÝôïíôáò üôé V = V+(F1, . . . , Fκ), ãéá êÜðïéá ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá

F1, . . . , Fκ ∈ k[X0, . . . ,Xn],

êáé èÝôïíôáò A−1 = (bi j)0≤i,j≤n , ïñßæïõìå ôá ðïëõþíõìá Gj = Fj ◦ TA−1 , Þôïé ôá

Gj(X0, . . . ,Xn) := Fj

Ã
nP
j=0

b0 jXj , . . . ,
nP
j=0

bn jXj

!
, ∀j ∈ {1, . . . , κ},

êáé ðáñáôçñïýìå üôé ΨA(V ) = V+(G1, . . . , Gκ). ¤

3.5.4 ËÞììá. ÊÜèå ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA ôïý Pnk åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò
(ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ).
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Áðïäåéîç. Ðñïöáíþò,

ΨA óõíå·Þò⇔ ΨA−1 áíïéêôÞ êáé ΨA−1 óõíå·Þò⇔ ΨA áíïéêôÞ.

¸óôù U ⊆ Pnk Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü óýíïëï. Ôüôå õðÜñ·ïõí ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
F1, . . . , Fκ ∈ k[X0, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

U = PnkrV+(F1, . . . , Fκ) =⇒ ΨA(U) = PnkrΨA(V+(F1, . . . , Fκ)),

ìå ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá éó·ýïõóá ëüãù ôÞò áìöéññéðôéêüôçôáò ôÞòΨA.ÊáôÜ ôï ëÞììá
3.5.3 ôïΨA(V+(F1, . . . , Fκ)) åßíáé ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé -ùò åê ôïýôïõ- êáôÜ
Zariski êëåéóôü óýíïëï. ¢ñá ôïΨA(V ) åßíáé êáôÜZariski áíïéêôü óýíïëï, çΨA áíïéêôÞ
êáé ç ΨA−1 óõíå·Þò. Åñãáæüìåíïé ìå ôïí A−1 áíôß ôïý A áðïäåéêíýïõìå ìå ôçí ßäéá
óõëëïãéóôéêÞ üôé ç ΨA åßíáé ùóáýôùò óõíå·Þò. ¤

3.5.5 ËÞììá. ¸óôù ϕ : Pmk −→ Pnk ìéá áðåéêüíéóç ôÞò ìïñöÞò

Pmk 3 [X0 : . . . : Xm]
ϕ7−→ [G0(X0, . . . ,Xm) : . . . : Gn(X0, . . . ,Xm)] ∈ Pnk,

üðïõ ôáG0, . . . , Gn åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá éäßïõ âáèìïý êáé ·ùñßò êïéíÜ óçìåßá ìçäå-
íéóìïý. Ôüôå ç ϕ åßíáé ìïñöéóìüò 13.

Áðïäåéîç. Ãéá i ∈ {0, . . . , n} èÝôïõìå

Ui := {[a0 : . . . : an] ∈ Pnk |ai 6= 0k }

(âë. 3.1.3). ÅÜí ïé

[m] : Am+1k r{0km+1} −→ Pmk , [n] : An+1k r{0kn+1} −→ Pnk,

åßíáé ïé öõóéêÝò åðéññßøåéò (âë. 3.3.16), ôüôå ôï äéÜãñáììá

−1
[m]

¡
ϕ−1(Ui)

¢
[m]

²²

ª

(G0,... ,Gn) // k× · · · × kr{0k} × · · · × k

[n]

²²
ϕ−1(Ui)

ϕ // Ui

åßíáé ìåôáèåôéêü (ìå ôïí ðáñÜãïíôá kr{0k} óôçí i-ïóôÞ èÝóç). Eî áõôïý óõíÜãïõìå
üôé ïé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß ôïý ϕ−1(Ui) åßíáé áêñéâþò åêåßíåò ïé êáíïíéêÝò óõ-
íáñôÞóåéò ðïõ ðáñáìÝíïõí áíáëëïßùôåò õðü ôç óõíÞèç äñÜóç ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò
13¼ðùò èá äïýìå áñãüôåñá óôï èåþñçìá 3.11.35, éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï, äçëáäÞ êÜèå ìïñöéóìüò ϕ : Pmk −→ Pnk åßíáé
ìéá áðåéêüíéóç áõôÞò ôÞò ìïñöÞò.
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ïìÜäáò kr{0k} åðß ôïý −1
[m]

¡
ϕ−1(Ui)

¢
(ðñâë. 3.1.2 (b)). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ïé ðåñéïñé-

óìïß

ϕ|ϕ−1(Ui) : ϕ
−1(Ui) −→ Ui

åßíáé ìïñöéóìïß óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}. Áñêåß ëïéðüí íá
åöáñìüóïõìå ôçí ðñüôáóç 3.4.8. ¤

3.5.6 Ðñüôáóç. ÊÜèå ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pnk
åßíáé áõôïìïñöéóìüò ôïý Pnk.

Áðïäåéîç. ÂÜóåé ôïý ëÞììáôïò 3.5.4 êÜèå ΨA åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò. Áñêåß ëïéðüí
íá äåé·èåß üôé ïé ΨA êáé Ψ−1A = ΨA−1 åßíáé ìïñöéóìïß. Ôïýôï Ýðåôáé áðåõèåßáò áðü ôï
ëÞììá 3.5.5. ¤

ÌÜëéóôá, éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï:

3.5.7 Èåþñçìá. (Áõôïìïñöéóìïß ôïý Pnk) ÊÜèå áõôïìïñöéóìüò ôïý Pnk ïöåßëåé íá åßíáé
ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk. Ùò åê ôïýôïõ, õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñöé-
óìüò

PGL(n+ 1,k) 3 A
∼=7−→ ΨA ∈ Aut(Pnk)

ìåôáîý ôÞò ðñïâïëéêÞò ãåíéêÞò ãñáììéêÞò ïìÜäáò âáèìïý n+1 êáé ôÞò ïìÜäáò Aut(Pnk)
ôùí áõôïìïñöéóìþí ôïý Pnk.

Áðïäåéîç. Ìéá óôïé·åéþäçò áðüäåéîç äßäåôáé óôï (b) ôïý èåùñÞìáôïò 3.11.35. Ãéá ìéá
Üëëç, óýíôïìç áëëÜ ìç óôïé·åéþäç áðüäåéîç âë. R. Hartshorne: Algebraic Geometry,
GTM, Vol. 52, Springer-Verlag, 1977, Ch. II., 7.1.1, óåë. 151. ¤

3.5.8 Ðüñéóìá. ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÅÜí A ∈ GL(n+ 1,k) , ôüôå
ï áõôïìïñöéóìüò ΨA åðÜãåé éóïìïñöéóìïýò äáêôõëßùí

Γïì. (ΨA(V )) 3 F 7−→ F ◦ΨA ∈ Γïì. (V )
k(ΨA(V )) 3 f 7−→ f ◦ΨA ∈ k(V ),

OΨA(V ),ΨA(P ) 3 f 7−→ f ◦ΨA ∈ OV,P , ∀P ∈ V.

3.5.9 Ïñéóìüò. Äõï ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò Þ, ãåíéêüôåñá, äõï ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ
óýíïëá V,W ⊆ Pnk êáëïýíôáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìá üôáí õðÜñ·åé áõôïìïñöéóìüò ΨA
ôïý Pnk, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé ΨA(V ) = W. (Ðñïöáíþò, ç «ðñïâïëéêÞ éóïäõíáìßá»
áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.)
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Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç ðñïâïëéêÞ éóïäõíáìßá ·ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôïí ãåùìåôñéêü ·áñá-
êôçñéóìü ôùí ðñïâïëéêþí õðåñåðéðÝäùí êáé ôùí ðñïâïëéêþí ôåôñáãùíéêþí õðåñåðéöá-
íåéþí.

3.5.10 Ðñüôáóç. ¼ëá ôá õðåñåðßðåäá H ⊆ Pnk åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìá 14 (êáé éóü-
ìïñöá ìå ôïí ðñïâïëéêü ·þñï Pn−1k ).

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí õðåñåðßðåäï

H = V+(a0X0 + a1X1 + · · ·+ anXn) ⊆ Pnk.

ÅðåéäÞ ôïõëÜ·éóôïí Ýíá áðü ôá ai, i ∈ {0, . . . , n}, åßíáé êáô' áíÜãêçí 6= 0k, ìðïñïýìå äß-
·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé a0 6= 0k. Ãéá ôçí åðáëÞèåõóç ôïý éó·õñé-
óìïý åßíáé áñêåôü íá äåé·èåß üôé ôïH åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìï ôïýV+(X0) ∼= Pn−1k .
Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå ôïí ðßíáêá

A :=

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a0 a1 · · · an
0k 1k · · · 0k
...

...
. . .

...
0k 0k · · · 1k

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎛⎜⎜⎜⎜⎝ ìå A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1
a0

−a1
a0

· · · −an
a0

0k 1k · · · 0k
...

...
. . .

...
0k 0k · · · 1k

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

Ðñïöáíþò, ΨA(H) = V+(X0). (ÅÜí ai 6= 0k ãéá êÜðïéï i ∈ {1, . . . , n}, ôüôå ìå áíÜëïãç
åðé·åéñçìáôïëïãßá äåß·íïõìå üôéΨA(H) = V+(Xi) êáé åëÝã·ïõìå åýêïëá üôé ôáV+(Xi)

êáéV+(X0) åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìá.) ¤

3.5.11 Ïñéóìüò. Ìéá ðñïâïëéêÞ õðåñåðéöÜíåéáV+(F ) ⊆ Pnk, ç ïðïßá ïñßæåôáé áðü Ýíá
ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï 0 6= F ∈ k[X0, . . . ,Xn] âáèìïý 2, êáëåßôáé ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ
õðåñåðéöÜíåéá.

3.5.12 Óçìåßùóç. Ôï ïñßæïí ðïëõþíõìï F ìéáò ðñïâïëéêÞò ôåôñáãùíéêÞò õðåñåðéöÜ-
íåéáòV+(F ) ⊆ Pnk ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

F =
X

0≤i,j≤n
aijXiXj ∈ k[X0, . . . ,Xn] (3.8)

ÅÜí ç ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý k åßíáé 6= 2, ôüôå ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé

aij = aji, ∀i, j ∈ {0, , . . . , n}. (3.9)

(ÐñÜãìáôé° èÝôïíôáò bij := 1
2(aij + aji) ðáñáôçñïýìå üôé

F =
P

0≤i,j≤n
bijXiXj

ìå bij = bji ãéá ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ {0, , . . . , n}.)
14Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ï ïñéóìüò 3.3.2 (c) ôïý õðåñåðéðÝäïõ åíôüò åíüò Pnk åßíáé óõìâáôüò ìå ôïí ðñïçãçèÝíôá ïñéóìü ôïý
ðñïâïëéêïý õðåñåðéðÝäïõ (âë. 3.1.2 (c)).
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3.5.13 ËÞììá. (ÄéåõèåôçìÝíç ìïñöÞ ôåôñáãùíéêþí õðåñåðéöáíåéþí) Áò õðïèÝóïõìå
üôé çV+(F ) ⊆ Pnk åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéá, üðïõ ·áñ(k) 6= 2 êáé
ôï F Ýíá ðïëõþíõìï ìå óõíôåëåóôÝò aij üðùò óôï (3.8), éêáíïðïéïýíôåò ôç óõíèÞêç (3.9).
Ôüôå çV+(F ) åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìç ìå ìéá ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéá
ôÞò ìïñöÞò

V+(c0X
2
0 + c1X

2
1 + · · ·+ cnX

2
n) ⊆ Pnk, (3.10)

üðïõ c0, c1, . . . , cn ∈ k (ìå ôïõëÜ·éóôïí Ýíáí åî áõôþí 6= 0k).

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò èá ãßíåé áíáãùãÞ ôïý ðñïâëÞìáôïò (óôá äýï ðñþôá âÞìáôá)
óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá a00 6= 0k. Åí óõíå·åßá èá åöáñìïóèåß ç ìÝèïäïò ôÞò
«óõìðëçñþóåùò ôïý ôåôñáãþíïõ» ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0.

ÂÞìá 1ï. ÅÜí a00 = 0k êáé åÜí ∃i ∈ {1, . . . , n} : aii 6= 0k, ôüôå ìÝóù ôÞò ðñïâïëéêÞò
áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí

Pnk −→ Pnk, [X0 : X1 : . . . : Xn] 7−→ [Xi : X1 : . . . : Xi−1 : X0 : Xi+1 : . . . : Xn]

Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ó·çìáôéóìïý ìéáò ðñïâïëéêÞò ôåôñáãùíéêÞò õðåñåðéöÜíåéáò, ç
ïðïßá åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìç ôÞò V+(F ) êáé ôï ïñßæïí ðïëõþíõìï ôÞò ïðïßáò
äéáèÝôåé ìç ìçäåíéêü óõíôåëåóôÞ ðñï ôïý X20.

ÂÞìá 2ï. ÅÜí aii = 0k,∀i ∈ {0, . . . , n}, êáé aij 6= 0k ãéá êÜðïéïõò i, j ∈ {0, . . . , n},
i 6= j, ôüôå (·ñçóéìïðïéþíôáò êáé ðÜëé ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí üðùò ç
ðñïçãçèåßóá) ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå üôé a01 6= 0k. Ùò
åê ôïýôïõ, ìÝóù ôÞò ðñïâïëéêÞò áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí

Pnk −→ Pnk, [X0 : X1 : X2 : . . . : Xn] 7−→ [X0 : X1 + X0 : X2 : . . . : Xn]

ðïõ áíôéóôïé·åß óôïí ðßíáêá

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1k 0k 0k · · · 0k

1k 1k 0k · · ·
...

0k 0k 1k · · ·
...

...
...

...
. . . 0k

0k · · · · · · 0k 1k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
ìå A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1k 0k 0k · · · 0k

−1k 1k 0k · · ·
...

0k 0k 1k · · ·
...

...
...

...
. . . 0k

0k · · · · · · 0k 1k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
Ý·ïõìå åê íÝïõ ôç äõíáôüôçôá ó·çìáôéóìïý ìéáò ðñïâïëéêÞò ôåôñáãùíéêÞò õðåñåðéöÜ-
íåéáò ∼= V+(F ), ôï ïñßæïí ðïëõþíõìï ôÞò ïðïßáò äéáèÝôåé ìç ìçäåíéêü óõíôåëåóôÞ ðñï
ôïý X20.

ÂÞìá 3ï. Åê ôùíðñïáíáöåñèÝíôùí åßíáé ðñüäçëï üôé äåí èßãåôáé ç ãåíéêüôçôá åÜí õðï-
èÝóïõìå üôé ï óõíôåëåóôÞò a00 óôï èåùñïýìåíï ðïëõþíõìï F åßíáé 6= 0k.Ðáñáôçñïýìå
üôé

F (X0,X1, . . . ,Xn) = a00X
2
0 + X0G(X1,X2, . . . ,Xn) +H(X1,X2, . . . ,Xn)
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üðïõ

G(X1,X2, . . . ,Xn) := 2
nX
i=1

a0iXi, H(X1,X2, . . . ,Xn) :=
X

1≤i,j≤n
aijXiXj ,

ïðüôå

F (X0,X1, . . . ,Xn) = a−100
¡
a00X0 +

1
2G(X1,X2, . . . ,Xn)

¢2
+ Ξ(X1,X2, . . . ,Xn)

= a00

Ã
X0 +

nX
i=1

a−100 a0iXi

!2
+ Ξ(X1,X2, . . . ,Xn)

üðïõ

Ξ(X1,X2, . . . ,Xn) := H(X1,X2, . . . ,Xn)− 1
4a
−1
00 G(X1,X2, . . . ,Xn)

2.

¾óôåñá áðü ôçí åêôÝëåóç ôÞò ðñïâïëéêÞò áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí

ΨA : Pnk −→ Pnk, [X0 : X1 : . . . : Xn] 7−→ [X0 −
nP
i=1

a−100 a0iXi : X1 : X2 : . . . : Xn]

ðïõ áíôéóôïé·åß óôïí ðßíáêá

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1k −a−100 a01 · · · −a−100 a0n
0k 1k · · ·

...
...

...
. . . 0k

0k · · · 0k 1k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝ ìå A−1 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1k a−100 a01 · · · a−100 a0n

0k 1k · · ·
...

...
...

. . . 0k
0k · · · 0k 1k

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ëáìâÜíïõìå

ΨA(V+(F )) = V+(a00X
2
0 + Ξ(X1,X2, . . . ,Xn)).

ÂÞìá 4ï. ÅÜíΞ = 0, ôüôå óôáìáôïýìå° åéäÜëëùò åðáíáëáìâÜíïõìå ôá âÞìáôá 1-3 ãéá ôï
Ξ (áíôß ôïý F ). ¸ðåéôá áðü ôï ðïëý n åðáíáëÞøåéò áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò êáôáëÞãïõìå
óôçí åðáëÞèåõóç ôïý áñ·éêïý éó·õñéóìïý. ¤

3.5.14 Óçìåßùóç. (a) ÏñéóìÝíïé åê ôùí óõíôåëåóôþí c0, c1, . . . , cn ôÞò ðñïâïëéêÞò ôå-
ôñáãùíéêÞò õðåñåðéöÜíåéáò (3.10) åíäÝ·åôáé íá åßíáé ìçäåíéêïß. ÃñÜöïíôáò (åí áíÜãêç
ýóôåñá áðü áíáäéÜôáîç ôùí äåéêôþí ôùí óõíôåëåóôþí êáé ôùí ìåôáâëçôþí) ôï ïñßæïí
ðïëõþíõìï ôÞò (3.10) ùò

c0X
2
0 + c1X

2
1 + · · ·+ cνX

2
ν = 0, ci

½
6= 0k ∀i ∈ {0, . . . , ν},
= 0k ∀i ∈ {ν + 1, . . . , n}, (3.11)
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ãéá êÜðïéïí ν, 0 ≤ ν ≤ n, ëÝìå üôé ç (3.10) (Þ ïéáäÞðïôå ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñå-
ðéöÜíåéá ðïõ åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìÞ ôçò) Ý·åé âáèìßäá ν +1. (Ôï åðüìåíï ëÞììá
äåß·íåé üôé ç âáèìßäá åßíáé «êáëþò ïñéóìÝíç».)

(b) Ç óõíèÞêç (3.9) óçìáßíåé üôé ï ðßíáêáò QF := (aij)0≤i,j≤n åßíáé óõììåôñéêüò êáé
üôé

F (X0,X1, . . . ,Xn) = (X0,X1, . . . ,Xn)QF (X0,X1, . . . ,Xn)
| .

3.5.15 ËÞììá. (Åñìçíåßá ôÞò Ýííïéáò ôÞò âáèìßäáò) ¸óôù V+(F ) ⊆ Pnk ìéá ðñïâï-
ëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéá, üðïõ ·áñ(k) 6= 2 êáé ôï F Ýíá ðïëõþíõìï ìå óõíôåëå-
óôÝò aij üðùò óôï (3.8), éêáíïðïéïýíôåò ôç óõíèÞêç (3.9). Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ãéá êÜèå A ∈ GL(n+ 1,k) ,

ΨA(V+(F )) = V+(G),

üðïõ

G := (X0,X1, . . . ,Xn)(A−1)|QFA−1(X0,X1, . . . ,Xn)| .

(b) Ç âáèìßäá ôÞòV+(F ) éóïýôáé ìå ôç âáèìßäá ôïý ðßíáêáQF .

Áðïäåéîç. (a) Óýìöùíá ìå üóá Ý·ïõí áíáöåñèåß óôçí áðüäåéîç ôïý ëÞììáôïò 3.5.3,
ΨA(V+(F )) = V+(G), üðïõ

G(X0,X1, . . . ,Xn) = F (A−1(X0,X1, . . . ,Xn)|)

=
¡
A−1(X0,X1, . . . ,Xn)|

¢| QFA−1(X0,X1, . . . ,Xn)|

= (X0,X1, . . . ,Xn)(A−1)|QFA−1(X0,X1, . . . ,Xn)| .

(b) Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé ïéQF êáé (A−1)|QFA−1 Ý·ïõí ßóåò âáèìßäåò. (Ôïýôï
Ýãêåéôáé óôï üôé ï åê äåîéþí Þ åî áñéóôåñþí ðïëëáðëáóéáóìüò åíüò ðßíáêá ìå Ýíáí áíôé-
óôñÝøéìï ðßíáêá äåí åðçñåÜæåé ôç âáèìßäá15.) ÅÜí ï A ∈ GL(n+ 1,k) åßíáé åêåßíïò ï
ðßíáêáò, ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ΨA(V+(F )) = V+(G), üðïõ

G = c0X
2
0 + c1X

2
1 + · · ·+ cνX

2
ν

üðùò óôçí (3.11), ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (a),

(A−1)|QFA−1 = diag(c0, c1, . . . , cν , 0k, . . . , 0k| {z }
n−ν öïñÝò

),

ïðüôå ν + 1 = rank(QF ). ¤
15Âë. ð.·. S.H Friedberg, A.J. Insel & L.E. Spence: Linear Algebra, Third Ed., Prentice Hall, 1997, Thm. 3.3, pp. 143-144, Þ Ó.
ÁíäñåáäÜêç: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ÁèÞíá, 1981, ðñüôáóç 4.3.12, óåë. 119-121.
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3.5.16 Èåþñçìá. (Ôáîéíüìçóç ôåôñáãùíéêþí õðåñåðéöáíåéþí ãéá k áëã. êëåéóôü)
ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò 6= 2, ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(a) ÊÜèå ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéá V+(F ) ⊆ Pnk âáèìßäáò ν + 1 åßíáé
ðñïâïëéêþò éóïäýíáìç ìå ôçí

V+(X
2
0 + X

2
1 + · · ·+ X2ν) ⊆ Pnk. (3.12)

(b) Äõï ðñïâïëéêÝò ôåôñáãùíéêÝò õðåñåðéöÜíåéåò V+(F1),V+(F2) ⊆ Pnk åßíáé ðñïâïëé-
êþò éóïäýíáìåò åÜí êáé ìüíïí åÜí

rank(QF1) = rank(QF2).

Áðïäåéîç. (a) ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.5.13 êáé ôï (a) ôÞò óçìåéþóåùò 3.5.14 ç V+(F ) åßíáé
ðñïâïëéêþò éóïäýíáìç ìå ìéá ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéá ôÞò ìïñöÞò

V+(c0X
2
0 + c1X

2
1 + · · ·+ cνX

2
ν) ⊆ Pnk.

ÅðåéäÞ ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ç åîßóùóç X2− ci = 0 ãéá i ∈ {0, . . . , ν} äéáèÝôåé
äýï óçìåßá ìçäåíéóìïý (åí ðñïêåéìÝíù, ìéá ôåôñáãùíéêÞ ñßæá 6= 0k, óõìâïëéæüìåíç ùò√
ci, ìáæß êáé ôçí áíôßèåôÞ ôçò −√ci) åíôüò ôïý k. μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí ðñïâïëéêÞ

áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA ðïõ áíôéóôïé·åß óôïí ðßíáêá

A = diag(
√
c0, . . . ,

√
cν , 0k, . . . , 0k| {z }

n−ν öïñÝò

)

⎛⎜⎝ ìå A−1 = diag((
√
c0)
−1, . . . , (

√
cν)
−1, 0k, . . . , 0k| {z }

n−ν öïñÝò

)

⎞⎟⎠
ëáìâÜíïõìå

ΨA(V+(c0X
2
0 + c1X

2
1 + · · ·+ cνX

2
ν)) = V+(X

2
0 + X

2
1 + · · ·+ X2ν).

(b) ÏéV+(F1),V+(F2) åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìåò åÜí êáé ìüíïí åÜí

∃A ∈ GL (n+ 1,k) : ΨA(V+(F1)) = V+(F2). (3.13)

ÅÜí éó·ýåé ç (3.13), ôüôå

rank(QF2) = rank((A−1)|QF1A−1) = rank(QF1).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí

rank(QF1) = rank(QF2),
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ôüôå áìöüôåñåò ïé V+(F1),V+(F2) åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìåò ìå ôçí (3.12), ïðüôå
êáé ç (3.13) åßíáé áëçèÞò (äéüôé ç «ðñïâïëéêÞ éóïäõíáìßá» áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõ-
íáìßáò). ¤

3.5.17 Ðáñáäåßãìáôá. Óôï ó·Þìá 13 êáôá·ùñßæïíôáé óõìâïëéêÝò åéêïíïãñáöÞóåéò (ôïý
ðñáãìáôéêïý ìÝñïõò) üëùí ôùí ðñïâïëéêþí ôåôñáãùíéêþí õðåñåðéöáíåéþí åíôüò ôùí
·þñùí P2C êáé P3C.

Ó·Þìá 13

3.5.18 Óçìåßùóç. ¼ôáí ôï óþìá k äåí åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ç âáèìßäá äåí áñêåß
ãéá ôçí ðëÞñç ôáîéíüìçóç ôùí ðñïâïëéêþí ôåôñáãùíéêþí õðåñåðéöáíåéþí. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, üôáí k = R, n = 2, áìöüôåñåò ïé V+(X

2
0 + X

2
1 + X

2
2) êáé V+(X

2
0 + X

2
1 − X22)

Ý·ïõí âáèìßäá 3, ·ùñßò íá åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìåò (êáèüôé ç ðñþôç åßíáé êåíÞ
êáé ç äåýôåñç ìç êåíÞ). Ùóôüóï, ç ðåñßðôùóç üðïõ k = R ìðïñåß íá ìåëåôçèåß ìå ôç
âïÞèåéá ãíùóôþí áðïôåëåóìÜôùí ôÞò ÃñáììéêÞò ¢ëãåâñáò (âë. Üóêçóç Á-3-26).
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ÁóêÞóåéò

A-3-21. Íá áðïäåé·èåß ôï ëÞììá 3.5.1.

A-3-22. Íá áðïäåé·èåß ôï ðüñéóìá 3.5.8.

A-3-23. ÅÜí ôï {P1, P2, P3}, {Q1, Q2, Q3} åßíáé Ýíá æåýãïò ôñéÜäùí äéáêåêñéìÝíùí óç-
ìåßùí ôïýP1k, íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ
óõíôåôáãìÝíùí ΨA, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ΨA(Pi) = Qi,∀i ∈ {1, 2, 3}.

A-3-24. ¸íá óýíïëï ∅ 6= V ⊆ Pnk êáëåßôáé ãñáììéêÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý Pnk üôáí

V = V+(F1, . . . , Fκ),

ãéá êÜðïéá ðñùôïâÜèìéá ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá F1, . . . , Fκ ∈ k[X0, . . . ,Xn]. Ãéá ïéáäÞ-
ðïôå ãñáììéêÞ õðïðïéêéëüôçôá V ôïý Pnk íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí ç ΨA : Pnk −→ Pnk åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk, ôüôå ôï
ΨA(V ) åßíáé ìéá ãñáììéêÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý Pnk.
(b) ÕðÜñ·åé ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA ôïý Pnk êáé

∃m ∈ N0 : ΨA(V ) = V+(Xm+1, . . . ,Xn) ∼= Pmk .

(c) Ï ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüòm ï åìöáíéæüìåíïò óôï (b) åßíáé áíåîÜñôçôïò ôÞò
åðéëïãÞò ôÞò ðñïâïëéêÞò áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùíΨA. (Ï åí ëüãùm êáëåßôáé äéÜóôáóç
ôÞò ãñáììéêÞò õðïðïéêéëüôçôáò V.)

A-3-25. ÊÜèå ãñáììéêÞ ìïíïäéÜóôáôç õðïðïéêéëüôçôá åíüò Pnk, n ≥ 1, êáëåßôáé (ðñï-
âïëéêÞ) åõèåßá (åíôüò ôïý Pnk). [Ôïýôïò ï ïñéóìüò åßíáé óõìâáôüò ìå ôïí ðñïçãçèÝíôá
3.1.2 (c).] Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ãéá äõï óçìåßá P = [a0 : . . . : an], Q = [b0 : . . . : bn] ∈ Pnk, üðïõ P 6= Q, ôï óýíïëï

L(P,Q) := {[λa0 + μb0 : . . . : λan + μbn] | λ, μ ∈ k , (λ, μ) 6= (0k, 0k)}

áðïôåëåß ôç ìïíáäéêÞ åõèåßá åíôüò ôïý Pnk ðïõ äéÝñ·åôáé áðü áõôÜ. (Ùò åê ôïýôïõ, ëÝìå
üôé ôï L(P,Q) åßíáé ç åõèåßá ç äéåñ·üìåíç áðü ôá P êáé Q.)

(b) ÅÜí ç ΨA : Pnk −→ Pnk åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk, ôüôå

ΨA(L(P,Q)) = L(ΨA(P ),ΨA(Q)).

(c) ÅÜí ïé

Lα,β,γ = V+(αX0 + βX1 + γX2), Lα0,β0,γ0 = V+(α
0X0 + β0X1 + γ0X2)
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åßíáé äõï åõèåßåò åíôüò ôïý P2k, ôüôå

Lα,β,γ = Lα0,β0,γ0 ⇐⇒ [α : β : γ] = [α0 : β0 : γ0]

êáé

Lα,β,γ 6= Lα0,β0,γ0 ⇒ Lα,β,γ ∩ Lα0,β0,γ0 =
½∙ ¯̄̄̄

β γ

β0 γ0

¯̄̄̄
:

¯̄̄̄
γ α

γ0 α0

¯̄̄̄
:

¯̄̄̄
α β

α0 β0

¯̄̄̄ ¸¾
.

(ÄçëáäÞ äõï ïéåóäÞðïôå ìç ôáõôéæüìåíåò åõèåßåò ôÝìíïíôáé óå áêñéâþò Ýíá óçìåßï:
Ðñüêåéôáé ãéá ôç ãíùóôÞ «êáôÜñãçóç» ôïý «5ïõ Åõêëåéäåßïõ ÁéôÞìáôïò» óôï ðñïâï-
ëéêü åðßðåäï P2k.)
(d) ÊÜèå åõèåßá Lα,β,γ åíôüò ôïý P2k ìðïñåß íá áðåéêïíéóèåß ìÝóù ìéáò ðñïâïëéêÞò áë-
ëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí åðß ôÞò åð' Üðåéñïí åõèåßáò H∞i =

©
[a0 : a1 : a2] ∈ P2k |ai = 0k

ª
ãéá ïéïíäÞðïôå i ∈ {0, 1, 2}.
(e) ÅÜí äïèïýí äýï óýíïëá {P1, P2, P3}, {Q1, Q2, Q3} ôñéÜäùí äéáêåêñéìÝíùí ìç óõíåõ-
èåéáêþí óçìåßùí ôïý P2k, íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ðñï-
âïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ΨA(Pi) = Qi,∀i ∈ {1, 2, 3}.
(f) ÅÜí äïèïýí äýï óýíïëá {P1, P2, P3, P4}, {Q1, Q2, Q3, Q4} ôåôñÜäùí äéáêåêñéìÝíùí
óçìåßùí ôïýP2k, ïýôùòþóôå íá ìçí õðÜñ·ïõí ôñßáóçìåßá êåßìåíá åð' åõèåßáò óå êáíÝíá
åê ôùí äýï óõíüëùí, íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé ìéá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ðñïâïëéêÞ
áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ΨA(Pi) = Qi,∀i ∈ {1, 2, 3, 4}.

A-3-26. Ôáîéíüìçóç ðñïâïëéêþí ôåôñáãùíéêþí õðåñåðéöáíåéþí åíôüò ôïý PnR. Íá áðï-
äåé·èïýí ôá åîÞò:

(a) ÊÜèå ðñïâïëéêÞ ôåôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéáV+(F ) ⊆ PnR âáèìßäáò ν+1 (ν =: νF )
åßíáé ðñïâïëéêþò éóïäýíáìç (ìÝóù ìéáò ðñïâïëéêÞò áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí ΨA) ìå
ôçí

V+(X
2
0 + X

2
1 + · · ·+ X2κ − X2κ+1 − · · ·− X2ν+κ) ⊆ PnR

üðïõ 0 ≤ ν + κ ≤ n êáé κ =: κF êáôÜëëçëïò áêÝñáéïò ≥ −1. (Õðüäåéîç : Íá èåùñçèåß
ùò A ï ðßíáêáò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé

(A−1)|QFA−1 = diag(c0, c1, . . . , cν , 0, . . . , 0| {z }
n−ν öïñÝò

)

üðùò óôçí áðüäåéîç ôïý (b) ôïý ëÞììáôïò 3.5.15, êáèþò êáé ç ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ

Rn+1 −→ R, (X0, . . . ,Xn) 7−→ (X0, . . . ,Xn)(A−1)|QFA−1(X0, . . . ,Xn)| .

ÃñÜöïíôáò -åí áíÜãêç ýóôåñá áðü áíáäéÜôáîç ôùí äåéêôþí ôùí óõíôåëåóôþí êáé ôùí
ìåôáâëçôþí- ôï ïñßæïí ðïëõþíõìï (3.11) êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå íá éó·ýåé

ci

⎧⎨⎩
> 0 ∀i ∈ {0, . . . , κ},
< 0, ∀i ∈ {κ+ 1, . . . , ν},
= 0, ∀i ∈ {ν + 1, . . . , n},
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íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìááäñáíåßáò ôïý Sylvester 16 ãéá ôçí åí ëüãù ôåôñáãùíéêÞ ìïñöÞ
ðñïêåéìÝíïõ íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá íÝá âÜóç ôïý Rn+1, ïýôùò þóôå ï ðßíáêáò B ï áíôé-
óôïé·þí óå áõôÞ íá ðëçñïß ôç ó·Ýóç

(B−1)| ((A−1)|QFA−1)B−1 = diag(1, . . . , 1| {z }
κ+1 öïñÝò

,−1, . . . ,−1| {z }
ν−κ öïñÝò

, 0, . . . , 0| {z }
n−ν öïñÝò

).

Ï κ+ 1 åßíáé ï áñéèìüò ôùí èåôéêþò ðñïóçìáóìÝíùí ìïíÜäùí.)

(b) Äõï ðñïâïëéêÝò ôåôñáãùíéêÝò õðåñåðéöÜíåéåòV+(F1),V+(F2) ⊆ PnR åßíáé ðñïâïëé-
êþò éóïäýíáìåò åÜí êáé ìüíïí åÜí

νF1 = νF2 êáé κF1 = κF2 .

(c) Ãéá n = 2 êáé n = 3 ç ðñïêýðôïõóá ôáîéíüìçóç åßíáé áõôÞ ðïõ Ý·åé êáôá·ùñéóèåß
óôïõò êÜôùèé êáôáëüãïõò:

Á/Á Åîßóùóç ÕðåñåðéöÜíåéá |sgn| Âáèìßäá ν + 1

(1) X20 = 0 äéðëÞ åõèåßá 1 1

(2) X20 − X21 = 0 æåýãïò åõèåéþí 0 2

(3) X20 + X
2
1 = 0 äéðëü óçìåßï 2 2

(4) X20 + X
2
1 − X22 = 0 áíÜãùãç êùíéêÞ ôïìÞ 1 3

(5) X20 + X
2
1 + X

2
2 = 0 ∅ 3 3

Táîéíüìçóç ãéá n = 2.

Á/Á Åîßóùóç ÕðåñåðéöÜíåéá |sgn| Âáèìßäá ν + 1

(1) X20 = 0 äéðëü åðßðåäï 1 1

(2) X20 − X21 = 0 æåýãïò åðéðÝäùí 0 2

(3) X20 + X
2
1 = 0 äéðëÞ åõèåßá 2 2

(4) X20 + X
2
1 − X22 = 0 (äéðëüò) êþíïò 1 3

(5) X20 + X
2
1 + X

2
2 = 0 óçìåßï 3 3

(6) X20 + X
2
1 − X22 − X23 = 0 åõèåéïãåíÞò åðéöÜíåéá 0 4

(7) X20 + X
2
1 + X

2
2 − X23 = 0 áíÜãùãç êùíéêÞ ôïìÞ 2 4

(8) X20 + X
2
1 + X

2
2 + X

2
3 = 0 ∅ 4 4

Táîéíüìçóç ãéá n = 3.

(Åí ðñïêåéìÝíù, |sgn| = |2 (κ+ 1)− (ν + 1)| = |2κ− ν + 1| .)

16Âë. ð.·. S.H Friedberg, A.J. Insel & L.E. Spence: Linear Algebra, Third Ed., Prentice Hall, 1997, Sec. 6.7, pp. 401-405,
Ó. ÁíäñåáäÜêç: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ÁèÞíá, 1981, ðüñéóìá 7.3.18, óåë. 257, Þ Ê. ËÜêêç: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, 2ç Ýêäïóç,
Èåóóáëïíßêç, 1984, èåþñçìá 4.5, óåë. 210.
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3.6 Ïìïãåíïðïßçóç êáé Áðïïìïãåíïðïßçóç

Ðñïôïý ðñïâïýìå óå óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôÞò äéáóõíäÝóåùò óõó·åôéêþí êáé ðñïâïëé-
êþí áëãåâñéêþí óõíüëùí èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç äéáäéêáóßá ïìïãåíïðïéÞóåùò êáé áðïï-
ìïãåíïðïéÞóåùò ðïëõùíýìùí.

3.6.1 Ïñéóìüò. (a) ¸óôù 0 6= F ∈ k [X1, . . . ,Xn] , n ∈ N. ÃñÜöïíôáò ôï F ùò Üèñïéóìá
ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí

F = F(0) + F(1) + · · ·+ F(d), deg(F(i)) = i, ∀i ∈ {0, . . . , d}, F(d) 6= 0,

èÝôïõìå17

F ∗ := Xd0F(0) + X
d−1
0 F(1) + · · ·+ X0F(d−1) + F(d) ∈ k [X0, . . . ,Xn]d

êáé ïíïìÜæïõìå ôï F ∗ ïìïãåíïðïßçóç ôïý F (ùò ðñïò ôç íÝá ìåôáâëçôÞ X0).

(b) ¸óôù F ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , d ≥ 0. To

F∗ := F (1k,X1, . . . ,Xn) ∈ k [X1, . . . ,Xn]

êáëåßôáé áðïïìïãåíïðïßçóç ôïý F (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0).

3.6.2 Óçìåßùóç. (a) Ðñïöáíþò, ãéá êÜèå 0 6= F ∈ k [X1, . . . ,Xn] (üðùò óôï 3.6.1 (a))
Ý·ïõìå

F ∗ = Xd0F
³
X1
X0
, . . . , XnX0

´
∈ k [X0, . . . ,Xn]d .

(b) Ç êáíïíéóôéêÞ Ýíñéøç

j : Ank −→ An+1k , (a1, . . . , an) 7−→ j(a1, . . . , an) := (1k, a1, . . . , an),

åðÜãåé Ýíáí åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí

j∗ : k [X0,X1, . . . ,Xn] −→ k [X1, . . . ,Xn] , F 7−→ j∗(F ) := F (1k,X1, . . . ,Xn), (3.14)

ðïõ Ý·åé ôï éäåþäåò h1k − X0i ⊂ k [X0,X1, . . . ,Xn] ùò ðõñÞíá ôïõ (âë. Üóêçóç A-3-27).
ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ìÝóù ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10 äçìéïõñ-
ãåßôáé ï éóïìïñöéóìüò

k [X0,X1, . . . ,Xn] / h1k − X0i ∼= k [X1, . . . ,Xn] .
17Åðßóçò, áêüìç êáé üôáí F = 0k[X1,... ,Xn], ïñßæïõìå ùò F

∗ ôï 0k[X0,... ,Xn]d .
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ÅðéðñïóèÝôùò, åöïäéÜæïíôáò ôïõò äáêôõëßïõò k [X1, . . . ,Xn] êáé k [X0,X1, . . . ,Xn] ìå ôç
óõíÞèç âáèìïëüãçóç 3.2.3 (a) äéáðéóôþíïõìå üôé¡

k [X0, . . . ,Xn]d + h1k − X0i
¢
/ h1k − X0i ⊆

¡
k [X0, . . . ,Xn]d+1 + h1k − X0i

¢
/ h1k − X0i

ãéá êÜèå d ≥ 0 êáéS
d≥0

¡
k [X0, . . . ,Xn]d + h1k − X0i

¢
/ h1k − X0i = k [X0,X1, . . . ,Xn] / h1k − X0i

∼= k [X1, . . . ,Xn] .

3.6.3 Ðñüôáóç. (a) ÅÜí ôá F,G ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé äõï ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá, ôüôå

(F +G)∗ = F∗ +G∗, (FG)∗ = F∗G∗.

(b) ÅÜí F ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , d ≥ 0, êáé ν := max{i ∈ N0 : Xi0 | F}, ôüôå

Xν0(F∗)
∗ = F.

(c) Ãéá êÜèå F ∈ k [X1, . . . ,Xn] éó·ýåé ç éóüôçôá (F ∗)∗ = F.

(d) Ãéá ïéáäÞðïôå F,G ∈ k [X1, . . . ,Xn] éó·ýåé ç éóüôçôá

X
deg(F )+deg(G)−deg(F+G)
0 (F +G)∗ = X

deg(G)
0 F ∗ + X

deg(F )
0 G∗,

üðïõ deg(F ),deg(G),deg(F +G) ïé óõíïëéêïß âáèìïß ôùí F,G êáé F +G, áíôéóôïß·ùò.

(e) Ãéá ïéáäÞðïôå F,G ∈ k [X1, . . . ,Xn] éó·ýåé ç éóüôçôá (FG)∗ = F ∗G∗.

Áðïäåéîç. (a) Ðñïöáíþò,

(F +G)∗ = (F +G)(1k,X1, . . . ,Xn) = F (1k,X1, . . . ,Xn) +G(1k,X1, . . . ,Xn) = F∗ +G∗

êáé

(FG)∗ = (F ·G)(1k,X1, . . . ,Xn) = F (1k,X1, . . . ,Xn)G(1k,X1, . . . ,Xn) = F∗G∗.

(b) ÅÜí F = 0, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ¸óôù üôé F 6= 0. Åî õðï-
èÝóåùò, F = Xν0H, ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï 0 6= H ∈ k [X0, . . . ,Xn]d−ν (ðñâë. Üóêçóç
Á-1-1), êáé F∗ = H∗ (âÜóåé ôïý (a)). ÅðåéäÞ18 H∗ 6= 0, ãñÜöïíôáò ôï H∗ (êáôÜ ìïíïóÞ-
ìáíôï ôñüðï) ùò Üèñïéóìá

H∗ = Ξ(0) + Ξ(1) + · · ·+ Ξ(d−ν) (= F∗)

18ÅÜí åß·áìåH∗ = 0, ôüôå èá õðÞñ·å ÝíáG ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôáH = G ·(X0 − 1) .ÅðåéäÞ
ôï X0− 1 äåí åßíáé ïìïãåíÝò, ôïH èá üöåéëå íá åßíáé ùóáýôùò ìç ïìïãåíÝò (âë. ôï (b) ôÞò áóêÞóåùòÁ-1-1), ðñÜãìá Üôïðï!
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ðïëõùíýìùí Ξ(i) ∈ k [X0, . . . ,Xn]i , i ∈ {0, . . . , d − ν}, êáé õðïèÝôïíôáò (äß·ùò âëÜâç
ôÞò ãåíéêüôçôáò) üôé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá åî áõôþí åßíáé ìç ìçäåíéêü, ëáìâÜíïõìå

Xν0(F∗)
∗ = Xν0(H∗)

∗ = Xν0H(1k,X1, . . . ,Xn)
∗

= Xν0
¡
Ξ(0) + Ξ(1) + · · ·+ Ξ(d−ν)

¢∗
= Xν0

¡
Xd−ν0 Ξ(0) + X

d−ν−1
0 Ξ(1) + · · ·+ Ξ(d−ν)

¢
= Xd0Ξ(0) + X

d−1
0 Ξ(1) + · · ·+ Xν0Ξ(d−ν) = F.

(c) ÅÜí F = 0, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ¸óôù üôé F 6= 0. ÃñÜöïíôáò
ôï F ùò Üèñïéóìá ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí

F = F(0) + F(1) + · · ·+ F(d), deg(F(i)) = i, ∀i ∈ {0, . . . , d}, F(d) 6= 0,

Ý·ïõìå åî ïñéóìïý

(F ∗)∗ = (Xd0F(0) + X
d−1
0 F(1) + · · ·+ X0F(d−1) + F(d))∗

= F(0) + F(1) + · · ·+ F(d) = F.

(d) ÅÜí êÜðïéï åê ôùíF,G,F+G åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï, ôüôå ç áíùôÝñù éóüôçôá
åßíáé ðñïöáíÞò. ÅéäÜëëùò, êáôÜ ôï (a) ôÞò óçìåéþóåùò 3.6.2,

Xdeg(G)0 F ∗ + Xdeg(F )0 G∗ = Xdeg(F )+deg(G)0 F
³
X1
X0
, .., Xn

X0

´
+ Xdeg(F )+deg(G)0 G

³
X1
X0
, .., Xn

X0

´
= Xdeg(F )+deg(G)0 (F +G)

³
X1
X0
, . . . , Xn

X0

´
.

ÅðåéäÞ

(F +G)
³
X1
X0
, . . . , XnX0

´
= X

− deg(F+G)
0 (F +G)∗,

ç áíùôÝñù éóüôçôá åßíáé (êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç) áëçèÞò.

(e) ÅÜí êÜðïéï åê ôùí F,G åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñï-
öáíþò áëçèÞò° åéäÜëëùò,

F ∗ = X
deg(F )
0 F

³
X1
X0
, . . . , XnX0

´
, G∗ = X

deg(G)
0 G

³
X1
X0
, . . . , XnX0

´
êáé

(FG)∗ = X
deg(FG)
0 FG

³
X1
X0
, . . . , XnX0

´
.

ÅðåéäÞ deg(FG) = deg(F ) + deg(G), Ý·ïõìå (FG)∗ = F ∗G∗. ¤

3.6.4 Ðüñéóìá. ÅÜí êáíåßò åîáéñÝóåé ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìå äõíÜìåéò ôïý X0, ç ðáñá-
ãïíôïðïßçóç åíüò ïìïãåíïýò ðïëõùíýìïõ F ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé áõôÞ ôÞò áðïïìïãåíï-
ðïéÞóåþò ôïõF∗. ÉäéáéôÝñùò, åÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå êÜèå ïìïãåíÝò
ðïëõþíõìï F ∈ k [X,Y] ìå deg(F∗) ≥ 1 ãñÜöåôáé ùò ãéíüìåíï ðñùôïâáèìßùí ïìïãåíþí
ðïëõùíýìùí.
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Áðïäåéîç. Ç åðáëÞèåõóç ôïý ðñþôïõ éó·õñéóìïý ãßíåôáé êáôüðéí ·ñÞóåùò ôùí (a)
êáé (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3. ¼óïí áöïñÜ óôïí äåýôåñï, áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôïí ìç
áñíçôéêü áêÝñáéï ν := max{i ∈ N0 : Xi | F} êáé íá ëÜâïõìå õð' üøéí üôé ôï F∗ ãñÜöåôáé
õðü ôç ìïñöÞ

F∗(Y) = μ
κY
i=1

(Y − λi)
mi ,

üðïõ μ ∈ k, λ1, . . . , λκ ∈ k ôá óáöþò äéáêåêñéìÝíá óçìåßá ìçäåíéóìïý ôïý F∗(Y) êáé
mi =multλi (F∗) ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , κ} (áöïý ôï k õðåôÝèç áëãåâñéêþò êëåéóôü). Ðñï-
öáíþò, F = μXν

Qκ
i=1(Y − λiX)

mi . ¤

3.6.5 Ïñéóìüò. (a) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý k [X1, . . . ,Xn] , ôüôå ïñßæïõìå ùò ïìï-
ãåíïðïßçóÞ ôïõ (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0) ôï éäåþäåò

I∗ := h{F ∗|F ∈ I}i ⊆ k [X0, . . . ,Xn] .

(b) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå ïíïìÜæïõìå áðïïìïãåíïðïßçóÞ
ôïõ (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0) ôï éäåþäåò

I∗ := j∗(I) ⊆ k [X1, . . . ,Xn] ,

üðïõ j∗ ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ï ïñéóèåßò óôï 3.6.2 (b).

3.6.6 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý k [X1, . . . ,Xn] , ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ôï I∗åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] .

(b) ÊÜèå ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý I∗åßíáé ôÞò ìïñöÞò Xν0F
∗, üðïõ ν ∈ N0 êáé F ∈ I. Åðé-

ðñïóèÝôùò,

I∗ = h{G | G ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , ãéá êÜðïéïí d ≥ 0 êáé G∗ ∈ I}i .

(c)ÅÜíF ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ôüôåF ∈ I∗ ⇒ F∗ ∈ I. Ãéá ïìïãåíÞF éó·ýåé êáé ç áíôßóôñïöç
óõíåðáãùãÞ.

(d) (I∗)∗ = I.

(e) Rad(I∗) = Rad(I)∗.

(f) (Rad(I∗))∗ = Rad(I).

(g) ÅÜí ôï I åßíáé ñéæéêü éäåþäåò (äçëáäÞ I =Rad(I)), ôüôå ôï I∗ åßíáé ñéæéêü éäåþäåò ôïý
k [X0, . . . ,Xn] (äçëáäÞ I∗ = Rad(I∗)).

Áðïäåéîç. (a) ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôçí éóïäõíáìßá (a)⇔(b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.2.8.
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(b) Ï ðñþôïò éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò ëüãù ôïý (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3. Åî áõôïý
Ýðåôáé üôé

I∗ ⊆ h{G | G ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , ãéá êÜðïéïí d ≥ 0 êáé G∗ ∈ I}i .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí G ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , d ≥ 0, êáé G∗ ∈ I, ôüôå G = Xν0F
∗, üðïõ

ν ∈ N0 êáé F ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ïðüôå

F = (F ∗)∗ = (X
ν
0F
∗)∗ = G∗ ∈ I ⇒ F ∗ ∈ I∗ ⇒ G = Xν0F

∗ ∈ I∗.

(c) ÅÜí F ∈ I∗, ôüôå ∃κ ∈ N êáé H1, . . . ,Hκ ∈ I, G1, . . . ,Gκ ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ïýôùò
þóôå íá éó·ýåé

F =
κX
i=1

GiH
∗
i =⇒ F∗ =

κX
i=1

Gi∗(H
∗
i )∗ =

κX
i=1

Gi∗Hi ∈ I.

(Âë. 3.6.3 (a), (c).) ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí ôï F åßíáé ïìïãåíÝò êáé õðïèÝóïõìå üôé F∗ ∈ I,

ôüôå èÝôïíôáò ν := max{i ∈ N0 : Xi0 | F} ëáìâÜíïõìå

3.6.3 (b)⇒ Xν0(F∗)
∗ = F i

(F∗)
∗ ∈ I∗

)
=⇒ F ∈ I∗.

(d) ÅÜíH ∈ I, ôüôåH = (H∗)∗ ∈ (I∗)∗ (âë. 3.6.3 (c)). ¢ñá I ⊆ (I∗)∗ .Áðü ôçí Üëëç ìå-
ñéÜ, êÜèå óôïé·åßï ôïý (I∗)∗ åßíáé ôÞò ìïñöÞò Ξ = F∗, üðïõ F ∈ I∗. Ãéá ïéïäÞðïôå óôïé-
·åßï Ξ = F∗ ∈ (I∗)∗ õðÜñ·ïõí κ ∈ N êáé H1, . . . ,Hκ ∈ I, G1, . . . , Gκ ∈ k [X0, . . . ,Xn] ,
ìå

F =
κX
i=1

GiH
∗
i =⇒ Ξ =

κX
i=1

Gi∗(H
∗
i )∗ =

κX
i=1

Gi∗Hi ∈ I.

¢ñá éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò (I∗)∗ ⊆ I.

(e) Ëüãù ôïý (a) êáé ôÞò áóêÞóåùò Á-3-5 áìöüôåñá ôá Rad(I∗) êáé Rad(I)∗ åßíáé ïìï-
ãåíÞ éäåþäç. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá åëåã·èïýí ïé åãêëåéóìïß ãéá ïìïãåíÞ óôïé·åßá.
¸óôù ôõ·üí ïìïãåíÝò óôïé·åßï F ∈ Rad(I∗). Ôüôå ∃m ∈ N :

Fm ∈ I∗
(c)⇐⇒ (Fm)∗ = Fm

∗ ∈ I ⇒ F∗ ∈ Rad(I)
(c)⇐⇒ F ∈ Rad(I)∗.

¢ñá Rad(I∗) ⊆ Rad(I)∗.Êáé áíôéóôñüöùò° Ýóôù ôõ·üí ïìïãåíÝò óôïé·åßï F ∈ Rad(I)∗.
Ôüôå êáôÜ ôï (c),

F∗ ∈ Rad(I)⇒ ∃m ∈ N : (F∗)m = (Fm)∗ ∈ I ⇒ ((Fm)∗)
∗ ∈ I∗.

ÈÝôïíôáò ëïéðüí ν := max{i ∈ N0 : Xi0 | Fm} ëáìâÜíïõìå

((F∗)
∗)m = ((Fm)∗)

∗ ∈ I∗

3.6.3 (b)⇒ Xν0 ((F
m)∗)

∗
= Fm

¾
⇒ Fm ∈ I∗ ⇒ F ∈ Rad(I∗).
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(f) Åöáñìüæïíôáò ôï(d) ãéá ôï éäåþäåò Rad(I), óå óõíäõáóìü ìå ôï (e), óõìðåñáßíïõìå
üôé

(Rad(I∗))∗ = (Rad(I)∗)∗ = Rad(I).

(g) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (e). ¤

3.6.7 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá êýñéï éäåþäåò ôïý ðïëõíõìéêïý äáêôõëßïõ
k [X1, . . . ,Xn] ðáñáãüìåíï áðü ôï F, ôüôå êáé ôï I∗ åßíáé êýñéï éäåþäåò (ðáñáãüìåíï
áðü ôï F ∗). Åíôïýôïéò, åÜí Ý·ïõìå I = hF1, . . . , Fκi ìå κ ≥ 2 äåí éó·ýåé ðÜíôïôå ç
éóüôçôá I∗ = hF ∗1 , . . . , F ∗κ i! (Âë. áóêÞóåéò Á-3-31 êáé Á-3-32.)

3.6.8 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå

I∗ = {G∗ | G ∈ I ∩ k [X0, . . . ,Xn]d , ãéá êÜðïéïí d ≥ 0}

Áðïäåéîç. ¸óôù I 0∗ := {G∗ | G ∈ I ∩ k [X0, . . . ,Xn]d , ãéá êÜðïéïí d ≥ 0}. Ðñïöáíþò,
I 0∗ ⊆ I∗. Ôï I 0∗ åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , äéüôé åÜí G1∗, G2∗ ∈ I 0∗ êáé (äß·ùò
âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò)m := deg(G2)− deg (G1) ≥ 0, ôüôå (êáôÜ ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò
3.6.3)

G1∗ −G2∗ = (X
m
0 G1 −G2)∗ ∈ I 0∗,

åíþ åÜíH ∈ k [X0, . . . ,Xn] êáéG∗ ∈ I 0∗, ôüôå (ëüãù ôùí (a) êáé (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3)

HG∗ = (H∗)∗G∗ = (H∗G)∗ ∈ I 0∗,

(äéüôéH∗G ∈ k [X0, ..,Xn]deg(H∗) · (I ∩ k [X0, ..,Xn]deg(G)) ⊆ I ∩ k [X0, ..,Xn]deg(H∗)+deg(G)).

¸óôù ôþñá ôõ·üí óôïé·åßï F∗ = j∗(F ) ôïý I∗, üðïõ F ∈ I. ÅðåéäÞ ôï I åßíáé ïìï-
ãåíÝò éäåþäåò, õðÜñ·ïõí (ìïíáäéêÜ) ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá Gi ∈ I ∩ k [X0, . . . ,Xn]di ,
i ∈ {1, . . . , κ}, κ ∈ N, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

F = G1 + · · ·+Gκ ⇒ F∗ = G1∗ + · · ·+Gκ∗.

Êé åðåéäÞ Gi∗ ∈ I 0∗, ∀i ∈ {1, . . . , κ}, êáé ôï I 0∗ åßíáé éäåþäåò, Ý·ïõìå F∗ ∈ I 0∗. ¢ñá éó·ýåé
êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò I∗ ⊆ I 0∗. ¤

3.6.9 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå I(X0) ∼= I∗,

ìÝóù ôïý ðåñéïñéóìïý ôïý éóïìïñöéóìïý

k [X0, . . . ,Xn](X0) 3
F
Xd0

∼=7−→ F∗ ∈ k [X1, . . . ,Xn] , (F ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , d ∈ N0),

åðß ôïý I(X0), üðïõ I(X0) ôï áíôßóôïé·ï éäåþäåò ôÞò ïìïãåíïýò ôïðéêïðïéÞóåùò. (Âë. ôï
(b) ôïý 3.2.12 êáé ôï (c) ôÞò áóêÞóåùò A-3-8).
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3.6.10 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå I ⊆ (I∗)∗.

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí F ∈ I. ÅðåéäÞ ôï I åßíáé ïìïãåíÝò, èá ðáñÜãåôáé áðü ðåðåñá-
óìÝíá ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá, áò ðïýìå ôá Hi ∈ k [X0, . . . ,Xn]di , i ∈ {1, . . . , κ} (âë. 3.3.3
(b)). ¢ñá õðÜñ·ïõí G1, . . . ,Gκ ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

F =
κP
i=1

GiHi

3.6.3 (b)⇒ Hi = X
νi
0 (Hi∗)∗ ∈ (I∗)∗

(νi := max{α ∈ N0 : Xα0 | Hi})

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭⇒ F ∈ (I∗)∗.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, I ⊆ (I∗)∗. ¤

3.6.11 Óçìåßùóç. ÕðÜñ·ïõí ðåñéðôþóåéò üðïõ ï áíùôÝñù åãêëåéóìüò åßíáé áõóôçñüò.
Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí I = hX0X1,X0X2i ⊂ k [X0,X1,X2] , ôüôå X1,X2 ∈ (I∗)∗rI.

3.6.12 Ïñéóìüò. ÊÜèå ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ç éóü-
ôçôá I = (I∗)

∗, êáëåßôáé (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò.

3.6.13 Ðñüôáóç. Ïé áêüëïõèåò áðåéêïíßóåéò åßíáé áìöéññéðôéêÝò :

½
ïìïãåíÞ (j∗)

∗ -êëåéóôÜ
éäåþäç ôïý k[X0, . . . ,Xn]

¾
−∗
À
−∗

{éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn]}

I 7−→ I∗ := j∗(I), J 7−→ J∗,

êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò, åíþ äéáôçñïýí ôéò ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý, äçëáäÞ

[I1 ⊆ I2 =⇒ I1∗ ⊆ I2∗] , [J1 ⊆ J2 =⇒ J∗1 ⊆ J∗2 ] .

Áðïäåéîç. Ç áìöéññéðôéêüôçôá ôùí áíùôÝñù áðåéêïíßóåùí åßíáé åðáêüëïõèï ôïý ïñé-
óìïý 3.6.12 êáé ôïý (d) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.6. (Ç éäéüôçôá ôÞò äéáôçñÞóåùò ôùí ó·Ýóåùí
åãêëåéóìïý åßíáé ðñïöáíÞò.) ¤

3.6.14 Èåþñçìá. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå ïé áêüëïõ-
èåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(a) Ôï I åßíáé Ýíá (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò.

(b)Ï ðçëéêïäáêôýëéïò k [X0, . . . ,Xn] /I, éäùìÝíïò ùò k [X0, . . . ,Xn]-ìüäéïò, åßíáé åëåýèå-
ñïò óôñÝøåùò ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0, äçëáäÞ ôï ìïíþíõìï X0 äåí ìçäåíßæåé (ðïëëá-
ðëáóéáæüìåíï ìå áõôü ) êáíÝíá ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý k [X0, . . . ,Xn] /I.

(c) (X0k [X0, . . . ,Xn]) ∩ I = X0I.
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Áðïäåéîç. (a)⇒(b): ÅðåéäÞ ç óõíÞèçò âáèìïëüãçóç ôïý k [X0, . . . ,Xn] åðÜãåé ôç âáè-
ìïëüãçóç

k[X0, . . . ,Xn]/I =
L

d∈N0(k[X0, . . . ,Xn]d + I)/I

ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn]/I (âë. 3.2.9 (d)), åßíáé áñêåôü íá áðïäåé·èåß üôé ôï
ìïíþíõìï X0 äåí ìçäåíßæåé êáíÝíá ìç ìçäåíéêü ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý k [X0, . . . ,Xn] /I.
¸óôù ôõ·üí F ∈ k[X0, . . . ,Xn]d (d ≥ 0). ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé X0F ∈ I, ôüôå, óýìöùíá
ìå ôá (a) êáé (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3,

F∗ = (X0F )∗ ∈ I∗
F ∈ k[X0, . . . ,Xn]d

I (j∗)
∗ -êëåéóôü

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ ∃ν ∈ N0 : F = Xν0(F∗)
∗ ∈ (I∗)∗ = I = 0k[X0,... ,Xn]/I .

(b)⇒(c): Ï åãêëåéóìüò (X0k [X0, . . . ,Xn])∩I ⊇ X0I åßíáé ðñïöáíÞò, åíþ ï áíôßóôñïöïò
åãêëåéóìüò Ýðåôáé Üìåóá áðü ôç óõíèÞêç (b).

(c)⇒(a): Ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.10 áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé (I∗)∗ ⊆ I. ¸óôù F Ýíá
ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý (I∗)∗. ÊáôÜ ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.6, F = Xl0H

∗, üðïõ l ∈ N0
êáéH ∈ I∗. Åî ïñéóìïý,H = G∗, ãéá êÜðïéïG ∈ I. ÅðåéäÞ ôï I åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò,
äåí âëÜðôåôáé ç ãåíéêüôçôá åÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï G åßíáé ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý I.

ÊáôÜ ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3 ∃ν ∈ N0 : G = Xν0(G∗)∗. Óõíåðþò,

F = Xl0H
∗ = Xl0(G∗)

∗ ⇒ Xν0F = X
l
0G

Xl0G ∈ I

)
=⇒ Xν0F ∈ I

(c)
=⇒ F ∈ I,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé (I∗)∗ ⊆ I. ¤

3.6.15 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå

(I∗)
∗ = {F ∈ k [X0, . . . ,Xn] |Xν0F ∈ I, ãéá êÜðïéïí ν ∈ N0 } .

Áðïäåéîç. Áêïëïõèþíôáò ôÞí áðüäåéîç ôïý (c)⇒(a) ôïý èåùñÞìáôïò 3.6.14 Ýùò êáé
ôçí ðñïôåëåõôáßá óõíåðáãùãÞ äéáðéóôþíïõìå üôé19

(I∗)
∗ ⊆ {F ∈ k [X0, . . . ,Xn] |Xν0F ∈ I, ãéá êÜðïéïí ν ∈ N0 } .

Êáé áíôéóôñüöùò° Ýóôù F ∈ k [X0, . . . ,Xn] ìå Xν0F ∈ I, ãéá êÜðïéïí ν ∈ N0. ÅðåéäÞ ôï
I åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò, äåí âëÜðôåôáé ç ãåíéêüôçôá åÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï Xν0F (êáé
êáô' åðÝêôáóéí, âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò Á-1-1 (b), êáé ôï ßäéï ôï F ) åßíáé ïìïãåíÝò óôïé·åßï
ôïý I. Ðñïöáíþò, (Xν0F )∗ = F∗ ∈ I∗. ÈÝôïíôáò l := max{i ∈ N0 : Xi0 | F} ëáìâÜíïõìå

3.6.3 (b)⇒ Xl0(F∗)
∗ = F

F∗ ∈ I∗ ⇒ (F∗)
∗ ∈ (I∗)∗

)
=⇒ F ∈ (I∗)∗,

ïðüôå {F ∈ k [X0, . . . ,Xn] |Xν0F ∈ I, ãéá êÜðïéïí ν ∈ N0 } ⊆ (I∗)∗. ¤
19Ç åí ëüãù áðüäåéîç åß·å ãßíåé ìüíïí ãéá ïìïãåíÞ óôïé·åßá ôïý (I∗)∗. Ùóôüóï, ç ãåíéêÞ ðåñßðôùóç áíôéìåôùðßæåôáé êáôÜ
ðñïöáíÞ ôñüðï.



§ 3.6 ïìïãåíïðïéçóç êáé áðïïìïãåíïðïéçóç 201

3.6.16 Ðüñéóìá. ¸óôù I Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] .

(a) ÅÜí ôï I åßíáé (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò, ôüôå ôï Rad(I) åßíáé ùóáýôùò (j∗)

∗-êëåéóôü.

(b) ÅÜí ôï I åßíáé (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò, ôüôå Rad(I∗) = Rad(I)∗.

Áðïäåéîç. (a) ÅðåéäÞ ôï Rad(I) åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò (âë. Üóêçóç Á-3-5), åßíáé
áñêåôü (óýìöùíá ìå ôï (b) ôïý èåùñÞìáôïò 3.6.14) íá áðïäåé·èåß üôé ôï ìïíþíõìï X0
äåí ìçäåíßæåé êáíÝíá ìç ìçäåíéêü ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý k [X0, . . . ,Xn] /Rad(I). ¸óôù
ôõ·üí F ∈ k[X0, . . . ,Xn]d (d ≥ 0). ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé X0F ∈ Rad(I), ôüôå

∃m ∈ N : (X0F )m = X0
¡
Xm−10 Fm

¢
∈ I.

ÅðåéäÞ ôï I åßíáé (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò, ôï (b) ôïý èåùñÞìáôïò 3.6.14 ìáò ðëçñïöïñåß

üôé Xm−10 Fm ∈ I. ÅÜí m = 1, ôüôå óôáìáôïýìå° åéäÜëëùò, åöáñìüæïõìå åê íÝïõ ôçí
ßäéá åðé·åéñçìáôïëïãßá ãéá íá äåßîïõìå üôé éó·ýåé Xm−20 Fm ∈ I.¾óôåñá áðü äéáäï·éêÞ
åðáíÜëçøç áõôÞò ôÞò äéáäéêáóßáò êáôáëÞãïõìå ôåëéêþò óôï üôé Fm ∈ I ⇒ F ∈Rad(I).
¢ñá ôï Rad(I) åßíáé üíôùò (j∗)

∗-êëåéóôü éäåþäåò.

(b) ¸óôù ôõ·üí F ∈ Rad(I∗). Ôüôå ∃m ∈ N : Fm ∈ I∗, ïðüôå (áðü ôçí õðüèåóÞ ìáò êáé
ôá (c) êáé (e) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3)

(Fm)∗ = (F ∗)m ∈ (I∗)∗ = I ⇒ F ∗ ∈ Rad(I)⇒ F = (F ∗)∗ ∈ Rad(I)∗.

¢ñá Rad(I∗) ⊆ Rad(I)∗. ÅðåéäÞ ôï Rad(I) åßíáé ïìïãåíÝò (âë. Üóêçóç Á-3-5), ãéá ôçí
áðüäåéîç ôïý áíôéóôñüöïõ åãêëåéóìïý áñêåß íá èåùñÞóïõìå Ýíá óôïé·åßï Ξ = F∗ ôïý
Rad(I)∗, üðïõ ôï F åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý Rad(I). Ôüôå ∃m ∈ N : Fm ∈ I,

ïðüôå (âÜóåé ôïý (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.3)

Ξm = (F∗)
m = Fm

∗ ∈ I∗ ⇒ Ξ ∈ Rad(I∗).

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, Rad(I)∗ ⊆ Rad(I∗). ¤

3.6.17 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ôá F,G ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé äõï ìç óôáèåñÜ, ïìïãåíÞ ðï-
ëõþíõìá ·ùñßò êïéíïýò ðáñÜãïíôåò (Þôïé ·ùñßò áíÜãùãá ðïëõþíõìá áíÞêïíôá óôïí
k [X0, . . . ,Xn] ðïõ íá äéáéñïýí áìöüôåñá) êáé üôé ïé V+(F ),V+(G) ⊆ Pnk åßíáé ïé áíôß-
óôïé·åò ðñïâïëéêÝò õðåñåðéöÜíåéåò. ÅÜí

V+(F ) ∩V+(G) ∩V+(X0) = ∅,

ôüôå ôï I = hF,Gi åßíáé Ýíá (j∗)∗-êëåéóôü éäåþäåò.

Áðïäåéîç. Ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 3.6.14 áñêåß íá äåé·èåß üôé ôï ìïíþíõìï X0 äåí ìç-
äåíßæåé êáíÝíá ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý k [X0, . . . ,Xn] /I.Áò õðïèÝóïõìå üôé X0H ∈ I,
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ãéá êÜðïéï H ∈ k [X0, . . . ,Xn] . Ôüôå õðÜñ·ïõí A,B ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéá þóôå íá
éó·ýåé

X0H = A · F +B ·G,

ïðüôå

A(0k,X1, . . . ,Xn)F (0k,X1, . . . ,Xn) = −B(0k,X1, . . . ,Xn)G(0k,X1, . . . ,Xn).

ÅðåéäÞV+(F ) ∩V+(G) ∩V+(X0) = ∅, ôá F (0k,X1, . . . ,Xn) êáé G(0k,X1, . . . ,Xn) äåí
äéáèÝôïõí êïéíïýò ðáñÜãïíôåò (äéüôé áëëéþò èá äéÝèåôáí êïéíÜ óçìåßá ìçäåíéóìïý). Êé
åðåéäÞ ï k [X0, . . . ,Xn] åßíáé Ð.Ì.Ð., áðü ôçí áíùôÝñù éóüôçôá óõíÜãïõìå ôçí ýðáñîç
åíüò ðïëõùíýìïõ C ∈ k [X1, . . . ,Xn] ìå

A(0k,X1, . . . ,Xn) = C ·G(0k,X1, . . . ,Xn),
B(0k,X1, . . . ,Xn) = −C · F (0k,X1, . . . ,Xn).

ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

A− C ·G = X0A0, B + C · F = X0B0,

ãéá êáôÜëëçëá A0, B0 ∈ k [X0, . . . ,Xn] êáé, ùò åê ôïýôïõ,

X0H = A · F +B ·G = X0 (A0 · F +B0 ·G)⇒ H = A0 · F +B0 ·G.

Áðü ôçí ôåëåõôáßá éóüôçôá Ýðåôáé ôï æçôïýìåíï. ¤

ÁóêÞóåéò

A-3-27. ÅÜí F ∈ k [X0, . . . ,Xn] , íá áðïäåé·èåß üôé F = G+H, üðïõ ôïG åßíáé ïìïãåíÝò
ðïëõþíõìï êáé ôïH áíÞêïí óôï éäåþäåò h1k − X0i ⊂ k [X0, . . . ,Xn] .

A-3-28. ÅÜí ôá F,G ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá âáèìïý d êáé d+1, áíôé-
óôïß·ùò, ôá ïðïßá äåí äéáèÝôïõí (ìç óôáèåñïýò) êïéíïýò ðáñÜãïíôåò, íá áðïäåé·èåß üôé
ôï F +G åßíáé áíÜãùãï.

A-3-29. ÅÜí ôá F,G ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá ðïõ äåí äéáèÝôïõí (ìç
óôáèåñïýò) êïéíïýò ðáñÜãïíôåò, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ïé áðïïìïãåíïðïéÞóåéò ôïõò F∗
êáé G∗ äåí äéáèÝôïõí (ìç óôáèåñïýò) êïéíïýò ðáñÜãïíôåò.

A-3-30. ¸óôù üôé ïéG1, G2, . . . êáéH1,H2, . . . åßíáé äõï áêïëïõèßåò ðñùôïâáèìßùí ïìï-
ãåíþí ðïëõùíýìùí áíçêüíôùí óôïí k [X,Y] , ãéá ôéò ïðïßåò @λ ∈ k : Gi = λHi, ãéá
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ïéïíäÞðïôå i ≥ 0. ÈÝôïíôáò

Fij :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1k, üôáí i = j = 0,

G1 ·G2 · · ·Gi, üôáí j = 0,
H1 ·H2 · · ·Hj , üôáí i = 0,
G1 ·G2 · · ·Gi ·H1 ·H2 · · ·Hj, üôáí i, j ≥ 1,

íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí d + 1 ðïëõùíýìùí {Fij | i, j ≥ 0 : i+ j = d} áðïôåëåß
ìéá âÜóç ôïý k-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ k [X,Y]d .

A-3-31. ÅÜí ôï I = hF i åßíáé Ýíá êýñéï éäåþäåò ôïý k [X1, . . . ,Xn] , íá áðïäåé·èåß ç
éóüôçôá I∗ = hF ∗i .

A-3-32. ÅÜí V := V(X2−X23,X1−X33) ⊂ A3k (k áëãåâñéêþò êëåéóôü), íá áðïäåé·èïýí ôá
áêüëïõèá:

(a) I(V ) =

X2 − X23,X1 − X33

®
.

(b) X0X1 − X2X3 ∈ I(V )∗ ⊂ k [X0,X1,X2,X3] , áëëÜ

X0X1 − X2X3 /∈
D¡
X2 − X23

¢∗
,
¡
X1 − X33

¢∗E
.

A-3-33. ÅÜí ôá I, I1, I2 åßíáé éäåþäç ôïý k [X1, . . . ,Xn] , íá áðïäåé·èåß üôé ïé ïìïãåíï-
ðïéÞóåéò ôïõò Ý·ïõí ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(a) (I1 + I2)
∗
= I∗1 + I∗2 .

(b) (I1I2)
∗ = I∗1 I

∗
2 .

(c) (I1 ∩ I2)∗ = I∗1 ∩ I∗2 .
(d) (I1 : I2)

∗ = I∗1 : I
∗
2 .

A-3-34. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X1, . . . ,Xn] , íá áðïäåé·èåß üôé ç ïìïãå-
íïðïßçóÞ ôïõ I∗ åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] .

A-3-35. ÅÜí ôá I1, I2 åßíáé äõï ïìïãåíÞ éäåþäç ôïý k [X0, . . . ,Xn] , íá áðïäåé·èåß üôé ïé
áðïïìïãåíïðïéÞóåéò ôïõò Ý·ïõí ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(a) (I1 + I2)∗ = I1∗ + I2∗.

(b) (I1I2)∗ = I1∗I2∗.

(c) (I1 ∩ I2)∗ = I1∗ ∩ I2∗.
(d) (I1 : I2)∗ = I1∗ : I2∗.

A-3-36. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò, (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , íá áðï-

äåé·èåß üôé ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(a) Ôï I åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] .

(b) Ç áðïïìïãåíïðïßçóÞ ôïõ I∗ åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X1, . . . ,Xn] .



204 ðñïâïëéêá áëãåâñéêá óõíïëá êáé ðñïâïëéêåò ðïéêéëïôçôåò

3.7 Äéáóýíäåóç Óõó·åôéêþí êáé Ðñïâïëéêþí
Áëãåâñéêþí Óõíüëùí

ÅÜí ôï W ⊆ Ank åßíáé Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé J ïéïäÞðïôå éäåþäåò ôïý
k [X1, . . . ,Xn] , ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé W = V(J), ôüôå óôï W áíôéóôïé·ßæåôáé êáôÜ ôñüðï
öõóéêü ôï ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V = V+(J

∗) ⊆ Pnk ôï ïñéæüìåíï ìÝóù ôÞò ïìï-
ãåíïðïéÞóåùò J∗ ôïý J (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï V ⊆ Pnk
åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé I ïéïäÞðïôå ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý ðïëõù-
íõìéêïý äáêôõëßïõ k [X0, . . . ,Xn] , ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé V = V+(I), ôüôå óôï V áíôé-
óôïé·ßæåôáé ôï óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï W = V(I∗) ⊆ Ank ôï ïñéæüìåíï ìÝóù ôÞò
áðïïìïãåíïðïéÞóåùò I∗ ôïý I (ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ X0).

3.7.1 ËÞììá. (a) ¸óôùW ⊆ Ank Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé Ýóôù J ïéïäÞðïôå
éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõk [X1, . . . ,Xn] , ãéá ôï ïðïßï éó·ýåéW = V(J). Ôüôå

V+(J
∗) = V+(Rad(J∗)) = V+(Rad(J)∗).

(b)¸óôùV ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêüóýíïëï êáé Ýóôù I ïéïäÞðïôå ïìïãåíÝò éäåþäåò
ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k [X0, . . . ,Xn] , ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé V = V+(I). Ôüôå

V(I∗) = V(Rad(I∗)).

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï 3.6.6 (e) êáé ôéò áóêÞóåéò Á-1-20 êáé Á-3-10. ¤

3.7.2 Èåþñçìá. Ïé áðåéêïíßóåéò

½
óõó·åôéêÜ áëãåâñéêÜ

óýíïëáW ⊆ Ank

¾
À

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ðñïâïëéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá
V = V+(I) ⊆ Pnk ïñéæüìåíá
áðü ïìïãåíÞ (j∗)

∗ -êëåéóôÜ
éäåþäç Iôïý k[X0, . . . ,Xn]

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
W = V(J) 7−→ V = V+(J

∗),

V = V+(I) 7−→W = V(I∗),

åßíáé áìöéññéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò. ÅðéðñïóèÝôùò, üôáí ôï k åßíáé áë-
ãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, áõôÝò äéáôçñïýí ôéò ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò, ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý k [X1, . . . ,Xn] ôï J∗

åßíáé (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò (äéüôé ((J∗)∗)

∗ = J∗ êáôÜ ôï (d) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.6). Åí
óõíå·åßá, ·ñçóéìïðïéþíôáò ôü (d) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.6 êáé ôïí ïñéóìü 3.6.12 äéáðéóôþ-
íïõìå üôé ïé áíùôÝñùáðåéêïíßóåéò åßíáé áìöéññéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò,
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êáèüóïí ïé óõíèÝóåéò áõôþí

V(J) 7−→ V+(J
∗) 7−→ V((J∗)∗) = V(J),

V+(I) 7−→ V(I∗) 7−→ V+((I∗)
∗) = V+(I).

åßíáé ïé ôáõôïôéêÝò. ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé V(J1) ⊆ V(J2) ãéá
êÜðïéá éäåþäç J1, J2 ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå, åöáñìüæïíôáò äéáäï·éêþò ôï (1) ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 1.3.1, ôï èåþñçìá 1.8.2, ôçí ðñüôáóç 3.6.13, ôï (f) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.6.6, ôï (2)
ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.4 êáé ôï (a) ôïý ëÞììáôïò 3.7.1, ëáìâÜíïõìå

V(J1) ⊆ V(J2)⇒ Rad(J1) = I(V(J1)) ⊇ I(V(J2)) = Rad(J2)

⇒ Rad(J∗1 ) = Rad(J1)∗ ⊇ Rad(J2)∗ = Rad(J∗2 )

⇒ V+(J
∗
1 ) = V+(Rad(J∗1 )) ⊆ V+(Rad(J∗2 )) = V+(J

∗
2 ).

ÕðïèÝôïíôáò, êáô' áíáëïãßáí, üôé V+(I1) ⊆ V+(I2) ãéá êÜðïéá ïìïãåíÞ (j∗)
∗-êëåéóôÜ

éäåþäç I1, I2 ôïý k[X0, . . . ,Xn], äéáêñßíïõìå äýï ðåñéðôþóåéò:

Ðåñßðôùóç ðñþôç : ÅÜí áìöüôåñá ôáV+(I1),V+(I2) åßíáé ìç êåíÜ, ôüôå åöáñìüæïíôáò
äéáäï·éêþò ôï (1) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.8, ôï èåþñçìá 3.3.21, ôçí ðñüôáóç 3.6.13, ôï ðüñé-
óìá 3.6.16, ôï (3) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3 êáé ôï (b) ôïý ëÞììáôïò 3.7.1, ëáìâÜíïõìå

V+(I1) ⊆ V+(I2)⇒ Rad(I1) = I+(V+(I1)) ⊇ I+(V+(I2)) = Rad(I2)

⇒ Rad(I1∗) = Rad(I1)∗ ⊇ Rad(I2)∗ = Rad(I2∗)

⇒ V(I1∗) = V(Rad(I1∗)) ⊆ V(Rad(I2∗)) = V(I2∗).

Ðåñßðôùóç äåýôåñç : ÅÜí éó·ýåé V+(I1) = ∅ êáé V+(I2) 6= ∅, ôüôå, óýìöùíá ìå ôï
èåþñçìá 3.3.19,

Rad(I1) ∈ {k[X0, . . . ,Xn], hX0, . . . ,Xni}⇒ Rad(I1) ⊇ Rad(I2),

êáé ïé ôåëåõôáßåò äýï óõíåðáãùãÝò ôÞò ðñþôçò ðåñéðôþóåùò ðáñáìÝíïõí åí éó·ý. ÔÝ-
ëïò, åðåéäÞ

k[X0, . . . ,Xn]∗ = hX0, . . . ,Xni∗ = k[X1, . . . ,Xn],

åÜí éó·ýåéV+(I1) = V+(I2) = ∅, ôüôåV(I1∗) = V(I2∗) = ∅ (âë. 1.2.3 (5)). ¤

3.7.3 ËÞììá. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò ðñþôï éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ
k [X0, . . . ,Xn] êáé V = V+(I) ⊆ Pnk ôï áíôßóôïé·ï ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï, ôüôå ïé
áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(a) Ôï I åßíáé Ýíá (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò.

(b) V " H∞0 := PnkrU0 = V+(X0) (âë. 3.1.3).
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Áðïäåéîç. (a)⇒(b): ÕðïèÝôïíôáò üôé V ⊆ H∞0 (⇒ X0 ∈ I), êáôáëÞãïõìå óôï üôé

1k = j∗(X0) ∈ I∗ ⇒ 1k = j∗(X0)
∗ ∈ (I∗)∗ = I ⇒ I = k [X0, . . . ,Xn] ,

Þôïé óå êÜôé Üôïðï (äéüôé ôï I åßíáé åî õðïèÝóåùò ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn]).

(b)⇒(a): ÅðåéäÞ áðü ôç óõíèÞêç V " H∞0 Ýðåôáé üôé Xm0 /∈ I, ∀m ∈ N0, ôï ìïíþ-
íõìï X0 äåí ìçäåíßæåé (ðïëëáðëáóéáæüìåíï ìå áõôü) êáíÝíá ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý
k [X0, . . . ,Xn] /I. ¢ñá ôï I åßíáé Ýíá (j∗)

∗-êëåéóôü éäåþäåò åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò
3.6.14. ¤

3.7.4 Èåþñçìá. Ðåñéïñßæïíôáò ôéò áðåéêïíßóåéò ôïý èåùñÞìáôïò 3.7.2, ëáìâÜíïõìå áì-
öéññßøåéò :

½
óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò

W ⊆ Ank

¾
À

½
ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò
V ⊆ Pnk ìå V " H∞0

¾
W = V(J) 7−→ V = V+(J

∗),

V = V+(I) 7−→W = V(I∗),

ÌÜëéóôá, üôáí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, áõôïß ïé ðåñéïñéóìïß äéáôçñïýí ôéò
ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý.

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé áðü ôéò ðñïôÜóåéò 1.6.7, 3.3.13, óå óõíäõáóìü ìå ôï èåþñçìá 3.7.2,
ôçí Üóêçóç Á-3-34 êáé ôï ëÞììá 3.7.3. ¤

3.7.5 Ðñüôáóç. ¸óôùW ⊆ Ank Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé Ýóôù J Ýíá éäåþäåò
ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k [X1, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå W = V(J). Ôüôå éó·ýïõí ôá
åîÞò :

(a) φ0(W ) = V+ (J
∗) ∩ U0 (âë.3.1.3).

(b) ÅÜí J = hF1, . . . , Fκi , ôüôå φ0(W ) = V+ (F
∗
1 , . . . , F

∗
κ ) ∩ U0.

(c) I(W ) = I+(φ0(W ))∗.

Áðïäåéîç. (a) Ãéá êÜèå P = (a1, . . . , an) ∈ W Ý·ïõìå φ0(P ) = [1k : a1 : . . . : an] ∈ U0.

Åðßóçò, ãéá êÜèå 0 6= F ∈ J Ý·ïõìå

F ∗(φ0(P )) = F (P ) = 0k ⇒ φ0(P ) ∈ V+ (J
∗) ∩ U0.

¢ñá φ0(W ) ⊆ V+ (J
∗) ∩ U0. Êáé áíôéóôñüöùò° èåùñþíôáò ôõ·üí óçìåßï

P = [a0 : a1 : . . . : an] =
h
1k :

a1
a0
: . . . : ana0

i
∈ V+ (J

∗) ∩ U0
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ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå 0 6= F ∈ J éó·ýåé

0k = F ∗(P ) = F (a1a0 , . . . ,
an
a0
)⇒ (a1a0 , . . . ,

an
a0
) ∈W

P = φ0(
a1
a0
, . . . , ana0 )

)
⇒ P ∈ φ0(W ),

ïðüôåV+ (J
∗) ∩ U0 ⊆ φ0(W ).

(b) ÊáôÜ ôï (a), φ0(W ) = V+

¡
hF1, . . . , Fκi∗

¢
∩U0.¸óôù F ∈ hF1, . . . , Fκi . Ôüôå õðÜñ-

·ïõí ðïëõþíõìá G1, . . . , Gκ ∈ k [X0, . . . ,Xn] , ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

F =
κP
i=1

GiFi =⇒ F ∗ = (
κP
i=1

GiFi)
∗.

ÊÜèå P ∈ U0 ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ P = [1k : a1 : . . . : an] . ÅÜí ëïéðüí P ∈ φ0(W ),
ôüôå

0k = F ∗(P ) = (
κP
i=1

GiFi)
∗(P ) =

κP
i=1

G∗i (P )F
∗
i (P )⇒ P ∈ V+ (F

∗
1 , . . . , F

∗
κ ) ∩ U0

(ðñâë. 3.6.3 (d),(e)). ¢ñá φ0(W ) ⊆ V+ (F
∗
1 , . . . , F

∗
κ ) ∩ U0. Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò

áðïäåéêíýåôáé ðáñïìïßùò.

(c) ÅðåéäÞ ôïW åßíáé åî õðïèÝóåùò óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï, Ý·ïõìåW = V(I(W ))

(âë. ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1). Êáôüðéí åöáñìïãÞò ôïý (a) ãéá ôï J = I(W )

ëáìâÜíïõìå φ0(V(I(W ))) = V+ (I(W )∗) ∩ U0. Ãéá êÜèå F ∈ I(W ) Ý·ïõìå

F ∗ ∈ I(W )∗ ⊆ I+(V+ (I(W )∗)) ⊆ I+(φ0(W ))

(ëüãù ôïý (3) (a) êáé ôïý (1) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.8). Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôï (c) ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.6.3,

F = (F ∗)∗ ∈ I+(φ0(W ))∗ =⇒ I(W ) ⊆ I+(φ0(W ))∗.

Êáé áíôéóôñüöùò° ãéá ïéïäÞðïôå F ∈ I+(φ0(W )) êáé ïéïäÞðïôå P ∈W Ý·ïõìå

0k = F (φ0(P )) = F∗(P ) =⇒ F∗ ∈ I(W ).

¢ñá I+(φ0(W ))∗ ⊆ I(W ). ¤

3.7.6 Ïñéóìüò. ¸óôùW ⊆ Ank Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï. ÙòðñïâïëéêÞ êëåéóôÞ
èÞêç ôïýW ïñßæïõìå ôï ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï

W := V+(I(W )∗) ⊆ Pnk.

3.7.7 Ðñüôáóç. ¸óôùW ⊆ Ank Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé Ýóôù J Ýíá éäåþäåò
ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k [X1, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå W = V(J). Ôüôå éó·ýïõí ôá
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åîÞò :

(a) W ⊆ V+(J
∗) êáéW = clTZar(φ0(W )).

(b) I+(W ) = I(W )∗.

(c) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôåW = V+(J
∗).

Áðïäåéîç. (a) ¸óôù Z ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï (Þôïé Ýíá êáôÜ Zariski
êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk) ðïõ ðåñéÝ·åé ôï φ0(W ). Ôüôå I+(Z) ⊆ I+(φ0(W )) (êáôÜ ôï
(1) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.8). ÅðåéäÞ ôï I+(Z) åßíáé ïìïãåíÝò éäåþäåò, áñêåß íá èåùñÞóïõìå
Ýíá ïìïãåíÝò óôïé·åßï F ∈ I+(Z). Ðñïöáíþò,

F∗ ∈ I+(φ0(W ))∗ = I(W )⇒ F = Xν0(F∗)
∗ ∈ I(W )∗

ãéá êÜðïéïí ν ∈ N0 (âë. 3.7.5 (c) êáé 3.6.3 (b)). ¢ñá

I+(Z) ⊆ I(W )∗ ⇒ Z = V+(I+(Z)) ⊇ V+(I(W )∗) =:W

(âë. 3.3.4 (2) êáé 3.3.8 (5) (a)). Ôïýôï óçìáßíåé üôé ôïW åßíáé ôï åëÜ·éóôï êáôÜ Zariski
êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk ðïõ ðåñéÝ·åé ôï φ0(W ), ïðüôåW = clTZar(φ0(W )). Êé åðåéäÞ
ôïV+(J

∗) åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk ðïõ ðåñéÝ·åé ôï φ0(W ) (âë.
3.7.5 (a)), Ý·ïõìå W ⊆ V+(J

∗).

(b) Ãéá ôï Z =W Ý·ïõìå Þäç äåßîåé óôï (a) üôé I+(W ) ⊆ I(W )∗. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ,

I+(W ) = I+(V+(I(W )∗)) ⊇ I(W )∗

(âë. 3.3.8 (3) (a)), ïðüôå éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò.

(c) ÊáôÜ ôï èåþñçìá 1.8.2 êáé ôï (a) ôïý ëÞììáôïò 3.7.1,

W = V+(I(V(J))
∗) = V+(Rad(J)∗) = V+(J

∗),

ïðüôå ç ðñïâïëéêÞ êëåéóôÞ èÞêç ôïýW éóïýôáé üíôùò ìå ôïV+(J
∗). ¤

3.7.8 Óçìåßùóç. ¼ôáí ôï k äåí åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå åíäÝ·åôáé ï åãêëåéóìüò
W ⊆ V+(J

∗) íá åßíáé áõóôçñüò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá k = R êáé

J =

X4 + Y2

®
⊂ R[X,Y], W = V(J) = {(0, 0)},

Ý·ïõìå

W = {(1, 0, 0)} $ {(1, 0, 0), (0, 0, 1)} = V+(J
∗) ⊂ P2R.

3.7.9 Ðñüôáóç. ¸óôù V ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï êáé Ýóôù I Ýíá ïìïãå-
íÝò éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå V = V+(I). Ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :
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(a) φ0(V(I∗)) = V ∩ U0.
(b) φ0(V(I∗)) = V+((I∗)

∗) ∩ U0.
(c) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôåV+((I∗)

∗) = V(I∗).

(d) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü êáé ôï I (j∗)
∗-êëåéóôü éäåþäåò, ôüôå V = V(I∗).

Áðïäåéîç. Ôï (a) åßíáé ðñïöáíÝò êáé ôï (b) óõíÜãåôáé áðü ôï 3.7.5 (a).

(c) ÊáôÜ ôï èåþñçìá 1.8.2 êáé ôï (a) ôïý ëÞììáôïò 3.7.1,

V(I∗) = V+(I(V(I∗))
∗) = V+(Rad(I∗)∗) = V+((I∗)

∗).

(d) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (c). ¤

3.7.10 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå ëáìâÜíïõìå ôéò áìöéññß-
øåéò : ½

óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò
W ⊆ Ank

¾
À

½
ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò
V ⊆ Pnk ìå V " H∞0

¾
W 7−→ V =W,

V 7−→W = φ−10 (V ∩ U0),

Áðïäåéîç. Áðü ôï (c) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.7.7 êáé ôá (b), (c), (d) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.7.9
äéáðéóôþíïõìå üôé ïé áíùôÝñù áðåéêïíßóåéò

W = V(J) 7−→ V =W = V+(J
∗),

V = V+(I) = V(I∗) = V+((I∗)
∗) 7−→W = φ−10 (V+((I∗)

∗) ∩ U0) = V(I∗),

ôáõôßæïíôáé ìå ôéò áðåéêïíßóåéò ôéò äïèåßóåò óôï èåþñçìá 3.7.4. ¤

3.7.11 Èåþñçìá. ¸óôù ∅ 6= W ⊆ Ank Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï. ÅÜí ôï k åßíáé
áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ç áðåéêüíéóç

β : k [X0, . . . ,Xn] /I(W )∗ = Γïì.(W ) −→ Γ(W ), F 7−→ β(F ) := F∗,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå Ker(β) =

1k − X0

®
, üðïõ X0 ç êëÜóç õðïëïßðùí

ôïý X0 åíôüò ôïý Γïì.(W ).

(b) ÅÜí ôïW åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå ç β åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü óùìÜôùí

k
¡
W
¢
3 G

H

∼=7−→ G∗
H∗
= β(G)

β(H)
∈ k (W ) ,

üðïõ ôá G,H ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá éäßïõ âáèìïý êáé H /∈ I+(W )

(ðñâë. ïñó. 3.4.3).
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(c) ÅÜí ôïW åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå åðÜãïíôáé, åðéðñïóèÝôùò, éóïìïñöéóìïß
ôïðéêþí äáêôõëßùí :

OW,φ0(P )
3 f

∼=7−→ f ◦ φ0 ∈ OW,P , ∀P ∈W.

Áðïäåéîç. (a) Ï Ýëåã·ïò ôïý üôé ç β áðïôåëåß Ýíáí åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí åßíáé åý-
êïëïò. Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò áóêÞóåùò Á-3-27 áðïäåéêíýåôáé üôé Ker(β) =


1k − X0

®
.

(b) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôçí Üóêçóç Á-3-34, ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.7.7 êáé áðåõèåßáò
·ñÞóç ôïý ïñßæïíôïò ôýðïõ ôÞò åðáãïìÝíçò áðåéêïíßóåùò.

(c) Ðñüêåéôáé ãéá áðëÞ Üóêçóç. ¤

3.7.12 Èåþñçìá. ¸óôù ∅ 6= V ⊆ Pnk Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï ìå V " H∞0 êáé
Ýóôù I Ýíá ïìïãåíÝò ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå V = V+(I). ÅÜí ôï
k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ç áðåéêüíéóç

β : Γïì. (V ) = Γïì.(V(I∗)) −→ Γ(V(I∗)), F 7−→ β(F ) := F∗,

åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå Ker(β) =

1k − X0

®
, üðïõ X0 ç êëÜóç õðïëïßðùí

ôïý X0 åíôüò ôïý Γïì. (V ) .

(b) ÅÜí ôï V åßíáé ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå ç β åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü óùìÜôùí

k (V ) 3 G
H

∼=7−→ G∗
H∗
= β(G)

β(H)
∈ k (V(I∗)) ,

üðïõ ôá G,H ∈ k [X0, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá éäßïõ âáèìïý êáé H /∈ I+(V )
(ðñâë. ïñó. 3.4.3).

(c) ÅÜí ôï V åßíáé ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå åðÜãïíôáé, åðéðñïóèÝôùò, éóïìïñöéóìïß
ôïðéêþí äáêôõëßùí :

OV,φ0(P )
3 f

∼=7−→ f ◦ φ0 ∈ OV(I∗),P , ∀P ∈ V(I∗).

Áðïäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ëÞììá 3.7.3, ôï (d) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.7.9 êáé ôï èåþ-
ñçìá 3.7.11. ¤

3.7.13 Óçìåßùóç. (a) ÌÝ·ñé óôéãìÞò, ãéá ëüãïõò óõíôïìßáò êáé ôçñÞóåùò ìéáò êÜðïéáò
óõìâïëéóôéêÞò êïìøüôçôáò, åêôåëÝóáìå áðïïìïãåíïðïßçóåéò ðïëõùíýìùí Þ éäåùäþí
áíçêüíôùí óôïí âáèìïëïãçìÝíï ðïëõùíõìéêü äáêôýëéï k [X0, . . . ,Xn] ìüíïí ùò ðñïò
ôç ìåôáâëçôÞX0.Ùóôüóï, üôáín ≥ 1, åßíáé åìöáíÝò üôé ôáðáñáôåèÝíôá èåùñçôéêÜáðï-
ôåëÝóìáôá èáðáñÝìåíáíáíáëëïßùôááêüìç êáé åÜí ïé áðïïìïãåíïðïßçóåéò åêôåëïýíôï
ùò ðñïò ïéáäÞðïôå Üëëç ìåôáâëçôÞXi, i ∈ {1, . . . , n}.Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé, ç áðåéêü-
íéóç (3.14) èá óôÝëíåé êÜèå F íá áðåéêïíßæåôáé óôï F (X0, . . . , 1k, . . . ,Xn) (ìå ôï 1k óôçí
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i-ïóôÞ èÝóç) êáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k [X0, . . . ,Xn] èá
ïíïìÜæåôáé (j∗)

∗-êëåéóôü éäåþäåò üôáí éóïýôáé ìå ôçí ïìïãåíïðïßçóç ôÞò áðïïìïãåíï-
ðïéÞóåþò ôïõ ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ Xi.

(b) Ãéá êÜèå n ∈ N0 ï ðñïâïëéêüò ·þñïò Pnk äÝ·åôáé ôï (êáôÜ Zariski áíïéêôü) êÜëõììá

Pnk = U0 ∪ U1 ∪ · · · ∪ Un,
Ui := Ui(Pnk) := Pnkr H∞i = PnkrV+(Xi) = φ

i
(Ank), ∀i ∈ {0, . . . , n},

(âë. (3.1), (3.2) êáé (3.3)), üðïõ ïé φ
i
åßíáé ïìïéïìïñöéóìïß20 ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá

Zariski (âë. Üóêçóç Á-3-13). ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ {0, . . . , n}, i 6= j, ìå
Ui ∩ Uj 6= ∅, ïé óõíèÝóåéò21

φij := φ−1
i
◦ φj

¯̄
φ−1j (Ui∩Uj)

: φ−1j (Ui ∩ Uj) −→ φ−1i (Ui ∩ Uj)

(a1, . . . , an) 7−→

⎧⎨⎩
³

a1
ai+1

, .., ai
ai+1

, ai+2ai+1
, ..,

aj
ai+1

, 1k
ai+1

,
aj+1
ai+1

, .., an
ai+1

´
, üôáí i < j,³

a1
ai
, ..,

aj
ai
, 1kai ,

aj+1
ai

, .., ai−1ai
, ai+1ai

, .., anai

´
, üôáí i > j,

áðïôåëïýí éóïìïñöéóìïýò (ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí) ìåôáîý ôùí êáôÜ Zariski
áíïéêôþí õðïóõíüëùí φ−1j (Ui ∩ Uj) êáé φ−1i (Ui ∩ Uj) ôïý Ank, üðïõ

φ−1j (Ui ∩ Uj) =
(
AnkrV(Xi+1), üôáí i < j,

AnkrV(Xj), üôáí i > j.

Ùò åê ôïýôïõ, ï Pnk åßíáé ï ·þñïò ðïõ ðñïêýðôåé ýóôåñá áðü ôç óõãêüëëçóç ôùí
Ui, i ∈ {0, . . . , n}, ìÝóù ôùí φij . Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá n = 1 êáé k = R, ôï ó·Þìá
14 åîçãåß ôï ðþò äïìåßôáé ï P1R ýóôåñá áðü óõãêüëëçóç ôïý A1Rr{0} êáé ôïý A1Rr{∞}
ìÝóù ôÞò φ01(t) =

1
t . (Ùò ‘‘0'' óõìâïëßæåôáé ôï φ−11 ([0 : 1]) êáé ùò ‘‘∞'' ôï φ−10 ([1 : 0]). Ï

éóïìïñöéóìüò φ01 áðåéêïíßæåé ôï Ýíá óôï Üëëï.)

Ó·Þìá 14

20Óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, üðùò èá äïýìå óôçí åðïìÝíç åíüôçôá, ïéφ
i
åßíáé êáé éóïìïñöéóìïß (õðü ìßá êáôÜ ôé ðéï ãåíéêåõìÝíç

Ýííïéá). Âë. ôï (b) ôïý ðïñßóìáôïò 3.8.7.
21Ãéá k = R (êáé áíôéóôïß·ùò, ãéá k = C) ï Pnk êáèßóôáôáé ðñáãìáôéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéãáäéêü) ðïëýðôõãìá Ý·ùí ôéò
φij ùò (ôéò óõíÞèåéò) áðåéêïíßóåéò ìåôáâÜóåùò áðü ôïí Ýíáí ·Üñôç óôïí Üëëï.
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(c) ÊÜèå ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pnk äÝ·åôáé ôï «óõó·åôéêü êÜëõììá22»

V = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vn, Vi := V ∩ Ui, ∀i ∈ {0, . . . , n}.

ÅÜí V = V+(I) (üðïõ I Ýíá ïìïãåíÝò ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn]) êáé Vi 6= ∅
ãéá êÜðïéïí i ∈ {0, . . . , n}, ôüôå ôï Vi åßíáé ïìïéïìïñöéêü ôïýV(I(Xi)) ⊆ Ank (ìÝóù ôÞò
φ−1
i

), üðïõ åí ðñïêåéìÝíù ôï I(Xi) íïåßôáé ùò ç áðïïìïãåíïðïßçóç ôïý I ùò ðñïò ôç
ìåôáâëçôÞ Xi (ðñâë. ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.7.5, ôï ðüñéóìá 3.6.9 êáé ôï 3.7.13 (a)). Áò
óçìåéùèåß üôé åÜí ôï V åßíáé ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå ôï V(I(Xi)) åßíáé óõó·åôéêÞ
ðïéêéëüôçôá (ïìïéïìïñöéêÞ23 ôïý Vi). Åðßóçò, õðïèÝôïíôáò üôé V " V+(Xi) êáé üôé ôï
k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ëáìâÜíïõìå

k (V ) ∼= k
¡
V(I(Xi))

¢ ∼= k (Vi) ,
OV,φi(P )

∼= OV(I(Xi)),P , ∀P ∈ V(I(Xi)),

êáé

V = V(I(Xi)) = Vi,

Γïì. (V ) /

1k − Xi

® ∼= Γ(V(I(Xi)))
∼= k[V(I(Xi))].

(ðñâë. èåþñçìá 3.7.12).

3.7.14 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Ôï «óõó·åôéêü êÜëõììá» ôÞò åðßðåäçò ôåôñáãùíéêÞò êáìðý-
ëçò (Þ ôåôñáãùíéêÞò õðåñåðéöÜíåéáò) V = V+(XY − Z2) ⊂ P2C óõíßóôáôáé áðü ìéá
ðáñáâïëÞ (ìå Ýíá åð' Üðåéñïí óçìåßï):

V0 = φ0(V(Y − Z2)), V ∩H∞0 = {[0 : 1 : 0]},

ìéá ðáñáâïëÞ (ìå Ýíá åð' Üðåéñïí óçìåßï):

V1 = φ1(V(X− Z2)), V ∩H∞1 = {[1 : 0 : 0]},

êáé ìéá õðåñâïëÞ (ìå äýï åð' Üðåéñïí óçìåßá):

V2 = φ2(V(XY − 1k)), V ∩H∞2 = {[1 : 0 : 0], [0 : 1 : 0]}.

(b) Ôï «óõó·åôéêü êÜëõììá» ôÞò åðßðåäçò ôåôñáãùíéêÞò êáìðýëçò (Þ ôåôñáãùíéêÞò õðå-
ñåðéöÜíåéáò) ôïý Fermat V = V+(X

2 + Y2 − Z2) ⊂ P2C óõíßóôáôáé áðü ìéá õðåñâïëÞ
(ìå äýï åð' Üðåéñïí óçìåßá):

V0 = φ0(V(1 + Y
2 − Z2)), V ∩H∞0 = {[0 : 1 : 1], [0 : 1 : −1]},

22Ðñâë. 3.8.12 êáé 3.8.13.
23Åðßóçò, Vi ∼= V(I(Xi)

) (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.8.3).
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ìéá õðåñâïëÞ (ìå äýï åð' Üðåéñïí óçìåßá):

V1 = φ1(V(X
2 + 1− Z2)), V ∩H∞1 = {[1 : 0 : 1], [1 : 0 : −1]},

êáé Ýíáí êýêëï (ìå äýï åð' Üðåéñïí óçìåßá):

V2 = φ2(V(X
2 + Y2 − 1)), V ∩H∞2 = {[1 : i : 0], [1 : −i : 0]}.

3.7.15 ËÞììá. ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá (k áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá )
ìå V " V+(Xi), ãéá êÜðïéïí i ∈ {0, . . . , n}, êáé Ýóôù I Ýíá ïìïãåíÝò ðñþôï éäåþäåò
ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé V = V+(I). Ôüôå õößóôáôáé Ýíáò êáíïíéóôéêüò
éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

Γïì. (V )(Xi)
∼= Γ(V(I(Xi))),

üðïõ

Γïì. (V )(Xi) =
n

F
Xi

ν ∈ Γïì. (V )Xi
¯̄
ν ∈ N0, F ∈ k[X0, . . . ,Xn]ν

o
ç ïìïãåíÞò ôïðéêïðïßçóç ùò ðñïò ôçí êëÜóç õðïëïßðùí Xi ôÞò ìåôáâëçôÞò Xi (âë. ôï (b)
ôïý åäáößïõ 3.2.12).

Áðïäåéîç. Áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôïí åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí

Γïì. (V )(Xi) 3
F

Xi
ν 7−→ F (X0, . . . ,Xi−1, 1k,Xi+1, . . . ,Xn) ∈ Γ(V(I(Xi))).

Áõôüò Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï óýíïëï(
F
Xi

ν ∈ Γïì. (V )Xi

¯̄̄̄
¯ ν ∈ N0, F ∈ k[X0, . . . ,Xn]ν ,
F (X0, ..,Xi−1, 1k,Xi+1, ..,Xn) ∈ I(V(I(Xi)))

)
=

n
F
Xi

ν ∈ Γïì. (V )Xi
¯̄
ν ∈ N0, F ∈ Rad(I) ∩ k[X0, . . . ,Xn]ν

o
=

n
F
Xi

ν ∈ Γïì. (V )Xi
¯̄
ν ∈ N0, F ∈ k[X0, . . . ,Xn]ν ∩ I+(V )

o
= {0Γïì.(V )(Xi)}.

(Åí ðñïêåéìÝíù, ·ñçóéìïðïéÞèçêáí ïé éóüôçôåò I(V(I(Xi))) = Rad(I(Xi)) = Rad(I)(Xi)
êáé I+(V ) = Rad(I).) ¢ñá ï áíùôÝñù åðéìïñöéóìüò åßíáé éóïìïñöéóìüò. ¤

3.7.16 Èåþñçìá. ¸óôù V ⊆ Pnk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò
êëåéóôü óþìá, ôüôå êÜèå êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò V åßíáé óôáèåñÞ, äçëáäÞ

OV (V ) ∼= k.
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Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé V " V(Xi) = H∞i ãéá êÜèå äåßêôç
i ∈ {0, . . . , n} (äéüôé áëëéþò áíôéêáèéóôïýìå ôïí ·þñï Pnk ìå ôïí ·þñï Pn−1k , âë. Üóêçóç
Á-3-41). ¸óôù I Ýíá ïìïãåíÝò ðñþôï éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé
V = V+(I). Èåùñïýìå ôõ·ïýóá f ∈ OV (V ). Ï ðåñéïñéóìüò f |V(I(Xi)) ôÞò f åðß ôÞò

óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V(I(Xi)) åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}.
ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.1.3, ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.28 êáé ôï ëÞììá 3.7.15,

f |V(I(Xi)) ∈ OV(I(Xi))(V(I(Xi)))
∼= k[V(I(Xi))] ∼= Γ(V(I(Xi))) ∼= Γïì. (V )(Xi) .

Ãé' áõôüí ôïí ëüãï ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé

fi := f |V(I(Xi)) =
Fi
Xi

νi ∈ Γïì. (V )Xi , Fi ∈ k[X0, . . . ,Xn]νi ,

ãéá êÜðïéïí νi ∈ N0, ïðüôå24

Xi
νi
f ∈ Γïì. (V )νi =

n
G
H
∈ Fr(Γïì. (V ))|deg(G)− deg(H) = νi

o
ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}. Åí óõíå·åßá, èåùñïýìå Ýíáí öõóéêü áñéèìü m >

Pn
i=0 νi.

ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï 3.4.2 (b))

Γïì. (V )m
∼= k[X0, . . . ,Xn]m/(k[X0, . . . ,Xn]m ∩ I+(V )),

ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá Γïì. (V )m ⊆ Γïì. (V ) ⊆ Fr(Γïì. (V )), éäùìÝíç ùò k-äéáíõóìáôéêüò
·þñïò, ðáñÜãåôáé áðü ôï óýíïëï

En,m :=

½
X
κ0
0 · · ·Xκnn

¯̄̄̄
(κ0, . . . , κn) ∈ Nn+10 :

nP
i=0

κi = m

¾
.

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá êÜèå ìïíþíõìï X
κ0
0 · · ·Xκnn ∈ En,m õðÜñ·åé ôïõëÜ·éóôïí Ýíáò äåß-

êôçò i ∈ {0, . . . , n} ìå κi > νi , äéüôé áëëéþò èá êáôáëÞãáìå óôçí áíôßöáóç

[κi ≤ νi, ∀i ∈ {0, . . . , n}]⇒ m =
nP
i=0

κi ≤
nP
i=0

νi < m,

ïðüôå ôï
³
X
κ0
0 · · ·X

κn
n

´
· f áíÞêåé óôïí Γïì. (V )m , êáèüóïí éóïýôáé ìå ôï ãéíüìåíï

(X
κ0
0 · · ·Xκi −1i −1 X

νi −κi
i X

κi +1

i +1 · · ·Xκnn ) · (Xνii f) ∈ Γïì. (V )m−νi · Γïì. (V )νi ⊆ Γïì. (V )m .

Óõíåðþò, Γïì. (V )m · f ⊆ Γïì. (V )m .ÌÜëéóôá, êÜíïíôáò ·ñÞóç ðëÞñïõò åðáãùãÞò äéá-
ðéóôþíïõìå üôé

Γïì. (V )m · f l ⊆ Γïì. (V )m , ∀l ∈ N.
24Ðñïóï·Þ! ÅðåéäÞ k(V(I(Xi)))

∼= k (V ) ⊆ Fr(Γïì. (V )), ïé f êáé f0, . . . , fn, èåùñïýìåíåò ùò óôïé·åßá ôïý óþìáôïò

k (V ) , ôáõôßæïíôáé! Ùò åê ôïýôïõ, äåí ·ñåéÜæåôáé íá êÜíïõìå äéÜêñéóç ìåôáîý áõôþí ôùí óõíáñôÞóåùí.



§ 3.7 äéáóõíäåóç óõó·åôéêùí êáé ðñïâïëéêùí áëãåâñéêùí óõíïëùí 215

ÉäéáéôÝñùò, X
m

0 · f l ∈ Γïì. (V )m ⊆ Γïì. (V ) , ∀l ∈ N, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

Γïì. (V ) [f ] ⊆ Γïì. (V ) +
1

X
m

0

· Γïì. (V ) ⊆ Fr(Γïì. (V )).

Ðñïöáíþò, ï äáêôýëéïò Γïì. (V ) + 1
X
m
0

· Γïì. (V ) áðïôåëåß Ýíáí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-

ìåíï Γïì. (V )-ìüäéï. ÅðåéäÞ ï äáêôýëéïò Γïì. (V ) = Γ(C(V )) åßíáé íáéôåñéáíüò (âë. ôï
(c) ôÞò áóêÞóåùò Á-1-36, ôï (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-11 êáé ôï (a) ôÞò óçìåéþóåùò 3.4.2),
ç ðñüôáóç 1.9.11 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï Γïì. (V )+ 1

X
m
0

·Γïì. (V ) åßíáé íáéôåñéáíüò ìüäéïò,
ïðüôå ï õðïìüäéüò ôïõ Γïì. (V ) [f ] åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò. ¢ñá, ùò äáêôý-
ëéïò, ï Γïì. (V ) [f ] åßíáé (åî ïñéóìïý) ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíùò õðåñÜíù ôïý Γïì. (V ) .
ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.10.2 ç f åßíáé áêÝñáéï óôïé·åßï õðåñÜíù ôïý Γïì. (V ) , ðñÜãìá ðïõ
óçìáßíåé üôé õößóôáôáé ìéá åîßóùóç ôÞò ìïñöÞò

fμ + g1f
μ−1 + · · ·+ gμ−1f + gμ = 0Γïì.(V ),

üðïõ μ ∈ N êáé g1, . . . , gμ ∈ Γïì. (V ) . H f = f0 ∈ k (V ) åßíáé ïìïãåíÝò óôïé·åßï ôïý
(Z-âáèìïëïãçìÝíïõ) äáêôõëßïõ Γïì. (V )X0 âáèìïý 0. ÅðåéäÞ Γïì. (V )j ⊆ (Γïì. (V )X0)j ,
∀j ∈ Z (ðñâë. 2.3.10, 2.3.11 (b)), ìðïñïýìå äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò íá õðïèÝóïõìå
üôé g1, . . . , gμ ∈ Γïì. (V )0 = k (äéüôé åßíáé äõíáôüí íá áíôéêáôáóôÞóïõìå ôéò g1, . . . , gμ
ìå ôéò 0-óôÝò ïìïãåíåßò óõíéóôþóåò ôïõò óôçí áíùôÝñù åîßóùóç). Ùò åê ôïýôïõ, ç f,

ùò óõíÜñôçóç ìçäåíßæïõóá Ýíá ìïíéêü ðïëõþíõìï ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü
ôï k, åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óôïé·åßï õðåñÜíù ôïý (åî õðïèÝóåùò áëãåâñéêþò êëåéóôïý )
óþìáôïò k, áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé f ∈ k. ¤

ÁóêÞóåéò

A-3-37. ÅÜí ôï W ⊆ Ank åßíáé Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï, íá áðïäåé·èïýí ôá
áêüëïõèá:

(a) Ôï W åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï W ⊆ Pnk åßíáé ðñïâïëéêÞ
ðïéêéëüôçôá.

(b) ÅÜí ç W =
κS
i=1

Wi åßíáé ç áðïóýíèåóç ôïý W óå áíÜãùãåò óõíéóôþóåò, ôüôå ç

W =
κS
i=1

W i åßíáé ç áðïóýíèåóç ôÞò ðñïâïëéêÞò êëåéóôÞò ôïõ èÞêçò W óå áíÜãùãåò

óõíéóôþóåò.

(c) ÅÜíW $ Ank, ôüôå ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , κ} åßôåW i " H∞0 åßôå H∞0 "W i.

A-3-38. ¸óôù üôé ïé V, V 0 ⊆ Pnk åßíáé äõï ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò ìå V ⊆ V 0 ⊆ Pnk,
üðïõ k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá. ÅÜí ç V åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ õðåñåðéöÜíåéá, íá
áðïäåé·èåß üôé åßôå V 0 = V åßôå V 0 = Pnk.
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A-3-39. ¸óôù üôé ôï V ⊆ Pnk åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá (k áëãåâñéêþò êëåé-
óôü) êáé üôé ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò ðñþôï éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ
k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé V = V+(I). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí H∞0 ⊆ V, ôüôå åßôå V = H∞0 åßôå V = Pnk.
(b) ÅÜí V = H∞0 , ôüôåV (I∗) = ∅, åíþ åÜí V = Pnk, ôüôåV (I∗) = Ank.

A-3-40. ¸óôù üôé ôï V ⊆ Pnk åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï (k áëãåâñé-
êþò êëåéóôü) êáé üôé ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ
k [X0, . . . ,Xn] , ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé V = V+(I). ÕðïèÝôïíôáò üôé äåí õðÜñ·åé áíÜ-
ãùãç óõíéóôþóá ôïý V ðåñéå·üìåíç óôïH∞0 Þ ðåñéÝ·ïõóá ôïH∞0 , íá áðïäåé·èåß üôé ôï
V(I∗) åßíáé Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï $ Ank êáé üôé V = V(I∗).

A-3-41. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí ôï V ⊆ Pnk åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé V ⊆H∞0 , ôüôå
V ∼= V 0 ⊆ Pn−1k .

(b) ÊÜèå ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá V ⊆ Pmk åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá
V 0 ⊆ Pnk (ãéá êÜðïéïí n ∈ N0), ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé H∞i " V 0 ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}.

A-3-42. ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, íá ðñïóäéïñéóèïýí üëåò ïé õðï-
ðïéêéëüôçôåò ôùí ðñïâïëéêþí ·þñùí P1k êáé P2k.

A-3-43. ¸óôù P := [0k : 1k : 0k] ∈ P2k. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùí åõèåéþí
ôùí äéåñ·ïìÝíùí áðü ôï P óõíßóôáôáé áðü ôéò åõèåßåò {Lλ|λ ∈ k} êáé ôçí åð' Üðåéñïí
åõèåßá L∞, üðïõ

Lλ := V+(X− λZ) = {[λ : t : 1k] |t ∈ k} ∪ {P}, L∞ := H∞2 = V+(Z).

A-3-44. (a) ¸óôù [x : y : z] ∈ P2k. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï

{(a, b, c) ∈ A3k |ax+ by + cz = 0k }

åßíáé Ýíá õðåñåðßðåäï åíôüò ôïý A3k.
(b) ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé ôï P Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï
ôïý ðñïâïëéêïý åðéðÝäïõ P2k, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç ìéáò åõèåßáò L ⊆ P2k ìç äéåñ·ï-
ìÝíçò áðü êáíÝíá óçìåßï P ∈ P.

A-3-45. ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá. Èåùñþíôáò ôÞ ëåãïìÝíç óõó·åôéêÞ óõ-
íåóôñáììÝíç êáìðýëç

W := {
¡
t, t2, t3

¢
∈ A3k | t ∈ k} = V(Y − X2,Z− X3) ⊂ A3k

(ðñâë. áóêÞóåéòÁ-1-47 (b) êáéÁ-3-32), êáèþò êáé ôçíáíôßóôïé·çðñïâïëéêÞ óõíåóôñáì-
ìÝíç êáìðýëç

V := {[u3 : u2t : ut2 : t3] ∈ P3k
¯̄
[u : t] ∈ P1k },
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íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(a) I+(V ) =

XZ− Y2,YT− Z2,XT− YZ

®
⊂ k[X,Y,Z,T].

(b) V =W =W ∪ [0k : 0k : 0k : 1k].

A-3-46. ¸óôù I Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] êáé Ýóôù

sat(I) :=

⎧⎪⎨⎪⎩F ∈ k [X0, . . . ,Xn]

¯̄̄̄
¯̄̄ ∃ν ∈ N0 : X

i0
0 X

i1
1 · · ·Xinn F ∈ I,

ãéá êÜèå (i0, i1, . . . , in) ∈ Nn+10

ìå i0 + i1 + · · ·+ in = ν

⎫⎪⎬⎪⎭
ï ëåãüìåíïò êïñåóìüò ôïõ. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) sat(I) =
S
ν≥0

¡
I :
©
Xi00 · · ·Xinn

¯̄
(i0, . . . , in) ∈ Nn+10 : i0 + · · ·+ in = ν

ª®¢
.

(b) Ôï sat(I) åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] .

(c) I ⊆ sat(I) êáéV+(I) = V+(sat(I)).

(To I êáëåßôáé êåêïñåóìÝíï éäåþäåò üôáí sat(I) = I .)

(d) Ôï sat(I) åßíáé áö' åáõôïý êåêïñåóìÝíï éäåþäåò.

(e) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü êáé I 6= hX0, . . . ,Xni , ôüôå ôï Rad(I) åßíáé êåêï-
ñåóìÝíï éäåþäåò.

A-3-47. ¸óôù 0 6= F ∈ k [X0, . . . ,Xn]d , ãéá êÜðïéïí d ≥ 1, êáé Ýóôù

k [X0, . . . ,Xn](F ) =
©

G
F ν ∈ k [X0, . . . ,Xn]F |ν ∈ N0, G ∈ k [X0, . . . ,Xn]νd

ª
ç ïìïãåíÞò ôïðéêïðïßçóç (âë. 3.2.12 (b)). ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý
k [X0, . . . ,Xn] , ôüôå ôï éäåþäåò

I(F ) =
©

G
Fν ∈ k [X0, . . . ,Xn]F |ν ∈ N0, G ∈ I ∩ k [X0, . . . ,Xn]νd

ª
ôïý k [X0, . . . ,Xn](F ) (ðñâë. ôï (c) ôÞò áóêÞóåùò A-3-8) êáëåßôáé áðïïìïãåíïðïßçóç ôïý
I ùò ðñïò ôï F. (ÅÜí F = Xi ∈ k [X0, . . . ,Xn]1 , ãéá êÜðïéïí i ∈ {0, . . . , n}, ôüôå ôï I(Xi)
ôáõôßæåôáé ìå ôç óõíÞèç áðïïìïãåíïðïßçóç ôïý I ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ Xi, äéüôé ãéá
êÜèå G ∈ I ∩ k [X0, . . . ,Xn]ν Ý·ïõìå

G
Xνi
= G

³
X0
Xi
, . . . , XnXi

´
= G(X0Xi , . . . ,

Xi−1
Xi

, 1k,
Xi+1
Xi

, . . . , XnXi ).

Ðñâë. 3.6.2, 3.6.9 êáé 3.7.13 (a).) ËÝìå üôé äõï ïìïãåíÞ éäåþäç I, I 0 ôïý ðïëõùíõìéêïý
äáêôõëßïõ k [X0, . . . ,Xn] óõìðßðôïõí ôïðéêþò üôáí

I(F ) = I 0(F ), ∀F ∈ k [X0, . . . ,Xn]dr {0} êáé ∀d ≥ 1.

Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá äõï ïìïãåíÞ éäåþäç I, I 0 ôïý k [X0, . . . ,Xn] ïé êÜôùèé óõíèÞêåò
åßíáé éóïäýíáìåò:
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(a) Ôá I, I 0 óõìðßðôïõí ôïðéêþò.

(b) I(Xi) = I 0(Xi),∀i ∈ {0, . . . , n}.
(c) sat(I) = sat(I 0).

(d) ∃κ ∈ N0 : I ∩ k [X0, . . . ,Xn]m = I 0 ∩ k [X0, . . . ,Xn]m , ∀m ≥ κ.

A-3-48. ¸óôù üôé ôï I åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò éäåþäåò ôïý k [X0, . . . ,Xn] (k áëãåâñéêþò êëåé-
óôü) êáé üôé ôï ∅ 6= V ⊆ Pnk åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï. Ôüôå ëÝìå üôé

(i) ôï I ðåñéãñÜöåé ôï V óõíïëïèåùñçôéêþò⇐⇒
ïñó

V = V+(I) (äçëáäÞ Rad(I) = I+(V )),

(ii) ôï I ðåñéãñÜöåé ôï V ôïðéêþò éäåùäïèåùñçôéêþò⇐⇒
ïñó

sat(I) = I+(V ),

(iii) ôï I ðåñéãñÜöåé ôï V ïìïãåíþò éäåùäïèåùñçôéêþò⇐⇒
ïñó

I = I+(V ).

Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(a) Ãéá ôéò áíùôÝñù óõíèÞêåò éó·ýïõí ïé óõíåðáãùãÝò (iii)⇒(ii) êáé (ii)⇒(i).

(b) Åí ãÝíåé äåí éó·ýïõí ïé óõíåðáãùãÝò (i)⇒(ii) êáé (ii)⇒(iii).

3.8 ÊáôçãïñéêÞ Ôáîéíüìçóç ÐïéêéëïôÞôùí
êáé Áëãåâñéêþí Óõíüëùí

Ç êáôçãïñßá ôùí ðñïâïëéêþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí k-PVar åßíáé ðëÞñçò õðïêáôçãï-
ñßá ôÞò êáôçãïñßáò k-QPVar ôùí ëåãïìÝíùí «ó·åäüí ðñïâïëéêþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí».
¼ðùò èá åîçãçèåß óôçí ðáñïýóá åíüôçôá, ç k-QPVar ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò ç åõñý-
ôåñç äõíáôÞ êáôçãïñßá ðïéêéëïôÞôùí, Þôïé ðåñéÝ·ïõóá (åíôüò ôÞò êëÜóåùò ôùí áíôéêåé-
ìÝíùí ôçò) üëá ôá åßäç ôùí Üëëùí ðïéêéëïôÞôùí ðïõ Ý·ïõìå óõíáíôÞóåé ìÝ·ñé ôïýäå.

3.8.1 Ïñéóìüò. Ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ (k-)ðïéêéëüôçôá åßíáé Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðï-
óýíïëï (ùò ðñïò ôç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßáZariski) ìéáò ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò25 V ⊆ Pnk.
(Ïé ó·åäüí ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò åßíáé ðÜíôïôå áíÜãùãåò. Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôïí ïñé-
óìü 3.3.23 (a) êáé ôï ðüñéóìá 1.6.4.)

3.8.2 Óçìåßùóç. (a) ÌÝ·ñé óôéãìÞò Ý·ïõìå ïñßóåé ìüíïí õðïðïéêéëüôçôåò ðñïâïëéêþí
ðïéêéëïôÞôùí (âë. 3.3.23 (b)). ÅÜí ôï Y åßíáé ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå
åßíáé åî ïñéóìïý Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ìéáò ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò
V ⊆ Pnk. ÊÜèå êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y åßíáé êáé êáôÜ Zariski áíïéêôü
õðïóýíïëï ôÞò V ⊆ Pnk (äçëáäÞ áö' åáõôïý ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá) êáé êáëåß-
ôáé áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y.ÊÜèå êáôÜ Zariski êëåéóôü êáé áíÜãùãï õðïóýíïëï
W ôÞò Y êáëåßôáé êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y. (Åí ðñïêåéìÝíù,W = clTZar |V (W )∩Y
25Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá Y åßíáé Ýíá ôïðéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï (Þôïé ç ôïìÞ åíüò áíïéêôïý êáé
åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ) åíüò ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pnk (äéüôé Y = V ∩ U, üðïõ U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Pnk).
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êáé ôïW åßíáé êáôÜZariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý clTZar |V (W ).) Ðñâë. ÜóêçóçÁ-3-51.
Åíôüò áõôïý ôïý ãåíéêüôåñïõ ïñéóìïëïãéêïý ðëáéóßïõ, ïé õðïðïéêéëüôçôåò ìéáò ðñïâï-
ëéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Pnk, üðùò áõôÝò åéóÞ·èçóáí óôï 3.3.23 (b), åßíáé ïé êëåéóôÝò
õðïðïéêéëüôçôåò ôÞò V.

(b) ÊÜèå ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá V ⊆ Pnk åßíáé ðñïöáíþò ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëü-
ôçôá (êáé êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý ðåñéâÜëëïíôïò ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pnk). Ùóôüóï,
ç ïñèÞ åãêüëðùóç ôÞò k-PVar åíôüò ôÞò k-QPVar áðáéôåß ãåíßêåõóç ôÞò åííïßáò ôÞò
«ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò» ðñïêåéìÝíïõ íá ïñßæåôáé «ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» (üðùò óõ-
íÝâç ìå ôçí åãêüëðùóç ôÞò k-AVar åíôüò ôÞò k-QAVar, ðñâë. 2.5.18 (b)).

(c) ÓçìåéùôÝïí üôé Ý·ïõìå Þäç ïñßóåé ôçí Ýííïéá ôÞò êáíïíéêÞò óõíáñôÞóåùò åðß ìç
êåíþí, êáôÜ Zariski áíïéêôþí õðïóõíüëùí ôüóïí óõó·åôéêþí üóïí êáé ðñïâïëéêþí áë-
ãåâñéêþí óõíüëùí, êáèþò êáé ôçí Ýííïéá ôïý ìïñöéóìïý ìåôáîý ôÝôïéùí õðïóõíüëùí
(âë. 2.4.15, 2.5.16 (d), 3.4.11 êáé 3.4.12). ÅðïìÝíùò, Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá èåóðßóåùò
ôÞò åííïßáò ôïý ìïñöéóìïý ìå ðåäßï ïñéóìïý êáé ðåäßï ôéìþí ôïõ áíÞêïí óå ïéáäÞðïôå
åê ôùí áíùôÝñù êëÜóåùí ùò áêïëïýèùò:

3.8.3 Ïñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá Y,Z åßíáé äõï ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ
õðïóýíïëá åßôå óõó·åôéêþí åßôå ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí26. Ìéá áðåéêüíéóç
ϕ : Y −→ Z ìåôáîý áõôþí êáëåßôáé ìïñöéóìüò üôáí åßíáé óõíå·Þò (ùò ðñïò ôçí ôïðï-
ëïãßá Zariski) êáé ãéá êÜèå êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç f : Z −→ k åðß ôïý Z ç f ◦ϕ : Y −→ k

åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý Y.¸íáò ìïñöéóìüò ôÝôïéïõ åßäïõò êáëåßôáé éóï-
ìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïñöéóìüò ψ : Z −→ Y ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

(Ï óõìâïëéóìüò Y ∼= Z äçëïß, êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, üôé õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñ-
öéóìüò ìåôáîý áõôþí.)

3.8.4 Ðñüôáóç. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åßôå åíüò óõó·å-
ôéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ åßôå åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ. ÅÜí ôï Z åßíáé Ýíá
ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò óõó·åôéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ åíôüò ôïý
Ank, ôüôå ìéá áðåéêüíéóç ϕ : Y −→ Z åßíáé ìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.8.3) åÜí êáé
ìüíïí åÜí õðÜñ·ïõí n êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

f1, . . . , fn : Y −→ k

åðß ôïý Y (ðïõ êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ôÞòϕ), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ϕ(P ) = (f1(P ), . . . , fn(P )), ∀P ∈ Y.

26Åí ðñïêåéìÝíù, äåí áðïêëåßïõìå ôï åíäå·üìåíï ôï Ýíá íá åßíáé ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò óõó·åôéêïý
áëãåâñéêïý óõíüëïõ êáé ôï Üëëï íá åßíáé ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ!
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Áðïäåéîç. ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé ìïñöéóìüò êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé X1, . . . ,Xn
åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ôïý Ank, ôüôå áñêåß íá èÝóïõìå

fj := Xj |Z ◦ ϕ, ∀j ∈ {1, . . . , n},

êáèüôé ïé óõíáñôÞóåéò Xj |Z , j ∈ {1, . . . , n}, åßíáé êáíïíéêÝò åðß ôïý Z. Êáé áíôéóôñü-
öùò° áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí n êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

f1, . . . , fn : Y −→ k

åðß ôïý Y, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ϕ(P ) = (f1(P ), . . . , fn(P )), ∀P ∈ Y,

êáé üôé Y ⊆ Pmk . Èá äåßîïõìå åí ðñþôïéò üôé ç ϕ åßíáé óõíå·Þò. ¸óôù P ∈ Y êáé Ýóôù
U Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý ϕ(P ). Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå
íá õðïèÝóïõìå üôé ôï åßíáé ôÞò ìïñöÞò

U = Zg := ZrV(G) = {Q ∈ Z|G(Q) 6= 0k} ,

ãéá êÜðïéá g ∈ k[Z] ∼= k[Z1, . . . ,Zn] ìå G = θZ(g) (âë. 2.4.2 êáé ðñüôáóç 2.4.9). ¸óôù
V ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P ìå V ⊆ Amk → Pmk (êáé ôï Amk èåùñïýìåíï
ùò áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Pmk , ãéá êáôÜëëçëïí m), ôÝôïéá þóôå ç fj íá ãñÜöåôáé ùò
êëÜóìá

Hj(P
0) 6= 0k, fj(P

0) =
Gj(P

0)

Hj(P 0)
, ∀P 0 ∈ V,

üðïõ Gj , 0 6= Hj ∈ k[Y1, . . . ,Ym] ∼= k[Amk ] ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. Ôüôå ç ñçôÞ óõíÜñ-
ôçóç

Ξ := g

µ
G1
H1

, . . . ,
Gn

Hn

¶
∈ k (Y1, . . . ,Ym)

åêöñÜæåôáé ùò êëÜóìá

Ξ =
eGÃ

nQ
j=1

Hj

!l
, eG ∈ k[Y1, . . . ,Ym],

ãéá êÜðïéïí êáôÜëëçëï l ∈ N0. ÅðïìÝíùò,

Ξ(P ) = g(f1(P ), . . . , fn(P )) = g(ϕ(P )) 6= 0k,
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äéüôé ϕ(P ) ∈ U = Zg. ÅðéðñïóèÝôùò, ôï

V ∩ ϕ−1(U) = {P 0 ∈ V |ϕ(P 0) ∈ U}
= {P 0 ∈ V |g(ϕ(P 0)) 6= 0k }
=

n
P 0 ∈ V

¯̄̄ eG(ϕ(P 0)) 6= 0ko
åßíáé ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P ìå ϕ(V ∩ ϕ−1(U)) ⊆ U. ¢ñá ç ϕ åßíáé
óõíå·Þò.

Åí óõíå·åßá èåùñïýìå ôõ·ïýóá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç s : U = Zg −→ k. Áñêåß íá
áðïäåé·èåß üôé ç s ◦ (ϕ|ϕ−1(U)) : ϕ−1(U) −→ k åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç. ¸óôù êáé
ðÜëé V ⊆ Amk → Pmk ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P ∈ ϕ−1(U) åíôüò ôïý Y,

ïýôùò þóôå ç fj íá ãñÜöåôáé ùò êëÜóìá

Hj |V 6= 0k, fj |V =
Gj

Hj
,

üðïõ Gj , 0 6= Hj ∈ k[Y1, . . . ,Ym] ∼= k[Amk ] ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. ÅðåéäÞ (êáôÜ ôï (a)
ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.9 êáé ôï (c) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.28),

OZ(U) ∼= k[Zg] ∼= k[Z]g ∼= k[Z1, . . . ,Zn]g,

Ý·ïõìå s = q
gν , ãéá êÜðïéá q ∈ k[Z] êáé êÜðïéïí ν ∈ N0. Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ç óõíÜñ-

ôçóç

s ◦ (ϕ|V ∩ϕ−1(U)) =
q
³
G1

H1
, . . . , Gn

Hn

´
gν
³
G1

H1
, . . . , Gn

Hn

´
åßíáé êáíïíéêÞ åðß ôïý V ∩ ϕ−1(U). ¢ñá ç ϕ : Y −→ Z åßíáé ìïñöéóìüò. ¤

3.8.5 Ðñüôáóç. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åßôå åíüò óõó·å-
ôéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ åßôå åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ. ÅÜí ôï Z åßíáé Ýíá
ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ åíôüò ôïý
Pnk, ôüôå ìéá áðåéêüíéóç ϕ : Y −→ Z åßíáé ìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.8.3) åÜí êáé
ìüíïí åÜí ãéá êÜèå óçìåßï P ∈ Y õðÜñ·ïõí Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ⊆ Y

ìå P ∈ U, êáèþò êáé n+ 1 êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

f0, . . . , fn : Y −→ k

åðß ôïý Y (ðïõ êáëïýíôáé, éäéáéôÝñùò, ôïðéêÝò óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ôÞò ϕ), ïýôùò þóôå
íá éó·ýåé

ϕ(Q) = [f0(Q) : . . . : fn(Q)] , ∀Q ∈ U.
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Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå j, i ∈ {0, . . . , n} èåùñïýìå ôá óýíïëá

Zj := Uj(Pnk) ∩ Z, Yj := ϕ−1(Zj),

(âë. 3.1.3), êáèþò êáé ôéò êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

ϑi : Zj −→ k, [a0 : . . . : an] 7−→ ϑi([a0 : . . . : an]) :=
ai
aj
.

Ðñïöáíþò,

Y = Y0 ∪ Y1 ∪ · · · ∪ Yn.

Ãéá ïéïäÞðïôå óçìåßï P ∈ Yj , j ∈ {0, . . . , n}, Ý·ïõìå

ϕ(P ) = [f0(P ) : . . . : fn(P )] ,

üðïõ fi := ϑi ◦ ϕ : Yj −→ k ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}. ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé ìïñöé-
óìüò, ôüôå ôï Yj åßíáé êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Y êáé ïé fi, i ∈ {0, . . . , n},
êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò.

Áíôéóôñüöùò ôþñá° áò õðïèÝóïõìå üôé ãéá êÜèå óçìåßï P ∈ Yj , j ∈ {1, . . . , n},
õðÜñ·ïõí Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï Xj ⊆ Y ìå P ∈ Xj , êáèþò êáé n + 1
êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

f0, . . . , fn : Yj −→ k

åðß ôïý Yj , ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ϕ(P ) = [f0(P ) : . . . : fn(P )] , ∀P ∈ Xj .

Ìéìïýìåíïé ôç ìÝèïäï ðïõ áêïëïõèÞóáìå óôçí áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò 3.8.4 äéáðé-
óôþíïõìå üôé ç ϕ|Xj

åßíáé óõíå·Þò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski). ÅÜí ôï Vj åßíáé
Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Zj , β : Vj −→ k ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß
ôïý Vj êáé Q ∈ ϕ−1(Vj), ôüôå õðÜñ·åé ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ Wj ⊆ Vj ôïý
ϕ(Q) ìå ϕ−1(Wj) ∩Xj 6= ∅, êáèþò êáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá G, 0 6= H ∈ k[X0, . . . ,Xn]
éäßïõ âáèìïý, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

H (a0, . . . , an) 6= 0k, β ([a0 : . . . : an]) =
G(a0,... ,an)
H(a0,... ,an)

, ∀ [a0 : . . . : an] ∈Wj .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ãéá ïéïäÞðïôå óçìåßï P ∈ ϕ−1(Wj) ∩Xj Ý·ïõìå

H (f0(P ), . . . , fn(P )) 6= 0k, β(ϕ(P )) = G(f0(P ),... ,fn(P ))
H(f0(P ),... ,fn(P ))

.

ÅðåéäÞ ïé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ïé ïñéæüìåíåò åðß ôïý (êáôÜZariski áíïéêôïý óõíüëïõ)
ϕ−1(Wj) ∩ Xj äïìïýí ìéá k-Üëãåâñá, ï áñéèìçôÞò êáé ï ðáñïíïìáóôÞò ôïý áíùôÝñù
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êëÜóìáôïò êáé -êáô' åðÝêôáóéí- êáé ôï ßäéï ôï êëÜóìááðïôåëïýí êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò
óôï óçìåßï P. Ùò åê ôïýôïõ, ç óýíèåóç

β ◦ ϕ|ϕ−1(Wj)∩Xj
: ϕ−1(Wj) ∩Xj −→ k

åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç êáé ç ϕ|Yj : Yj −→ Zj ìïñöéóìüò ãéá êÜèå j ∈ {0, . . . , n}.
ÔÝëïò, åðåéäÞ ôï (Yj)0≤j≤n áðïôåëåß Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü êÜëõììá ôïý Y, ç ßäéá ç
ϕ : Y −→ Z åßíáé ùóáýôùò ìïñöéóìüò åðß ôç âÜóåé ôïý (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-52. ¤

3.8.6 Ðüñéóìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá Y,Z åßíáé äõï ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðï-
óýíïëá åßôå óõó·åôéêþí åßôå ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí êáé üôé ç ϕ : Y −→ Z åßíáé
Ýíáò ìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.8.3). Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a)ÅÜí ôïU åßíáé Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Y, ôüôå ï ðåñéïñéóìüò
ϕ|U : U −→ Z åßíáé ìïñöéóìüò.

(b)ÅÜí ôïU åßíáé Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïýZ, ôüôå ï ðåñéïñéóìüò
ϕ|ϕ−1(U) : ϕ−1(U) −→ U åßíáé ìïñöéóìüò.

(c) ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé éóïìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.8.3), ôüôå åßíáé ïìïéï-
ìïñöéóìüò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ).

Áðïäåéîç. To (a) (êáé, áíôéóôïß·ùò, ôï (b)) Ýðåôáé áðü ôï üôé ïé ðåñéïñéóìïß ôùí óõíé-
óôùóþí (Þ ôïðéêþí óõíéóôùóþí) óõíáñôÞóåùí ôÞò ϕ åðß ôïý U (êáé, áíôéóôïß·ùò, åðß
ôïý ϕ−1(U)) åßíáé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé áðü ôéò ðñïôÜóåéò 3.8.4 êáé 3.8.5. Ôï (c)
åßíáé ðñïöáíÝò áðü ôïõò ïñéóìïýò. ¤

3.8.7 Ðüñéóìá. ¸óôù n ∈ N0. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(a) Ç åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç

An+1k r{0kn+1} 3 (a0, . . . , an) 7−→ (a0, . . . , an) := [a0 : . . . : an] ∈ Pnk

(âë. 3.3.16) åßíáé ìïñöéóìüò.

(b) Ïé áðåéêïíßóåéò

φ
i
: Ank −→ Ui = Ui(Pnk), φ−1

i
: Ui = Ui(Pnk) −→ Ank,

(âë. 3.1.3) åßíáé éóïìïñöéóìïß ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n}.

Áðïäåéîç. (a) Ïé ôïðéêÝò óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò

fi := ϑi ◦ : −1(Uj(Pnk)) −→ k, (a0, . . . , an) 7−→
ai
aj
,

ôÞò åßíáé êáíïíéêÝò ãéá ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ {0, . . . , n}. Áñêåß ëïéðüí ç åöáñìïãÞ ôÞò
ðñïôÜóåùò 3.8.5.
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(b) Êáô' áíáëïãßáí, ïé ôïðéêÝò óõíéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ôùí φ
i
êáé ïé óõíéóôþóåò óõ-

íáñôÞóåéò ôùí φ−1
i

åßíáé êáíïíéêÝò, ïðüôå áñêåß ç åöáñìïãÞ ôùí ðñïôÜóåùí 3.8.5 êáé
3.8.4, áíôéóôïß·ùò. ¤

3.8.8 Ðüñéóìá. (a) ÊÜèå êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò óõó·åôéêïý áëãåâñéêïý
óõíüëïõ åßíáé éóüìïñöï ìå Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý áëãå-
âñéêïý óõíüëïõ.

(b) ÊÜèå ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêé-
ëüôçôá.

Áðïäåéîç. (a) ¸óôù Y Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò óõó·åôéêïý áëãå-
âñéêïý óõíüëïõ V åíôüò åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðï-
ñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé Y 6= ∅.ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï (b) ôïý ðïñßóìáôïò 3.8.7 êáé ôï
(c) ôïý ðïñßóìáôïò 3.8.6) ç φ

0
: Ank −→ U0(Pnk) åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé -êáô' åðÝêôáóéí-

ïìïéïìïñöéóìüò, ôï óýíïëï φ
0
(Y ) ⊆ φ

0
(V ) ⊆ Pnk åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóý-

íïëï ôïý ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ φ
0
(V ), üðïõ

φ
0

¯̄
Y
: φ−1

0
(φ

0
(Y )) = Y −→ φ

0
(Y ), φ

0

¯̄
V
: φ−1

0
(φ

0
(V )) = V −→ φ

0
(V ),

éóïìïñöéóìïß (åðß ôç âÜóåé ôïý (b) ôïý ðïñßóìáôïò 3.8.6).

(b) Ôïýôï Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (a) êáé ôá ðïñßóìáôá 1.6.6 êáé 1.6.4. ¤

3.8.9 Ïñéóìüò. ÅÜí ôï Y åßíáé ìéá ó·åäüí (k-)ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå, ëáìâÜíï-
íôáò õð' üøéí ôï (b) ôïý ðïñßóìáôïò 3.8.8, ëÝìå üôé ôï Y åßíáé

(a) óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá üôáí åßíáé éóüìïñöï (åíôüò ôÞò êáôçãïñßáò k-QPVar) ìå ìéá
óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá,

(b) ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá üôáí åßíáé éóüìïñöï (åíôüò ôÞò k-QPVar) ìå ìéá
ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, êáé

(c) ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá üôáí åßíáé éóüìïñöï (åíôüò ôÞò k-QPVar) ìå ìéá ðñïâïëéêÞ
ðïéêéëüôçôá.

3.8.10 Óçìåßùóç. Óôçí Üóêçóç Á-2-34 åß·å ðáñáôåèåß Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ó·åäüí óõ-
ó·åôéêÞò áëëÜ ìç óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò. Êáô' áíáëïãßáí, óôçí Üóêçóç Á-3-49 ðá-
ñáôßèåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò ó·åäüí ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò, ç ïðïßá äåí åßíáé ïýôå
ðñïâïëéêÞ ïýôå óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.8.9).

3.8.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá åßíáé éóüìïñöç (åíôüò ôÞò k-QPVar)
ìå ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.
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Áðïäåéîç. ¸óôù V ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÊáôÜ ôï èåþñçìá 3.7.16 Ý·ïõìå
OV (V ) ∼= k. ÅÜí ç V åßíáé éóüìïñöç ìå ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå, óýìöùíá
ìå ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.28 êáé ôçí ðñüôáóç 2.1.3,

OV (V ) ∼= k[V ] ∼= Γ(V ) ∼= k.

ÊáôÜ ôçíÜóêçóçÁ-2-2 ï ôåëåõôáßïò éóïìïñöéóìüò éóïäõíáìåß ìå ôï üôé ç V áðïôåëåßôáé
áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï. ¤

Åðß ôç âÜóåé ôùíáíùôÝñù, Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá «ôáîéíïìÞóåùò» ôùí êëÜóåùíáíôéêåé-
ìÝíùí ôùí êáôçãïñéþí k-AVar, k-QAVar, k-PVar êáé k-QPVar üðùò õðïäåéêíýåôáé
óôï ó·Þìá 15.

Ó·Þìá 15

Áíáöåñüìåíïé åöåîÞò (áðëþò) óå êÜðïéá ðïéêéëüôçôá, èá åííïïýìå åßôå ìéá óõó·åôéêÞ
åßôå ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ åßôå ìéá ðñïâïëéêÞ åßôå ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá
(ïñéóìÝíç õðåñÜíù åíüò ðáãéùìÝíïõ óþìáôïò k). ÅîÜëëïõ, ëáìâáíïìÝíïõ õð' üøéí üôé
ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí åßíáé ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôç-
ôåò, ìðïñïýìå íá åðåêôåßíïõìå ôçí åí ëüãù «ôáîéíüìçóç ðïéêéëïôÞôùí» óå ìéá åõñýôåñç
«ôáîéíüìçóç (áíïéêôþí õðïóõíüëùí) áëãåâñéêþí óõíüëùí» (áíçêüíôùí óôéò êëÜóåéò
Ob(k-AASets) Þ Ob(k-PASets), âë. ó·Þìá 16).
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Ó·Þìá 16

Ç åðüìåíç ðñüôáóç ãåíéêåýåé ôï ëÞììá 2.5.30, êáé ìáò ðëçñïöïñåß üôé ïéáäÞðïôå «ðïé-
êéëüôçôá» Þ ïéïäÞðïôå ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò «áëãåâñéêïý óõ-
íüëïõ» åßíáé «ôïðéêþò ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá».

3.8.12 Ðñüôáóç. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý
áëãåâñéêïý óõíüëïõ V ⊆ Pnk. Ôüôå ôï Y äéáèÝôåé Ýíá êÜëõììá áðáñôéæüìåíï áðü êáôÜ
Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëÜ ôïõ, êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé áö' åáõôïý ìéá óõó·åôéêÞ
ðïéêéëüôçôá.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôïõò éóïìïñöéóìïýò φ−1
i
: Ui = Ui(Pnk) −→ Ank ãéá êÜèå i ∈ A,

üðïõ A := {i ∈ {0, . . . , n} |Y ∩ Ui 6= ∅} . Ðñïöáíþò,

Y =
[
{Y ∩ Ui |i ∈ A}⇒ φ−1

i
(Y ) =

[©
φ−1
i
(Y ∩ Ui) |i ∈ A

ª
.

Ç åéêüíá φ−1
i
(Y ∩ Ui) åßíáé êáôÜ Zariski áíïéêôÞ åíôüò ôïý óõó·åôéêïý áëãåâñéêïý óõ-

íüëïõ φ−1
i
(V ∩ Ui) ⊆ Ank. ¢ñá ôï φ−1

i
(V ∩ Ui)rφ−1i (Y ∩ Ui) åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski

êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý φ−1
i
(V ∩ Ui) (êáé, êáô' åðÝêôáóéí, êáé ïëïêëÞñïõ Ank), ïðüôå

õðÜñ·åé Ýíá éäåþäåò Ii ⊆ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

φ−1
i
(V ∩ Ui)rφ−1i (Y ∩ Ui) = V(Ii).
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Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

φ−1
i
(Y ∩ Ui) = φ−1

i
(V ∩ Ui)rV(Ii) = φ−1

i
(V ∩ Ui)r

\
F∈Ii

V(F )

=
[
F∈Ii

¡
φ−1
i
(V ∩ Ui)rV(F )

¢
=

[n
φ−1
i
(V ∩ Ui)f

¯̄̄
f = θ−1

φ−1
i
(V ∩Ui)(F ) , F ∈ Ii

o
,

ìå êáèÝíá ôùí φ−1
i
(V ∩ Ui)f óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (âë. ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.9).

ÅðïìÝíùò, ôï n
φ
i
(Wi.f )

¯̄̄
i ∈ A, f = θ−1

φ−1
i
(V ∩Ui)(F ), F ∈ Ii

o
,

üðïõ Wi.f := φ−1
i
(V ∩ Ui)f åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü êÜëõììá ôïý Y áðáñôéæü-

ìåíï áðü óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò (âë. ðïñßóìáôá 3.8.7 (b) êáé 1.6.6). ¤

3.8.13 Óçìåßùóç. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá êáíåßò åñãÜæåôáé ìå Ýíá ðñïâïëéêü
áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pnk, áñêåß íá èåùñÞóåé ôï «óõó·åôéêü êÜëõììá»

V = V0 ∪ V1 ∪ · · · ∪ Vn, Vi := V ∩ Ui, ∀i ∈ {0, . . . , n},

(üðïõ Vi êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý V ), ôï ïðïßï åéóÞ·èç óôï (c) ôÞò óçìåéþ-
óåùò 3.7.13.

3.8.14 Ðñüôáóç. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý
áëãåâñéêïý óõíüëïõ V ⊆ Pnk êáé Ýóôù A := {i ∈ {0, . . . , n} |Y ∩ Ui 6= ∅} . Ôüôå éó·ýïõí
ôá åîÞò :

(a) ÅÜí ôï Y åßíáé áíÜãùãï, ôüôå ôá φ−1
i
(Y ∩ Ui) ⊆ Ank åßíáé áíÜãùãá ãéá êÜèå i ∈ A.

(b) ÅÜí ôá φ−1
i
(Y ∩ Ui) ⊆ Ank åßíáé áíÜãùãá ãéá êÜèå i ∈ A êáé

Y ∩ Ui ∩ Uj 6= ∅, ∀i, j ∈ A,

ôüôå êáé ôï Y åßíáé áíÜãùãï.

Áðïäåéîç. ÁõôÞ, ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 1.6.4, áñêåß íá äïèåß ãéá Y = V.

(a) ÅÜí ôï V åßíáé áíÜãùãï, ôüôå ãéá êÜèå i ∈ A ôï V ∩ Ui åßíáé êáôÜ Zariski áíïéêôü
õðïóýíïëü ôïõ êáé ôï φ−1

i
(V ∩ Ui) ⊆ Ank áíÜãùãï åðß ôç âÜóåé ôùí ðïñéóìÜôùí 1.6.4

êáé 1.6.6.

(b) ÅÜí ôá φ−1
i
(V ∩ Ui) ⊆ Ank åßíáé áíÜãùãá ãéá êÜèå i ∈ A, ôüôå êáé ôá V ∩ Ui åßíáé

áíÜãùãá (êáé êáô' åðÝêôáóéí óõíåêôéêÜ, ðñâë. 1.6.6 êáé 1.6.3). ÅðåéäÞ åî õðïèÝóåùò
éó·ýåé

(V ∩ Ui) ∩ (V ∩ Uj) = V ∩ Ui ∩ Uj 6= ∅, ∀i, j ∈ A,
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ôï V =
S
i∈A
(V ∩Ui) åßíáé êáô' áíÜãêçí óõíåêôéêü27. ¸óôùW Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski

áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý V. Áñêåß íá äåé·èåß üôé ôïW åßíáé ðõêíü óôï V (âë. 1.6.2 (b)).
Ïñßæïõìå ôá óýíïëá

B := {i ∈ A |W ∩ Ui 6= ∅}

êáé

V1 :=
S
i∈B
(V ∩ Ui), V2 :=

S
j∈ArB

(V ∩ Uj).

Ðñïöáíþò, V1 6= ∅ êáé V = V1 ∪ V2. Áò õðïèÝóïõìå üôé V2 6= ∅. Ëüãù ôÞò óõíåêôéêü-
ôçôáò ôïý V Ý·ïõìå V1 ∩ V2 6= ∅. ¸óôù ôõ·üí P ∈ V1 ∩ V2. Ôüôå ∃i• ∈ B, j• ∈ ArB
ìå

P ∈ V ∩ Ui• ∩ Uj• , W ∩ Ui• 6= ∅, W ∩ Uj• = ∅.

Ôï W ∩ Ui• , üíôáò ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Ui• , åßíáé ðõêíü óôï
Ui• . Áðü ôçí áëëç ìåñéÜ, ôï Ui• ∩ Uj• , üíôáò ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï
ôïý Ui• , åßíáé ðõêíü óôï Ui• , ïðüôåW ∩Ui• ∩Uj• 6= ∅, êÜôé ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôï üôé
W ∩ Uj• = ∅. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

V2 = ∅⇒ A = B = {i ∈ {0, . . . , n} |W ∩ Ui 6= ∅} .

¸óôù ôþñá Z ôõ·üí ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý V. Ãéá íá äåé·èåß
üôé ôï W åßíáé ðõêíü óôï V åßíáé áñêåôü íá äåé·èåß üôé W ∩ Z 6= ∅. ÅÜí Q ∈ Z, ôüôå
∃i◦ ∈ A : Q ∈ V ∩ Ui◦ . ÅðåéäÞ Q ∈ Z ∩ Ui◦ , ôï Z ∩ Ui◦ , üíôáò ìç êåíü, êáôÜ Zariski
áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý V ∩ Ui◦ , åßíáé ðõêíü óôï V ∩ Ui◦ , ïðüôå

W ∩ Z ∩ Ui◦ 6= ∅⇒W ∩ Z 6= ∅,

êÜôé ðïõ åðáëçèåýåé ôïí áñ·éêü éó·õñéóìü. ¤

ÁóêÞóåéò

A-3-49. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï P2kr{[0k : 0k : 1k]} åßíáé ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ
ðïéêéëüôçôá, ç ïðïßá äåí åßíáé ïýôå ðñïâïëéêÞ ïýôå óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (õðü ôçí
Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.8.9).

A-3-50. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý áëãå-
âñéêïý óõíüëïõ V ⊆ Pnk.Íááðïäåé·èåß üôé ãéá ìéá óõíÜñôçóç f : Y −→ k ïé áêüëïõèåò
27Ôïýôï åßíáé ãíùóôü áðü ôç ÃåíéêÞ Ôïðïëïãßá. (Âë. ð.·. S. Willard: General Topology, Addison-Wesley Pub. Co., 1970, Thm.
26.7 (c), óåë. 192-193.)
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óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:
(a) Ç f åßíáé êáíïíéêÞ (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.4.11) åðß ôïý Y.

(b) Ç óýíèåóç f ◦ | −1(Y ) : −1(Y ) −→ k åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò
ó·åäüí óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò −1(Y ), üðïõ

An+1k r{0kn+1} 3 (a0, . . . , an) 7−→ (a0, . . . , an) := [a0 : . . . : an] ∈ Pnk

ç öõóéêÞ åðßññéøç (âë. 3.3.16).

(c) Ç óýíèåóç f ◦ φi|φi−1(Y ∩Ui) : φi
−1(Y ∩Ui) −→ k åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß

ôÞò ó·åäüí óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò φi
−1(Y ∩Ui), ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , n} ãéá ôïí ïðïßï

éó·ýåé Y ∩ Ui 6= ∅, üðïõ

φ
i
: Ank −→ Ui = Ui(Pnk), i ∈ {0, . . . , n},

ïé óõíáñôÞóåéò ïé ïñéóèåßóåò óôç óçìåßùóç 3.1.3.

A-3-51. ¸óôù U ìéá áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ìéáò ó·åäüí ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò Y
êáé ÝóôùW ìéá êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò U (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.8.2 (a)). Íá áðï-
äåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) To clTZar |Y (W ) åßíáé ìéá êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y.

(b) HW åßíáé ìéá áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò clTZar |Y (W ).

A-3-52. ¸óôù ϕ : Y −→ Z ìéá áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞ-
ôùí. ÅÜí ïé Y,Z äÝ·ïíôáé êáëýììáôá

Y =
[
λ∈Λ

Uλ, Z =
[
λ∈Λ

Vλ

áðáñôéæüìåíá áðü áíïéêôÝò õðïðïéêéëüôçôåò ìå ϕ(Uλ) ⊆ Vλ, ∀λ ∈ Λ, íá áðïäåé·èïýí
ôá áêüëïõèá:

(a) Çϕ åßíáé ìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé ðåñéïñéóìïß ϕ|Uλ åßíáé ìïñöéóìïß ãéá êÜèå
λ ∈ Λ.
(b) ÅÜí ôáUλ, Vλ åßíáé óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò ãéá êÜèå λ ∈ Λ, ôüôå çϕ åßíáé ìïñöéóìüò
åÜí êáé ìüíïí åÜí eϕ|k[Vλ] (k[Vλ]) ⊆ k[Uλ] ãéá êÜèå λ ∈ Λ.

A-3-53. ¸óôù ϕ : Y −→ Z ìéá áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞ-
ôùí. ÅÜí ïé Y 0 ⊆ Y, Z0 ⊆ Z åßíáé (áíïéêôÝò Þ êëåéóôÝò) õðïðïéêéëüôçôåò êáéϕ(Y 0) ⊆ Z0,

íá áðïäåé·èåß üôé ï ðåñéïñéóìüò ϕ|Y 0 åßíáé ìïñöéóìüò. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèïýí
ïé áóêÞóåéò Á-3-52 êáé Á-2-12.)
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3.9 Ãéíüìåíá, ÃñáöÞìáôá êáé Ðëçñüôçôá

¼ðùò Ý·åé Þäç ðñïáíáöåñèåß óôï êåöÜëáéï 2, ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï äõï óõó·åôéêþí
Þ ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí (êáé, áíôéóôïß·ùò, äõï óõó·åôéêþí áëãåâñéêþí óõ-
íüëùí) áðïôåëåß áö' åáõôïý ìéá óõó·åôéêÞ Þ ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (êáé, áíôé-
óôïß·ùò, Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï) êáé åßíáé êáôçãïñéêü (âë. áóêÞóåéò Á-1-15
êáéÁ-2-15, êáé óçìåéþóåéò 2.1.33 (a) êáé 2.5.17 (c)). Óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò ðñïâï-
ëéêþí Þ ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí Þ, ãåíéêüôåñá, êáôÜ Zariski áíïéêôþí õðïóõ-
íüëùí ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí, ôï áíôßóôïé·ï áðïôÝëåóìá íáé ìåí ðáñáìÝíåé
åí éó·ý (ìå êÜðïéåò ðáñáëëáãÝò), áëëÜ ç áðáéôïýìåíç áðïäåéêôéêÞ ìÝèïäïò åßíáé äéá-
öïñåôéêÞ. Ôïýôï Ýãêåéôáé óôï üôé, åí áíôéèÝóåé ðñïò ôçí éóüôçôá Amk × Ank = Am+nk ,

Ý·ïõìå Pmk × Pnk 6= Pm+nk (üôáí m,n ≥ 1). Åðß ðáñáäåßãìáôé, åíôüò ôïý P1k × P1k ïé
åõèåßåò LP := {P} × P1k êáé LQ := P1k × {Q}, P,Q ∈ P1k, åßíáé «ðáñÜëëçëåò» (Þôïé
äåí ôÝìíïíôáé) üôáí P 6= Q, åíþ áíôéèÝôùò åíôüò ôïý P2k äõï ôõ·ïýóåò, ìç ôáõôéæüìåíåò
åõèåßåò äéáèÝôïõí ðÜíôïôå Ýíá (êáé ìüíïí) óçìåßï ôïìÞò (âë. Üóêçóç A-3-25 (c)).

3.9.1 Ïñéóìüò. ÅÜím,n ∈ N0 êáé

l := (m+ 1)(n+ 1)− 1 = mn+m+ n,

ôüôå ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç ôïý Segre

σm,n : Pmk × Pnk −→ Plk,

([a0 : . . . : am] , [b0 : . . . : bn]) 7−→ [c00 : . . . : cij : . . . : cmn], cij := aibj ,

üðïõ ïé äåßêôåò ôùí óõíôåôáãìÝíùí ôùí åéêüíùí åßíáé äéáôåôáãìÝíïé ëåîéêïãñáöéêþò.
(Ç σm,n åßíáé «êáëþò ïñéóìÝíç», äéüôé ç áíôéêáôÜóôáóç ôïý óôïé·åßïõ ai ìå ôï λai,

∀i ∈ {0, . . . ,m}, êáé ôïý bj ìå ôï μbj , ∀j ∈ {0, . . . , n}, üðïõ λ, μ ∈ kr{0k}, óõíåðÜãåôáé
- ãéá ôçí åéêüíá- ôçí áíôéêáôÜóôáóç ôïý aibj ìå ôï λμaibj , ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåé ôï ßäéï
óçìåßï ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ Plk.)

3.9.2 ËÞììá. Ç σm,n åßíáé åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

Áðïäåéîç. ÅÜí σm,n ([a0 : . . . : am] , [b0 : . . . : bn]) = σm,n ([a
0
0 : . . . : a

0
m] , [b

0
0 : . . . : b

0
n]) ,

ôüôå ∃λ ∈ kr{0k} : cij = aibj = λa0ib
0
j = λc0ij , ∀(i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n}, êáé

∃i• ∈ {0, . . . ,m}, j• ∈ {0, . . . , n} : ai• 6= 0k, bj• 6= 0k.

ÅðïìÝíùò,

ai =
³
λ
b0j•
bj•

´
a0i, ∀i ∈ {0, . . . ,m}

bj =
³
λ
a0i•
ai•

´
b0j , ∀j ∈ {0, . . . , n}

⎫⎬⎭⇒
(
[a0 : . . . : am] = [a

0
0 : . . . : a

0
m]

[b0 : . . . : bn] = [b
0
0 : . . . : b

0
n]

)
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êáé ç σm,n åßíáé üíôùò åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç. ¤

3.9.3 ËÞììá. Im(σm,n) = Segm,n, üðïõ

Segm,n :=

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Plk, üôáímn = 0,

V+

Ã(
TirTjs − TisTjr

¯̄̄̄
¯ i, j ∈ {0, ..,m}, i < j,

r, s ∈ {0, .., n}, r < s

)!
⊂ Plk, üôáímn 6= 0.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, üôáímn 6= 0, ç åéêüíá Segm,n ôÞò σm,n åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü
óýíïëï ðåñéãñáöüìåíï ùò ·þñïò ôùí êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý

¡
m+1
2

¢¡
n+1
2

¢
ïìïãåíþí

ðïëõùíýìùí âáèìïý 2 åíôüò ôïý Plk.

Áðïäåéîç. ¼ôáímn = 0, ôüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. Áò õðïèÝóïõìå
üôémn 6= 0. Åí ðñþôïéò ðáñáôçñïýìå üôé Segm,n ⊆ Im(σm,n). ÐñÜãìáôé° åÜí

[c00 : . . . : cmn] ∈ Segm,n,

ôüôå

∃i• ∈ {0, . . . ,m}, j• ∈ {0, . . . , n} : ci• j• 6= 0k,

ïðüôå èÝôïíôáò ai :=
ci j•
ci• j•

êáé bj :=
ci• j
ci• j•

ëáìâÜíïõìå

aibj =
ci j•ci• j
c2i• j•

=
ci jci• j•
c2i• j•

= λci j , λ :=
1k
ci• j•

∈ kr{0k}.

ãéá êÜèå (i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n}. Ôïýôï óçìáßíåé üôé

Im(σm,n) 3 σm,n ([a0 : . . . : am] , [b0 : . . . : bn]) = [c00 : . . . : cmn].

Åí óõíå·åßá, èá áðïäåßîïõìå üôé éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò. Ãéá äéåõêüëõíóÞ
ìáò êáôÜ ôï ·åéñéóìü óôïé·åßùí ôïý Plk èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå ðßíáêåò. ÓõãêåêñéìÝíá,
èá åêëÜâïõìå ôïí Plk ùò ôïí ðñïâïëéêü ·þñï

Plk = P
¡
Mat(m+1)×(n+1)(k)

¢
ðïõ áíôéóôïé·åß óôïí k-äéáíõóìáôéêü ·þñï Mat(m+1)×(n+1)(k) ôùí (m+ 1) × (n+ 1)-
ðéíÜêùí ìå åããñáöÝò åéëçììÝíåò áðü ôï óþìá k (âë. 3.1.1) êáé êÜèå óçìåßï

[c00 : . . . : cmn] ∈ Plk
ùò ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò [C] ôïý ðßíáêá

C = (cij)0≤i≤m, 0≤j≤n =

⎛⎜⎜⎜⎝
c00 · · · c0n
c10 · · · c1n
...

...
...

cm0 · · · cmn

⎞⎟⎟⎟⎠ .
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ÅÜí [C] = [(cij)] ∈Im(σm,n), ôüôå õðÜñ·ïõí Ýíáò óôçëïðßíáêáò A êáé Ýíáò ãñáììïðß-
íáêáò B,

A =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
a0
a1
...
am

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ∈Mat(m+1)×1(k), B =
³

b0 b1 · · · bn
´
∈Mat1×(n+1)(k),

âáèìßäáò28 rank(A) = rank(B) = 1 ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé C = AB. ÅðåéäÞ29

rank(A) + rank(B)− 1 ≤ rank(C) ≤ min{rank(A), rank(B)}
rank(A) = rank(B) = 1

)
⇒ rank(C) = 1,

üëïé ïé (2× 2)-õðïðßíáêåò ôïý C Ý·ïõí ïñßæïõóá30 = 0k. ¢ñá Im(σm,n) ⊆ Segm,n. ¤

ÌÝóù ôÞò áìöéññßøåùò σm,n : Pmk ×Pnk −→ Segm,n (èåùñþíôáò ôÞí åéêüíá ôçò Segm,n ùò
ðåäßï ôéìþí ôçò!) êáèïñßæåôáé êáôÜ ôñüðï öõóéêü ìéá ôïðïëïãßá Zariski TZar(Pmk × Pnk)
åðß ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk ×Pnk êáé -óõíáêïëïýèùò- êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß
ôùí áíïéêôþí õðïóõíüëùí êëåéóôþí óõíüëùí ôïý Pmk ×Pnk.Ùò åê ôïýôïõ, åßíáé äõíáôÞ
ç åðÝêôáóç ôÞò åííïßáò ôïý ìïñöéóìïý êáé ôïý éóïìïñöéóìïý ìå ðåäßï ïñéóìïý Þ/êáé
ðåäßï ôéìþí êÜðïéï ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ ôïý Pmk ×Pnk
(ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk × Pnk)).

3.9.4 Ïñéóìüò. ¸óôùm,n ∈ N0 êáé Ýóôù

l := (m+ 1)(n+ 1)− 1 = mn+m+ n.

(a) Ç ôïðïëïãßá Zariski TZar(Pmk ×Pnk) åðß ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk ×Pnk ïñßæåôáé
ùò åîÞò:

Pmk × Pnk ⊇ U ∈ TZar(Pmk × Pnk)⇐⇒ïñó σm,n(U) ∈ TZar|Segm,n
,

üðïõ TZar|Segm,n
ç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá ôÞò Segm,n ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá Zariski

TZar = TZar(Plk) ôçí ïñéóèåßóá åðß ôïý Plk, âë. 3.3.5).
(b) ÅÜí ôï Y åßíáé Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ ôïý êáñ-
ôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk ×Pnk (ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk ×Pnk)) êáé (P,Q) ∈ Y , ôüôå ìéá óõíÜñ-
ôçóç f : Y −→ k êáëåßôáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç óôï (P,Q) (êáé, áíôéóôïß·ùò, êáíïíéêÞ
óõíÜñôçóç åðß ôïý Y )⇐⇒

ïñó
ç óýíèåóç

f ◦ σ−1m,n

¯̄
σm,n(Y )

: σm,n(Y ) −→ k

28Ôïýôï ïöåßëåôáé óôï üôé Ýíá ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí ai êáé Ýíá ôïõëÜ·éóôïí åê ôùí bj åßíáé 6= 0k.
29Âë. ð.·. Ó. ÁíäñåáäÜêç: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ÁèÞíá 1981, ðñüôáóç 4.3.12, óåë. 119-121.
30Âë. ð.·. Ó. ÁíäñåáäÜêç: ÃñáììéêÞ ¢ëãåâñá, ÁèÞíá 1981, èåþñçìá 5.3.5, óåë. 160-161.
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åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç óôï σm,n (P,Q) (êáé, áíôéóôïß·ùò, êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß
ôïý σm,n(Y )) õðü ôç óõíÞèç Ýííïéá (âë. 3.4.11).

(c) Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá Y,Z åßíáé äõï ìç êåíÜ, áíïéêôÜ õðïóýíïëá åßôå åíüò êëåéóôïý
õðïóõíüëïõ ôïý Pmk ×Pnk (ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk ×Pnk)) åßôå åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý
(= êëåéóôïý) óõíüëïõ åíôüò ôïý Plk (ùò ðñïò ôçí TZar(Plk)). Ìéá áðåéêüíéóçϕ : Y −→ Z

ìåôáîý áõôþí êáëåßôáé ìïñöéóìüò üôáí åßíáé óõíå·Þò (ùò ðñïò ôéò åêÜóôïôå ó·åôéêÝò
ôïðïëïãßåò Zariski ìå ôéò ïðïßåò åßíáé åöïäéáóìÝíá ôá Y,Z) êáé ãéá êÜèå êáíïíéêÞ óõ-
íÜñôçóç f : Z −→ k åðß ôïý Z ç f ◦ ϕ : Y −→ k åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý
Y.¸íáò ìïñöéóìüò ôÝôïéïõ åßäïõò êáëåßôáé éóïìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé Ýíáò ìïñöéóìüò
ψ : Z −→ Y ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

(Ï óõìâïëéóìüò Y ∼= Z äçëïß êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç üôé õößóôáôáé Ýíáò éóïìïñ-
öéóìüò ìåôáîý áõôþí.)

ÅíäÝ·åôáé íá «îåíßæåé» êáôÜ ôé ïñéóìÝíïõò áíáãíþóôåò ôï ãåãïíüò üôé ç ôïðïëïãßá
Zariski åðß ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk × Pnk åéóÞ·èç ·ùñßò ôç äéáìåóïëÜâçóç ôïý
·áñáêôçñéóìïý êáèåíüò ôùí êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôçò ùò áëãåâñéêïý óõíüëïõ. Óôçí
ðñáãìáôéêüôçôá, ôïýôï åßíáé åöéêôü, õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôá ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
õðïêáèßóôáíôáé ìå äéïìïãåíÞ.

3.9.5 Ïñéóìüò. ¸íáðïëõþíõìïF ∈ k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn] êáëåßôáé äéïìïãåíÝò ðï-
ëõþíõìï äéâáèìïý (d1, d2) ∈ (N0 ×N0) ∪ {(−∞,−∞)} üôáí åßíáé åßôå ôÞò ìïñöÞò31

F =
X

i0+···+im=d1

X
j0+···+jn=d2

λ(i0,... ,im,j0,... ,jn)X
i0
0 · · ·Ximm · Yj00 · · ·Yjnn ,

λ(i0,... ,im,j0,... ,jn) ∈ k, äçëáäÞ
F ∈ (k[X0, . . . ,Xm]) [Y0, . . . ,Yn]d2 ∩ (k[Y0, . . . ,Yn]) [X0, . . . ,Xm]d1

ìå (d1, d2) ∈ N0 ×N0 åßôå ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï ìå d1 = d2 = −∞.

(a) Ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ìçäåíéóìïý åíüò ôÝôïéïõ F åíôüò ôïý Pmk × Pnk èá óõìâïëß-
æåôáé ùò

Väéïì.
+ (F ) := {([a0 : .. : am] , [b0 : .. : bn]) ∈ Pmk × Pnk |F (a0, . . . , am, b0, . . . , bn) = 0k } .

ÅÜí ôï S åßíáé ïéïäÞðïôå óýíïëï äéïìïãåíþí ðïëõùíýìùí, èÝôïõìå

Väéïì.
+ (S) := { (P,Q) ∈ Pmk × Pnk | F (P,Q) = 0k, ∀F ∈ S} =

T
F∈S

V+(F ).

31Ôïýôï óçìáßíåé üôé åßíáé ïìïãåíÝò âáèìïý d1 ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò X0, . . . ,Xm êáé ôáõôï·ñüíùò ïìïãåíÝò âáèìïý d2
ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò Y0, . . . ,Yn.
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(¼ôáí ôï S óõìâáßíåé íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ð.·. S = {F1, . . . , Fκ}, óõíÞèùò áíôß ôïý
Väéïì.
+ ({F1, . . . , Fκ}) ãñÜöïõìåVäéïì.

+ (F1, . . . , Fκ)).
(b) ¸íá õðïóýíïëï V ⊆ Pmk × Pnk êáëåßôáé áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Pmk × Pnk üôáí
õðÜñ·åé Ýíá óýíïëï äéïìïãåíþí ðïëõùíýìùí S áðü ôïí k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn], ïý-
ôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá V = Väéïì.

+ (S).
(c) Ãéá êÜèå õðïóýíïëï X 6= ∅ ôïý Pmk × Pnk èåùñïýìå ôá ðïëõþíõìá ôá ïðïßá ìç-
äåíßæïíôáé åðß ôïý X. ÁõôÜ ôá ðïëõþíõìá óõãêñïôïýí Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ
k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn], ôï ïðïßï ïíïìÜæåôáé ôï éäåþäåò ôïý X êáé óõìâïëßæåôáé ùò
Iäéïì.+ (X), Þôïé32

Iäéïì.+ (X) :=

(
F ∈ k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn]

¯̄̄̄
¯ F (a0, . . . , am, b0, . . . , bn) = 0k,

∀ ([a0 : . . . : am] , [b0 : . . . : bn]) ∈ X

)
.

ÇÜóêçóçÁ-3-54 (c) ìáò ðëçñïöïñåß üôé ôï Iäéïì.+ (X)ïöåßëåé íá åßíáé äéïìïãåíÝò éäåþäåò .

3.9.6 Èåþñçìá. ¸íá óýíïëï V ⊆ Pmk × Pnk åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk × Pnk)
(äçëáäÞ ôï σm,n(V ) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Segm,n ⊆ Plk ùò ðñïò ôçí TZar|Segm,n

)
åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áëãåâñéêü õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.5 (b).

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò õðïèÝôïõìå üôé ôï σm,n(V ) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý
Segm,n ⊆ Plk. Ôüôå õðÜñ·ïõí ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá F1, . . . , Fκ ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò
T00, . . . ,Tmn ìå deg(F ) = d , ∀ ∈ {1, . . . , κ}, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

σm,n(V ) = V+(F1, . . . , Fκ) ∩ Segm,n.

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

V = Väéïì.
+ (F1 ◦ σm,n, . . . , Fκ ◦ σm,n) ⊆ Pmk × Pnk,

ìå êáèÝíá ôùíF ◦σm,n äéïìïãåíÝò äéâáèìïý (d , d ), ∀ ∈ {1, . . . , κ}.ÐñÜãìáôé° õðïèÝ-
ôïíôáò äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò üôé d ∈ N0, ∀ ∈ {1, . . . , κ}, áñêåß íá èåùñÞóïõìå
Ýíá ìïíþíõìï Y

0≤i≤m,0≤j≤n

T
νij
ij :

X
0≤i≤m,0≤j≤n

νij = d (νij ∈ N0, ∈ {1, . . . , κ}),

êáé íá ðáñáôçñÞóïõìå üôé⎛⎝ Y
0≤i≤m,0≤j≤n

T
νij
ij

⎞⎠ ◦ σm,n =
Y

0≤i≤m,0≤j≤n

(XiYj)
νij =

Y
0≤i≤m

X
ν0i
i

Y
0≤j≤n

Y
ν00j
j ,

32ÃéáX = ∅ èÝôïõìå Iäéïì.+ (∅) := hX0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yni.



§ 3.9 ãéíïìåíá, ãñáöçìáôá êáé ðëçñïôçôá 235

üðïõ ν0i :=
P

0≤j≤n
νij, ν

00
j :=

P
0≤i≤m

νij , ∀(i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n}, êáé

P
0≤i≤m

ν0i =
P

0≤j≤n
ν00j = d .

¢ñá ôï V åßíáé áëãåâñéêü õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.5 (b). Êáé áíôéóôñü-
öùò° åÜí áõôü åßíáé áëãåâñéêü, ôüôå èá õðÜñ·ïõí ðåðåñáóìÝíá äéïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
G1, . . . , Gμ ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn (âë. Üóêçóç A-3-54 (d)), ïý-
ôùò þóôå íá éó·ýåé

V = Väéïì.
+ (G1, . . . , Gμ) .

¾óôåñá áðü ðïëëáðëáóéáóìü ôùí G1, . . . , Gμ ìå áñêïýíôùò ðïëëÜ ìïíþíõìáQ
0≤i≤m

Xαii ,
Q

0≤j≤n
Y
βj
j åßíáé äõíáôüí íá ãñÜøïõìå ôï V õðü ôç ìïñöÞ

V = Väéïì.
+ (H1, . . . ,Hμ) ,

ìå êáèÝíá ôùí H äéïìïãåíÝò äéâáèìïý (d , d ), ∀ ∈ {1, . . . , μ}. Áñêåß ëïéðüí, õðï-
èÝôïíôáò äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò üôé d ∈ N0, ∀ ∈ {1, . . . , μ}, íá áðïäåé·èåß ç
ýðáñîç ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí F (ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò T00, . . . ,Tmn) âáèìïý d ìå

F ◦ σm,n = H , ∀ ∈ {1, . . . , μ}.

Ðñïò ôïýôï èåùñïýìå Ýíá ìïíþíõìï

E =
Q

0≤i≤m
Xνii

Q
0≤j≤n

Y
ξj
j :

P
0≤i≤m

νi =
P

0≤j≤n
ξj = d (νi, ξj ∈ N0, ∈ {1, . . . , μ})

êáé èÝôïõìå

i• := min { i ∈ {0, . . . ,m}| νi 6= 0} ,

j• := min
©
j ∈ {0, . . . , n}| ξj 6= 0

ª
,

d0 := min {i•, j•} .

Ðñïöáíþò,

Ti•j• ◦ σm,n = Xi•Yj• ⇒ E = (Ti•j• ◦ σm,n)
d0
E0 ,

üðïõ E0 Ýíá ìïíþíõìï äéâáèìïý (d − d0 , d − d0 ). ÅðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéá-
äéêáóßá (ìå ôï E0 óôç èÝóç ôïý E ) êáôáëÞãïõìå (ýóôåñá áðü ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò
âÞìáôá) óôï üôé E = eE ◦ σm,n, üðïõ ôï eE ðáñéóôÜ Ýíá ìïíþíõìï âáèìïý d ùò ðñïò
ôéò ìåôáâëçôÝò T00, . . . ,Tmn. ÌÝóù áõôÞò ôÞò ìåèüäïõ êáôáóêåõÜæïíôáé ïìïãåíÞ ðï-
ëõþíõìá F (ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò T00, . . . ,Tmn) âáèìïý d ìå

F ◦ σm,n = H , ∀ ∈ {1, . . . , μ}.
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ÅðïìÝíùò,

σm,n(V ) = V+(F1, . . . , Fμ) ∩ Segm,n,

ïðüôå ôï σm,n(V ) åßíáé üíôùò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Segm,n ⊆ Plk. ¤

3.9.7 Óçìåßùóç. (a) ÌÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 3.9.6 ãßíåôáé áíôéëçðôü üôé õðÜñ·åé ç äõ-
íáôüôçôá äéáôõðþóåùò êáé áðïäåßîåùò ðñïôÜóåùí êáé èåùñçìÜôùí ðïõ áöïñïýí óå
áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Pmk × Pnk êáé åßíáé áíÜëïãá åêåßíùí ðïõ ðåñéÝ·ïíôáé óôéò
åíüôçôåò 3.3, 3.4, 3.6 êáé 3.7. Ïé áóêÞóåéò A-3-54 - A-3-61 äñïõí õðïâïçèçôéêþò óôçí
êáôÜñôéóç áõôïý ôïý «ðñïãñÜììáôïò». Âåâáßùò, ç óõíÝ·éóç êáé ïëïêëÞñùóÞ ôïõ åðá-
ößåôáé óôç öéëïðñáãìïóýíç ïñéóìÝíùí áíáãíùóôþí.

(b) ¼,ôé Ý·åé ðñïáíáöåñèåß óôïõò ïñéóìïýò 3.9.4, 3.9.5 êáé óôï (a) ãåíéêåýåôáé êáôÜ
ôñüðï öõóéêü êáé ãéá ðëåéïðñïâïëéêïýò ·þñïõò, Þôïé ãéá êáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá ôÞò ìïñ-
öÞò

Pm1

k × Pm2

k × · · · × Pmν

k , ν ∈ N, (m1, . . . ,mν) ∈ Nν0 ,

Þ áêüìç êáé ãéá ìéêôïýò ·þñïõò, Þôïé ãéá êáñôåóéáíÜ ãéíüìåíá ôÞò ìïñöÞò

Pm1
k × · · · × Pmν

k × An1k × · · · × Anκk , (ν, κ) ∈ N2, (m1, . . . ,mν , n1, . . . , nκ) ∈ Nν+κ0 .

Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôá êëåéóôÜ óýíïëá ôÞò ôïðïëïãßáò Zariski TZar(Pmk × Ank) ôïý êáñ-
ôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk × Ank åßíáé åêåßíá ôá ïðïßá ìðïñïýí íá ðáñáóôáèïýí ùò
óýíïëá êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðïëõùíýìùí áíçêüíôùí
óôïí k[X0, . . . ,Xm,Y1, . . . ,Yn] ðïõ åßíáé ïìïãåíÞ ùò ðñïò ôéò ðñþôåòm+1 ìåôáâëçôÝò
X0, . . . ,Xm (áëëÜ ·ùñßò íá ðëçñïýí ïéáäÞðïôå Üëëç óõíèÞêç ùò ðñïò ôéò åðáêïëïõ-
èïýóåò n ìåôáâëçôÝò Y1, . . . ,Yn).

3.9.8 Èåþñçìá. Ç áðåéêüíéóç σm,n : Pmk × Pnk −→ Segm,n åßíáé éóïìïñöéóìüò õðü ôçí
Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.4 (c).

Áðïäåéîç. ÂÞìá 1ï. ¸óôù ôõ·üí óçìåßï [c00 : . . . : cmn] ∈ Segm,n. Ôüôå

∃(i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n} : cij 6= 0k.

Ïé áðåéêïíßóåéò

πm,n,[1] : Segm,n −→ Pmk , [c00 : . . . : cij : . . . : cmn] 7−→ [c0j : . . . : cij : . . . : cmj ]

êáé

πm,n,[2] : Segm,n −→ Pnk, [c00 : . . . : cij : . . . : cmn] 7−→ [ci0 : . . . : cij : . . . : cin]



§ 3.9 ãéíïìåíá, ãñáöçìáôá êáé ðëçñïôçôá 237

åßíáé ìïñöéóìïß ìåôáîý ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí (âë. ðñüôáóç 3.8.5). ÈÝôï-
íôáò ¡

πm,n,[1], πm,n,[2]

¢
: Segm,n −→ Pmk × Pnk, P 7−→

¡
πm,n,[1](P ), πm,n,[2](P )

¢
,

äéáðéóôþíïõìå üôé¡
σm,n ◦

¡
πm,n,[1], πm,n,[2]

¢¢
(P ) = σm,n

¡
πm,n,[1](P ), πm,n,[2](P )

¢
= P, ∀P ∈ Segm,n,

êáé¡¡
πm,n,[1], πm,n,[2]

¢
◦ σm,n

¢
(P,Q) =

¡
πm,n,[1] (σm,n (P,Q)) , πm,n,[2] (σm,n (P,Q))

¢
= (P,Q)

ãéá êÜèå (P,Q) ∈ Pmk × Pnk, ïðüôå

σm,n ◦
¡
πm,n,[1], πm,n,[2]

¢
= IdSegm,n

,
¡
πm,n,[1], πm,n,[2]

¢
◦ σm,n = IdPmk ×Pnk ,

êáé σ−1m,n = (πm,n,[1], πm,n,[2]).

ÂÞìá 2ï. Ç σm,n åßíáé óõíå·Þò. Ðñïò ôïýôï áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé áíôéóôñÝöåé êáôÜ
Zariski êëåéóôÜ óýíïëá óå êëåéóôÜ (ùò ðñïò ôçí TZar|Segm,n

). ¸óôùW Ýíá êáôÜ Zariski
êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ Segm,n. Ôüôå õðÜñ·ïõí ïìï-
ãåíÞ ðïëõþíõìá F1, . . . , Fκ ùò ðñïò ôéò ìåôáâëçôÝò T00, . . . ,Tmn ìå deg(F ) = d ,

∀ ∈ {1, . . . , κ}, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

W = V+(F1, . . . , Fκ) ∩ Segm,n.

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

σ−1m,n(W ) = Väéïì.
+ (F1 ◦ σm,n, . . . , Fκ ◦ σm,n) ⊆ Pmk × Pnk,

ìå êáèÝíá ôùí F ◦ σm,n äéïìïãåíÝò äéâáèìïý (d , d ), ∀ ∈ {1, . . . , κ} (üðùò óôçí áðü-
äåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 3.9.6).

ÂÞìá 3ï. Ç σ−1m,n = (πm,n,[1], πm,n,[2]) åßíáé óõíå·Þò, äéüôé êáèåìéÜ ôùí áðåéêïíßóåùí
πm,n,[1], πm,n,[2] åßíáé óõíå·Þò.

ÂÞìá 4ï. ÅÜí ç f : Segm,n −→ k åßíáé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý Segm,n, ôüôå

f = (f ◦ σm,n) ◦ σ−1m,n,

ïðüôå ç f◦σm,n : Pmk ×Pnk −→ k åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïýPmk ×Pnk (âë. 3.9.4 (b),
(c)). ¢ñá ç σm,n åßíáé ìïñöéóìüò. Åðßóçò, ç σ−1m,n = (πm,n,[1], πm,n,[2]) åßíáé ìïñöéóìüò,
äéüôé êáèåìéÜ ôùí áðåéêïíßóåùí πm,n,[1], πm,n,[2] åßíáé (üðùò ðñïåßðáìå) ìïñöéóìüò (âë.
êáé ôï (b) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-66). ¤
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3.9.9 Ðüñéóìá. Ç åéêüíá Segm,n ⊆ Plk ôÞò σm,n áðïôåëåß ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ ôï éäåþäåò Iäéïì.+ (Pmk × Pnk) = {0} ôïý Pmk × Pnk = Väéïì.
+ (0k) åß-

íáé ðñþôï, ôï Pmk × Pnk, óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç Á-3-57, åßíáé áíÜãùãï (ùò ðñïò ôçí
TZar(Pmk × Pnk)). Ëüãù ôÞò óõíå·åßáò ôÞò σm,n ôï ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï Segm,n

åßíáé ùóáýôùò áíÜãùãï (âë. ðüñéóìá 1.6.6). ¤

3.9.10 Ïñéóìüò. ÇðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá Segm,n êáëåßôáé ðïéêéëüôçôá ôïý Segre (ôïý
ôýðïõ (m,n)). Åðßóçò, ëüãù ôùí áíùôÝñù, ç áðåéêüíéóç σm,n : Pmk ×Pnk → Plk ôïý Segre
(ìå åéêüíá ôçò ôçí Segm,n) ç ïñéóèåßóá óôï 3.9.1, êáëåßôáé -éäéáéôÝñùò- åìöýôåõóç ôïý
Segre.

3.9.11 Ðñüôáóç. (Åóþôåñïò ãåùìåôñéêüò ·áñáêôçñéóìüò ôÞò Segm,n) Ç ðïéêéëüôçôá
Segm,n ôïý Segre ðåñéÝ·åé ìéá ïéêïãÝíåéá (MP )P∈Pmk n-äéÜóôáôùí ãñáììéêþí õðïðïéêé-
ëïôÞôùí ôïý Plk, êáèþò êáé ìéá ïéêïãÝíåéá (M0

Q)Q∈Pnk m-äéÜóôáôùí ãñáììéêþí õðïðïéêé-
ëïôÞôùí ôïý Plk, ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò :
(a)MP1 ∩MP2 = ∅, üôáí P1 6= P2.

(b)M0
Q1
∩M0

Q2
= ∅, üôáí Q1 6= Q2.

(c)MP ∩M0
Q = {Ýíá óçìåßï},∀(P,Q) ∈ Pmk × Pnk.

(d) Ç Segm,n ãñÜöåôáé ùò áðïóõíäåôÞ Ýíùóç ôùí ìåëþí êáèåìéÜò ôùí åí ëüãù ïéêïãå-
íåéþí :

Segm,n =
`

P∈Pmk
MP =

`
Q∈Pnk

M0
Q.

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå P ∈ Pmk êáé êÜèå Q ∈ Pnk èåùñïýìå ôïõò ðåñéïñéóìïýò

σQm,n,[1] := σm,n|Pmk ×{Q} : P
m
k × {Q} −→ Segm,n,

σPm,n,[2] := σm,n|{P}×Pnk : {P} × P
n
k −→ Segm,n,

ôÞò σm,n êáé èÝôïõìå

MP := Im(σ
P
m,n,[2]), M

0
Q := Im(σ

Q
m,n,[1]), ∀(P,Q) ∈ P

m
k × Pnk.

ÅðåéäÞ (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.9.8) ç σm,n åßíáé éóïìïñöéóìüò, Ý·ïõìå

Pnk
∼=−→

σm,n

MP ⊆ Plk, Pmk
∼=−→

σm,n

M0
Q ⊆ Plk, ∀(P,Q) ∈ Pmk × Pnk,

êáé ïé éäéüôçôåò (a) êáé (b) åßíáé ðñïöáíåßò. ÅðéðñïóèÝôùò, êÜèå MP åßíáé ãñáììéêÞ
õðïéêéëüôçôá ôïý Plk (âë. Üóêçóç Á-3-24), äéüôé åÜí P = [a0 : .. : am] , ôüôå

MP = V+

µ½
aiTis − ajTir, ajTjr − aiTjs

¯̄̄̄
i, j ∈ {0, ..,m}, i < j,

r, s ∈ {0, .., n}, r < s

¾¶
.
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(Êáô' áíáëïãßáí, êÜèåM0
Q åßíáé ùóáýôùò ãñáììéêÞ õðïéêéëüôçôá ôïý Plk.) Ç éó·ýò ôÞò

éäéüôçôáò (c) Ýðåôáé áðü ôï üôé (åê êáôáóêåõÞò)

MP ∩M0
Q = {σm,n(P,Q)} , ∀(P,Q) ∈ Pmk × Pnk.

ÅîÜëëïõ,

Im(σm,n) =
`

P∈Pmk
Im(σPm,n,[2]) =

`
Q∈Pnk

Im(σQm,n,[1]),

ïðüôå ç ðïéêéëüôçôá Segm,n ôïý Segre Ý·åé êáé ç éäéüôçôá (d). ¤

3.9.12 Óçìåßùóç. Ïé ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò ïé äïìïýìåíåò üðùò ç Segm,n êáëïýíôáé
ãñáììùôÝò (Þ ñéãùôÝò Þ ·áñáêùôÝò) ðïéêéëüôçôåò (ruled varieties). Ðñüêåéôáé ãéá åêåß-
íåò ôéò ðïéêéëüôçôåò ðïõ ìðïñïýí íá ðáñáóôáèïýí ùò ïñìáèïß ãñáììéêþí õðïðïéêéëï-
ôÞôùí ôïõò, õðü ôïí üñï üôé áõôÝò ïé ãñáììéêÝò õðïðïéêéëüôçôåò åßíáé ôïðïèåôçìÝíåò
åíôüò ôïõò óå ó·çìáôéóìïýò ðïõ èõìßæïõí ãñáììÝò ôñáâçãìÝíåò ìå ·Üñáêá (êáíüíá) Þ
ñßãåò êáé -ôáõôï·ñüíùò- ðáñáìåôñïýíôáé ìÝóù Üëëùí ãñáììéêþí õðïðïéêéëïôÞôùí.

3.9.13 ÐáñÜäåéãìá. Ç Seg1,1 = V+ (T00T11 − T01T10) ⊂ P3k åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ ôå-
ôñáãùíéêÞ õðåñåðéöÜíåéá (êùíéêÞ ôïìÞ âáèìßäáò 4, üôáí ·áñ(k) 6= 2) ðïõ ðåñéÝ·åé äõï
ïéêïãÝíåéåò åõèåéþí (Lt)t∈P1k , (L

0
t)t∈P1k åíôüò ôïý P

3
k (ðáñáìåôñïýìåíåò ìÝóù åíüò t ∈ P1k,

âë. ó·Þìá 17) ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

Lt1 6= Lt2 =⇒ Lt1 ∩ Lt2 = ∅,
L0t1 6= L0t2 =⇒ L0t1 ∩ L0t2 = ∅,
Lt ∩ L0t0 = {σ1,1(t, t0)} ,∀t, t0 ∈ P1k,

êáé Seg1,1 =
`
t∈P1k

Lt =
`
t∈P1k

L0t. (ÊáôÜ óõíÝðåéáí, äõï ôõ·ïýóåò ìç ôáõôéæüìåíåò åõèåßåò

åíôüò ôïý P3k ðïõ áðïôåëïýí ìÝëç ôÞò ìßáò åê ôùí äýï ïéêïãåíåéþí åßíáé ðáñÜëëçëåò
ìåôáîý ôïõò, Þôïé äåí ôÝìíïíôáé. Ðñâë. ìå ôï (c) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-25.)

Ó·Þìá 17
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ÓçìåéùôÝïí üôé åíßïôå, ëüãù ôÞò áíùôÝñù äïìÞóåùò ôÞò Seg1,1, ëÝìå üôé áõôÞ åßíáé åõ-
èåéïãåíÞò êùíéêÞ ôïìÞ. Ôï ó·Þìá 18 õðïäçëïß áêñéâÝóôåñá (ìÝóù óõìâïëéêÞò åéêïíï-
ãñáöÞóåùò ãéá k = R) ôïí ôñüðï ìå ôïí ïðïßï ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï P1k × P1k åìöõ-
ôåýåôáé ìÝóù ôÞò σ1,1 åíôüò ôïý P3k.

Ó·Þìá 18

3.9.14 Èåþñçìá. ÅÜíX ⊆ Pmk êáé Y ⊆ Pnk, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(a) σm,n(X × Y ) = π−1m,n,[1](X) ∩ π

−1
m,n,[2](Y ).

(b) ÅÜí ôïX åßíáé êëåéóôü óýíïëï ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk ) êáé ôï Y åßíáé êëåéóôü óýíïëï ùò
ðñïò ôçí TZar(Pnk), ôüôå ç åéêüíá σm,n(X×Y ) ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõX×Y ìÝóù ôÞò
σm,n åßíáé êëåéóôü óýíïëï ùò ðñïò ôçí TZar(Plk) ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôçí ðïéêéëüôçôá Segm,n

ôïý Segre.

(c) ÅÜí ôï X åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý óýíïëïõ ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk )
êáé ôï Y åßíáé Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý óýíïëïõ ùò ðñïò ôçí TZar(Pnk), ôüôå
ç åéêüíá σm,n(X×Y ) ôïý êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõX×Y ìÝóù ôÞò σm,n åßíáé Ýíá áíïéêôü
õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý óõíüëïõ ùò ðñïò ôçí TZar(Plk) ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôçí ðïéêéëüôçôá
Segm,n ôïý Segre.

(d) ¸óôù X Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý óýíïëïõ ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk ) êáé
Ýóôù Y Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý óýíïëïõ ùò ðñïò ôçí TZar(Pnk). ÅÜí ôáX,Y

åßíáé áíÜãùãá, ôüôå êáé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíü ôïõò X × Y åßíáé áíÜãùãï ùò ðñïò ôçí
TZar|X×Y (Pmk × Pnk) (êáé ç åéêüíá σm,n(X × Y ) ôïý X × Y ìÝóù ôÞò σm,n áíÜãùãç ùò
ðñïò ôçí TZar|Segm,n

).

Áðïäåéîç. Ôï (a) Ýðåôáé áðü ôï üôé σ−1m,n = (πm,n,[1], πm,n,[2]). Ôá (b) êáé (c) Ýðïíôáé
áðü ôï (a) ëüãù ôïý üôé ïé πm,n,[1] êáé πm,n,[2] åßíáé óõíå·åßò.

(d) Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï X × Y ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç

X × Y = Z1 ∪ Z2
äõï êëåéóôþí óõíüëùíZ1, Z2 ùò ðñïò ôçí TZar|X×Y (Pmk ×Pnk).ÔïX×Y åßíáé éóüìïñöï
(ìÝóù ôÞò σm,n) ìå ôï

σm,n(X × Y ) = σm,n(Z1) ∪ σm,n(Z2).
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Åðßóçò, ãéá êÜèåQ ∈ Y ôïX åßíáé éóüìïñöï (ìÝóù ôÞò ι1 : X −→ X×{Q}, P 7→ (P,Q))
ìå ôï X × {Q} = ((X × {Q}) ∩ Z1) ∪ ((X × {Q}) ∩ Z2) , êáèþò êáé ìå ôï

σm,n(X × {Q}) = σQm,n,[1](X × {Q})
= (σm,n (X × {Q}) ∩ σm,n(Z1)) ∪ (σm,n (X × {Q}) ∩ σm,n(Z2)) .

¢ñá ôï σm,n(X × {Q}) åßíáé áíÜãùãï (êáé ôá σm,n(Z1), σm,n(Z2) êëåéóôÜ) ùò ðñïò
TZar|Segm,n

, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé éó·ýåé åßôå σm,n(X × {Q}) ⊆ σm,n(Z1) åßôå
σm,n(X × {Q}) ⊆ σm,n(Z2). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá êÜèå P ∈ X ôï Y åßíáé éóüìïñöï
ìÝóù ôÞò

ι2 : Y −→ {P} × Y, Q 7→ (P,Q),

ìå ôï {P} × Y, êáèþò êáé ìå ôï σm,n({P} × Y ) = σPm,n,[2]({P} × Y ). Ãéá i = 1, 2 êáé
P ∈ X ôï

³
σPm,n,[1] ◦ ι2

´−1
(σm,n(Zi)) = {Q ∈ Y |σm,n(P,Q) ⊆ σm,n(Zi)}

åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí TZar|Y (Pnk). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé ôá

Yi :=
\
P∈X

³
σPm,n,[1] ◦ ι2

´−1
(σm,n(Zi)) = {Q ∈ Y |σm,n(X × {Q}) ⊆ σm,n(Zi)} ,

i = 1, 2, åßíáé êëåéóôÜ ùò ðñïò ôçí TZar|Y (Pnk) (ùò ôïìÞ êëåéóôþí). ÅðåéäÞ Y = Y1 ∪ Y2
êáé ôï Y õðåôÝèç áíÜãùãï, Ý·ïõìå åßôå Y = Y1 åßôå Y = Y2 (âë. ðñüôáóç 1.6.2). Åî
áõôïý Ýðåôáé üôé åßôå σm,n(X × Y ) = σm,n(Z1) åßôå σm,n(X × Y ) = σm,n(Z2) êáé, ùò åê
ôïýôïõ, ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 3.9.8, üôé åßôåX×Y = Z1 åßôåX×Y = Z2.¢ñá ôïX×Y

åßíáé üíôùò áíÜãùãï. ¤

3.9.15 Ïñéóìüò. ÅÜí ôá X,Y åßíáé äõï ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëá ðñï-
âïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí, ôüôå Ýíá êáôçãïñéêü ãéíüìåíï ôùí X êáé Y åßíáé ìéá
ôñéÜäá (W,pX , pY ) áðïôåëïýìåíç áðü Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï
W åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý óõíüëïõ êáé äõï ìïñöéóìïýò pX : W −→ X êáé
pY : W −→ Y (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.4.12), ïé ïðïßïé êáëïýíôáé ðñïâïëÝò åðß
ôùíX êáé Y, áíôéóôïß·ùò, ïýôùò þóôå íá éêáíïðïéåßôáé ç áêüëïõèç êáèïëéêÞ óõíèÞêç :

ÅÜí ôï Z åßíáé Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý áëãåâñéêïý
óõíüëïõ êáé ïé ϕ1 : Z −→ X, ϕ2 : Z −→ Y äõï ìïñöéóìïß, ôüôå õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò
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ïñéóìÝíïò ìïñöéóìüò h : Z −→W ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá
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h
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44
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pY
wwppppppppppppp

X Y

ìåôáèåôéêü. (Óýìöùíá ìå ôçí åðüìåíç ðñüôáóç, åÜí Ýíá êáôçãïñéêü ãéíüìåíï ôùíX,Y

õðÜñ·åé, ôüôå åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý.)

3.9.16 Ðñüôáóç. (Ìïíáäéêüôçôá êáôçãïñéêïý ãéíïìÝíïõ) ÅÜí ôá X,Y åßíáé äõï ìç
êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëá ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí êáé (W,pX , pY ),

(W 0, p0X , p
0
Y ) äõï êáôçãïñéêÜ ãéíüìåíá ôùí X êáé Y, ôüôå õößóôáôáé ìïíïóçìÜíôùò ïñé-

óìÝíïò éóïìïñöéóìüò h :W −→W 0 ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

W

pX

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}

h∼=

²²

pY

ÃÃA
AA

AA
AA

AA
AA

AA
AA

A

X © Yª

W 0

p0X

``AAAAAAAAAAAAAAAA

p0Y

>>}}}}}}}}}}}}}}}}

ìåôáèåôéêü.

Áðïäåéîç. ÅðåéäÞ áìöüôåñá ôá (W,pX , pY ) êáé (W 0, p0X , p
0
Y ) éêáíïðïéïýí ôçí êáèï-

ëéêÞ óõíèÞêç ôïý 3.9.15, åöáñìüæïíôáò áõôÞ ôç óõíèÞêç ãéáZ =W 0, ϕ1 = p0X , ϕ2 = p0Y
êáé Z = W, ϕ1 = pX , ϕ2 = pY , áíôéóôïß·ùò, êáôáóêåõÜæïõìå ôïí ìïíïóçìÜíôùò ïñé-
óìÝíï ìïñöéóìü h0 : W 0 −→ W ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé pX ◦ h0 = p0X êáé pY ◦ h0 = p0Y ,

êáèþò êáé ôïí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìïñöéóìü h : W −→ W 0 ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé
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p0X ◦ h = pX êáé p0Y ◦ h = pY .

W

pX

~~}}
}}

}}
}}

}}
}}

}}
}}
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Ëüãù áõôÞò ôÞò ìïíáäéêüôçôáò Ý·ïõìå

pX ◦ IdW = pX = p0X ◦ h = pX ◦ h0 ◦ h
pY ◦ IdW = pY = p0Y ◦ h = pY ◦ h0 ◦ h

)
⇒ h0 ◦ h = IdW

êáé

p0X ◦ IdW 0 = p0X = pX ◦ h0 = p0X ◦ h ◦ h0

p0Y ◦ IdW 0 = p0Y = pY ◦ h0 = p0Y ◦ h ◦ h0

)
⇒ h ◦ h0 = IdW 0 ,

ïðüôå áìöüôåñïé ïé h, h0 åßíáé éóïìïñöéóìïß (êáé ï Ýíáò áíôßóôñïöïò ôïý Üëëïõ). ¤

3.9.17 Ðñüôáóç. (¾ðáñîç êáôçãïñéêïý ãéíïìÝíïõ) ÅÜí ôá X,Y åßíáé äõï ìç êåíÜ,
êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëá ðñïâïëéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí, ôüôå ç ôñéÜäá

(σm,n(X × Y ), pX , pY ),

üðïõ ⎧⎨⎩ pX : σm,n(X × Y ) −→ X, pX := prX ◦ σ−1m,n

¯̄
σm,n(X×Y )

pY : σm,n(X × Y ) −→ Y, pY := prY ◦ σ−1m,n

¯̄
σm,n(X×Y )

⎫⎬⎭
êáé prX : X × Y −→ X, prY : X × Y −→ Y ïé óõíÞèåéò (óõíïëïèåùñçôéêÝò) ðñïâïëÝò,
óõíéóôÜ Ýíá êáôçãïñéêü ãéíüìåíï ôùíX êáé Y.

Áðïäåéîç. ÅÜí ôï Z åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý áë-
ãåâñéêïý óõíüëïõ êáé ïé ϕ1 : Z −→ X, ϕ2 : Z −→ Y äõï ìïñöéóìïß, ôüôå (êáôÜ ôï
èåþñçìá 3.9.8 êáé ôçí Üóêçóç Á-3-66 (b)) ç áðåéêüíéóç

h : Z −→ σm,n(X × Y ), P 7−→ h(P ) := σm,n (ϕ1(P ), ϕ2(P )) ,
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åßíáé ìïñöéóìüò ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

Z

© ª

h
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X σm,n(X × Y )
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pXoo pY // Y
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ffMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMMM

prY

88qqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqqq

ìåôáèåôéêü, äéüôé

(pX ◦ h) (P ) = (prX ◦ σ−1m,n

¯̄
σm,n(X×Y )

)(σm,n (ϕ1(P ), ϕ2(P )))

= prX (ϕ1(P ), ϕ2(P )) = ϕ1(P ), ∀P ∈ Z,

ïðüôå pX ◦ h = ϕ1 êáé (ðáñïìïßùò) pY ◦ h = ϕ2.ÌÜëéóôá, ï h åßíáé ï ìïíáäéêüò ìïñöé-
óìüò ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá, äéüôé ãéá ïéïíäÞðïôå ìïñöéóìü h0 : Z −→ σm,n(X × Y ) ìå
pX ◦ h0 = ϕ1 êáé pY ◦ h0 = ϕ2 Ý·ïõìå

pX ◦ h0 = ϕ1 = pX ◦ h
pY ◦ h0 = ϕ2 = pY ◦ h

)
⇒ h(P ) = σm,n ((pX ◦ h0)(P ), (pY ◦ h0)(P ))

⇒ σ−1m,n

¯̄
σm,n(X×Y )

(h(P )) =
¡
prX(σ−1m,n(h

0(P ))),prY (σ−1m,n(h
0(P )))

¢
= σ−1m,n

¯̄
σm,n(X×Y )

(h0(P ))⇒ h(P ) = h0(P ), ∀P ∈ Z,

Þôïé h = h0.¢ñá ç ôñéÜäá (σm,n(X×Y ), pX , pY ) óõíéóôÜ Ýíá êáôçãïñéêü ãéíüìåíï ôùí
X êáé Y. ¤

3.9.18 Óçìåßùóç. Óõãêåöáëáéþíïíôáò, õðïãñáììßæïõìå üôé, âÜóåé ôùí üóùí ðñïáíá-
öÝñèçóáí, ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï X × Y ïéùíäÞðïôå k-ðïéêéëïôÞôùí X,Y åßíáé ìéá
k-ðïéêéëïôÞôá åöïäéáóìÝíç ìå ôç öõóéêÞ ôïðïëïãßá Zariski ôçí áðïêôþìåíç ìÝóù ôïý
éóïìïñöéóìïý σm,n. Ôá êëåéóôÜ ôçò õðïóýíïëá ìðïñïýí íá ìåëåôçèïýí åßôå ìÝóù äéï-
ìïãåíþí ðïëõùíýìùí åßôå ìÝóù ôÞò «õëïðïéÞóåþò» ôçò σm,n(X × Y ) åíôüò ôïý Plk.
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3.9.19 Ïñéóìüò. ¸óôùX ìéá k-ðïéêéëïôÞôá. Ùò äéáãþíéïò ôÞò X ïñßæåôáé ôï óýíïëï

∆X := { (P,P ) | P ∈ X} ⊆ X ×X.

3.9.20 ËÞììá. Ç äéáãþíéïò ∆Pmk ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ P
m
k åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü

õðïóýíïëï ôïý Pmk × Pmk êáé ï ìïñöéóìüò

dPmk : P
m
k −→ ∆Pmk , P 7−→ (P, P ) ,

éóïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. Ç äéáãþíéïò∆Pmk åßíáé ðñïöáíþò êáôÜZariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý êáñ-
ôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk × Pmk , äéüôé

∆Pmk =

½
([a0 : .. : am] , [b0 : .. : bm]) ∈ Pmk × Pmk

¯̄̄̄
aibj = ajbi,

∀i, j ∈ {0, ..,m}

¾
.

ÅðéðñïóèÝôùò, ï dPmk äÝ·åôáé ôïí ìïñöéóìü

prPmk
¯̄
∆Pm

k

: ∆Pmk −→ Pmk , (P,P ) 7−→ P,

ùò áíôßóôñïöü ôïõ. ¤

3.9.21 Ðñüôáóç. Ç äéáãþíéïò∆X ïéáóäÞðïôå k-ðïéêéëüôçôáòX åßíáé êáôÜ Zariski êëåé-
óôü õðïóýíïëï ôïýX ×X êáé ï ìïñöéóìüò

dX : X −→ ∆X , P 7−→ (P, P ) ,

éóïìïñöéóìüò.

Áðïäåéîç. ÇX ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëïX ⊆ V ⊆ Pmk
ìéáò ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò V åíôüò åíüò ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pmk . Óýìöùíá ìå ôï
ëÞììá 3.9.20 ç∆Pmk åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pmk ×Pmk , ïðüôå ç äéáãþ-
íéïò

∆V = (V × V ) ∩∆Pmk
áðïôåëåß Ýíá êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý V × V êáé ç äéáãþíéïò

∆X = (X ×X) ∩∆V

Ýíá êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý X ×X. ÅðéðñïóèÝôùò, ï dX äÝ·åôáé ôïí ìïñ-
öéóìü

prX |∆X : ∆X −→ X, (P, P ) 7−→ P,

ùò áíôßóôñïöü ôïõ. ¤
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3.9.22 Ïñéóìüò. ¸óôù ϕ : X −→ Y Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý k-ðïéêéëïôÞôùí. Ùò ãñÜ-
öçìá ôïý ϕ ïñßæåôáé ôï óýíïëï

Gr (ϕ) := { (P,Q) ∈ X × Y | Q = ϕ (P )} .

Ç åðüìåíç ðñüôáóç ãåíéêåýåé ôçí Üóêçóç A-2-36 ãéá ïéåóäÞðïôå k-ðïéêéëüôçôåò.

3.9.23 Ðñüôáóç. ¸óôù ϕ : X −→ Y Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý k-ðïéêéëïôÞôùí. Ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ôï Gr(ϕ) åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýX × Y.

(b) Gr(ϕ) ∼= X.

Áðïäåéîç. (a) ÅðåéäÞ ïé ϕ êáé IdY åßíáé ìïñöéóìïß, åßíáé ìïñöéóìüò êáé ôï ãéíüìåíü
ôïõò

ϕ× IdY : X × Y −→ Y × Y.

Ùò ìïñöéóìüò ç ϕ× IdY åßíáé êáôÜ Zariski óõíå·Þò, ïðüôå áíôéóôñÝöåé êëåéóôÜ õðïóý-
íïëá ôïý Y × Y óå êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïýX × Y. ¢ñá ôï ãñÜöçìá

Gr (ϕ) = (ϕ× IdY )
−1
(∆Y )

ôïý ϕ åßíáé Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôÞòX×Y (äéüôé ç∆Y åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý
Y × Y åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 3.9.21).

(b) Ï ìïñöéóìüò

prX |Gr(ϕ) : Gr (ϕ) −→ X, (P,Q) 7−→ P,

äÝ·åôáé ôïí ìïñöéóìü

X −→ Gr (ϕ) , P 7−→ (P,ϕ (P )),

ùò áíôßóôñïöü ôïõ. ¤

3.9.24 Ïñéóìüò. Ìéá k-ðïéêéëüôçôá X êáëåßôáé ðëÞñçò ðïéêéëüôçôá üôáí ãéá ïéáäÞ-
ðïôå k-ðïéêéëüôçôá Y ç ðñïâïëÞ prY : X × Y −→ Y ôïýX × Y åðß ôÞò Y åßíáé êëåéóôÞ
áðåéêüíéóç33 (äçëáäÞ áðåéêïíßæåé êáôÜ Zariski êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïý X × Y óå êáôÜ
Zariski êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïý Y ).

3.9.25 ÐáñÜäåéãìá. Ç óõó·åôéêÞ åõèåßá A1k äåí åßíáé ðëÞñçò, äéüôé ç ðñïâïëÞ

prA1k : A
1
k ×A1k −→ A1k

áðåéêïíßæåé ôïV(XY − 1) óôï ìç êëåéóôü õðïóýíïëï A1kr{0k} ôïý A1k.
33ÅÜí k = C êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôéò C-ðïéêéëüôçôåò åöïäéáóìÝíåò ìå ôç óõíÞèç (éó·õñÞ) ôïðïëïãßá, ôüôå ìéá ôÝôïéá ðïéêé-
ëüôçôá åßíáé ðëÞñçò åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé óõìðáãÞò !
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3.9.26 Ðñüôáóç. ÊáôÜ Zariski êëåéóôÜ õðïóýíïëá ðëÞñùí k-ðïéêéëïôÞôùí åßíáé ðëÞñç.

Áðïäåéîç. ¸óôùX Ýíá êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ìéáò ðëÞñïõò k-ðïéêéëüôçôáò
V êáé Ýóôù Y ôõ·ïýóá k-ðïéêéëüôçôá. Ôüôå ôïX×Y åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóý-
íïëï ôïý V × Y êáé ç ðñïâïëÞ prY : X × Y −→ Y áðïôåëåß ðåñéïñéóìü ôÞò ðñïâïëÞò
prY : V × Y −→ Y (ðïõ åßíáé åî õðïèÝóåùò êëåéóôÞ) óôï X × Y. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, êáé
ôï X åßíáé ìéá ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá. ¤

3.9.27 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé V,W åßíáé äõï ðëÞñåéò k-ðïéêéëüôçôåò, ôüôå êáé ôï êáñôåóéáíü
ãéíüìåíü ôïõò V ×W åßíáé ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá.

Áðïäåéîç. ¸óôù Y ôõ·ïýóá k-ðïéêéëüôçôá. Ôüôå ç ðñïâïëÞ prY : (V ×W )×Y −→ Y

áðïôåëåß ôç óýíèåóç ôùí ðñïâïëþí

prW×Y : V × (W × Y ) −→W × Y, prY :W × Y −→ Y

(ðïõ åßíáé åî õðïèÝóåùò êëåéóôÝò áðåéêïíßóåéò). ¢ñá ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï V ×W

åßíáé ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá. ¤

3.9.28 ËÞììá. ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå ç ðñïâïëÞ

prPnk : P
m
k × Pnk −→ Pnk

åßíáé êëåéóôÞ áðåéêüíéóç.

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé X0, . . . ,Xm åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ôïý
Pmk êáé ïé Y0, . . . ,Yn ïé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk. ¸óôù V Ýíá êáôÜ Zariski
êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pmk × Pnk. Ôüôå, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 3.9.6 êáé ôçí Üóêçóç
A-3-54 (d), V = Väéïì.

+ (F1, . . . , Fκ), üðïõ κ ∈ N êáé F1, . . . , Fκ äéïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
áíÞêïíôá óôïí k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn]. Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ç åéêüíá prPnk (V ) ôïý

V ìÝóù ôÞò ðñïâïëÞò prPnk åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôÞ åíôüò ôïý Pnk. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãå-
íéêüôçôáò (åíäå·ïìÝíùò êáôüðéí ðïëëáðëáóéáóìïý ôùí F1, . . . , Fκ ìå êáôÜëëçëá, åðé-
ðñüóèåôá ìïíþíõìá) ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé üëá ôá F1, . . . , Fκ åßíáé ôïý éäßïõ
äéâáèìïý (d, d0).

Ãéá êÜèå [b0 : .. : bn] ∈ Pnk êáé êÜèå áêÝñáéï áñéèìü ν ≥ 1 èåùñïýìå ôïí ïìïìïñöéóìü
k-äéáíõóìáôéêþí ·þñùí34

Φν(b0, . . . , bn) : k[X0, . . . ,Xm]ν−d × · · · × k[X0, . . . ,Xm]ν−d −→ k[X0, . . . ,Xm]ν

(G1 (X0, . . . ,Xm) , . . . , Gκ (X0, . . . ,Xm)) 7−→
κX

j=1

Gj (X0, . . . ,Xm)Fj(X0, . . . ,Xm, b0, . . . , bn)

34Êáô' ïõóßáí èá ·ñåéáóèïýìå ìüíïí ôïõò áêåñáßïõò ν ðïõ åßíáé≥ d.Ôõðéêþò, ãéáν<d, ïk[X0, . . . ,Xm]ν−d èáìðïñïýóå
íá åêëçöèåß ùò ï ôåôñéììÝíïò k-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò.
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êáé èÝôïõìå

γν := dimk(k[X0, . . . ,Xm]ν−d × · · · × k[X0, . . . ,Xm]ν−d) = κ ·
µ
ν − d+m

m

¶
êáé

δν := dimk(k[X0, . . . ,Xm]ν) =

µ
ν +m

m

¶
.

Ùò ðñïò äýï ðáãéùìÝíåò âÜóåéò ôùí áíùôÝñù k-äéáíõóìáôéêþí ·þñùí ï ïìïìïñöéóìüò

Φν(b0, . . . , bn) : k
γν −→ kδν , (λ1, . . . , λγν ) 7−→ A(λ1, . . . , λγν )

|

ïñßæåôáé ìÝóù åíüò ðßíáêá A ∈ Matδν×γν (k), ïé åããñáöÝò ôïý ïðïßïõ äåí åßíáé ôß-
ðïôá Üëëï ðáñÜ áðïôéìÞóåéò êáôÜëëçëùí ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí ôïý k[Y0, . . . ,Yn]d0
óôï [b0 : .. : bn] . ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

[b0 : .. : bn] /∈ prPn
k
(V )⇔

(
[X0 : .. : Xm] ∈ Pmk

¯̄̄̄
¯ Fj(X0, ..,Xm, b0, .., bn) = 0k,

∀j ∈ {1, . . . , κ}

)
= ∅

⇔ ∃ν ∈ N : hX0, ..,Xmiν ⊆ h{Fj(X0, ..,Xm, b0, .., bn) |j ∈ {1, .., κ}}i (âë. 3.3.19 (c))

⇔ ∃ν ∈ N : k[X0, . . . ,Xm]ν ⊆ h{Fj(X0, ..,Xm, b0, .., bn) |j ∈ {1, .., κ}}i
⇔ ∃ν ∈ N : ï Φν(b0, . . . , bn) åßíáé åðéìïñöéóìüò (åê êáôáóêåõÞò)

⇔ ∃ν ∈ N : rank(A) = δν (áðü Ãñ. ¢ëãåâñá)

êáé, ùò åê ôïýôïõ, [b0 : .. : bn] ∈ prPnk (V )⇔ ïé ïñßæïõóåò ôùí (δν × δν)-õðïðéíÜêùí ôïý
A åßíáé = 0k ãéá êÜèå ν ∈ N. Åî áõôïý óõíÜãïõìå üôé

prPnk (V ) =
\
ν∈N

⎧⎨⎩[b0 : .. : bn] ∈ Pnk
¯̄̄̄
¯̄ ïé ïñßæïõóåò ôùí
(δν × δν) -õðïðéíÜêùí

ôïý A åßíáé = 0k

⎫⎬⎭ ,

ïðüôå ôï prPnk (V ) ôïý V åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü (ùò ôïìÞ êëåéóôþí). ¤

3.9.29 ËÞììá. ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå ï ðñïâïëéêüò ·þñïò Pmk
åßíáé ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá.

Áðïäåéîç. ¸óôù Y ôõ·ïýóá k-ðïéêéëüôçôá. Ç Y ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò êáôÜ Zariski
áíïéêôü õðïóýíïëï ìéáò ðñïâïëéêÞò ðïéêéëüôçôáò åíôüò åíüò ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pnk.
ÅÜí ôï V åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí TZar|Pmk ×Y (P

m
k × Pnk), ôüôå õðÜñ·åé Ýíá êëåéóôü

õðïóýíïëï V 0 ôïý Pmk × Pnk (ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk × Pnk)), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

V = (Pmk × Y ) ∩ V 0 ⇒ prY (V ) = Y ∩ prPnk (V
0).

ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.9.28 ôï prPnk (V
0) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk (ùò ðñïò ôçí

TZar(Pnk)). ¢ñá ôï prY (V ) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôÞò Y (ùò ðñïò ôç ó·åôéêÞ ôïðï-
ëïãßá TZar|Y (Pnk)). ¤
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3.9.30 Èåþñçìá. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå êÜèå
ðñïâïëéêÞ k-ðïéêéëüôçôá åßíáé ðëÞñçò.

Áðïäåéîç. ¸óôùX ìéá ðñïâïëéêÞ k-ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù Y ôõ·ïýóá k-ðïéêéëüôçôá.
Èá äåßîïõìå üôé ç ðñïâïëÞ prY : X × Y −→ Y åðß ôÞò Y åßíáé êëåéóôÞ áðåéêüíéóç.
ÇX åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pmk . ÅÜí ôï V åßíáé
êëåéóôü ùò ðñïò ôçí TZar|X×Y (Pmk ×Y ), ôüôå åßíáé êëåéóôü êáé ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk ×Y ),
ïðüôå (âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 3.9.29) ôï prY (V ) ⊆ Y åßíáé êëåéóôü ùò ðñïò ôçí TZar(Y ). ¤

3.9.31 Ðüñéóìá. Ç åéêüíá ïéïõäÞðïôå ìïñöéóìïý k-ðïéêéëïôÞôùí ϕ : X −→ Y, üðïõ
X ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé k áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, åßíáé êëåéóôÞ (ùò ðñïò ôçí
ôïðïëïãßá Zariski) êáé ðëÞñçò.

Áðïäåéîç. Èåùñïýìå ôçí ðñïâïëÞ prY : X × Y −→ Y åðß ôÞò Y. ÅðåéäÞ ôï ãñÜöçìá
Gr(ϕ) ôïý ϕ åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýX×Y êáé éóüìïñöï ôÞò ðëÞñïõò
k-ðïéêéëüôçôáòX (âë. 3.9.23 êáé 3.9.30), ç åéêüíá

Im(ϕ) = ϕ(X) = prY (Gr (ϕ)) ⊆ Y

ôïý ϕ åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Y. Ãéá ôïí Ýëåã·ï ôÞò ðëçñüôçôÜò ôçò
èåùñïýìå ôõ·ïýóá k-ðïéêéëüôçôá W êáé ôõ·üí êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï Z ôïý
ϕ(X) × W. (Ôï Z åßíáé ðñïöáíþò êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï êáé ôïý Y × W.)
Áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï Z0 := prW (Z) åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý W.

Ðñïò ôïýôï ïñßæïõìå ùò pr13 êáé pr23 ôéò ðñïâïëÝò ôïý X × Y ×W åðß ôùí X ×W êáé
Y ×W, áíôéóôïß·ùò. Ï ðåñéïñéóìüò pr13|Gr(ϕ)×W ôÞò pr13 åßíáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý
ôùí Gr(ϕ)×W êáé X ×W. Ôï

Z00 := pr−123 (Z) ∩ (Gr (ϕ)×W )

åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Gr(ϕ)×W êáé ôï pr23 (Z00) êáôÜ Zariski êëåé-
óôü õðïóýíïëï ôïýX×W.ÅðåéäÞ çX åßíáé ðëÞñçò, ôï Z0 =prW (pr23 (Z00)) åßíáé üíôùò
êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýW. ¤

3.9.32 Óçìåßùóç. Ôï ðüñéóìá 3.9.31 äåí éó·ýåé åí ãÝíåé üôáí ôïX äåí åßíáé ðñïâïëéêü.
Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï ìïñöéóìüò

ϕ : A2k −→ A2k, ϕ(a, b) := (a, ab), ∀(a, b) ∈ A2k,

Ý·åé ôï óýíïëï ϕ(A2k) =
©
(a, b) ∈ A2k

¯̄
a 6= 0k

ª
∪ {(0k, 0k)} ùò åéêüíá ôïõ, ôï ïðïßï äåí

åßíáé ïýôå áëãåâñéêü ïýôå êáí ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá.

3.9.33 Ðüñéóìá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé üôé çX
åßíáé ìéá ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá. Ôüôå êÜèå êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç f : X −→ k ïñéóìÝíç
åðß ïëïêëÞñïõ ôÞòX ïöåßëåé íá åßíáé óôáèåñÞ óõíÜñôçóç.
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Áðïäåéîç. ÊÜèå êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç f ïñéóìÝíç åðß ïëïêëÞñïõ ôÞòX åêëáìâÜíåôáé
ùò ìïñöéóìüò f : X −→ A1k. Óýìöùíá ìå ôá ðïñßóìáôá 1.6.6 êáé 3.9.31 ç åéêüíá ôçò
f(X) åßíáé Ýíá áíÜãùãï êáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý A1k. ÂÜóåé ôïý 3.9.25
ç óõó·åôéêÞ åõèåßá A1k äåí åßíáé ðëÞñçò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 3.9.31
Ý·ïõìå f(X) $ A1k. Áõôü, óõíäõáæüìåíï ìå ôçí Üóêçóç Á-1-8, óçìáßíåé üôé ôï f(X)

åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóýíïëï. ¤

3.9.34 Óçìåßùóç. Ðñïöáíþò, ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 3.9.30 êáé ôïý ðïñßóìáôïò 3.9.33
ðñïêýðôåé ìéá äåýôåñç, êáôÜ ôé åõêïëüôåñç áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò 3.7.16.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá äåß·íåé üôé éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï ôïý 3.9.30.

3.9.35 Èåþñçìá. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, ôüôå êÜèå
ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá åßíáé ðñïâïëéêÞ.

Áðïäåéîç. ¸óôù X ìéá ðëÞñçò k-ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù i : X → Pnk ç ÝíèåóÞ ôçò óå
êÜðïéïí ðñïâïëéêü ·þñï. Áðü ôçí ðñüôáóç 3.9.23 ãíùñßæïõìå üôé ôï ãñÜöçìá Gr(i)
ôÞò i åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý X × Pnk êáé éóüìïñöï ôÞòX. ÅðåéäÞ

X ∼= i(X) = prPnk (Gr (i)) ⊆ Pnk,

çX åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý Pnk, äçëáäÞ ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ¤

3.9.36 Óçìåßùóç. Óôï óçìåßï áõôü ðñïóÞêåé ç ðáñÜèåóç åíüò åðåîçãçìáôéêïý ó·ïëßïõ
ðïõ áöïñÜ óôï èåþñçìá 3.9.35. Åíôüò ôïý ðëáéóßïõ ôÞò óýã·ñïíçò ÁëãåâñéêÞò Ãåùìå-
ôñßáò åßèéóôáé íá åñãáæüìáóôå, ìåôáîý Üëëùí, êáé ìå áöçñçìÝíåò k-ðïéêéëüôçôåò (üðïõ
k áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá), Þôïé ìå äéá·ùñéóìÝíåò k-ðñïðïéêéëüôçôåò (separated
prevarieties over k) óôçí ïñïëïãßá ôþíA.Weil, D.Mumford ê.Ü. Þ -éóïäõíÜìùò- ìåáíçã-
ìÝíá áíÜãùãá äéá·ùñéóìÝíá äéáó·Þìáôá ðåðåñáóìÝíïõ ôýðïõ õðåñÜíù ôïý k (reduced
irreducible separated schemes of finite type over k) óôçí (íåüôåñç) ïñïëïãßá ôïý A.
Grothendieck (êáé ôùí ìåôáãåíÝóôåñùí áëãåâñïãåùìåôñþí). Ç êëÜóç ôùí áöçñçìÝíùí
k-ðïéêéëïôÞôùí åßíáé åõñýôåñç ôÞò êëÜóåùò ôùí (ó·åäüí ðñïâïëéêþí)k-ðïéêéëïôÞôùí35

ðïõ ·ñçóéìïðïéïýíôáé óôéò ðáñïýóåò óçìåéþóåéò. Èá ðñÝðåé íá ôïíéóèåß éäéáéôÝñùò üôé
ôï èåþñçìá 3.9.35 ðáýåé íá éó·ýåé ãéá áöçñçìÝíåò k-ðïéêéëüôçôåò, êáèüôé õðÜñ·ïõí
ðáñáäåßãìáôá ðëÞñùí áöçñçìÝíùí k-ðïéêéëïôÞôùí (äéáóôÜóåùò ≥ 2) ðïõ äåí åßíáé
ðñïâïëéêÝò ! Ïé êáôáóêåõÝò ôùí ðñþôùí ðáñáäåéãìÜôùí (äéóäéáóôÜôùí éäéáæüíôùí êáé
ôñéóäéáóôÜôùí ìç éäéáæüíôùí) ìç ðñïâïëéêþí, ðëÞñùí áöçñçìÝíùí k-ðïéêéëïôÞôùí
ïöåßëïíôáé óôïõò M. Nagata36 êáé H. Hironaka37.
35Âë. R. Hartshorne: Algebraic Geometry, GTM, Vol. 52, Springer-Verlag, 1977, óåë. 105.
36Âë. M. Nagata: On the imbeddings of abstract surfaces in projective varieties, Mem. Coll. Sci. Kyoto 30 (1957), 231-235, êáé
Existence theorems for non-projective complete algebraic varieties, Illinois Jour. Math. 2 (1958), 490-498.
37Âë. H.Hironaka: On the theory of birational blow-up (PhDThesis), HarvardUniversity, 1960. (Ðñâë. R.Hartshorne: Algebraic
Geometry, GTM, Vol. 52, Springer-Verlag, 1977, Appendix B, Ex. 3.4.1, óåë. 443-444.)
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ÁóêÞóåéò

A-3-54. ¸íá éäåþäåò I ôïý k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn] êáëåßôáé äéïìïãåíÝò éäåþäåò
üôáí ðáñÜãåôáé áðü äéïìïãåíÞ ðïëõþíõìá (ðéèáíþò äéáöïñåôéêþí äéâáèìþí) ôïý
k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn]. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ¸óôù S ⊆ k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn] Ýíá óýíïëï äéïìïãåíþí ðïëõùíýìùí êáé Ýóôù
I := hSi . ÔüôåVäéïì.

+ (S) = Väéïì.
+ (I). (Õðüäåéîç : Ðñâë. 3.3.3 (a).)

(b) ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíï, äéïìïãåíÝò éäåþäåò I ôïý k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn] ðáñÜãåôáé
áðü ðåðåñáóìÝíá (ìç ìçäåíéêÜ) äéïìïãåíÞ ðïëõþíõìá. (Õðüäåéîç : Ðñâë. 3.3.3 (b)).

(c) Ãéá ïéïäÞðïôå õðïóýíïëïX ⊆ Pmk × Pnk ôï Iäéïì.+ (X) åßíáé äéïìïãåíÝò éäåþäåò.

(d) ÊÜèå áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pmk × Pnk (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.5 (b)) åßíáé
ôÞò ìïñöÞò V = Väéïì.

+ (F1, . . . , Fκ), üðïõ κ ∈ N êáé F1, . . . , Fκ äéïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
áíÞêïíôá óôïí k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn].

Á-3-55. Íá áðïäåé·èïýí ôá áíÜëïãá ôùí ðñïôÜóåùí 3.3.4 êáé 3.3.8, êáé ôïý ðïñßóìáôïò
3.3.9 ãéá ôá áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Pmk × Pnk (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.9.5 (b)) êáé ãéá
ôá äéïìïãåíÞ éäåþäç áõôþí.

Á-3-56. Ãéá ïéïäÞðïôå õðïóýíïëïX ⊆ Pmk × Pnk íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

Väéïì.
+ (Iäéïì.+ (X)) = clTZar(Pmk ×Pnk) (X) .

(Ðñüêåéôáé ãéá ôï áíÜëïãï ôÞò ðñïôÜóåùò 3.3.10.)

Á-3-57. Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï V ⊆ Pmk × Pnk (õðü ôçí Ýííïéá ôïý
ïñéóìïý 3.9.5 (b)) åßíáé áíÜãùãï (ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk ×Pnk)) åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï (äéï-
ìïãåíÝò) éäåþäåò ôïõ Iäéïì.+ (V ) åßíáé ðñþôï. (Ðñüêåéôáé ãéá ôï áíÜëïãï ôÞò ðñïôÜóåùò
3.3.13.)

Á-3-58. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï Pmk × Pnk (åöïäéáóìÝíï ìå ôçí
TZar(Pmk × Pnk)) åßíáé Ýíáò íáéôåñéáíüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé -ùò åê ôïýôïõ- êÜèå áë-
ãåâñéêü õðïóýíïëï åíôüò áõôïý äÝ·åôáé ìéá (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç) áðïóýíèåóç óå
áíÜãùãåò óõíéóôþóåò. (Õðüäåéîç : Ðñâë. 3.3.14 êáé 3.3.15.)

Á-3-59. ¸óôù Y Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ ôïý
êáñôåóéáíïý ãéíïìÝíïõ Pmk × Pnk (ùò ðñïò ôçí TZar(Pmk × Pnk)) êáé Ýóôù (P,Q) ∈ Y.

Íá áðïäåé·èåß üôé ìéá óõíÜñôçóç f : Y −→ k åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç óôï óç-
ìåßï (P,Q) (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.4 (b)) åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·ïõí Ýíá
áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïý Y ìå (P,Q) ∈ U, êáèþò êáé äõï äéïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
G,H ∈ k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn] éäßïõ äéâáèìïý, ôá ïðïßá ðëçñïýí ôéò åîÞò óõíèÞêåò:

H(P 0, Q0) 6= 0k, f(P 0, Q0) =
G(P 0, Q0)

H(P 0, Q0)
, ∀(P 0, Q0) ∈ U.
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Á-3-60. ¸óôù V Ýíá êëåéóôü êáé áíÜãùãï õðïóýíïëï ôïý Pmk × Pnk (ùò ðñïò ôçí
TZar(Pmk × Pnk)). Ï ðçëéêïäáêôýëéïò

Γäéïì. (V ) := k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn] / I
äéïì.
+ (V )

êáëåßôáé äéïìïãåíÞò äáêôýëéïò (ôùí) óõíôåôáãìÝíùí ôïý V (êáé, óýìöùíá ìå ôçí
Üóêçóç Á-3-57, åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ). Ôï óþìá

k(V ) :=
n

G
H
∈ Fr(Γäéïì. (V ))

¯̄̄
ôá G,H Ý·ïõí ôïí ßäéï äéâáèìü

o
êáëåßôáé óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí åðß ôïý V (êáé êÜèå óôïé·åßï ôïý k (V ) ñçôÞ
óõíÜñôçóç åðß ôïý V ). Åðßóçò, ãéá êÜèå óçìåßï (P,Q) ∈ V, èÝôïõìå

OV,(P,Q) :=

(
f ∈ k (V )

¯̄̄̄
¯ ç f åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï (P,Q)
(õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.4 (b))

)
.

Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï OV,(P,Q) åßíáé Ýíáò ôïðéêüò íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (êáé,
åðéðñïóèÝôùò, áêåñáßá ðåñéï·Þ), ìå ôï

mV,P :=
©
f ∈ OV,(P,Q)

¯̄
f(P,Q) = 0k

ª
ùò (ôï ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò êáé OV,P /mV,P

∼= k. (Ðñüêåéôáé ãéá ôï áíÜ-
ëïãï ôÞò ðñïôÜóåùò 3.4.5. Ï OV,(P,Q) áíáöÝñåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò ï ôïðéêüò äáêôýëéïò
ôïý V óôï (P,Q).)

Á-3-61. ¸óôù m,n ∈ N0 êáé Ýóôù l := mn +m + n (üðùò óôï 3.9.1). Èåùñïýíôáé ôá
óõíÞèç áíïéêôÜ êáëýììáôá

Ui(Pmk ) := Pmk rV+(Xi) = {[a0 : . . . : am] ∈ Pmk |ai 6= 0k } ,

Uj(Pnk) := PnkrV+(Yj) = {[b0 : . . . : bn] ∈ Pnk |bj 6= 0k } ,

Uij(Plk) := PlkrV+(Tij), (i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n},

ôùí Pmk ,Pnk êáé Plk, áíôéóôïß·ùò, (âë. 3.1.3), êáèþò êáé ïé áðåéêïíßóåéò

φij : A
m+n
k −→ Ui(Pmk )× Uj(Pnk)

(P,Q)
φij7−→ ([a0 : .. : ai−1 : 1k : ai+1 : .. : am] , [b0 : .. : bj−1 : 1k : bj+1 : .. : bn]),

üðïõ P = (a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am), Q = (b0, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bn). Íá áðïäåé-
·èïýí (Þ áðáíôçèïýí) ôá áêüëïõèá:
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(a) Ïé φij , (i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n}, åßíáé éóïìïñöéóìïß êáé

Pmk × Pnk =
m[
i=0

n[
j=0

Ui(Pmk )× Uj(Pnk).

(b) ÓõíáñôÞóåé ôùí óõó·åôéêþí óõíôåôáãìÝíùí ôùí Ui(Pmk ) × Uj(Pnk), Uij(Plk) ç áðåé-
êüíéóç σm,n ôïý Segre äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

σm,n(P,Q) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

a0b0 · · · a0bj−1 a0 a0bj+1 · · · a0bn
a1b0 · · · a1bj−1 a1 a1bj+1 · · · a1bn
...

...
...

...
...

ai−1b0 · · · ai−1bj−1 ai−1 ai−1bj+1 · · · ai−1bn
b0 · · · bj−1 1k bj+1 · · · bn

ai+1b0 · · · ai+1bj−1 ai+1 ai+1bj+1 · · · ai+1bn
...

...
...

...
...

amb0 · · · ambj−1 am ambj+1 · · · ambn

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(üðïõ P = [a0 : .. : am] , Q = [b0 : .. : bn] ìå ai = bj = 1k), ç σm,n|Ui(Pmk )×Uj(Pnk) åßíáé
éóïìïñöéóìüò êáé

σm,n(Ui(Pmk )× Uj(Pnk)) = Segm,n ∩ Uij(Plk) ∼= Am+nk ⊆ Alk.

(c) U ∈ TZar(Pmk × Pnk) åÜí êáé ìüíïí åÜí

σm,n (U ∩ (Ui(Pmk )× Uj(Pnk))) ∈ TZar|σm,n(Ui(Pmk )×Uj(Pnk))
(Am+nk )

ãéá êÜèå æåýãïò äåéêôþí (i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n}.
(d) ÅÜí ôï Y åßíáé Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ ôïý êáñ-
ôåóéáíïý ãéíïìÝíïõPmk ×Pnk (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá TZar(Pmk ×Pnk)), ôüôå ìéá óõíÜñôçóç
f : Y −→ k åßíáé êáíïíéêÞ (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.9.4 (b)) åÜí êáé ìüíïí åÜí ç
óýíèåóç

f ◦ σ−1m,n

¯̄
σm,n(U∩(Ui(Pmk )×Uj(Pnk)))

: σm,n (U ∩ (Ui(Pmk )× Uj(Pnk))) −→ k

åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç ∀(i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n}.
(e) Ðþò ïñßæåôáé «äéðëÞ» ïìïãåíïðïßçóç åíüò éäåþäïõò I ⊆ k[X1, . . . ,Xm,Y1, . . . ,Yn]
êáé ðþò «äéðëÞ» áðïïìïãåíïðïßçóç åíüò éäåþäïõò I ⊆ k[X0, . . . ,Xm,Y0, . . . ,Yn];

(Ðñâë. ïñéóìïýò 3.6.5.)

(f) Ðþò ïñßæåôáé ç «äéðñïâïëéêÞ» êëåéóôÞ èÞêç (åíôüò ôïý Pmk × Pnk) åíüò óõó·åôéêïý
áëãåâñéêïý óõíüëïõW ⊆ Am+nk ; (Ðñâë. 3.7.6.)
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(g) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå õößóôáíôáé áìöéññßøåéò

½
óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò

W ⊆ Am+nk

¾
À

⎧⎨⎩
áíÜãùãá áëãåâñéêÜ óýíïëá

V ⊆ Pmk × Pnk
ìå V ∩ (Ui(Pmk )× Uj(Pnk)) 6= ∅

⎫⎬⎭ .

Á-3-62. ÅÜí ïé X,Y åßíáé äõï ó·åäüí ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò, íá áðïäåé·èåß üôé õöß-
óôáôáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ôïðéêþí äáêôõëßùí:

OX×Y,(P,Q) ∼= (OX,P ⊗k OY,Q)mX,P ·OY,Q+mY,Q·OY,Q
, ∀(P,Q) ∈ X × Y,

üðïõ mX,P (êáé áíôéóôïß·ùò, mY,Q) ôï ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý OX,P (êáé áíôéóôïß·ùò,
ôïý OY,Q). (Õðüäåéîç : Íá áðïäåé·èåß åí ðñþôïéò üôé éó·ýåé ç éóüôçôá
mX,P · OY,Q +mY,Q · OY,Q = {f ∈ OX,P ⊗k OY,Q| f(P ;Q) = 0k} .)

Á-3-63. ¸óôù Seg1,1 = Im (σ1,1) =V+ (T00T11 − T01T10) ⊂ P3k (âë. 3.9.13). Íá áðïäåé-
·èïýí ôá åîÞò:

(a) Ç Seg1,1 ðåñéÝ·åé êáé Üëëåò (êëåéóôÝò) õðïðïéêéëüôçôåò ðÝñáí ôùí åõèåéþí (Lt)t∈P1k ,
(L0t)t∈P1k .
(b) Ç ôïðïëïãßá TZar(P1k×P1k) ç åðáãüìåíç áðü ôçí σ1,1 åðß ôïý P1k×P1k äåí ôáõôßæåôáé
ìå ôçí ôïðïëïãßá ãéíïìÝíïõ (üôáí êáèÝíá ôùí áíôéôýðùí P1k åßíáé åöïäéáóìÝíï ìå ôçí
ôïðïëïãßá Zariski TZar(P1k)).

Á-3-64. ÅÜí ïé U,U 0 åßíáé äõï áíïéêôÝò õðïðïéêéëüôçôåò ìéáò ó·åäüí ðñïâïëéêÞò ðïéêé-
ëüôçôáò Y ìå U ∩ U 0 6= ∅, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(a) U ∩ U 0 ∼= (U × U 0) ∩∆Y .

(b) ÅÜí áìöüôåñåò ïé U,U 0 åßíáé óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý
3.8.9), ôüôå ç ôïìÞ ôïõò U ∩ U 0 åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá.

Á-3-65. Ç ôïìÞ äõï ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí åíäÝ·åôáé íá ìçí åßíáé ðñïâïëéêÞ ðïéêé-
ëüôçôá: Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôïìÞ

V(X20 − X1X2) ∩V(X0X1 − X2X3) ⊂ P3C

åßíáé ç Ýíùóç ìéáò óõíåóôñáììÝíçò êõâéêÞò êáìðýëçò êáé ìéáò åõèåßáò.

Á-3-66. ¸óôù üôé ïéX,Y åßíáé ôõ·ïýóåò k-ðïéêéëüôçôåò. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ïé ðñïâïëÝò

prX : X × Y −→ X, prY : X × Y −→ Y

åßíáé ìïñöéóìïß.
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(b) ¸óôù Z ìéá k-ðïéêéëüôçôá. ÅÜí ïé ϕ1 : Z −→ X, ϕ2 : Z −→ Y åßíáé ìïñöéóìïß, ôüôå
ç áðåéêüíéóç

(ϕ1, ϕ2) : Z −→ X × Y, (ϕ1, ϕ2) (P ) := (ϕ1(P ), ϕ2(P )) , ∀P ∈ Z,

åßíáé ìïñöéóìüò.

(c) ¸óôù üôé ïé X 0, Y 0 åßíáé äõï k-ðïéêéëüôçôåò. ÅÜí ïé

ϕ1 : X
0 −→ X, ϕ2 : Y

0 −→ Y

ðáñéóôïýí ìïñöéóìïýò, ôüôå ç áðåéêüíéóç

ϕ1 × ϕ2 : X
0 × Y 0 −→ X × Y, (ϕ1 × ϕ2) (P,Q) := (ϕ1(P ), ϕ2(Q)) , ∀(P,Q) ∈ X0 × Y 0,

åßíáé ìïñöéóìüò.

Á-3-67. ÅÜí ïé ϕ1, ϕ2 : X −→ Y åßíáé ìïñöéóìïß k-ðïéêéëïôÞôùí, íá áðïäåé·èïýí ôá
áêüëïõèá:

(a) Ôï {P ∈ X|ϕ1(P ) = ϕ2(P )} åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý X.

(b) ÅÜí ôïU åßíáé Ýíá ìç êåíü, êáôÜZariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïýX êáé ϕ1|U = ϕ2|U ,

ôüôå ϕ1 = ϕ2.

3.10 ÊëáóéêÝò ÊáôáóêåõÝò Ðñïâïëéêþí ÐïéêéëïôÞôùí

Óêïðüò áõôÞò ôÞò åíüôçôáò åßíáé ç áýîçóç ôïý áðïèÝìáôüò ìáò óå ðáñáäåßãìáôá êëá-
óéêþí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí. ÓõãêåêñéìÝíá, ãßíåôáé ðáñïõóßáóç ôÞò êáôáóêåõÞò
ôþí ðïéêéëïôÞôùí ôïý Veronese, ôþí ðïéêéëïôÞôùí ôïý Grassmann êáé ôþí êõêëçìÜôùí
ôïý Schubert.

(i) ¸óôù üôé ïé n ∈ N0 êáé d ∈ N åßíáé äïèÝíôåò. Ùò ãíùóôüí, ï k-äéáíõóìáôéêüò ·þ-
ñïò k[X0, . . . ,Xn]d (üðïõ k ôï óþìá áíáöïñÜò ìáò) Ý·åé äéÜóôáóç

¡
n+d
d

¢
êáé ôï óýíïëï

Ìïí(k [X0, . . . ,Xn])d ôùí ìïíùíýìùí Xα00 · · ·Xαnn âáèìïý d ùò ìßá âÜóç ôïõ (âë. 3.2.3
(a)). ¸óôù

En,d =
©
α = (α0, . . . , αn) ∈ Nn+10

¯̄
α0 + · · ·+ αn = d

ª
ôï óýíïëï ôùí åêèåôþí ôþí óôïé·åßùí ôïý Ìïí(k [X0, . . . ,Xn])d. Ãéá êÜèå

α = (α0, . . . , αn) ∈ En,d

åéóÜãïõìå ôç óõíôüìåõóç

Xα := Xα00 · · ·Xαnn
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êáé õðïèÝôïõìå üôé Ý·ïõìå åöïäéÜóåé ôï En,d ìå ìéá ðáãéùìÝíç äéÜôáîç. Ôéò ðåñéó-
óüôåñåò öïñÝò åßèéóôáé íá ·ñçóéìïðïéïýìå ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç (êáôÜ öèßíïõóá
óåéñÜ):

α0 = (d, 0, . . . , 0) Âlex α1 Âlex α2 Âlex · · · Âlex α¡n+d
d

¢ = (0, . . . , 0, d) .
3.10.1 Ïñéóìüò. ÅÜí n ∈ N0 êáé d ∈ N, ôüôå ç

νn,d : Pnk −→ P(
n+d
d )−1

k , [t0 : .. : tn] 7−→ [{ tα |α ∈ En,d}]

êáëåßôáé áðåéêüíéóç ôïý Veronese. Ç νn,d åßíáé «êáëþò ïñéóìÝíç», äéüôé ç áíôéêáôÜ-
óôáóç ôïý óôïé·åßïõ ti ìå ôï λti, ∀i ∈ {0, . . . , n}, üðïõ λ ∈ kr{0k}, óõíåðÜãåôáé (ãéá
ôçí åéêüíá) ôçí áíôéêáôÜóôáóç êáèåíüò tα ìå ôï λdtα , ç ïðïßá ðñïóäéïñßæåé ôï ßäéï

óçìåßï ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ P(
n+d
d )−1

k .

3.10.2 ËÞììá. Ç νn,d åßíáé åíñéðôéêÞ áðåéêüíéóç.

Áðïäåéîç. ÅÜí [{ tα |α ∈ En,d}] = [{uα |α ∈ En,d}] , ôüôå

∃λ ∈ kr{0k} : tα = (λu)α = λduα ⇒ ti = λui, ∀i ∈ {0, . . . , n}, ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé [t0 : .. : tn] = [u0 : .. : un]. ¤

3.10.3 ËÞììá. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ïé {Tα |α ∈ En,d} åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝ-
íùí ôïý P(

n+d
d )−1

k , ôüôå Im(νn,d) = Vern,d, üðïõ

Vern,d := V+

Ã(
TαTβ − Tα 0Tβ 0

¯̄̄̄
¯ α,α0,β,β0 ∈ En,d :
α+ β = α0 + β0

)!
⊂ P(

n+d
d )−1

k .

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç åéêüíáVern,d ôÞò νn,d åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï ðåñéãñá-
öüìåíï ùò ·þñïò ôùí êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí âáèìïý 2 åíôüò

ôïý P(
n+d
d )−1

k .

Áðïäåéîç. ÊÜèå ïìïãåíÞò óõíôåôáãìÝíç ôÞò åéêüíáò Ém(νn,d) åßíáé ôÞò ìïñöÞò tα ,
α ∈ En,d. Ãéá ïéïõóäÞðïôå

α,α0,β,β0 ∈ En,d : α+ β = α0 + β0

Ý·ïõìå

tα tβ = tα+β = tα
0+β 0 = tα

0
tβ

0
,

ïðüôå Ém(νn,d) ⊆ Vern,d. Áò õðïèÝóïõìå, áíôéóôñüöùò, üôé

[{ξα |α ∈ En,d}] ∈ P
(n+dd )−1
k : ξαξβ = ξα0ξβ 0
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ãéá ïéïõóäÞðïôå α,α0,β,β0 ∈ En,d : α+ β = α0 + β0. ÅÜí

α = (α0, . . . , αn) ∈ En,d : ξα 6= 0k,

ôüôå ξα 0 6= 0k ãéá üëïõò ôïõò ðïëõäåßêôåò α0 ∈ En,d ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé α0 ≤ 2α
(üðïõ ôï ‘‘≤'' íïåßôáé êáôÜ óõíôåôáãìÝíåò ), êáèüôé

ξ2α = ξα0ξβ 0 , ∀α0,β0 ∈ En,d : 2α = α0 + β0.

¸óôù i ∈ {0, . . . , n} ï äåßêôçò åêåßíïò ãéá ôïí ïðïßï Ý·ïõìå

αi = min {αj | j ∈ {0, . . . , n} : αj 6= 0} .

ÅÜí õðÜñ·åé Üëëïò äåßêôçò k ∈ {0, . . . , n}r{i} ìå αk 6= 0, ôüôå

α0 := (..., 0|{z}
i-ïóôÞ èÝóç

, ..., αi + αk| {z }
k-óôÞ èÝóç

, ...) ≤ 2α,

ïðüôå (åðß ôç âÜóåé ôùí üóùí ðñïåßðáìå) ξα0 6= 0k. ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞí ôç äéá-
äéêáóßá êáôáëÞãïõìå óå Ýíáí ðïëõäåßêôç

dei = (0, ..., 0, d|{z}
i-ïóôÞ èÝóç

, ....) : ξdei 6= 0k,

üðïõ ej := (0, ..., 0, 1|{z}
j-ïóôÞ èÝóç

, 0, ...0), ∀j ∈ {0, . . . , n}. ÈÝôïíôáò

tj := ξej+(d−1)ei , ∀j ∈ {0, . . . , n},

äéáðéóôþíïõìå ãéá ôï α = (α0, . . . , αn) ∈ En,d ôá åîÞò: ¼ôáí α = dei, ôüôå ξα = ti, åíþ
üôáí α 6= dei êáé α > 0 (ãéá êÜðïéïí ), ôüôå

ξα ti = ξα0t ìå α0 := α+ ei − e

ξα 0ti = ξα00t ìå α00 := α0 + ei − e = α+ 2ei − 2e
... ê.ï.ê.
ξα t

α
i = ξβ t

α ìå β := α+ α ei − α e , β = 0,

ïðüôå ξα =
³
t
ti

´α
ξβ . ÅðáíáëáìâÜíïíôáò áõôÞí ôç äéáäéêáóßá äéáðéóôþíïõìå üôé

ξα = ξγ ·
µ
t0
ti

¶α0
· · ·
µ
ti−1
ti

¶αi−1 µ ti+1
ti

¶αi+1
· · ·
µ
tn
ti

¶αn
ìå γ = α+

Ã P
∈{0,... ,n}r{i}

α

!
ei−

Ã P
∈{0,... ,n}r{i}

α

!
ej = dei (äéüôé α0+ · · ·+αn = d).

¢ñá ôåëéêþò,

ξα =

µ
ti
tdi

¶
tα00 · · · tαnn =

µ
ti
tdi

¶
tα ⇒ νn,d ([t0 : .. : tn]) = [{ξα |α ∈ En,d}] ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé Vern,d ⊆ Ém(νn,d). ¤
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3.10.4 Èåþñçìá. H νn,d êáèïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí Pnk êáé Vern,d. Ùò åê
ôïýôïõ, ôï Vern,d áðïôåëåß ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá.

Áðïäåéîç. Ç νn,d : Pnk −→ Vern,d (Ý·ïíôáò ðåñéïñßóåé ôï ðåäßï ôéìþí ôçò óôï Vern,d)
åßíáé áìöéññéðôéêÞ åðß ôç âÜóåé ôùí ëçììÜôùí 3.10.2 êáé 3.10.3. Åðßóçò, ëüãù ôïý ôýðïõ
ôïý ïñéóìïý ôçò, åßíáé êáé ìïñöéóìüò (âë. ðñüôáóç 3.8.5). Ç áíôßóôñïöüò ôçò ïñßæåôáé
ùò åîÞò: ¸óôù ôõ·üí óçìåßï [{ tα |α ∈ En,d}] ∈ Vern,d. ÅðåéäÞ ôïõëÜ·éóôïí ìßá åê ôùí
ïìïãåíþí óõíôåôáãìÝíùí ôïõ ôÞò ìïñöÞò t(0,..,0,d,0,..,0) ïöåßëåé íá åßíáé 6= 0k, ìðïñïýìå
(åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü ìéá ìåôÜôáîç óõíôåôáãìÝíùí) íá õðïèÝóïõìå äß·ùò âëÜâç
ôÞò ãåíéêüôçôáò üôé t(d,0,...,0) 6= 0k. Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ç áðåéêüíéóç

P(
n+d
d )−1

k ⊃ Vern,d −→ Pnk

[{ tα |α ∈ En,d}] 7−→
h
t(d,0,...,0) : t(d−1,1,0,...,0) : t(d−1,0,1,0...,0) : .. : t(d−1,0,...,0,1)

i
åßíáé üíôùò ç áíôßóôñïöïò ôÞò νn,d. Ç åí ëüãù áðåéêüíéóç åßíáé åê êáôáóêåõÞò ìïñöé-
óìüò (âë. ðñüôáóç 3.8.5). ÔÝëïò, áðü ôï ëÞììá 3.10.3, ôç óõíÝ·åéá ôÞò νn,d, ôçí áíáãù-
ãéìüôçôá ôïý éäßïõ ôïý Pnk êáé ôï ðüñéóìá 1.6.6 óõìðåñáßíïõìå üôé ôï Vern,d áðïôåëåß
ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ¤

3.10.5 Ïñéóìüò. Ç ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá Vern,d êáëåßôáé ðïéêéëüôçôá ôïý Veronese
(äéáóôÜóåùò n êáé ôÜîåùò d). Åðßóçò, ëüãù ôùí ðñïíáöåñèÝíôùí, ç áðåéêüíéóç ôïý

Veroneseνn,d :Pnk →P
(n+dd )−1
k (ìå åéêüíá ôçò ôçíVern,d) ç ïñéóèåßóá óôï 3.9.1, êáëåßôáé

-éäéáéôÝñùò- åìöýôåõóç ôïý Veronese.

3.10.6 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Ãéá n = 1, d = 2, ç ðïéêéëüôçôáVeronese åßíáé ç êùíéêÞ ôïìÞ

Ver1,2 =
©£
t2 : tu : u2

¤ ¯̄
[t : u] ∈ P1k

ª
= V+

¡
Y2 − XZ

¢
⊂ P2k

åíôüò ôïý P2k ðïõ åßíáé éóüìïñöç ôÞò ðñïâïëéêÞò åõèåßáò P1k.
(b) Ãéá n = 1, d = 3, ç ðïéêéëüôçôá Veronese åßíáé ç óõíåóôñáììÝíç (êõâéêÞ) ðñïâïëéêÞ
êáìðýëç

Ver1,3 = {[t3 : t2u : tu2 : u3] ∈ P3k
¯̄
[t : u] ∈ P1k }

= V+

¡
XZ− Y2,YT− Z2,XT− YZ

¢ ∼= P1k ⊂ P3k
åíôüò ôïý P3k ðïõ Ý·ïõìå óõíáíôÞóåé óôçí Üóêçóç Á-3-45.

(c) Ãåíéêüôåñá, ãéá n = 1, d ≥ 2, ç ðïéêéëüôçôá Veronese ðáñéóôÜ ôçí åìöýôåõóç

Ver1,d = {[td : td−1u : . . . : tud−1 : ud] ∈ Pdk
¯̄
[t : u] ∈ P1k }

=

½
[T0, . . . ,Td] ∈ Pdk

¯̄̄̄
rank

µ
T0 · · · Td−1
T1 · · · Td

¶
= 1

¾
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ôÞò ðñïâïëéêÞò åõèåßáò P1k «ôÜîåùò d» (ùò ôïìÞ
¡
d
2

¢
ðñïâïëéêþí ôåôñáãùíéêþí õðåñå-

ðéöáíåéþí) åíôüò ôïý Pdk ðïõ êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, ñçôÞ ïñèüèåôç êáìðýëç åíôüò ôïý
Pdk õðü ôç óõíÞèç ôçò ìïñöÞ (Ðñâë. Üóêçóç Á-3-68).

(d) Ãéá n = d = 2 ç

Ver2,2 = {[t2 : tu : tw : u2 : uw : w2] ∈ P5k
¯̄
[t : u : w] ∈ P2k }

=

⎧⎨⎩[T0 : .. : T5] ∈ P5k
¯̄̄̄
¯̄ rank

⎛⎝ T0 T1 T2
T1 T3 T4
T2 T4 T5

⎞⎠ = 1

⎫⎬⎭
êáëåßôáé åðéöÜíåéá ôïý Veronese. (ÅðåîÞãçóç ôïý ðþò ðñïêýðôåé ç äåýôåñç éóüôçôá:
ÅðåéäÞ

νn,d([t : u : w]) = [t
d : tu : tw : u2 : uw : w2]

= [ξ(2,0,0) : ξ(1,1,0) : ξ(1,0,1) : ξ(0,2,0) : ξ(0,1,1) : ξ(0,0,2)],

üðïõ ξ(i,j,k) := tiujwk, (i, j, k) ∈ E2,2, ïé åîéóþóåéò

ξ(i1,j1,k1)ξ(i2,j2,k2) = ξ(i01,j01,k01)ξ(i02,j02,k02),

ìå (
(i1, j1, k1), (i2, j2, k2), (i

0
1, j

0
1, k

0
1), (i

0
2, j

0
2, k

0
2) ∈ E2,2 :

(i1, j1, k1) + (i2, j2, k2) = (i
0
1, j

0
1, k

0
1) + (i

0
2, j

0
2, k

0
2)

)

êáèïñßæïõí ôçí Ver2,2.¸ðåéôá áðü áíôéêáôÜóôáóç ôùí ðïëõäåéêôþí

(2, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 2, 0), (0, 1, 1), (0, 0, 2)

(êáôÜ óåéñÜí) ìå ôïõò áðëïýò äåßêôåò 0, 1, 2, 3, 4, 5 áõôÝò ìðïñïýí íá ãñáöïýí ùò åîÞò:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ξ0ξ5 = ξ22,

ξ0ξ3 = ξ21,

ξ3ξ5 = ξ24,

ξ1ξ5 = ξ2ξ4,

ξ0ξ4 = ξ1ξ2.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
Ðñïöáíþò, ìÝóù áõôþí åêöñÜæïíôáé ôá óçìåßá [ξ0 : . . . : ξ5] ôïý P5k ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé

rank

⎛⎝ ξ0 ξ1 ξ2
ξ1 ξ3 ξ4
ξ2 ξ4 ξ5

⎞⎠ = 1,
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åî ïõ êáé ç ðáñÜóôáóç ðïõ äÝ·åôáé ç Ver2,2 ùò ïñéæïõóéáêÞ ðïéêéëüôçôá 38).

(e) Êáô' áíáëïãßáí, ãéá n ≥ 1 êáé d = 2, áðïäåéêíýåôáé üôé ç Vern,2 åßíáé ç ïñéæïõóéáêÞ
ðïéêéëüôçôá

Vern,2 =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
[T0 : .. : T(n+22 )

] ∈ P(
n+2
2 )−1

k

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄ rank

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

T0 T1 · · · · · · Tn
T1 Tn+1 · · · · · · T2n
T2 Tn+2 T2n+1 · · · T3n−1
...

...
...

...
...

Tn T2n T3n−1 · · · T(n+22 )

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ = 1

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
.

3.10.7 Ðñüôáóç. ¸óôùV+(F ) ⊆ Pnk ìéá õðåñåðéöÜíåéá ïñéæüìåíç áðü Ýíá ïìïãåíÝò ðï-
ëõþíõìï F ∈ k[X0, . . . ,Xn] âáèìïý d ≥ 1. ÅÜí ôï V ⊆ Pnk åßíáé Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü
óýíïëï ìå V ∩V+(F ) 6= ∅, ôüôå

V ∩V+(F ) ∼= νn,d(V ) ∩ νn,d(V+(F )) ⊆ P
(n+dd )−1
k ,

üðïõ ôï νn,d(V+(F )) åßíáé Ýíá õðåñåðßðåäï åíôüò ôïý P
(n+dd )−1
k .

Áðïäåéîç. ÅÜí F =
P
α
λαX

α , ôüôå èÝôïíôáòH :=
P
α
λαTα äéáðéóôþíïõìå Üìåóá üôé

νn,d(V+(F )) = νn,d(Pnk) ∩V+(H),

ïðüôå

F (t0, . . . , tn) = 0k ⇐⇒ H(νn,d(t0, . . . , tn)) = 0k,

ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé νn,d(V ∩V+(F )) = νn,d(V ) ∩ νn,d(V+(F )). ¤

3.10.8 Óçìåßùóç. Åöáñìüæïíôáò ôï «ôÝ·íáóìá» ôÞò ðñïôÜóåùò 3.10.7 åßíáé äõíáôüí íá
ãßíåé áíáãùãÞ ðñïâëçìÜôùí ðïõ ó·åôßæïíôáé ìå ôìÞóåéò õðåñåðéöáíåéþí V ∩V+(F ) óå
ðñïâëÞìáôá ðïõ áöïñïýí óå ôìÞóåéò õðåñåðéðÝäùí νn,d(V ) ∩ νn,d(V+(F )).

(ii)¸óôù k ôï óþìá áíáöïñÜò ìáò êáé Ýóôù n ∈ N. Ãéá ïéïíäÞðïôåm ∈ N0, 0 ≤ m ≤ n,

óõìâïëßæïõìåùòGrass(m;n) ôï óýíïëï ôùí m-äéÜóôáôùí õðï·þñùí ôïý äéáíõóìáôéêïý
·þñïõ kn. Ãåíéêüôåñá, åÜí ï V åßíáé Ýíáòn-äéÜóôáôïòk-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò, ïñßæïõìå
ôï óýíïëï

Grassm(V) := {W |W m-äéÜóôáôïò äéáíõóìáôéêüò õðü·ùñïò ôïý V } .

38Ùò ïñéæïõóéáêÝò ðïéêéëüôçôåò (determinantal varieties) åíôüò åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank (êáé áíôéóôïß·ùò, åíôüò åíüò ðñï-
âïëéêïý ·þñïõPnk ) ïñßæïíôáé ïé óõó·åôéêÝò (êáé áíôéóôïß·ùò, ïé ðñïâïëéêÝò) ðïéêéëüôçôåò ïé ïðïßåò ìðïñïýí íáðåñéãñáöïýí
ùò ·þñïé ôùí êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ïñéæïõóþí ðéíÜêùí å·üíôùí óõíôåôáãìÝíåò (êáé áíôéóôïß·ùò, ïìïãåíåßò óõíôåôáã-
ìÝíåò) ùò åããñáöÝò ôïõò.
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Ðñïöáíþò, Grass(m;n) = Grassm(kn), Grass(1;n) = Pn−1k êáé Grass1(V) = P(V). ÅÜí
ï W åßíáé Ýíáò m-äéÜóôáôïò äéáíõóìáôéêüò õðü·ùñïò ôïý kn, ôüôå ï P(W) åßíáé Ýíáò
(m− 1)-äéÜóôáôïò ðñïâïëéêüò õðü·ùñïò ôïý Pn−1k (âë. 3.1.1). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õöß-
óôáôáé ìéá áìößññéøç

Grass(m;n) 3 W ←→ P(W) ∈ G(m− 1;n− 1) :=

⎧⎨⎩
(m− 1) -äéÜóôáôïé

ðñïâïëéêïß
õðü·ùñïé ôïý Pn−1k

⎫⎬⎭ .

ÐñüèåóÞ ìáò åßíáé íá áðïäåßîïõìå üôé ôï óýíïëï Grass(m;n) êáèßóôáôáé êáôÜ ôñüðï
öõóéêü ìéáðñïâïëéêÞðïéêéëüôçôá. Ðñïò ôïýôïáñêåß íá åöïäéÜóïõìå êÜèåm-äéÜóôáôï
äéáíõóìáôéêü õðü·ùñïW ôïý kn ìå êáôÜëëçëåò óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí. Óå êÜèå
ðßíáêá

A =

⎛⎜⎝ a11 · · · a1n
...

...
am1 · · · amn

⎞⎟⎠ ∈Matm×n(k)

âáèìßäáòm, ïé ãñáììÝò ôïý ïðïßïõ ðáñÜãïõí ôïíW, áíôéóôïé·ïýìå åíôüò ôïý

k(
n
m) =

©
λ(i1,i2,... ,im) |1 ≤ i1 < i2 < · · · < im ≤ n

ª
ôï äéÜíõóìá

Pl (A) :=
¡
det(aνiμ)1≤ν,μ≤m

¢
1≤i1<···<im≤n .

Ãéá êÜèå ðïëõäåßêôç i = (i1, i2, . . . , im) êáëïýìå ôçí ïñßæïõóá

pi := det(aνiμ)1≤ν,μ≤m

êáôÜ Plücker i-ïóôÞ óõíôåôáãìÝíç ôïýA. ÓçìåéùôÝïí üôé

rank(A) = m⇐⇒ Pl (A) 6= 0
k(

n
m)

.

ÅîÜëëïõ, åÜí ï B ∈Matm×n(k) åßíáé Ýíáò Üëëïò ðßíáêáò, ïé ãñáììÝò ôïý ïðïßïõ ðáñÜ-
ãïõí ôïíW, ôüôå

∃C ∈ GL (m,k) : B = C · A.

ÅÜí ëïéðüí ãéá êÜèå ðïëõäåßêôç i = (i1, . . . , im) óõìâïëßóïõìå ùòAi (êáé áíôéóôïß·ùò,
ùò Bi) ôïí ðßíáêá ôïí óõíéóôþìåíï áðü ôéò óôÞëåò ôïý A (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý Bi) ôéò
åõñéóêüìåíåò óôéò èÝóåéò i1, . . . , im, ôüôå

Bi = C · Ai ⇒ det(Bi) = det(C) det(Ai)⇒ Pl (B) = det(C)Pl (A) ,
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ïðüôå ìåôáâáßíïíôáò óôïí ðñïâïëéêü ·þñï

P(k(
n
m)) = P(

n
m)−1
k = (k(

n
m)r{0

k(
n
m)
})/(kr{0k})

ëáìâÜíïõìå (óå åðßðåäï êëÜóåùí éóïäõíáìßáò):

[Pl (A)] = [Pl (B)].

ÊáôÜóõíÝðåéáí, áíåîáñôÞôùò ôÞò åêÜóôïôå åðéëïãÞò ôïý ðßíáêá A, ïñßæåôáé Ýíá óçìåßï

Pl (W) := [Pl (A)] = [{pi |i = (i1, . . . , im) : 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n}] ∈ P(
n
m)−1
k

ãéá êÜèåm-äéÜóôáôï äéáíõóìáôéêü õðü·ùñïW ôïý kn, ôï ïðïßï êáëåßôáé -éäéáéôÝñùò-
êáôÜ Plücker óçìåßï ôïýW, êáèþò êáé ìéá áðåéêüíéóç

Pl = Plnm : Grass(m;n) −→ P(
n
m)−1
k , W 7−→ Pl (W) .

3.10.9 ËÞììá. Ç áðåéêüíéóç Pl = Plnm åßíáé åíñéðôéêÞ.

Áðïäåéîç. ¸óôù üôé ïé A,B ∈Matm×n(k) åßíáé äõï ðßíáêåò âáèìßäáòm ìå

Pl (B) = λ ·Pl (A)

ãéá êÜðïéï λ ∈ kr{0k}.Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò (Þôïé ýóôåñá áðü ðéèáíÞ áíáäéÜ-
ôáîç äåéêôþí) ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé

det(A(1,... ,m)) 6= 0k ⇒ det(B(1,... ,m)) = λ · det(A(1,... ,m)) 6= 0k.

Ðñïöáíþò,

A−1(1,... ,m)A =
¡
1Matm×m(k) | A0

¢
,

B−1(1,... ,m)B =
¡
1Matm×m(k) | B0

¢
,

ãéá êÜðïéïõò ðßíáêåò A0,B0 ∈Matm×(n−m)(k), ïðüôå

Pl
¡
1Matm×m(k) | B0

¢
= det(B−1(1,... ,m))Pl (B)

= λ−1 · det(A−1(1,... ,m)) · λ ·Pl (A)
= Pl

¡
1Matm×m(k) | A0

¢
.

ÌÜëéóôá, åÜí A0 = (aij),B0 = (bij) (üðïõ 1 ≤ i ≤ m, m+ 1 ≤ j ≤ n), ôüôå

±aij = det(e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , em, aj)

= det(e1, . . . , ei−1, ei+1, . . . , em, bj) = ±bij ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé A−1(1,... ,m)A = B−1(1,... ,m)B, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ïé ãñáììÝò ôùí
A êáé B ðáñÜãïõí ôïí ßäéï äéáíõóìáôéêü õðü·ùñïW ôïý kn. ¤
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3.10.10 ËÞììá. Ç åéêüíáPl(Grass(m;n)) ôïý Grass(m;n) ìÝóù ôÞòPl åßíáé Ýíá ðñïâï-
ëéêü áëãåâñéêü óýíïëï ðåñéãñáöüìåíï ùò ·þñïò ôùí êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ïìïãå-

íþí ðïëõùíýìùí âáèìïý 2 åíôüò ôïý P(
n
m)−1
k .

Áðïäåéîç. ÂÞìá 1ï. Êáô' áñ·Üò èá ðáñéãñáöïýí ïé ðåñéþíõìåò ó·Ýóåéò ôïý Plücker.
¸óôùW ∈ Grass(m;n) êáé Ýóôù

Pl (W) = [{pi |i = (i1, . . . , im) : 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n}].

Ãéá ïéïõóäÞðïôå äåßêôåò i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n} ôï pi ∈ k, i = (i1, . . . , im), ïñßæåôáé ùò

pi := det(aνiμ)1≤ν,μ≤m,

üðïõ ï A = (aij) ∈ Matm×n(k) åßíáé Ýíáò ðßíáêáò, ïé ãñáììÝò ôïý ïðïßïõ ðáñÜãïõí
ôïíW. Åí ðñïêåéìÝíù,

pi =

⎧⎨⎩
0k, üôáí ∃ν, μ ∈ {1, . . . ,m}, ν 6= μ : iν = iμ,

sign(σ)piσ ,
ãéá êÜèå σ ∈ Sm ìå iσ(1) < · · · < iσ(m)
(üðïõ iσ := (iσ(1), . . . , iσ(m))).

(3.15)

Ãéá ïéïõóäÞðïôå i1, . . . , im−1, j1, . . . , jm+1 ∈ {1, . . . , n} éó·ýïõí ïéó·Ýóåéò ôïý Plücker :
m+1X
=1

(−1) p(i1,... ,im−1,j ) · p(j1,... , bj ,... ,jm+1)
= 0k (3.16)

(üðïõ ôï «êáðåëÜêé» äçëïß üôé ï õðïêåßìåíïò äåßêôçò ðáñáëåßðåôáé). Ãéá ôçí áðüäåéîç
ôÞò éóüôçôáò (3.16) áñêåß íá èåùñÞóïõìå ôïí ôýðï ôïý áíáðôýãìáôïò ôÞò ïñßæïõóáò

p(i1,... ,im−1,j ) =

¯̄̄̄
¯̄̄ a1 i1 · · · a1 im−1 a1 j

...
...

...
ami1 · · · amim−1 amj

¯̄̄̄
¯̄̄ = mX

ν=1

ανaν j ,

üðïõ

αν := (−1)m+ν

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

a1 i1 · · · · · · a1 im−1
...

...
aν−1 i1 · · · · · · aν−1 im−1
aν+1 i1 · · · · · · aν+1 im−1

...
...

ami1 · · · · · · amim−1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄
,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé
m+1P
=1

(−1) p(i1,... ,im−1,j ) · p(j1,... ,cj ,... ,jm+1)
=

mP
ν=1

αν
m+1P
=1

(−1) aν j · p(j1,... ,cj ,... ,jm+1)
= 0k,
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äéüôé

0k =

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄
aν j1 · · · aν jm+1

a1 j1 · · · a1 jm+1

...
...

amj1 · · · amjm+1

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄ =

m+1X
=1

(−1) aν j · p(j1,... ,cj ,... ,jm+1)
.

ÂÞìá 2ï. Ôï áñéóôåñü ìÝëïò êáèåìéÜò ôùí ó·Ýóåùí (3.16) ðñüêåéôáé íá åêëçöèåß ùò
Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý 2 ùò ðñïò ôéò «ìåôáâëçôÝò»

{pi |i = (i1, . . . , im) : 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n} .

ÌÜëéóôá, èá åîáêïëïõèÞóïõìå íá ôçñïýìå ôéò óõìâÜóåéò (3.15), ïýôùò þóôå ôï pi íá
ïñßæåôáé ãéá ïéïõóäÞðïôå ðïëõäåßêôåò i ∈{1, . . . , n}m. Ãéá

i = (i1, . . . , im−1), j = (j1, . . . , jm+1)

èÝôïõìå

Fi j :=
m+1X
=1

(−1) p(i1,..,im−1,j ) · p(j1,..,cj ,..,jm+1)
∈ k[{pl |l = (l1, .., lm), 1 ≤ l1 < · · · < lm ≤ n}].

Èá áðïäåßîïõìå üôé ãéá ïéïäÞðïôå óçìåßï

P := [{pl |l = (l1, . . . , lm) : 1 ≤ l1 < · · · < lm ≤ n}] ∈ P(
n
m)−1
k ,

ôï ïðïßï áðïôåëåß èÝóç ìçäåíéóìïý ôùí Fi j, ∀i = (i1, . . . , im−1), j = (j1, . . . , jm+1),

õðÜñ·åé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò õðü·ùñïò W ôïý kn, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

Pl (W) = P.

Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé p(1,... ,m) 6= 0k.ÅðåéäÞ ôá Fi j
åßíáé ïìïãåíÞ, ìðïñïýìå, åðéðñïóèÝôùò, íá õðïèÝóïõìå üôé p(1,... ,m) = 1k. ÈÝôïíôáò

aνμ := (−1)m+ν p(1,... ,bν,... ,m,μ), ∀(ν, μ) ∈ {1, . . . , n} × {m+ 1, . . . , n},

êáé èåùñþíôáò ôüí ðßíáêá

A :=

⎛⎜⎝ 1k 0k a1m+1 · · · a1n
. . .

...
...

0k 1k amm+1 · · · amn

⎞⎟⎠ ∈Matm×n(k)

èá äåßîïõìå üôé [Pl (A)] = P (ïðüôå ï æçôïýìåíïòW èá åßíáé ï äéáíõóìáôéêüò õðü·ùñïò
ôïý knðïõ èá ðáñÜãåôáé áðü ôéò ãñáììÝò ôïý A). Áðü ôïí ïñéóìü ôïý A ðáñáôçñïýìå
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üôé ç êáôÜ Plücker l-ïóôÞ óõíôåôáãìÝíç ôïõ (ðïõ èá ôç óõìâïëßóïõìå ùòPl (A)l) éóïý-
ôáé ìå

Pl (A)l = pl,

(
ãéá êÜèå l = (l1, . . . , lm), 1 ≤ l1 < · · · < lm ≤ n,

ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ({l1, . . . , lm} ∪ {1, . . . ,m}) ≤ m+ 1.

¸óôù κ ∈ {1, . . . ,m} êáé Ýóôù

Lκ :=

½
l = (l1, . . . , lm)

¯̄̄̄
1 ≤ l1 < · · · < lm ≤ n,

({l1, . . . , lm} ∪ {1, . . . ,m}) ≤ m+ κ

¾
.

Áñêåß íá äåé·èåß ç éóüôçôá Pl (A)l = pl ãéá êÜèå l ∈Lκ êáé ãéá êÜèå κ ∈ {1, . . . ,m}.
ÅðåéäÞ áõôÞ åßíáé áëçèÞò ãéá κ = 1, èá åñãáóèïýìå åðáãùãéêþò åðß ôïý κ. Áò õðïèÝ-
óïõìå üôé ãéá êÜðïéïí κ ∈ {1, . . . ,m− 1} (üôáím ≥ 2) éó·ýåé

Pl (A)l = pl, ∀ l ∈Lκ. (3.17)

¸óôù ôõ·þí ðïëõäåßêôçò l = (l1, . . . , lm)∈Lκ+1rLκ. Åî õðïèÝóåùò,

0k = F(l1,... , blκ,... ,lm)(1,... ,m,lκ)
(P )

=
m+1X
=1

(−1) p(l1,... , blκ,... ,lm, ) · p(1,... ,b,... ,m,lκ) + (−1)
κ+1

pl. (3.18)

ÅîÜëëïõ, óýìöùíá ìå üóá ðñïáíáöÝñèçóáí óôï 1ï âÞìá, Ý·ïõìå

0k =
m+1X
=1

(−1) Pl (A)(l1,... , blκ,... ,lm, ) · Pl (A)(1,... ,b,... ,m,lκ)
+ (−1)κ+1Pl (A)l . (3.19)

Óõãêñßíïíôáò ôéò åîéóþóåéò (3.18) êáé (3.19), êáé ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ôçí åðáãùãéêÞ
õðüèåóç (3.17), óõíÜãïõìå üôé

(−1)κ+1Pl (A)l = (−1)
κ+1 pl ⇒ Pl (A)l = pl, ∀l ∈Lκ+1.

ÂÞìá 3ï. Áðü ü,ôé áðåäåß·èç óôï 2ï âÞìá óõìðåñáßíïõìå üôé

Pl(Grass(m;n)) = V+

Ã(
Fi j

¯̄̄̄
¯ i ∈ {1, . . . , n}m−1j ∈ {1, . . . , n}m+1

)!
⊂ P(

n
m)−1
k ,

ïðüôå ç åéêüíá ôïý Grass(m;n) ìÝóù ôÞò Pl åßíáé üíôùò Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óý-
íïëï ðåñéãñáöüìåíï ùò ·þñïò ôùí êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí

âáèìïý 2 åíôüò ôïý P(
n
m)−1
k . ¤
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3.10.11 ËÞììá. ÅÜí ãéá êÜèå i = (i1, . . . , im), 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n, èÝóïõìå

Ui :=

½∙½
pl

¯̄̄̄
l = (l1, . . . , lm) :

1 ≤ l1 < · · · < lm ≤ n

¾¸
∈ P(

n
m)−1
k |l 6= i

¾
,

ôüôå ç áðåéêüíéóç

φi : A
m(n−m)
k −→ Pl(Grass(m;n)) ∩ Ui

ç ïñéæüìåíç áðü ôïí ôýðï

φi

⎛⎜⎝ a1 1 · · · a1n−m
...

...
am 1 · · · amn−m

⎞⎟⎠ :=

⎡⎢⎣Pl
⎛⎜⎝ b1 1 · · · b1n

...
...

bm 1 · · · bmn

⎞⎟⎠
⎤⎥⎦ ,

üðïõ 1 ≤ j1 < · · · < jn−m ≤ n, {j1, . . . , jn−m} = {1, . . . , n}r{i1, . . . , im} êáé⎧⎨⎩
bι jν := ai ν ,∀ν ∈ {1, . . . , n−m}
bι iν := δi ν (äÝëôá ôïý Kronecker),∀ν ∈ {1, . . . ,m},
ι ∈ {1, . . . ,m},

áðïôåëåß Ýíáí éóïìïñöéóìü óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí.

Áðïäåéîç. Èá äþóïõìå ôçí áðüäåéîç ìüíïí üôáí i = (1, . . . ,m). (Ïé ëïéðÝò ðåñéðôþ-
óåéò ìåëåôþíôáé ðáñïìïßùò.) Åí ðñïêåéìÝíù, ç áðåéêüíéóç

φ(1,... ,m) : A
m(n−m)
k −→ Pl(Grass(m;n)) ∩ U(1,... ,m)

ïñßæåôáé áðü ôïí ôýðï

φ(1,... ,m)

⎛⎜⎜⎝
a1 1 · · · a1n−m
...

...
am 1 · · · amn−m

⎞⎟⎟⎠ :=

⎡⎢⎢⎣Pl
⎛⎜⎜⎝
1k 0k

. . .
0k 1k

a1 1 · · · a1n−m
...

...
am 1 · · · amn−m

⎞⎟⎟⎠
⎤⎥⎥⎦ ,

êáé åßíáé ðñïöáíþò áìöéññéðôéêÞ° åßíáé üìùò êáé ìïñöéóìüò, êáèüóïí ïé (ôïðéêÝò) óõ-
íéóôþóåò óõíáñôÞóåéò ôçò åßíáé êáíïíéêÝò (âë. ðñüôáóç 3.8.5). Ç áíôßóôñïöüò ôçò

φ−1(1,... ,m) : Pl(Grass(m;n)) ∩ U(1,... ,m) −→ Am(n−m)k

ïñßæåôáé (åðß ôç âÜóåé ôùí üóùí åéðþèçêáí óôï 2ï âÞìá ôÞò áðïäåßîåùò ôïý ëÞììáôïò
3.10.10) áðü ôïí ôýðï∙½

pl

¯̄̄̄
l = (l1, . . . , lm) :

1 ≤ l1 < · · · < lm ≤ n

¾¸
7−→ A = (aν μ)1≤ν≤m,m+1≤μ≤n,

üðïõ

aν μ = (−1)m+ν
p(1,... ,bν,... ,m,m+μ)

p(1,... ,m)
,

ïðüôå êáé áõôÞ åßíáé ìïñöéóìüò (ãéá ôïí ßäéï ëüãï). ¤
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3.10.12 Óçìåßùóç. ÅðåéäÞ ç Pl = Plnm åßíáé áìöéññéðôéêÞ åðß ôÞò åéêüíáò ôçò, ôï óý-
íïëïGrass(m;n) ìðïñåß íá åêëçöèåß áö' åáõôïý ùò ðñïâïëéêü óýíïëï (üðùò óõíÝâç ìå
ôï Pmk × Pnk ìÝóù ôÞò áìöéññßøåùò σm,n óôïí ïñéóìü 3.9.4) êáé ìÜëéóôá ùò «éóüìïñöï»
ôïý Pl(Grass(m;n)).

3.10.13 Èåþñçìá. Ôï Pl(Grass(m;n)) åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá.

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôá ðñïçãçèÝíôá ëÞììáôá 3.10.9 êáé 3.10.10 ôï Pl(Grass(m;n)) åßíáé

ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý P(
n
m)−1
k . ÊáôÜ ôï ëÞììá 3.10.11,

Pl(Grass(m;n)) ∩ Ui ∼= Am(n−m)k ,

ãéá êÜèå ðïëõäåßêôç i. Èåùñïýìå äõï ðïëõäåßêôåò

i = (i1, . . . , im), 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n,

j = (j1, . . . , jm), 1 ≤ j1 < · · · < jm ≤ n,

ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé Ui ∩ Uj 6= ∅. ÅÜí

{i1, . . . , im} ∩ {j1, . . . , jm} = {κ1, . . . , κs} ,
{i1, . . . , im}r {κ1, . . . , κs} =

©
β1, . . . , βm−s

ª
,

{j1, . . . , jm}r {κ1, . . . , κs} =
©
γ1, . . . , γm−s

ª
,

ôüôå åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé

φ(κ1,... ,κs)
¡
eκ1 , . . . , eκs , eβ1+γ1 , . . . , eβm−s+γm−s

¢
∈ Pl(Grass(m;n)) ∩ Ui ∩ Uj,

ïðüôåPl(Grass(m;n))∩Ui∩Uj 6= ∅ êáé åßíáé äõíáôÞ ç åöáñìïãÞ ôÞò ðñïôÜóåùò 3.8.14
ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåé·èåß üôé ôï Pl(Grass(m;n)) åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ¤

3.10.14 Ïñéóìüò. Ç ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá Pl(Grass(m;n)) (Þ ôï ßäéï ôï Grass(m;n),
ðñâë. 3.10.12) êáëåßôáé ðïéêéëüôçôá ôïý Grassmann (ôïý ôýðïõ (m;n)). Åðßóçò, ëüãù

ôùí ðñïíáöåñèÝíôùí, ç áðåéêüíéóçPl = Plnm :Grass(m;n) −→ P(
n
m)−1
k êáëåßôáé, éäéáé-

ôÝñùò, êáôÜ Plücker åìöýôåõóç ôÞò Grass(m;n) åíôüò ôïý P(
n
m)−1
k .

3.10.15 ÐáñÜäåéãìá. Ãéá n ≥ 4 ôï Grass(2;n) (←→ G(1;n − 1)) ìðïñåß íá èåùñç-
èåß ùò ï ·þñïò ðáñáìåôñÞóåùò ôùí åõèåéþí ôïý Pn−1k . Ç ðïéêéëüôçôá ôïý Grassmann
Pl(Grass(2;n)) ðåñéãñÜöåôáé ùò ·þñïò ôùí êïéíþí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ïìïãåíþí

¡
n
4

¢
ðïëõùíýìùí âáèìïý 2 åíôüò ôïý P(

n
2)−1
k .¼ôáí n = 4, ôüôå

Pl(Grass(2;n)) = V+ (X0X5 − X1X4 + X2X3) ⊂ P5k.
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3.10.16 Óçìåßùóç. Ãéá ðåñáéôÝñù ìåëÝôç êáé åöáñìïãÝò ôùí ðïéêéëïôÞôùí ôïý
Grassmann ïé áíáãíþóôåò ðáñáðÝìðïíôáé óå åéäéêüôåñç âéâëéïãñáößá, üðùò ð.·. óôá
áêüëïõèá:

1) W.V.D Hodge & D. Pedoe: Methods of Algebraic Geometry, Vol. II, Cambridge
University Press, 1952, Ch. XIV, óåë. 309-387.

2) S.L. Kleiman &D. Laksov: Schubert Calculus, Amer. Math. Monthly 79 (10), 1972, óåë.
1061-1082.

3) P. Griffiths & J. Harris: Principles of Algebraic Geometry, Wiley, 1977, Ch. 1, Sec. 5,
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óåë. 131-153.

(iii)¸óôù k ôï óþìá áíáöïñÜò ìáò êáé Ýóôù n ∈ N. ÅÜí ãéá l ∈ N0, 0 ≤ l ≤ n, èÝóïõìå

Vl := kl × {0kn−l} → kn,

ôüôå ðñïêýðôåé ìéá óçìáßá äéáíõóìáôéêþí õðï·þñùí

{0} = V0 ⊆ V1 ⊆ V2 ⊆ · · · ⊆ Vn = kn (3.20)

ôïý kn(êáèüôé dimk(Vl) = l). Åðßóçò, åÜíW ∈ Grass(m;n), ôüôå ç

{0} =W ∩ V0 ⊆W ∩ V1 ⊆W ∩ V2 ⊆ · · · ⊆W ∩ Vn =W

åßíáé ìéá (áýîïõóá) áêïëïõèßá äéáíõóìáôéêþí õðï·þñùí ôïý W. ËÝìå üôé ï W åßíáé
ôïðïèåôçìÝíïò óå ãåíéêÞ èÝóç ùò ðñïò ôç óçìáßá (3.20) üôáí ç ôïìÞ W ∩ Vl Ý·åé ôçí
åëÜ·éóôç äõíáôÞ äéÜóôáóç ãéá êÜèå l ∈ {1, . . . , n}, äçëáäÞ üôáí

dimk(W ∩ Vl) =
½
0, ãéá l ∈ {1, . . . , n−m},
m+ l − n, ãéá l ∈ {n−m+ 1, . . . , n}.

Ãéá ôõ·üíôá W Ý·ïõìå

0 ≤ dimk(W ∩ Vl+1)− dimk(W ∩ Vl) ≤ 1.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, õðÜñ·åé ìéá áêïëïõèßá äåéêôþí

1 ≤ σ1 < σ2 < · · · < σm ≤ n
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ãéá ôá óôïé·åßá ôÞò ïðïßáò éó·ýåé⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dimk(W ∩ Vσ1−1) = 0

dimk(W ∩ Vσ1) = 1
...

dimk(W ∩ Vσ2−1) = 1

dimk(W ∩ Vσ2) = 2
...

dimk(W ∩ Vσi−1) = i− 1
dimk(W ∩ Vσi) = i

ê.ï.ê.
...

3.10.17 Ïñéóìüò. Ç äéáôåôáãìÝíç m-Üäá (σ1, . . . , σm) ïíïìÜæåôáé óýìâïëï Schubert
ôïýW åíôüò ôÞò Grass(m;n).

3.10.18 Ðñüôáóç. Ôï óýíïëï

Σ(σ1, . . . , σm) := {W ∈ Grass(m;n) |dimk(W ∩ Vσi) ≥ i}

(ðïõ êáëåßôáé êýêëçìá Schubert áíôéóôïé·ïýìåíï óôï óýìâïëï (σ1, . . . , σm)) åßíáé ìéá
(êëåéóôÞ) õðïðïéêéëüôçôá 39 ôÞò Grass(m;n) (∼= Pl(Grass(m;n))).

Áðïäåéîç. Áñêåß íá áðïäåßîïõìå üôé ãéá êÜèå äéáíõóìáôéêü õðü·ùñï Y ôïý kn äéá-
óôÜóåùò v := dimk(Y) êáé êÜèå d ∈ N0, 0 ≤ d ≤ min(m, ν), ôï óýíïëï

Σd(Y) := {W ∈ Grass(m;n) |dimk(W ∩ Y) ≥ d}

åßíáé ìéá (êëåéóôÞ) õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Grass(m;n).¸óôù {y1, . . . , yν} ìéá âÜóç ôïý Y
êáé Ýóôù {w1, . . . , wm} ìéá âÜóç ôïýW.Ç óõíèÞêç dimk(W ∩Y) ≥ d éóïäõíáìåß ìå ôç
óõíèÞêç dimk(W + Y) ≥ m+ ν − d ç ïðïßá, ìå ôç óåéñÜ ôçò, éóïäõíáìåß ìå ôçí

rank(y1, . . . , yν , w1, . . . , wm) ≤ m+ ν − d,

Þôïé ìå ôïí ìçäåíéóìü ôùí (m+ ν − d+ 1)× (m+ ν − d+ 1)-õðïðéíÜêùí ôïý ðßíáêá

(y1, . . . , yν , w1, . . . , wm) ∈Matn×(m+ν)(k).

¢ñá ôï Pl(Σd(Y)) ∩Pl(Grass(m;n)) ∩ Ui åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý

Pl(Grass(m;n)) ∩ Ui
39Êáô' ïõóßáí «ôáõôßæïõìå» ôá Σ(σ1, . . . , σm) ìå ôéò åéêüíåò ôïõò ìÝóù ôÞòPl.
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ãéá êáèå ðïëõäåßêôç i = (i1, . . . , im), 1 ≤ i1 < · · · < im ≤ n êáé ôï

Pl(Σ(σ1, . . . , σm)) = Pl(Σ1(Vσ1)) ∩ · · · ∩Pl(Σm(Vσm))

êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôÞò Pl(Grass(m;n)). (Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò áíáãùãé-
ìüôçôÜò ôïõ ìðïñåß íá ·ñçóéìïðïéçèåß åê íÝïõ ç ðñüôáóç 3.8.14). ¤

3.10.19 Ðáñáäåßãìáôá. Ðñïöáíþò,

Σ(1, 2, . . . ,m) = {Vm},

Σ(n−m+ 1, . . . , n) = Grass(m;n),

Σ(l −m+ 1, . . . , l − 1, l) = Grassm(Vl) ⊆ Grass(m;n),

Σ(1, . . . , ν, n−m+ ν, . . . , n) = {W ∈ Grass(m;n) |Vν ⊆W} ∼= Grassm−ν(kn/Vν).

3.10.20 Óçìåßùóç. Ôá êõêëÞìáôá Schubert ðáßæïõí ðñùôåýïíôá ñüëï êáôÜ ôç äéáäéêá-
óßá ôïý ðñïóäéïñéóìïý ôïý äáêôõëßïõ óõíïìïëïãßáò H∗(Grass(m;n);Z) üôáí k = C.
(Âë. P. Griffiths & J. Harris: Principles of Algebraic Geometry,Wiley, 1977, óåë. 193-211.)

ÁóêÞóåéò

A-3-68. Óôï 3.10.6 (c) ïñßóèçêå ç ñçôÞ ïñèüèåôç êáìðýëç Ver1,d («ôÜîåùò d») åíôüò ôïý
Pdk õðü ôç óõíÞèç ôçò ìïñöÞ. Åí ðñïêåéìÝíù, ùò âÜóç ôïý k [X0,X1]d Ý·åé ðñïåðéëåãåß
ôï óýíïëï

Ìïí(k [X0,X1])d = {Xd0,Xd−10 X1, . . . ,X0X
d−1
1 ,Xd1}.

Ãåíéêüôåñá, ùò ñçôÞ ïñèüèåôç êáìðýëç («ôÜîåùò d») åíôüò ôïý Pdk ïñßæåôáé ç åéêüíá
ìéáò (êáô' áíÜãêçí åíñéðôéêÞò) áðåéêïíßóåùò

ϕ : P1k → Pdk, ϕ([t0 : t1]) := [A0(t0, t1) : . . . : A0(t0, t1)],

üðïõ {A0(X0,X1), . . . , Ad(X0,X1)} ïéáäÞðïôå âÜóç ôïý k [X0,X1]d . ÅÜí õðïôåèåß üôé

Ai(X0,X1) =
dX

j=0

aijX
d−j
0 Xj1, ∀i ∈ {0, . . . , d},

íá áðïäåé·èåß üôé ç ìÝóù ôïý ðßíáêá A = (aij)0≤i,j≤d ∈ GL(d+ 1,k) ðñïóäéïñéæüìåíç
ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ΨA : Pdk −→ Pdk ôïý Pdk (âë. 3.5.2) åßíáé ôÝôïéá, þóôå
íá éó·ýåé ç éóüôçôá: ΨA ◦ ν1,d = ϕ.
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A-3-69. ¸óôù X Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pdk. ËÝìå üôé ôá
óçìåßá ôïý X åßíáé ôïðïèåôçìÝíá óå ãåíéêÞ èÝóç åíôüò ôïý Pdk üôáí ãéá êÜèå Y ⊆ X ìå
(Y) ≤ d+1 Ý·ïõìå dim(Spank(Y)) = (Y)−1. (ÅÜíY =

©
[ai0, : .. : aid] ∈ Pdk |1 ≤ i ≤ κ

ª
ìå κ ≤ d + 1, ôüôå ç áíùôÝñù óõíèÞêç éêáíïðïéåßôáé ⇔ ç âáèìßäá ôïý ðßíáêá
(aij)1≤i≤κ,0≤j≤d éóïýôáé ìå κ.) ÄïèÝíôùí d + 3 óçìåßùí P0, P1, . . . , Pd+2, ôá ïðïßá åß-
íáé ôïðïèåôçìÝíá óå ãåíéêÞ èÝóç åíôüò ôïý Pdk, íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíçò ñçôÞò ïñèüèåôçò êáìðýëçò («ôÜîåùò d») åíôüò ôïý Pdk (õðü ôçí Ýííïéá ôÞò
áóêÞóåùò Á-3-68) ðïõ äéÝñ·åôáé áðü êáèÝíá åî áõôþí. (Õðüäåéîç : Äß·ùò âëÜâç ôÞò
ãåíéêüôçôáò ìðïñåß íá õðïôåèåß üôé

Pj = [0k : .. : 0k : 1k|{z}
j-ïóôÞ èÝóç

: 0k : .. : 0k], ∀j ∈ {0, . . . , d},

Pd+1 = [1k : . . . : 1k], Pd+2 = [a0 : . . . : ad]

êáé êáôüðéí íá ôåèåß Ai(X0,X1) :=
Q

j∈{0,... ,d}r{i}

¡
X0 − a−1j X1

¢
ãéá êÜèå i ∈ {0, . . . , d}.)

A-3-70. Íá áðïäåé·èåß üôé ç åéêüíá ôÞò äéáãùíßïõ ∆Pnk ⊂ Pnk × Pnk ôïý Pnk ìÝóù ôÞò
åìöõôåýóåùò σn,n ôïý Segre éóïýôáé ìå

σn,n
¡
∆Pnk

¢
= Vern,2,

Þôïé ìå ôçí ïñéæïõóéáêÞ ðïéêéëüôçôá 3.10.6 (e) ôïý Veronese.

A-3-71. ¸óôùF ∈ k [X0, . . . ,Xn] , n ∈ N, Ýíá ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý d ≥ 1, ôÝôïéï
þóôå íá éó·ýåéV+(F ) 6= ∅. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï (êáôÜ Zariski áíïéêôü) õðïóýíïëï

U(F ) := {[a0 : . . . : an] ∈ Pnk | F (a0, . . . , an) 6= 0k }

ôïý Pnk åßíáé éóüìïñöï ìå ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß
êáôáëëÞëùò ç ðñüôáóç 3.10.7.)

A-3-72. Íá ðñïóäéïñéóèïýí ôá óýìâïëá Schubert Σ(i, j) åíôüò ôÞò Grass(2; 4), êáèþò
êáé ïé ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò Pl(Σ(i, j)) ðïõ áíôéóôïé·ïýí óå áõôÜ.

3.11 ÑçôÝò Áðåéêïíßóåéò

(i)ÇÝííïéá ôÞò êáíïíéêÞò óõíáñôÞóåùò (åðß ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí Þ åðß ìç
êåíþí, êáôÜ Zariski áíïéêôþí õðïóõíüëùí ôïõò), êáèþò êáé ïé Ýííïéåò ôùí ìïñöéóìþí
êáé éóïìïñöéóìþí ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí Ý·ïõí åéóá·èåß óôçí åíü-
ôçôá 3.4 (âë. 3.4.11 êáé 3.4.12). Åäþ èá åéóá·èïýí ïé Ýííïéåò ôïðéêüò äáêôýëéïò óçìåßïõ,
ñçôÞ óõíÜñôçóç, ñçôÞ áðåéêüíéóç, êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç êáé áìößññçôç áðåéêüíéóç
óôçí êáôçãïñßá k-QPVar (ãåíéêåýïíôáò ôéò ßäéåò Ýííïéåò ôéò ïðïßåò åß·áìå óõíáíôÞóåé
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åñãáæüìåíïé óôç «ìéêñüôåñç» êáôçãïñßá k-QAVar ôùí ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞ-
ôùí óôéò åíüôçôåò 2.4 êáé 2.5), õðü ôï ðñßóìá ôÞò êáôçãïñéêÞò ôáîéíïìÞóåùò ôÞò åíüôç-
ôáò 3.8.

3.11.1 Ðñüôáóç. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù f : Y −→ k ìéá
êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò Y (âë. 3.4.11).Ôüôå ç f åßíáé óõíå·Þò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá
Zariski, åÜí êáíåßò ôáõôßóåé ôï k ìå ôï A1k).

Áðïäåéîç. ¸óôù f ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò Y. ÊáôÜ ôçí Üóêçóç Á-1-8 ôá
ìç êåíÜ, êëåéóôÜ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski), ãíÞóéá õðïóýíïëá ôïý A1k åßíáé
ðåðåñáóìÝíá. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá äåé·èåß üôé ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1(a) ïéïõ-
äÞðïôå a ∈ A1k åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôÞ. ¸óôù ôõ·üí P ∈ Y. Ôüôå õðÜñ·ïõí Ýíá
êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôïý Y ìå P ∈ U, êáèþò êáé äõï ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá
G,H ∈ k[X0, . . . ,Xn] éäßïõ âáèìïý, ôá ïðïßá ðëçñïýí ôéò åîÞò óõíèÞêåò:

H(Q) 6= 0k, f(Q) =
G(Q)

H(Q)
, ∀Q ∈ U.

ÅðïìÝíùò,

f−1(a) ∩ U =
½
Q ∈ U

¯̄̄̄
G(Q)

H(Q)
= a

¾
.

Åßíáé ëïéðüí áñêåôü íá äåé·èåß üôé ôï f−1(a) ∩ U åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü åíôüò ôïý
U. Ðáñáôçñþíôáò üôé

f−1(a) ∩ U = V+(G− aH) ∩ U,

áðïðåñáôþíïõìå ôçí áðüäåéîç. ¤

3.11.2 Ðüñéóìá. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÅÜí ïé

f1, f2 : Y −→ k

åßíáé äõï êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß ôÞò Y (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.4.11) êáé ôï U
Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y, ôüôå éó·ýåé ç åîÞò óõíåðáãùãÞ :

f1|U = f2|U =⇒ f1 = f2.

Áðïäåéîç. Ç Y åßíáé åî ïñéóìïý áíÜãùãç. Åðßóçò, ôï U, üíôáò ìç êåíü, êáôÜ Zariski
áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y åßíáé áíÜãùãï êáé ðõêíü. Åî õðïèÝóåùò, (f1−f2)−1(0k) ⊇ U,

ìå ôï (f1 − f2)
−1(0k) êëåéóôü åíôüò ôÞò Y (âë. áðüäåéîç ôÞò ðñïôÜóåùò 3.11.1). Ùò åê

ôïýôïõ,

Y = clTZar|Y (U) ⊆ clTZar|Y
¡
(f1 − f2)

−1(0k)
¢
= (f1 − f2)

−1(0k),
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ïðüôå

(f1 − f2)
−1(0k) = Y =⇒ f1 = f2

(åðß ïëïêëÞñïõ ôÞò Y ). ¤

3.11.3 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ãéá êÜèå êáôÜ Zariski
áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y ïñßæïõìå ôï óýíïëï

OY (U) :=

⎧⎨⎩
½
f : U −→ k

¯̄̄̄
f êáíïíéêÞ åðß ôïý U

(õðü ôçí Ýííïéá ôïý 3.4.11)

¾
, üôáí U 6= ∅,

{0}, üôáí U = ∅.

Ôï OY (U) (ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý óõíáñôÞóåùí)
åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò. ÌÜëéóôá, ï OY (U), åöïäéáóìÝíïò êáé ìå ôïí óõíÞèç áñéèìçôéêü
ðïëëáðëáóéáóìü, êáèßóôáôáé k-Üëãåâñá.

3.11.4 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù P ∈ Y. ÈÝôïõìå

GP :=
½
æåýãç (U, f)

¯̄̄̄
U ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ

ðåñéï·Þ ôïý P êáé f ∈ OY (U)

¾
.

Ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 3.11.2 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý ôÞò åîÞò ó·Ýóåùò éóïäõíá-
ìßáò åðß ôïý GP :

(U, f) ∼ (U 0, f 0)⇐⇒
ïñó

f |U∩U 0 = f 0|U∩U 0 .

ÈÝôïíôáò

OY,P := GP / ∼ (3.21)

êáé óõìâïëßæïíôáò ùò [U, f ] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ïéïõäÞðïôå æåýãïõò (U, f) ∈ GP ùò
ðñïò ôçí ‘‘∼'', äéáðéóôþíïõìå üôé ôï óýíïëï OY,P åöïäéÜæåôáé ìÝóù ôùí ðñÜîåùí(

[U, f ] + [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f + f 0],

[U, f ] · [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f · f 0],

ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ. Åí óõíå·åßá, èÝôïíôáò

mY,P := { [U, f ] ∈ OY,P | f(P ) = 0k}

êáé èåùñþíôáò ôïí åðéìïñöéóìü áðïôéìÞóåùò

OY,P 3 [U, f ] 7−→ f(P ) ∈ k,
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ï ïðïßïò Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò mY,P , óõìðåñáßíïõìå (ìÝóù ôïý 1ïõ èåùñÞìá-
ôïò éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10) üôé OY,P /mY,P

∼= k, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï mY,P

åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý OY,P (âë. èåþñçìá 1.1.14). ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ
ãéá êÜèå [U, f ] ∈ OY,PrmY,P õðÜñ·åé ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P åðß ôÞò
ïðïßáò ç 1

f ïñßæåé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç, ç ðñüôáóç 2.3.1 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ïOY,P

åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò ìå ôïmY,P ùò ôï ìïíáäéêü ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò. Ïäáêôýëéïò
OY,P áíáöÝñåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò ï ôïðéêüò äáêôýëéïò ôÞò Y óôï P, åíþ êÜèå óôïé·åßï
ôïõ êáëåßôáé öýôñï ôùí êáíïíéêþí óõíáñôÞóåùí (åðß ôÞò Y ) ðåñß ôï P.

3.11.5 ÐáñáôÞñçóç. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï V ⊆ Pnk åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ
ðïéêéëüôçôá êáé P ∈ V, ôáõôßæïíôáò êÜèå f ∈ k (V ) , ç ïðïßá åßíáé êáíïíéêÞ óôï P -õðü
ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.4.4- ìå ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò [U, f ], üðïõ U ìéá êáôÜ Zariski
áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P ìå U ⊆ Dom(f), óõìðåñáßíïõìå üôé ïé ïñéóìïß (3.7) êáé (3.21)
ôïý ôïðéêïý äáêôõëßïõ ôÞò V óôï P óõìðßðôïõí.

3.11.6 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÈÝôïõìå

GY :=
½
æåýãç (U, f)

¯̄̄̄
U Ýíá ìç êåíü êáôÜ Zariski áíïéêôü
õðïóýíïëï ôÞò Y êáé f ∈ OY (U)

¾
.

Ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 3.11.2 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý ôÞò åîÞò ó·Ýóåùò éóïäõíá-
ìßáò åðß ôïý GY :

(U, f) ∼ (U 0, f 0)⇐⇒
ïñó

f |U∩U 0 = f 0|U∩U 0 .

ÈÝôïíôáò

Rat(Y ) := GY / ∼

êáé óõìâïëßæïíôáò ùò [U, f ] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ïéïõäÞðïôå æåýãïõò (U, f) ∈ GY ùò
ðñïò ôçí ùò ðñïò ôçí ‘‘∼'', äéáðéóôþíïõìå üôé ôï óýíïëï Rat(Y ) åöïäéÜæåôáé ìÝóù ôùí
ðñÜîåùí (

[U, f ] + [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f + f 0],

[U, f ] · [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f · f 0],

ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ. Ôá óôïé·åßá ôïý Rat(Y ) êáëïýíôáé ñçôÝò óõíáñôÞóåéò åðß
ôÞò Y.

3.11.7 Óçìåßùóç. Ïé Ýííïéåò ðåäßï ïñéóìïý Dom([U, f ]) êáé óýíïëï ðüëùí Pol([U, f ])
åðåêôåßíïíôáé ãéá ôá óôïé·åßá [U, f ] ôïý Rat(Y ) üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç èåùñÞóåùò
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ñçôþí óõíáñôÞóåùí åðß ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí (âë. 2.4.25): Åðß ôïý GY åé-
óÜãïõìå ôç äéÜôáîç

(U 0, f 0) 4 (U, f)⇐⇒
ïñó

U 0 ⊆ U êáé f |U 0 = f 0.

(Äïèåßóáò ôÞò f 0 õðÜñ·åé ìüíïí ìßá f ðïõðëçñïß áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáé ôï æåýãïò (U, f)
ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò åðÝêôáóç ôïý æåýãïõò (U 0, f 0).) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå æåýãïò
(U, f) ∈ GY äéáèÝôåé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï (Umax, fmax) ùò
ðñïò ôçí “ 4 ”. Åðßóçò,

[U1, f1] = [U2, f2]⇐⇒ Umax
1 = Umax

2 êáé fmax
1 = fmax

2 .

Áñêåß ëïéðüí ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï [U, f ] ∈ Rat(Y ) íá èÝóïõìå

Dom([U, f ]) := Umax, Pol([U, f ]) := YrUmax.

3.11.8 Ðñüôáóç. (a) O äáêôýëéïò (Rat(Y ),+, ·) åßíáé Ýíá óþìá ðïõ ðåñéÝ·åé ôï k (êáé
êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí åðß ôÞò Y ).

(b) Ãéá êÜèå ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y Ý·ïõìå

Rat(U) ∼= Rat(Y ).

Áðïäåéîç. Ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôÞò áðïäåßîåùò ôïý (a) åßíáé åýêïëï. ÓçìåéùôÝïí üôé
éó·ýåé 0Rat(Y ) = [Y, 0] êáé 1Rat(Y ) = [Y, 1], êáé üôé ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï

[U, f ] ∈ Rat(Y )r{0Rat(Y )}

ôï [Urf−1({0k}), 1f ] áðïôåëåß ôï áíôßóôñïöü ôïõ. Ôï (b) åßíáé Üìåóï åðáêüëïõèï ôïý
ðïñßóìáôïò 3.11.2. ¤

3.11.9 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï Y åßíáé ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé P ∈ Y, ôüôå
(ìÝóù ðåñéïñéóìþí óõíáñôÞóåùí êáé åöáñìïãÞò ôïý ðïñßóìáôïò 3.11.2) ðñïêýðôïõí
åìöõôåýóåéò äáêôõëßùí

k → OY (Y ) → OY,P → Rat(Y ).

3.11.10 Ðñüôáóç. Ãéá êÜèå ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá V ⊆ Pnk Ý·ïõìå Rat(V ) ∼= k(V ).

Áðïäåéîç. Ç áðåéêüíéóç

α : k(V ) −→ Rat(V ), f 7−→ α(f) := [Dom(f), f ],

áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü óùìÜôùí. ¸óôù ôõ·üí [U, f ] ∈ Rat(V ). ÅÜí ç f ðáñßóôáôáé ùò

f =
G

H
, deg(G) = deg(H),
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åðß åíüò êáôÜ Zariski áíïéêôïý óõíüëïõ U 0 ⊆ U, ëáìâÜíïõìå

α(G
H
) = [U 0, G

H
] = [U, f ],

ïðüôå ç α åßíáé åðéññéðôéêÞ. ÅîÜëëïõ, åÜí f ∈ k(V ) ìå α(f) = [V, 0], ôüôå õðÜñ·åé Ýíá
ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò V, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé f |U = 0.ÊáôÜ
ôï ðüñéóìá 2.4.19, f = 0 (åðß ïëïêëÞñïõ ôÞò V ), ïðüôå ç α åßíáé êáé åíñéðôéêÞ. ¤

3.11.11 Ïñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé Y,Z åßíáé äõï ó·åäüí ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò.
ÈÝôïõìå

GY,Z :=

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩æåýãç (U,ϕU )

¯̄̄̄
¯̄̄̄ U Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski

áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y êáé
ϕU : U −→ Z Ýíáò ìïñöéóìüò

(âë. 3.4.12)

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .

Ëüãù ôïý (b) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-67 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý ôÞò åîÞò ó·Ýóåùò
éóïäõíáìßáò åðß ôïý GY,Z :

(U,ϕU ) ∼ (U 0, ϕU 0)⇐⇒
ïñó

ϕU |U∩U 0 = ϕU 0 |U∩U 0 .

Ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z áðü ôçí Y óôçí Z åßíáé ìéá êëÜóç éóïäõíáìßáò
[U,ϕU ] åíüò æåýãïõò (U,ϕU ) ∈ GY,Z ùò ðñïò ôçí áíùôÝñù ‘‘∼''.

3.11.12 Óçìåßùóç. (a) ¸óôù ϕ : Y 99K Z ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï ó·åäüí ðñï-
âïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí. Ùò ðåäßï ïñéóìïý Dom(ϕ) ôÞò ϕ íïåßôáé ôï ìÝãéóôï õðïóýíïëï
ôÞò Y åðß ôïý ïðïßïõ åßíáé äõíáôüí íá ïñéóèåß Ýíáò åêðñüóùðüò ôçò áðü ôï óýíïëï ôùí
êëÜóåùí éóïäõíáìßáò GY,Z /∼ . Ôïýôï õëïðïéåßôáé üðùò êáé óôçí ðåñßðôùóç ôùí ñçôþí
óõíáñôÞóåùí (âë. óçìåßùóç 3.11.7). Ùóôüóï, åí óõíôïìßá, ìðïñïýìå íá ôï åêöñÜóïõìå
êáé ùò åîÞò:

Dom (ϕ) =
S
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

U ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski
áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôÞò Y

¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯
∃(U,ϕU ) ∈ GY,Z êáé ç êëÜóç
éóïäõíáìßáò ôïý (U,ϕU )
ôáõôßæåôáé ìå ôç äïèåßóá
ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ .

(b) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëé-
êþí ðïéêéëïôÞôùí ìðïñåß íá ôáõôéóèåß ìå ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò [Dom(ϕ), ϕDom(ϕ)].

Ôï óõìðëÞñùìá YrDom(ϕ) êáëåßôáé óõíÞèùò óýíïëï óçìåßùí áðñïóäéïñéóôßáò Þ ôü-
ðïò áðñïóäéïñéóôßáò ôÞò ϕ.

(c) ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù ϕ : Y 99K Pnk ôõ·ïýóá ñçôÞ
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áðåéêüíéóç. ÅðåéäÞ ç ϕDom(ϕ) : Dom(ϕ) −→ Pnk åßíáé åî õðïèÝóåùò ìïñöéóìüò, ç ðñü-
ôáóç 3.8.5 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ãéá êÜèå óçìåßï P ∈Dom(ϕ) õðÜñ·ïõí Ýíá êáôÜ Zariski
áíïéêôü õðïóýíïëï U ⊆Dom(ϕ) ìå P ∈ U, êáèþò êáé n+ 1 êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò

f0, . . . , fn : Dom(ϕ) −→ k

(ìå ìßá ôïõëÜ·éóôïí åî áõôþí ìç ìçäåíéêÞ) åðß ôïý Dom(ϕ), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ϕ(Q) = [f0(Q) : . . . : fn(Q)] , ∀Q ∈ U.

Êé åðåéäÞ (U, fj |U ) ∈ GY ,∀j ∈ {0, . . . , n} (âë. ïñéóìü 3.11.6), èåùñþíôáò ôü æåýãïò
(U,ϕU ) ∈ GY,Pnk ùò åêðñüóùðï ôÞò ϕ : Y 99K Pnk Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá íá ôçí áíáðáñé-
óôïýìå ùò ìéá (n + 1)-Üäá ϕ = [f0 : . . . : fn] ñçôþí óõíáñôÞóåùí. ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí
fi 6= 0, ôüôå

Dom(ϕ) =
\

j∈{0,... ,n}
Dom

³
fj
fi

´
.

(d) Êáô' áíáëïãßáí, ãéá ïéáäÞðïôå ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá Y êÜèå ñçôÞ áðåéêü-
íéóç ϕ : Y 99K Ank åßíáé ðáñáóôÜóéìç ùò ìéá n-Üäá ϕ = (f1, . . . , fn) ñçôþí óõíáñôÞ-
óåùí (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.4.24) êáé

Dom(ϕ) =
n\
j=1

Dom(fj).

3.11.13 Ïñéóìüò. ¸óôù ϕ : Y 99K Z ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëéêþí
ðïéêéëïôÞôùí åêðñïóùðïýìåíç áðü Ýíá æåýãïò (U,ϕU ) ∈ GY,Z . Ç ϕ êáëåßôáé êõñéáñ-
·ïýóá áðåéêüíéóç üôáí ç åéêüíá ôÞò ϕU åßíáé êáôÜ Zariski ðõêíÞ åíôüò ôÞò Z. (Ç éäéü-
ôçôá áõôÞ åßíáé áíåîÜñôçôç ôÞò åðéëïãÞò ôïý æåýãïõò (U,ϕU ) ∈ GY,Z ðïõ åêðñïóùðåß
ôçí ϕ.) Åðßóçò, ç óýíèåóç ψ ◦ ϕ ìéáò êõñéáñ·ïýóáò ϕ : Y1 99K Y2 êáé ìéáò ñçôÞò áðåé-
êïíßóåùò ψ : Y2 99K Y3 ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç,
äéüôé ϕ(Dom(ϕ))∩ Dom(ψ) 6= ∅. (Ôï Dom(ψ) åßíáé ìç êåíü êáé êáôÜ Zariski áíïéêôü,
ïðüôå ç ôïìÞ ôïõ ìå ôï ϕ(Dom(ϕ)) åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç êåíÞ.)

3.11.14 Ïñéóìüò. Ìéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z ìåôáîý ó·åäüí ðñï-
âïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí êáëåßôáé áìößññçôç áðåéêüíéóç üôáí õðÜñ·åé êÜðïéá êõñéáñ-
·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ψ : Z 99K Y (ðïõ êáëåßôáé áíôßóôñïöïò ôÞò ϕ) ãéá ôçí ïðïßá
éó·ýïõí ïé éóüôçôåò40

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

40Ðñïóï·Þ! Åí ðñïêåéìÝíù, åííïïýíôáé éóüôçôåò êëÜóåùí éóïäõíáìßáò !
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Êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç èá ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò Y ∼=
bir

Z ãéá íá äçëïß üôé

õðÜñ·åé ìéá áìößññçôç áðåéêüíéóç ìåôáîý ôùí Y êáé Z. (Åí ðñïêåéìÝíù, ïé Y,Z êáëïý-
íôáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìåò.) ÓçìåéùôÝïí üôé ïñéóìÝíåò öïñÝò ·ñçóéìïðïéåßôáé êáé ï
üñïò áìößññçôïò ìïñöéóìüò ãéá íá äçëïß ìéá áìößññçôç áðåéêüíéóçϕ : Y −→ Z ìåôáîý
ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí ðïõ åßíáé ìïñöéóìüò (·ùñßò, ùóôüóï, ç áíôßóôñïöüò
ôçò íá åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïñöéóìüò).

3.11.15 ËÞììá. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù W ⊆ Ank ìéá óõ-
ó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÕðïèÝôïõìå üôé ïéX1, . . . ,Xn åßíáé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ðïõ
ðáñÜãïõí ôïí k[W ]. Ôüôå ìéá (óõíÞèçò, óõíïëïèåùñçôéêÞ ) áðåéêüíéóç ϕ : Y −→ W åß-
íáé ìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 3.8.3) åÜí êáé ìüíïí åÜí Xj ◦ϕ ∈ OY (Y ) ãéá
êÜèå j ∈ {1, . . . , n}.

Áðüäåéîç. ÅÜí ç ϕ : Y −→ W åßíáé ìïñöéóìüò, ôüôå åî ïñéóìïý Xj ◦ ϕ ∈ OY (Y )

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éó·ýåé Xj ◦ ϕ ∈ OY (Y ) ãéá êÜèå
j ∈ {1, . . . , n}, ôüôå ãéá êÜèå F ∈ k[X1, . . . ,Xn] Ý·ïõìå F ◦ ϕ ∈ OY (Y ). ÅðåéäÞ
W = V(I(W )) (âë. ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1) êáé åðåéäÞ ïé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò
åßíáé óõíå·åßò ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski, äéáðéóôþíïõìå üôé ç ϕ áíôéóôñÝöåé (êáôÜ
Zariski) êëåéóôÜ óå êëåéóôÜ óýíïëá, ïðüôå åßíáé êáé ç ßäéá óõíå·Þò. ÔÝëïò, åðåéäÞ ïé
êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß áíïéêôþí õðïóõíüëùí ôÞò W åßíáé ôïðéêþò ðáñáóôÜóéìåò
ùò ëüãïé ðïëõùíýìùí, ç óýíèåóç f ◦ϕ, üðïõ f ∈ OW (U), åßíáé êáíïíéêÞ ãéá ïéïäÞðïôå
êáôÜ Zariski áíïéêôïý õðïóõíüëïõ ôÞòW. ¢ñá ç ϕ : Y −→W åßíáé ìïñöéóìüò. ¤

3.11.16 Ðñüôáóç. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù W ⊆ Ank ìéá
óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ôüôå õößóôáôáé ìéá öõóéêÞ áìößññéøç :

Mork-QAVar(Y,W )
α−→ Homk-Alg(k[W ],OY (Y ))

áðü ôï óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí áðü ôçí Y óôçíW åðß ôïý óõíüëïõ ôùí áíôéóôïß·ùí ïìï-
ìïñöéóìþí k-áëãåâñþí.

Áðüäåéîç. ÊÜèå ϕ ∈Mork-QAVar(Y,W ) åðÜãåé Ýíáí ïìïìïñöéóìü k-áëãåâñþí

OW (W ) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ OY (Y ).

ÅðåéäÞ Γ(W ) ∼= k[W ] ∼= OW (W ) (âë. ðñüôáóç 2.4.28 (b)), ï ôñüðïò ïñéóìïý ôÞò öõ-
óéêÞò áðåéêïíßóåùò α åßíáé ðñïöáíÞò. Ç áíôßóôñïöüò ôçò ïñßæåôáé ùò åîÞò: ÄïèÝ-
íôïò åíüò ïìïìïñöéóìïý k-áëãåâñþí h : Γ(W ) ∼= k[W ] −→ OY (Y ), óõìâïëßæïõìå ùò
X1, . . . ,Xn ôéò óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ðïõ ðáñÜãïõí ôïí k[W ], ùò X1, . . . ,Xn ôéò
êëÜóåéò õðïëïßðùí ôïõò åíôüò ôïý Γ(W ) = k[X1, . . . ,Xn]/I(W ) êáé èÝôïõìå ξj := h(Xj)

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. Åí óõíå·åßá ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

ψ = ψh : Y −→ Ank, P 7−→ ψ(P ) := (ξ1(P ), . . . , ξn(P )).
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Èá äåßîïõìå üôé Im(ψ) ⊆W. ÅðåéäÞW = V(I(W )) (âë. ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1)
áñêåß íá äåé·èåß üôé F (ψ(P )) = 0k ãéá êÜèå P ∈ Y êáé ãéá êÜèå F ∈ I(W ). ÅðåéäÞ

F (ψ(P )) = F (ξ1(P ), . . . , ξn(P ))

êáé åðåéäÞ ôï F åßíáé ðïëõþíõìï êáé ï h ïìïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí, Ý·ïõìå

F ∈ I(W ) =⇒ F (ξ1(P ), . . . , ξn(P )) = h(F (X1, . . . ,Xn))(P ) = 0k,

ïðüôå ç ψ = ψh åßíáé ìéá áðåéêüíéóç áðü ôçí Y óôçíW åðáãüìåíç áðü ôïí h. Åðéðñï-
óèÝôùò, åðåéäÞ Xj ◦ ψ ∈ OY (Y ) (åê êáôáóêåõÞò) ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ôï ëÞììá 3.
11.15 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ç ψ = ψh åßíáé ìïñöéóìüò. ÔÝëïò, åßíáé åýêïëï íá åëÝãîïõìå
üôé ç áðåéêüíéóç

Homk-Alg(k[W ],OY (Y ))
β−→Mork-QAVar(Y,W ), h 7−→ β(h) := ψh,

åßíáé ç áíôßóôñïöïò ôÞò α. ¤

3.11.17 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëéêþí
ðïéêéëïôÞôùí êáé ç åéêüíá ϕ(Y ) ðõêíÞ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ) åíôüò ôÞòZ, ôüôå
ï ïìïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí

OZ(Z) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ OY (Y )

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç. ¸óôù f ôõ·üí óôïé·åßï ôïý ðõñÞíá ôïý áíùôÝñù ïìïìïñöéóìïý k-
áëãåâñþí. ÅðåéäÞ ç åéêüíá ϕ(Y ) åßíáé åî õðïèÝóåùò ðõêíÞ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá
Zariski) åíôüò ôÞò Z, Ý·ïõìå

f ◦ ϕ = 0 =⇒ ϕ(Y ) ⊆ f−1(0) =⇒ f−1(0) = ϕ(Y ) =⇒ f = 0,

êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

3.11.18 Ðñüôáóç. ¸óôù ϕ : Y 99K Z ìéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý ó·åäüí
ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí. ÕðïèÝôïõìå üôé ç ϕ åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [U,ϕU ] åíüò
æåýãïõò (U,ϕU ) ∈ GY,Z (âë. 3.11.11). Ôüôå ç áðåéêüíéóç

bϕ : Rat(Z) −→ Rat(Y ), [U 0, f ] 7−→ bϕ([U 0, f ]) := [ϕ−1U (U 0), f ◦ ϕU ],

áðïôåëåß Ýíáí k-ïìïìïñöéóìü óùìÜôùí (ðñâë. 3.11.6).



280 ðñïâïëéêá áëãåâñéêá óõíïëá êáé ðñïâïëéêåò ðïéêéëïôçôåò

Áðüäåéîç. ÅÜí [U 0, f ] ∈ Rat(Z), ôüôå f ∈ OZ(U
0). ÅðåéäÞ ç ϕ åßíáé åî õðïèÝóåùò

êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç, ç åéêüíá ϕU (U) ôïý U ìÝóù ôÞò ϕU åßíáé êáôÜ Zariski ðõ-
êíÞ åíôüò ôÞò Z, ïðüôå ϕU (U) ∩ U 0 6= ∅, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï ϕ−1U (U 0) åßíáé ìç
êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y êáé ç óýíèåóç f ◦ ϕU ïñßæåôáé åð' áõôïý.
(Ðñïöáíþò, f ◦ ϕU |ϕ−1U (U 0) ∈ OY (ϕ

−1
U (U 0)).) ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí [U 01, f1] = [U

0
2, f2], ôüôå

f1|U 0
1∩U0

2
= f2|U 0

1∩U 0
2
=⇒

³
f1 − f2|U 0

1∩U 0
2

´
◦ ϕU |ϕ−1U (U 0

1∩U 0
2)
= 0,

ïðüôå

f1 ◦ ϕU |ϕ−1U (U 0
1)∩ϕ

−1
U (U 0

2)
= f2 ◦ ϕU |ϕ−1U (U 0

1)∩ϕ
−1
U (U 0

2)
.

¢ñá ç bϕ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç. Ôï üôé ç bϕ åßíáé k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí åðáëçèåýåôáé
Üìåóá. ¤

3.11.19 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé ϕ : Y1 99K Y2 êáé ψ : Y2 99K Y3 åßíáé äõï êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò
áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå êáé ç ψ ◦ ϕ : Y1 99K Y3 åßíáé
êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç, êáé

[ψ ◦ ϕ = bϕ ◦ bψ.
Áðüäåéîç. Ç åðáëÞèåõóç áõôïý ôïý éó·õñéóìïý åßíáé Üìåóç. ¤

3.11.20 Ðüñéóìá. ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ó·åäüí ðñïâï-
ëéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå ï åðáãüìåíïò k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí bϕ :Rat(Z) −→Rat(Y )
åßíáé k-éóïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé ôçí ðñüôáóç 3.11.19 êáé áðü ôï üôé éó·ýïõí ïé éóüôçôåò bIdY = Idk(Y )
êáé bIdZ = Idk(Z). ¤

3.11.21 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ïé Y,Z åßíáé äõï ó·åäüí ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò. Ôüôå
õðÜñ·åé ìéá öõóéêÞ áìößññéøç(

êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò
áðåéêïíßóåéò Y 99K Z

)
3 ϕ 7−→ bϕ ∈ ( k-ïìïìïñöéóìïß óùìÜôùí

Rat(Z) −→ Rat(Y )

)

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.11.18 êÜèå êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z

åðÜãåé Ýíáí k-ïìïìïñöéóìü óùìÜôùí bϕ. Áñêåß íá ïñéóèåß áíôßóôñïöïò ôÞò ϕ 7−→ bϕ.
Áò õðïèÝóïõìå üôé ç Φ : Rat(Z) −→ Rat(Y ) åßíáé ôõ·þí k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí.
Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.8.12 ç Z äéáèÝôåé êÜðïéï êáôÜ Zariski áíïéêôü êÜëõììá
áðáñôéæüìåíï áðü óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï äåí åðÝñ·åôáé âëÜâç
ôÞò ãåíéêüôçôáò åÜí áðü ôïýäå êáé óôï åîÞò õðïèÝóïõìå üôé ç Z åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ
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ðïéêéëüôçôá. ÅðéëÝãïíôáò ãåííÞôïñåò z1, . . . , zn ôÞò k-Üëãåâñáò k[Z] ðáñáôçñïýìå üôé
ïé åéêüíåò ôïõò Φ(z1), . . . ,Φ(zn) åßíáé ñçôÝò óõíáñôÞóåéò åðß ôÞò Y. ÈÝôïíôáò

U :=
T
{Dom(Φ(zj))| j ∈ {1, . . . , n}} ⊆ Y

ðáñáôçñïýìå üôé ΦU (z1), . . . , Φ|U (zn) ∈ OU (U), ïðüôå ç

k[Z] ∼= OZ(Z)
YΦ−→ OU (U), zj 7−→ ΦU (zj), ∀j ∈ {1, . . . , n},

áíÞêåé óôï óýíïëï Homk-Alg(k[Z],OU (U)) êáé åßíáé åíñéðôéêÞ åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 3.11.17. Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.25 êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí ìïñöéóìü
α−1(YΦ) ∈Mork-QAVar(Y,Z). Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ïé áðåéêïíßóåéò

ϕ 7−→ bϕ, Φ 7−→ α−1(YΦ)

åßíáé áìöéññßøåéò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò. ¤

3.11.22 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : Y 99K Z åßíáé ôõ·ïýóá áìößññçôç áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï
ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå õðÜñ·ïõí ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóý-
íïëá U0 ⊆ Y êáé U 00 ⊆ Z, ïýôùò þóôå ç ϕ|U0 íá åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí U0
êáé U 00 êáé Rat(Y ) ∼= Rat(Z).

Áðüäåéîç. Åî ïñéóìïý õðÜñ·åé êÜðïéá ψ : Z 99K Y ãéá ôçí ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

Áò õðïèÝóïõìå üôé ç ϕ : Y 99K Z (êáé áíôéóôïß·ùò, ç ψ : Z 99K Y ) åßíáé ç êëÜóç
éóïäõíáìßáò [U,ϕU ] (êáé áíôéóôïß·ùò, ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [U 0, ψU 0 ]) åðß ôç âÜóåé ôïý
ïñéóìïý 3.11.11. Ôüôå ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü

ψ−1U 0 (U)
Ä _

²²

ª

ψU0 // U

ϕU

²²
Y

IdY
// Y

ïðüôå ϕU ◦ ψU 0 = IdY |ψ−1
U0 (U)

. Åí óõíå·åßá èÝôïõìå

U0 := ϕ−1U (ψ−1U 0 (U)), U 00 := ψ−1U 0 (ϕ
−1
U (U 0)), ϕ|U0 := ϕU |U0 : U0 −→ ψ−1U 0 (U).

Ãéá ïéïäÞðïôå P ∈ ψ−1(U) Ý·ïõìå ϕU (ψU 0(P )) = P, ïðüôå ψ−1U 0 (U) ⊆ U 00. Åî áõôïý
Ýðåôáé üôé ç ϕ|U0 : U0 −→ U 00 åßíáé ìïñöéóìüò ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí. Êáô'
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áíáëïãßáí áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ç ψ|U 0
0
: U 00 −→ U0 åßíáé ìïñöéóìüò ó·åäüí ðñïâïëé-

êþí ðïéêéëïôÞôùí. Ðñïöáíþò,

ψ|U 0
0
◦ ϕ|U0 = IdU0 , ϕ|U0 ◦ ψ|U 0

0
= IdU 0

0
.

ÅîÜëëïõ, êáôÜ ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 3.11.8 êáé ôï ðüñéóìá 3.11.20,

Rat(Z) ∼= Rat(U 00)
∼=−→
[ϕ|U0

Rat(U0) ∼= Rat(Y ),

êé åðïìÝíùò Rat(Y ) ∼= Rat(Z). ¤

3.11.23 Óçìåßùóç. Ìåôáâáßíïíôáò áðü ôçí êáôçãïñßá k-QPVar ôùí ó·åäüí ðñïâïëé-
êþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí óôçí êáôçãïñßá k-QPVarê.ñ.á. ìå

Ob(k-QPVarê.ñ.á.) := Ob(k-QPVar)

êáé

Mork-QPVarê.ñ.á.(Y,Z) :=
½

êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò áðåéêïíßóåéò
ϕ : Y 99K Z

¾
,

ïé k-QPVarê.ñ.á.-éóïìïñöéóìïß (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.1.22) åßíáé áêñéâþò ïé
áìößññçôåò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ó·åäüí ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí.

3.11.24 Èåþñçìá. (a) Ï óõíáñôçôÞò

k-QPVarê.ñ.á. Ã
½

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò
åðåêôÜóåéò ôïý óþìáôïò k

¾
ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôùí

Ob(k-QPVarê.ñ.á.) 3 Y 7−→ Rat(Y ),

Mork-QPVarê.ñ.á.(Y,Z) 3 ϕ 7−→ bϕ,
åßíáé áíôáëëïßùôïò êáé áðïëýôùò ðéóôüò.

(b) ¼ôáí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ï åí ëüãù óõíáñôçôÞò ïñßæåé ìéá áíôáëëïßùôç
éóïäõíáìßá.

Áðüäåéîç. Êáô' áñ·Üò ðñÝðåé íá áéôéïëïãÞóïõìå ãéáôß ï óõíáñôçôÞò åßíáé «êáëþò
ïñéóìÝíïò». ¸óôù Y ∈ Ob(k-QPVarê.ñ.á.). Ôüôå Rat(Y ) ∼= Rat(U) ãéá ïéïäÞðïôå êáôÜ
Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y (âë. 3.11.8 (b)). Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 3.8.12 ç
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Y äéáèÝôåé êÜðïéï êáôÜ Zariski áíïéêôü êÜëõììá áðáñôéæüìåíï áðü óõó·åôéêÝò ðïéêé-
ëüôçôåò. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï äåí åðÝñ·åôáé âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò åÜí õðïèÝóïõìå üôé
ç ßäéá ç Y åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÅðïìÝíùò, ôï óþìá k (Y ) ôùí ñçôþí óõ-
íáñôÞóåùí ôùí ïñéæïìÝíùí åðß ôÞò Y åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç åðÝêôáóç ôïý
k, äéüôé k (Y ) ∼= Fr(k[Y ]). ÅðéðñïóèÝôùò, k (Y ) ∼= Rat(Y ) (âë. 2.4.28 (a)).

(a) Ï áíùôÝñù óõíáñôçôÞò åßíáé åê êáôáóêåõÞò áíôáëëïßùôïò. Ôï üôé åßíáé êáé áðïëý-
ôùò ðéóôüò Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 3.11.21.

(b) ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí óõíáñôçôÞ½
ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò
åðåêôÜóåéò ôïý óþìáôïò k

¾
Ã k-QPVarê.ñ.á.

ùò åîÞò: Ãéá êÜèå ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç (óùìáôéêÞ) åðÝêôáóç L åíüò áëãåâñéêþò
êëåéóôïý óþìáôïò k Ý·ïõìåL = k (a1, . . . , an) , ïðüôå ï äáêôýëéïòA := k[a1, . . . , an] åß-
íáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, áíçãìÝíç k-Üëãåâñá (ðïõ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ),
ìå k[X1, . . . ,Xn]/I ∼= A = Ared. Áñêåß ëïéðüí óôï L íá áíôéóôïé·ßóïõìå ôçíV(I) ⊆ Ank.
(Âë. óçìåßùóç 2.1.21.) Áõôüò ï óõíáñôçôÞò óõíôéèÝìåíïò ìå ôïí áíùôÝñù ìÜò äßäåé ôïí
ôáõôïôéêü (êáé ôáíÜðáëéí). Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ðñïêýðôåé ìéá áíôáëëïßùôç éóïäõ-
íáìßá. ¤

3.11.25 Ðüñéóìá. (ÁëãåâñéêÞ åñìçíåßá ôÞò áìößññçôçò éóïäõíáìßáò) Ãéá ïéåóäÞðïôå
ó·åäüí ðñïâïëéêÝò ðïéêéëüôçôåò Y,Z ïé êÜôùèé óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(a) Y ∼=

bir
Z.

(b) ÕðÜñ·ïõí êáôÜ Zariski ìç êåíÜ, áíïéêôÜ õðïóýíïëá U ⊆ Y êáé U 0 ⊆ Z ìå U ∼= U 0.

(c) Rat(Y ) ∼= Rat(Z) (ùò k-Üëãåâñåò).

Áðüäåéîç. Ïé óõíåðáãùãÝò (a)⇒(b) êáé (b)⇒(c) åßíáé Üìåóá åðáêüëïõèá ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 3.11.22, åíþ ç óõíåðáãùãÞ (c)⇒(a) Ýðåôáé áðü ôï (a) ôïý èåùñÞìáôïò 3.11.24
(ëüãù ôÞò áðüëõôçò ðéóôüôçôáò ôïý ïñéóèÝíôïò óõíáñôçôÞ). ¤

3.11.26 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ÅðåéäÞ, óýìöùíá ìå ôï (b) ôïý ðïñßóìáôïò 3.8.7, ïé ìïñöé-
óìïß φ

i
: Ank −→ Ui(Pnk) åßíáé éóïìïñöéóìïß êáé ôï Ui(Pnk) êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóý-

íïëï ôïý Pnk, Ý·ïõìå Pnk ∼=
bir
Ank.

(b) Ãåíéêüôåñá, êÜèå ó·åäüí ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá åßíáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìç ìå ìéá
óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, äéüôé äéáèÝôåé Ýíá êÜëõììááðáñôéæüìåíïáðü êáôÜZariski áíïé-
êôÜ õðïóýíïëÜ ôçò, êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé áö' åáõôïý ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá
(Âë. ðñüôáóç 3.8.12).

(c) ÊÜèå óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá W ⊆ Ank åßíáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìç ìå ôçí ðñïâïëéêÞ
êëåéóôÞ ôçò èÞêç, Þôïé ìå ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá (âë. 3.7.6, 3.7.7 (a)), äéüôé

W
∼=−→ φ0(W ) ⊆W = clTZar(φ0(W )) ⊆ Pnk =⇒W ∼=

bir
W.
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3.11.27 Óçìåßùóç. (Ðåñß ôÞò Áìößññçôçò Ãåùìåôñßáò) Áðü ôá ðñïçãçèÝíôá ðáñá-
äåßãìáôá 3.11.26 (áëëÜ êáé áðü ôá ðéï «áðôÜ» ðáñáäåßãìáôá ôïý åäáößïõ 3.11.30) êáèß-
óôáôáé ðñüäçëï ôï ðüóï áóèåíÝóôåñç åßíáé ç áìößññçôç éóïäõíáìßá (ùò ó·Ýóç éóïäõ-
íáìßáò) óõãêñéíüìåíç ìå ôçí éóïìïñößá ìåôáîý ðïéêéëïôÞôùí. Ùò åê ôïýôïõ, ç êëÜóç
ôùí ðïéêéëïôÞôùí ðïõ åßíáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìåò ìå ìéá äïèåßóá ðïéêéëüôçôá åìðå-
ñéÝ·åé êáôÜ êáíüíá ðïëëÝò äéáöïñåôéêÝò ìç éóüìïñöåò ðïéêéëüôçôåò.

Óôçí ôåëåõôáßá åíüôçôá ôïý 1ïõ êåöáëáßïõ ôïý óõããñÜììáôüò ôïõ (Algebraic
Geometry, GTM, Vol. 52, Springer-Verlag, 1977, óåë. 55) ï R. Hartshorne áíáöÝñåé ôá
åîÞò: «Óå üëïõò ôïõò êëÜäïõò ôùí Ìáèçìáôéêþí õößóôáíôáé êáèïäçãçôéêÜ ðñïâëÞ-
ìáôá, ôá ïðïßá, ðáñüôé åßíáé ôüóï äýóêïëá ðïõ êáíåßò äåí áíáìÝíåé íá åðéëõèïýí ðëÞ-
ñùò, åíôïýôïéò äñïõí ùò êßíçôñï ãéá ðëçèþñá åñãáóéþí êáé ùò ìÝôñï áðïôéìÞóåùò ôÞò
ðñïüäïõ ðïõ óçìåéþíåôáé óôï ðëáßóéï ôÞò åêÜóôïôå åñåõíçôéêÞò ðåñéï·Þò. Óôçí Áë-
ãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá Ýíá ôÝôïéïõ åßäïõò ðñüâëçìá åßíáé ôï ðñüâëçìá ôÞò ôáîéíïìÞóåùò.
Óôçí áõóôçñüôåñç åêäï·Þ ôïõ, ôïýôï óõíßóôáôáé óôçí ôáîéíüìçóç üëùí ôùí ðïéêéëï-
ôÞôùí ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý. Ôï ðñüâëçìá ìðïñåß íá äéáéñåèåß óå ôñßá ìÝñç: Óôï ðñþôï
ìÝñïò åðéäéþêåôáé ç ôáîéíüìçóç ôùí ðïéêéëïôÞôùí ìÝ·ñéò áìößññçôçò éóïäõíáìßáò. Óôï
äåýôåñï ìÝñïò åðéäéþêåôáé ï ðñïóäéïñéóìüò åíüò «êáëïý» õðïóõíüëïõ ìéáò êëÜóåùò
áìößññçôçò éóïäõíáìßáò, üðùò åßíáé ð.·. áõôü ôùí ìç éäéáæïõóþí ðñïâïëéêþí êáìðõ-
ëþí [óôç äéÜóôáóç 1], êáé ç ôáîéíüìçóç ôùí ìåëþí ôïõ ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý. Ôï ôñßôï
ìÝñïò ðåñéëáìâÜíåé ôç ìåëÝôç ôÞò ðïéïôéêÞò äéáöïñïðïéÞóåùò ìéáò ôõ·ïýóáò ðïéêéëü-
ôçôáò [äåäïìÝíçò äéáóôÜóåùò] áðü ôéò ðñïçãïõìÝíùò èåùñçèåßóåò «êáëÝò» ðïéêéëüôç-
ôåò.»

Ôï ôüóï óçìáíôéêü ðñüâëçìá ôÞò ôáîéíïìÞóåùò (ó·åäüí ðñïâïëéêþí Þ êáé áöç-
ñçìÝíùí) ðïéêéëïôÞôùí ìÝ·ñéò áìößññçôçò éóïäõíáìßáò ïäÞãçóå óôç äçìéïõñãßá åíüò
ïëüêëçñïõ õðïêëÜäïõ ôÞò ÁëãåâñéêÞò Ãåùìåôñßáò (áíáöåñüìåíïõ åíßïôå ùò Áìößñ-
ñçôç Ãåùìåôñßá ) ðïõ áó·ïëåßôáé ìå áõôü êáé ôéò ðïëõäáßäáëåò èåùñçôéêÝò óõíéóôþ-
óåò ôïõ41. Ç ôáîéíüìçóç ìÝ·ñéò áìößññçôçò éóïäõíáìßáò Ý·åé åðéôåõ·èåß ðëÞñùò ãéá
ðïéêéëüôçôåò äéáóôÜóåùí 1 êáé 2, êáé ìåñéêþò ãéá ðïéêéëüôçôåò äéáóôÜóåùò 3. Ç áðï-
íïìÞ ôïý âñáâåßïõ Fields óôïí éÜðùíá ìáèçìáôéêü Shigefumi Mori ôï Ýôïò 1990 ãéá ôçí
ïëïêëÞñùóç42 ôÞò õëïðïéÞóåùò ôïý ðñïãñÜììáôïò åëá·éóôïôéêþí ðñïôýðùí Þ ìïíôÝ-
ëùí (MMP = minimal model program) óôç äéÜóôáóç 3 êáôáäåéêíýåé ôçí áíáãíþñéóç
ôÞò óðïõäáéüôçôáò ôïý åí ëüãù õðïêëÜäïõ áðü ôçí ðáãêüóìéá ìáèçìáôéêÞ êïéíüôçôá.
Ùóôüóï, óå äéáóôÜóåéò ≥ 4 ç åéêüíá ôÞò áìößññçôçò ·áñôïãñáöÞóåùò ðïéêéëïôÞôùí åß-
íáé (åðß ôïý ðáñüíôïò) áñêåôÜ áóáöÞò êáé «ðåäßïí äüîçò ëáìðñüí» ãéá üóïõò ìáèçìá-
ôéêïýò êáôïñèþóïõí íá åðéôý·ïõí åíôõðùóéáêÜ åñåõíçôéêÜ áðïôåëÝóìáôá åð' áõôÞò.

3.11.28 Ïñéóìüò. Ìéák-ðïéêéëüôçôá êáëåßôáé ñçôÞ ðïéêéëüôçôá üôáí åßíáé áìöéññÞôùò
41Âë. J. Kollár and Sh. Mori: Birational Geometry of Algebraic Varieties, Cambridge University Press, 1998, êáé K. Matsuki:
Introduction to the Mori Program, Universitext, Springer-Verlag, 2002.
42Âë. Sh. Mori: Flip theorem and the existence of minimal models for 3-folds, Journal of the A.M.S. 1 (1988), 117-253.
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éóïäýíáìç ôïý Ank (Þ ôïý Pnk) ãéá êÜðïéïí n ∈ N0.

3.11.29 Óçìåßùóç. Ìéá ìç ìïíïóçìåéáêÞ k-ðïéêéëüôçôá Y åßíáé ñçôÞ ðïéêéëüôçôá åÜí
êáé ìüíïí åÜí Rat(Y ) ∼= k(X1, . . . ,Xn) ãéá êÜðïéïí n ∈ N. ÐñÜãìáôé° áõôÞ ç óõíèÞêç
éêáíïðïéåßôáé åÜí êáé ìüíïí åÜí õðÜñ·åé Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y
ôï ïðïßï åßíáé éóüìïñöï åíüò êáôÜ Zariski áíïéêôïý õðïóõíüëïõ ôïý Ank (âë. 3.11.25
(c)⇔(b)). ¼ìùò ôïýôï éóïäõíáìåß ìå ôï üôé Y ∼=

bir
Ank (âë. 3.11.25 (b)⇔(a)).

3.11.30 Ðáñáäåßãìáôá. (a)Hóõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôáV = V
¡
Y2 − X3

¢
⊂ A2k (ðáñáâïëÞ

ôïý Neil, âë. ó·Þìá 3) åßíáé ñçôÞ, êáèüôé V ∼=
bir
A1k, áëëÜ V À A1k (âë. 2.5.15 (a)).

(b) Áíáëüãùò áðïäåéêíýåôáé üôé ç V = V
¡
X2 − Y3,Y2 − Z3

¢
⊂ A3k (ìå ôï k áëãåâñéêþò

êëåéóôü) åßíáé ñçôÞ ðïéêéëüôçôá, êáèüôé V ∼=
bir
A1k, áëëÜ V À A1k (âë. áóêÞóåéò Á-1-54,

Á-2-9 êáé Á-2-33).

(c) Åðßóçò, üôáí ôï åßíáé k áëãåâñéêþò êëåéóôü êáé ·áñ(k) /∈ {2, 3}, áðïäåéêíýåôáé üôé
ç åëëåéðôéêÞ êõâéêÞ êáìðýëç

V = V+(X0X
2
2 − X1(X1 − X0)(X1 − λX0)) ⊂ P2k, λ ∈ kr{0k, 1k},

ç ïðïßá áðïôåëåß ôçí ðñïâïëéêÞ êëåéóôÞ èÞêç ôÞò åðßðåäçò óõó·åôéêÞò êáìðýëçò ðïõ
åß·áìå ìåëåôÞóåé (ùò ðñïò ôçí áíáãùãéìüôçôá) óôçí Üóêçóç Á-1-49, äåí åßíáé ñçôÞ43.

(d) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 3.5.10 üëá ôá õðåñåðßðåäá H ⊆ Pnk åßíáé éóüìïñöá ìå ôïí ðñï-
âïëéêü ·þñï Pn−1k êáé, ùò åê ôïýôïõ, ñçôÝò ðïéêéëüôçôåò.

(e) ÊáôÜ ôï èåþñçìá 3.9.8, Segm,n
∼= Pmk × Pnk.¸óôù l := mn+m+ n. Óýìöùíá ìå ôï

(b) ôÞò áóêÞóåùò Á-3-61 êáé ôçí éóïäõíáìßá (b)⇔(a) ôïý ðïñßóìáôïò 3.11.25 Ý·ïõìå

Segm,n ∩ Uij(Plk) ∼= Am+nk ⊆ Alk ⇒ Segm,n
∼=
bir
Am+nk

∼=
bir
Pm+nk ,

ïðüôå ç ðïéêéëüôçôá Segm,n ôïý Segre (âë. 3.9.10) åßíáé ñçôÞ ðïéêéëüôçôá êáé éó·ýåé

Pmk × Pnk ∼=
bir
Pm+nk .

Ùóôüóï, Pmk × Pnk À Pm+nk üôáím,n ≥ 1.
(f) Ç ðïéêéëüôçôá Vern,d ôïý Veronese (âë. 3.10.5) åßíáé ñçôÞ ðïéêéëüôçôá, äéüôé áðü ôï
èåþñçìá 3.10.4 ãíùñßæïõìå üôé

Vern,d ∼= Pnk.

(g) Ç ðïéêéëüôçôáPl(Grass(m;n)) ôïý Grassmann (âë. 3.10.14) åßíáé ñçôÞ ðïéêéëüôçôá,
äéüôé óýìöùíá ìå ôï ëÞììá 3.10.11 êáé ôçí éóïäõíáìßá (b)⇔(a) ôïý ðïñßóìáôïò 3.11.25
Ý·ïõìå Pl(Grass(m;n)) ∩ Ui ∼= Am(n−m)k =⇒ Pl(Grass(m;n)) ∼=

bir
Am(n−m)k .

43Ãéá ìéá óôïé·åéþäç áðüäåéîç ôïý üôé êÜèå ìç éäéÜæïõóá, ðñïâïëéêÞ åðßðåäç êáìðýëçV+(F ) ⊂ P2C, deg(F ) ≥ 3, åßíáé ìç
ñçôÞ ðïéêéëüôçôá, âë. C.G. Gibson: Elementary Geometry of Algebraic Curves, Cambridge University Press, 1998, óåë. 245-246.
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(ii) Ç ìåëÝôç ñçôþí áðåéêïíßóåùí ìåôáîý ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí äéåõêïëýíåôáé áé-
óèçôÜ üôáí êáíåßò (áíôß íá åñãÜæåôáé ìå ôéò êëÜóåéò éóïäõíáìßáò ôïý ïñéóìïý 3.11.11)
ìåôáâáßíåé óôéò ðïëõùíõìéêÝò ðáñáóôÜóåéò ôïõò.

¸óôù V ⊆ Pmk ìéá ðñïâïëéêÞ ðïéêéëüôçôá. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôá

F0, . . . , Fn ∈ k [X0, . . . ,Xm]d

åßíáé n + 1 ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá éäßïõ âáèìïý d ≥ 0 êáé üôé ôï êáôÜ Zariski áíïéêôü
õðïóýíïëï U := VrV+(F0, . . . , Fn) ôïý V åßíáé ìç êåíü. Ôüôå ç áðåéêüíéóç

ϕU : U −→ Pnk, P 7−→ [F0(P ) : . . . : Fn(P )],

åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò (ðñâë. 3.8.5) êáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [U,ϕU ] ôïý æåýãïõò
(U,ϕU ) ∈ GV,Pmk ùò ðñïò ôçí ‘‘∼'' (ôçí åéóá·èåßóá óôï åäÜöéï 3.11.11) áðïôåëåß ìéá ñçôÞ
áðåéêüíéóç ϕ : V 99K Pnk. ÁõôÞ ç ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ èá óõìâïëßæåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò
[F0 : . . . : Fn]V (êáé áðëþò ùò [F0 : . . . : Fn] üôáí V = Pmk ). Åðß ôÞò êëÜóåùò üëùí ôùí
ñçôþí áðåéêïíßóåùí áõôÞò ôÞò ìïñöÞò åéóÜãïõìå ôçí áêüëïõèç ó·Ýóç éóïäõíáìßáò:

[F0 : . . . : Fn]V v [G0 : . . . : Gn]V ⇐⇒
ïñó

∙
FiGj −GiFj ∈ I+(V ),
∀i, j ∈ {0, . . . , n}

¸
. (3.22)

¼ðùò ìáò ðëçñïöïñåß ôï åðüìåíï èåþñçìá, êÜèå ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99K Pnk åßíáé
ðáñáóôÜóéìç õðü áõôÞí ôç ìïñöÞ.

3.11.31 Èåþñçìá. Õößóôáôáé ìéá öõóéêÞ áìößññéøçÃ(
ñçôÝò áðåéêïíßóåéò

ôÞò ìïñöÞò [F0 : . . . : Fn]V

)
/ v

!
←→

(
ñçôÝò áðåéêïíßóåéò

ϕ : V 99K Pnk

)
= GV,Pn

k
/ ∼ .

Áðïäåéîç. ¸óôù ϕ : V 99K Pnk ôõ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç. Óýìöùíá ìå üóá ðñïá-
íáöÝñèçóáí óôï (c) ôÞò óçìåéþóåùò 3.11.12, áõôÞ ìðïñåß íá áíáðáñáóôáèåß ùò ìéá
(n+ 1)-Üäá ϕ = [f0 : . . . : fn] ñçôþí óõíáñôÞóåùí

f0, . . . , fn ∈ Rat(V ) ∼=
3.11.10

k (V )

(ìå ìßá ôïõëÜ·éóôïí åî áõôþí ìç ìçäåíéêÞ). Èåùñþíôáò êëáóìáôéêÝò åêðñïóùðÞóåéò
ôïõò

fj =
Hj

Ξj
∈ Fr(Γïì. (V )), deg(Hj) = deg(Ξj) = dj, ∀j ∈ {0, . . . , n},

(üðïõ Ξj /∈ I+(V ),∀j ∈ {0, . . . , n}) êáé èÝôïíôáò

Fj := Hj ·
Ã Q
i∈{1,... ,n}r{j}

Ξi

!
, ∀j ∈ {0, . . . , n},
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ðáñáôçñïýìå üôé üëá ôá Fj ∈ k [X0, . . . ,Xm] , j ∈ {1, . . . , n}, åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá

âáèìïý
nP
j=0

dj êáé üôé ãéá êÜèå P ∈ VrV+(F0, . . . , Fn) Ý·ïõìå

ϕ(P ) = [f0(P ) : . . . : fn(P )] =
h
H0(P )
Ξ0(P )

: . . . : Hn(P )
Ξn(P )

i
= [F0(P ) : . . . : Fn(P )] .

(Ï åîïâåëéóìüò ôïýV+(F0, . . . , Fn) ãßíåôáé ãéá íá äéáóöáëéóèåß ôï üôé ϕ(P ) ∈ Pnk.) Åí
óõíå·åßá, õðïèÝôïíôáò üôé

F0, . . . , Fn ∈ k [X0, . . . ,Xm]d , G0, . . . , Gn ∈ k [X0, . . . ,Xm]d0 ,

ìå

VrV+(F0, . . . , Fn) 6= ∅, VrV+(G0, . . . , Gn) 6= ∅,

áðïìÝíåé íá áðïäåé·èåß üôé [F0 : . . . : Fn]V v [G0 : . . . : Gn]V ⇔ áõôÝò ïé (n + 1)-Üäåò
ðïëõùíýìùí êáèïñßæïõí ôçí ßäéá ñçôÞ áðåéêüíéóç.

‘‘⇒'' ÅÜí ϕ = [F0 : . . . : Fn]V v [G0 : . . . : Gn]V = ψ êáé åÜí

V1 := {P ∈ V |F0(P ) = · · · = Fn(P ) = 0k} , V2 := {P ∈ V |G0(P ) = · · · = Gn(P ) = 0k} ,

ôüôå ôá V1, V2 åßíáé åî õðïèÝóåùò áëãåâñéêÜ ðñïâïëéêÜ óýíïëá ðåñéå·üìåíá ãíçóßùò
åíôüò ôÞòV êáé (åðåéäÞ çV åßíáé áíÜãùãïðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï) ôïV 0 := V1∪V2
åßíáé ùóáýôùò Ýíá ðñïâïëéêü áëãåâñéêü óýíïëï ðåñéå·üìåíï ãíçóßùò åíôüò ôÞò V. Ïé
ϕ,ψ åßíáé ìïñöéóìïß åðß ôïý VrV 0 êáé åðåéäÞ

FiGj −GiFj ∈ I+(V ), ∀i, j ∈ {0, . . . , n},

Ý·ïõìå

[F0(P ) : . . . : Fn(P )] = [G0(P ) : . . . : Gn(P )] , ∀P ∈ VrV 0 ⇒ ϕ = ψ.

‘‘⇐'' ÕðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò V,
ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

[F0(P ) : . . . : Fn(P )] = [G0(P ) : . . . : Gn(P )] , ∀P ∈ U.

Ãéá ïéïäÞðïôå i ∈ {0, . . . , n} : Fi /∈ I+(V ) Ý·ïõìå UrV+(Fi) 6= ∅ (áöïý ôï U åßíáé
êáôÜ Zariski ðõêíü õðïóýíïëï ôÞò V ) êáé

Fi(P ) 6= 0k, Gi(P ) 6= 0k, ∀P ∈ UrV+(Fi).

ÈÝôïíôáò

fj :=
Fj
Fi
∈ OV (UrV+(Fi)), gj :=

Gj

Gi
∈ OV (UrV+(Fi)), ∀j ∈ {0, . . . , n}r{i},
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ëáìâÜíïõìå ôçí éóüôçôá ôùí ñçôþí áðåéêïíßóåùí

(f0, .., fi−1, fi+1, .., fn) = (g0, .., gi−1, gi+1, .., gn) : UrV+(Fi) −→ Ank.

ÅðåéäÞ fj = gj åðß ôïý UrV+(Fi) ãéá êÜèå j ∈ {0, . . . , n}r{i} êáé ôï UrV+(Fi) åßíáé
êáôÜ Zariski ðõêíü õðïóýíïëï ôÞò V óõíÜãïõìå üôé

(FiGj −GiFj)|UrV+(Fi)
= 0⇒ FiGj −GiFj ∈ I+(V ).

Ãéá ôïõò ëïéðïýò äåßêôåò i (äçëáäÞ ãéá åêåßíïõò ãéá ôïõò ïðïßïõò éó·ýåé Fi ∈ I+(V ))
áõôü åßíáé ðñïöáíÝò (êáèüôé êáô' áíÜãêçí èá éó·ýåé êáé Gi ∈ I+(V )). ¤

3.11.32 Óçìåßùóç. (ÑçôÝò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí) Ìéá ñçôÞ
áðåéêüíéóç

Pmk ⊇ V
ϕ99KW ⊆ Pnk

ìåôáîý äõï ðñïâïëéêþí ðïéêéëïôÞôùí V êáé W ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá ñçôÞ áðåé-
êüíéóç ϕ : V 99K Pnk (Þ ϕ = [F0 : . . . : Fn]V , üðùò óôï èåþñçìá 3.11.31) ãéá
ôçí ïðïßá éó·ýåé ϕ(Dom(ϕ)) ⊆ W. ÁêñéâÝóôåñá, ìéá ñçôÞ óõíÜñôçóç ôÞò ìïñöÞò
ϕ = [F0 : . . . : Fn]V áðü ôçí V óôïí Pnk åßíáé ñçôÞ óõíÜñôçóç áðü ôçí V óå ìéá ðñïâï-
ëéêÞ ðïéêéëüôçôáW ⊆ Pnk åÜí êáé ìüíïí åÜí

G(F0, . . . , Fn) ∈ I+(V ), ∀G ∈ I+(W ).

Åí ãÝíåé, ç (n+1)-Üäá (F0, . . . , Fn) äåí åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ìÝóù ôÞòϕ (ëüãù
ôÞò ðáñåìâïëÞò ôÞò ó·Ýóåùò éóïäõíáìßáò (3.22)). Ùóôüóï, óôçí åéäéêÞ ðåñßðôùóç üðïõ
V = Pmk êáéW = Pnk ç ìïíáäéêüôçôá «ðåñéóþæåôáé» ìÝ·ñéò ðïëëáðëáóéáóìïý ìå êÜðïéï
óôïé·åßï λ ∈ kr{0k}.

3.11.33 Ðüñéóìá. (ÑçôÝò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ðñïâïëéêþí ·þñùí) ¸óôù

ϕ : Pmk 99K Pnk

ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç. Ôüôå, ìÝ·ñéò ðïëëáðëáóéáóìïý ìå êÜðïéï óôïé·åßï λ ∈ kr{0k},
õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç (n + 1)-Üäá (F0, . . . , Fn) ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí
F0, . . . , Fn ∈ k [X0, . . . ,Xm] éäßïõ âáèìïý, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ϕ = [F0 : . . . : Fn] , Dom(ϕ) = Pmk rV+(F0, . . . , Fn).

Áðïäåéîç. Ç ýðáñîç ìéáò (n+ 1)-Üäáò ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá
Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 3.11.31. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß ç ìïíáäéêüôçôÜ
ôçò ìÝ·ñéò ðïëëáðëáóéáóìïý ìå êÜðïéï óôïé·åßï λ ∈ kr{0k}. Áò õðïèÝóïõìå üôé ç ϕ :



§ 3.11 ñçôåò áðåéêïíéóåéò 289

Pmk 99K Pnk åêðñïóùðåßôáé áðü äõï (n+1)-Üäåò (F0, . . . , Fn) êáé (G0, . . . ,Gn) ïìïãåíþí
ðïëõùíýìùí

F0, . . . , Fn, G0, . . . , Gn ∈ k [X0, . . . ,Xm]

(éäßïõ âáèìïý d ≥ 0). Ôüôå [F0 : . . . : Fn] v [G0 : . . . : Gn] êáé åðåéäÞ I+(Pmk ) = {0} ïé
óõíèÞêåò (3.22) éóïäõíáìïýí ìå ôéò åîÞò:

FiGj = GiFj , ∀i, j ∈ {0, . . . , n}. (3.23)

Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íáõðïèÝóïõìå üôé ôá {Fj | 0 ≤ j ≤ n} (êáé, áíôé-
óôïß·ùò, ôá {Gj | 0 ≤ j ≤ n}) äåí äéáèÝôïõí êáíÝíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï ùò êïéíü ôïõò
äéáéñÝôç (äéüôé ç áðáëïéöÞ ôùí êïéíþí äéáéñåôþí ôïõò äåí åðéöÝñåé áëëáãÞ óôçí êëÜóç
éóïäõíáìßáò ìå ôçí ïðïßá ôáõôßóáìå ôçí ϕ : Pmk 99K Pnk). ÅðåéäÞ

(3.23)⇒ FiG0 = GiF0 ⇒ F0 | FiG0, ∀i ∈ {0, . . . , n},

Ý·ïõìå

F0 | ìêä(F0G0, . . . , FnG0)
ìêä(F0G0, . . . , FnG0) ∼

óõí.
G0 · ìêä(F0, . . . , Fn)

ìêä(F0, . . . , Fn) ∼
óõí.

1k

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =⇒ F0 | G0.

ÅíáëëÜóóïíôáò ôïõò ñüëïõò ôùí F0 êáé G0 êáé åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá åðé·åéñç-
ìáôïëïãßá óõíÜãïõìå üôé G0 | F0. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

F0 ∼
óõí.

G0 ⇒ ∃λ ∈ kr{0k} = k× : F0 = λG0

êáé âÜóåé ôùí (3.23),

F0Gj = G0Fj ⇒ λG0Gj = G0Fj ⇒ Fj = λGj , ∀j ∈ {0, . . . , n},

ïðüôå ï éó·õñéóìüò åßíáé üíôùò áëçèÞò. ¤

3.11.34 ÐáñÜäåéãìá. ¸óôù P Ýíá óçìåßï ôïý ðñïâïëéêïý ·þñïõ Pmk (m > 1) êáé Ýóôù
H ⊂ Pmk Ýíá õðåñåðßðåäï ìå P /∈ H. Ùò ðñïâïëÞ ôïý Pmk åðß ôïý H ìå êÝíôñï ôï P
ïñßæåôáé ç áðåéêüíéóç

P : Pmk r{P} −→ H, Q 7−→ P (Q) := L(P,Q) ∩H.

(Âë. ó·Þìá 19.) ÁõôÞ åßíáé ìïñöéóìüò êáé ïñßæåé ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç

πP : Pmk 99K H ∼= Pm−1k (πP = [Pmk r{P}, P ], Dom(πP ) = Pmk r{P}).
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ÐñÜãìáôé° åðéëÝãïíôáò êáôÜëëçëåò ïìïãåíåßò óõíôåôáãìÝíåò X0, . . . ,Xm (åíäå·ïìÝíùò
ýóôåñá áðü åêôÝëåóç ìéáò ðñïâïëéêÞò áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pmk ) ìðïñïýìå íá
õðïèÝóïõìå üôé P = [0k : . . . : 0k : 1k] êáé H = V+(Xm). ÅÜí

Q = [b0 : . . . : bm] ∈ Pmk r{P},

ôüôå (b0, . . . , bm−1) 6= 0km êáé

L(P,Q) = P(Spank({(b0, . . . , bm), (0k, . . . , 0k, 1k)})).

ÅðåéäÞ

Spank({(b0, . . . , bm), (0k, . . . , 0k, 1k)} ∩ (km × {0k}) = k · (b0, . . . , bm−1),

ç P äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

P ([X0 : . . . : Xm]) = [X0 : . . . : Xm−1 : 0k].

(ÌÝóù ôÞò ßäéáò (m+ 1)-Üäáò ðáñßóôáôáé êáé ç πP .)

Ó·Þìá 19

3.11.35 Èåþñçìá. (Ìïñöéóìïß ìåôáîý ðñïâïëéêþí ·þñùí) ¸óôù ϕ : Pmk −→ Pnk Ýíáò
ìïñöéóìüò. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) ÌÝ·ñéò ðïëëáðëáóéáóìïý ìå êÜðïéï óôïé·åßï λ ∈ kr{0k} õðÜñ·åé ìïíïóçìÜíôùò
ïñéóìÝíç (n + 1)-Üäá (F0, . . . , Fn) ïìïãåíþí ðïëõùíýìùí F0, . . . , Fn ∈ k [X0, . . . ,Xm]
éäßïõ âáèìïý ðïõ äåí äéáèÝôïõí êïéíÜ óçìåßá ìçäåíéóìïý, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ϕ = [F0 : . . . : Fn] .
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(b) ÅÜí ï ϕ åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå m = n, äçëáäÞ ï ϕ åßíáé áõôïìïñöéóìüò ôïý Pnk.
ÅðéðñïóèÝôùò, ï ϕ ïöåßëåé íá åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pnk.

Áðïäåéîç. (a) ÅðåéäÞ åî õðïèÝóåùò Dom(ϕ) = Pmk , áñêåß íá åöáñìïóèåß ôï ðüñéóìá
3.11.33, áðü ôï ïðïßï Ýðåôáé üôéV+(F0, . . . , Fn) = ∅.
(b) Áò õðïèÝóïõìå üôé ï ϕ åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå ôïí ψ : Pnk −→ Pmk ùò áíôßóôñïöü ôïõ
êáé üôé

ϕ = [F0 : . . . : Fn] , ψ = [G0 : . . . : Gm] .

ÅðåéäÞ ψ ◦ ϕ = IdPmk , ϕ ◦ ψ = IdPnk êáé

ψ ◦ ϕ = [H0 : . . . : Hm] , ϕ ◦ ψ = [Ξ0 : . . . : Ξn] ,

üðïõHi := Gi(F0, . . . , Fn),∀i ∈ {0, . . . ,m}, êáéΞj := Fj(G0, . . . ,Gm),∀j ∈ {0, . . . , n},
Ý·ïõìå

[H0 : . . . : Hm] v [X0 : . . . : Xm] , [Ξ0 : . . . : Ξn] v [Y0 : . . . : Yn] ,

üðïõ X0, . . . ,Xm (êáé áíôéóôïß·ùò, Y0, . . . ,Yn) ïé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ôïý Pmk
(êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý Pnk). ÂÜóåé ôïý (a),

∃λ, μ ∈ kr{0k} :
(

Hi = λXi,∀i ∈ {0, . . . ,m},
Ξj = μXj ,∀j ∈ {0, . . . , n},

ïðüôå ∀(i, j) ∈ {0, . . . ,m} × {0, . . . , n} Ý·ïõìå

deg(Hi) = deg(Ξj) = 1⇒ deg(Gi) = deg(Fj) = 1.

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ýðáñîç åíüò éóïìïñöéóìïý Pmk ∼= Pnk Ý·åé ùò óõíÝðåéá ôçí
ýðáñîç åíüò éóïìïñöéóìïý ìåôáîý ôùí óùìÜôùí k(Pmk ) êáé k(Pnk) (âë. Üóêçóç Á-3-18).
ÅðåéäÞ ⎧⎪⎨⎪⎩

k(Pmk ) ∼= Fr
³
k
h
X1
X0
, . . . , XmX0

i´
= k

³
X1
X0
, . . . , XmX0

´
∼= k(Amk ),

k(Pnk) ∼= Fr
³
k
h
Y1
Y0
, . . . , YnY0

i´
= k

³
Y1
Y0
, . . . , YnY0

´
∼= k(Ank),

(ðñâë. 3.7.12 (b)) ôïýôï óçìáßíåé üôé

k(Amk ) ∼= k(Ank)⇒ tr.degk(k(Amk )) = m = n = tr.degk(k(Ank)).

Tåëéêþò óõìðåñáßíïõìå üôé ï ϕ ïöåßëåé íá åßíáé ìéá ðñïâïëéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí
ôïý Pnk (âë. 3.5.2). ¤
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ÁóêÞóåéò

A-3-73. Íá áðïäåé·èåß üôé ôüóïí ôï öýëëï ôïý Êáñôåóßïõ V = V
¡
Y2 − X2 − X3

¢
⊂ A2k

(âë. ó·Þìá 3) üóïí êáé ç V = V
¡
Y2 − X5

¢
⊂ A2k åßíáé ñçôÝò ðïéêéëüôçôåò.

A-3-74. ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò 6= 2, íá áðï-
äåé·èåß üôé üëåò ïé ðñïâïëéêÝò ôåôñáãùíéêÝò õðåñåðéöÜíåéåò V+(F ) ⊆ Pnk âáèìßäáò
ν + 1 ≥ 3 åßíáé ñçôÝò ðïéêéëüôçôåò. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò ôï
èåþñçìá 3.5.16).


