
ÊÅÖÁËÁÉÏ 2

Óõó·åôéêÝò Ðïéêéëüôçôåò

Óôïðáñüí êåöÜëáéï ôïk èá åßíáé ÝíáðáãéùìÝíï áðåéñïðëçèÝò óþìá, åíþ ôá áëãåâñéêÜ
óýíïëá, ãéá ôá ïðïßá èá ãßíåôáé ëüãïò, èá ðåñéÝ·ïíôáé åíôüò ôïý óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank
ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü n.¼ôáí èá ïìéëïýìå ãéá ïìïìïñöéóìïýòϕ : R −→ S ìåôáîý
äáêôõëßùíR,S, ïé ïðïßïé ðåñéÝ·ïõí ôï óþìá áíáöïñÜò ìáò k ùò õðïäáêôýëéü ôïõò, èá
åííïïýìå k-ïìïìïñöéóìïýò, Þôïé ïìïìïñöéóìïýò ìå ôçí éäéüôçôá ϕ |k = Idk.

2.1 Äáêôýëéïé ÓõíôåôáãìÝíùí
êáé ÐïëõùíõìéêÝò ÓõíáñôÞóåéò êáé Áðåéêïíßóåéò

2.1.1 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå ìç êåíü óýíïëï V ïñßæïõìå ôï óýíïëï1

J (V,k) := {üëåò ïé óõíáñôÞóåéò f : V → k} .

Ôï J (V,k) áðïêôÜ ôç äïìÞ ôïý äáêôõëßïõ ìÝóù ôùí «óçìåéáêþí» ðñÜîåùí:

(f + g) (x) := f(x) + g(x), (f g) (x) := f(x) g(x), ∀x, x ∈ V.

(ÓõíÞèùò ôáõôßæïõìå ôï k ìå ôïí õðïäáêôýëéï ôïý J (V,k), ï ïðïßïò áðáñôßæåôáé áðü
üëåò ôéò óôáèåñÝò óõíáñôÞóåéò.) ÅÜí ôï V ⊆ Ank åßíáé Ýíá ìç êåíü áëãåâñéêü óýíïëï,

1Åí ðñïêåéìÝíù, ãßíåôáé óáöÞò äéÜêñéóç ìåôáîý ôùí üñùí áðåéêüíéóç (map) êáé óõíÜñôçóç (function). Ùò óõíÞèùò, ìéá
áðåéêüíéóç ïñßæåôáé íá åßíáé ìéá äéìåëÞò ó·Ýóç (ìåôáîý äýï óõíüëùí, Þôïé ôïý ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò êáé ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôçò),
ç ïðïßá ðëçñïß ôç «óõíèÞêç ôïý ìïíïóçìÜíôïõ» (äçëáäÞ êÜèå óôïé·åßï ôïý ðåäßïõ ïñéóìïý ôçò áðåéêïíßæåôáé óå áêñéâþò
Ýíá óôïé·åßï ôïý ðåäßïõ ôéìþí ôçò). Ìå ôïí üñï óõíÜñôçóç åííïýìå ìéá áðåéêüíéóç ìå ðåäßï ôéìþí ôçò ôï åêÜóôïôå óþìá
áíáöïñÜò k.
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ôüôå ìéá óõíÜñôçóç f ∈ J (V,k) êáëåßôáé ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç üôáí

[∃F ∈ k[X1, . . . ,Xn] : f (a1, . . . , an) = F (a1, . . . , an) , ∀ (a1, . . . , an) ∈ V ] . (2.1)

(ËÝìå üôé ôï F ∈ k[X1, . . . ,Xn] åêðñïóùðåß ôçí ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç f ∈ J (V,k)
üôáí ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (2.1).) Ïé ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò ó·çìáôßæïõí Ýíáí
õðïäáêôýëéï

k[V ] := {üëåò ïé ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞóåéò f : V → k}

ôïý J (V,k), ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé ôï k.

2.1.2 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Ank Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï. Ï ðçëéêïäáêôýëéïò

Γ (V ) := k[X1, . . . ,Xn] / I(V )

êáëåßôáé äáêôýëéïò (ôùí) óõíôåôáãìÝíùí ôïý V.

2.1.3 Ðñüôáóç. Ãéá V 6= ∅ ç áðåéêüíéóç

θV : k[V ] −→ Γ (V ) , f 7−→ θV (f) = F + I(V ),

(üðïõ F ∈ k[X1, . . . ,Xn] ïéïäÞðïôå ðïëõþíõìï ðïõ åêðñïóùðåß ôçí f) áðïôåëåß Ýíáí
éóïìïñöéóìü äáêôõëßùí.

2.1.4 Óçìåßùóç. (a) Óõ·íÜ èá «ôáõôßæïõìå» ôá óôïé·åßá ôïý k[V ] ìå ôéò åéêüíåò ôïõò
åíôüò ôïý Γ (V ) êáé áíôéóôñüöùò, ·ùñßò íá êÜíïõìå ñçôÞ áíáöïñÜ óôïí éóïìïñöéóìü
θV . Áõôü ðïõ èá ðñÝðåé íá Ý·ïõìå êáôÜ íïõ, åßíáé üôé êÜèå ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç
(ìå ðåäßï ïñéóìïý ôçò ôï V ) ìðïñåß íá åêëçöèåß êáé ùò ìéá êëÜóç õðïëïßðùí åíüò
ðïëõùíýìïõ áðü ôïí k[X1, . . . ,Xn] (modulo I(V )). (Ìå Üëëá ëüãéá, äõï ðïëõþíõìá
F,G ∈ k[X1, . . . ,Xn] åêðñïóùðïýí ôçí ßäéá ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç, Ý·ïõóá ùò ðåäßï
ïñéóìïý ôçò ôï V , åÜí êáé ìüíïí åÜí F −G ∈ I(V )).
(b) Ëüãù áõôïý ôïý éóïìïñöéóìïý, ï k[V ] åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (ðñâë. Üóêçóç
Á-1-36 (c)) êáé, åéäéêüôåñá, äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý k (= ðåðåñáóìÝ-
íùò ðáñáãüìåíç k-Üëãåâñá). ÅîÜëëïõ, áêüìç êáé ç åéóáãùãÞ ôïý üñïõ «äáêôýëéïò óõ-
íôåôáãìÝíùí» ïöåßëåôáé áêñéâþò óôï üôé ïé «óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí» X1, . . . ,Xn
ðáñÜãïõí ôïí k[V ]. (ÊÜèå ‘‘Xi”, i ∈ {1, . . . , n}, éäùìÝíç ùò óõíÜñôçóç áðü ôï V óôï
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k, óôÝëíåé êÜèå óçìåßï P = (a1, . . . , an) ∈ V íá áðåéêïíéóèåß óôçí i-ïóôÞ ôïõ óõíôå-
ôáãìÝíç ai. ÓçìåéùôÝïí üôé ï óõìâïëéóìüò k[V ] «óõìöùíåß», êáôÜ êÜðïéïí ôñüðï, ìå
åêåßíïõò ôùí ðñïçãïõìÝíùí åíïôÞôùí, õðü ôçí Ýííïéá ôïý üôé ï k[V ] áðïôåëåß ôïí åëÜ-
·éóôï äáêôýëéï óõíáñôÞóåùí, ïé ïðïßåò Ý·ïõí ôï V ùò ðåäßï ïñéóìïý ôïõò êáé ðåñéÝ·ïõí
ôüóïí ôéò X1, . . . ,Xn üóïí êáé ôï k.)

2.1.5 Ïñéóìüò. (a) ÊÜèå áíÜãùãï áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Ank êáëåßôáé óõó·åôéêÞ
(k-)ðïéêéëüôçôá2.

(b)¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ùò õðïðïéêéëüôçôá ôÞò V ·áñáêôçñßæåôáé
êÜèå óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôáW ⊆ Ank ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåéW ⊆ V.

2.1.6 Ðñüôáóç. ¸óôùV ⊆ Ank Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:
(a) Ôï V åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá.

(b) Ôï éäåþäåò I(V ) ôïý V åßíáé ðñþôï.

(c) Ï äáêôýëéïò óõíôåôáãìÝíùí Γ (V ) (∼= k[V ]) ôïý V åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Áðüäåéîç. Ç éóïäõíáìßá (a)⇔(b) äåí åßíáé ôßðïôá Üëëï ðáñÜ ç ðñüôáóç 1.6.7, åíþ ç
éóïäõíáìßá (b)⇔(c) Ýðåôáé áðü ôï èåþñçìá 1.1.13. ¤

2.1.7 Ðñüôáóç. ¸óôù Ank ⊇ V
ϕ
³ W ⊆ Amk ìéá åðéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï

áëãåâñéêþí óõíüëùí V êáéW. ÅÜí ôï V åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé ç ϕ óõíå·Þò ùò
ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski, ôüôå êáé ôïW åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï ðüñéóìá 1.6.6 (ãéá ôçí ôïðïëïãßá Zariski åðß ôþí Ank
êáé Amk ). ¤

2.1.8 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Ank Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï. Ãéá êÜèå õðïóýíïëï W ôïý V

ïñßæïõìå

IV (W ) :=
©
F ∈ Γ (V )

¯̄
F ∈ I (W )

ª
êáé ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý Γ (V ) ,

VV (J) :=
©
P ∈ V

¯̄
F (P ) = 0k, ∀F ∈ J

ª
.

Óôï åðüìåíï èåþñçìá ðáñáôßèåôáé ç ãåíßêåõóç ôïý èåùñÞìáôïò 1.8.2, êáèþò êáé ôùí
ðïñéóìÜôùí 1.8.3 êáé 1.8.4 ãéá áëãåâñéêÜ õðïóýíïëá ôïý Ank ðåñéå·üìåíá óôï V.

2Ðñïóï·Þ! Ðïëëïß óõããñáöåßò ·ñçóéìïðïéïýí ôïí üñï «óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá» ùò óõíþíõìï ôïý üñïõ «áëãåâñéêü óýíï-
ëï» (åíôüò åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ), ·ùñßò íá óõìðåñéëáìâÜíïõí óå áõôüí ôçí åðéðñüóèåôç óõíèÞêç ôïý «áíáãþãïõ».
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2.1.9 Èåþñçìá. (Áëãåâñïãåùìåôñéêü ÃëùóóÜñéï) ÅÜí ôï V ⊆ Ank åßíáé Ýíá áëãåâñéêü
óýíïëï, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) Ãéá êÜèå õðïóýíïëïW ôïý V ôï IV (W ) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý Γ (V ) .

(b) Ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý Γ (V ) ôïVV (J) åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Ank ðïõ
ðåñéÝ·åôáé óôï V.

(c) Ãéá êÜèå áëãåâñéêü óýíïëïW ⊆ V éó·ýåé ç éóüôçôá

W = VV (IV (W )) .

(d) Ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý Γ (V ) éó·ýïõí ïé åãêëåéóìïß

J ⊆ Rad(J) ⊆ IV (VV (J)) .

(e) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå õðÜñ·ïõí öõóéêÝò áìöéññßøåéò :½
áëãåâñéêÜ õðïóýíïëá

ôïý Ank ðåñéå·üìåíá óôï V

¾
IV
À
VV

½
ñéæéêÜ éäåþäç

ôïý Γ (V )

¾
∪ ∪⎧⎨⎩

áíÜãùãá áëãåâñéêÜ
õðïóýíïëá ôïý Ank
ðåñéå·üìåíá óôï V

⎫⎬⎭ (ðåñéïñéóìüò)←→ {ðñþôá éäåþäç ôïý Γ (V )}

∪ ∪
{óçìåßá ôïý V } (ðåñéïñéóìüò)←→ {ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç ôïý Γ (V )}

ÉäéáéôÝñùò, åÜí ç V åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, êÜèå õðïðïéêéëüôçôÜ ôçò åßíáé ôÞò
ìïñöÞòW = VV (J) , ãéá êÜðïéï ðñþôï éäåþäåò J ôïý Γ (V ) .

Áðüäåéîç. ¸óôù

k[X1, . . . ,Xn] 3 F −→ πV (F ) = F ∈ Γ (V )

ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò.
(a) Ãéá êÜèå õðïóýíïëïW ôïý V Ý·ïõìå I (W ) ⊇ I(V ) (âë. ôï (1) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1).
ÅðåéäÞπV (I (W )) = IV (W ) , ôï IV (W ) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõóõíôåôáãìÝíùí
Γ (V ) ôïý V (âë. Üóêçóç Á-1-36 (a)).

(b) Ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý Γ (V ) ôï VV (J) åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Ank
ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôï V, äéüôé êáôÜ ôïí ïñéóìü ôïý VV (J) , ôï (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-1-36
êáé ôï (3) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3 Ý·ïõìå

π−1V (J) ⊇ I(V ) =⇒ VV (J) = V(π
−1
V (J)) ⊆ V(I(V )) = V.

(c) Áðü ôá (a), (b) êáé ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1 óõíÜãïõìå üôé

VV (IV (W )) = VV (πV (I (W ))) = V
¡
π−1V (πV (I (W )))

¢
= V(I(W )) =W.
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(d) Ï ðñþôïò åãêëåéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. Ï äåýôåñïò åðáëçèåýåôáé ùò åîÞò:

IV (VV (J)) = IV
¡
V(π−1V (J))

¢
= IV

¡
V(π−1V (J))

¢
= πV (I(V(π

−1
V (J)))) ⊇ πV (Rad(π−1V (J))) = Rad(J).

(e) Ïé åãêëåéóìïß ïé äçëïýìåíïé óôç äåîéÜ óôÞëç ðñïêýðôïõí áðü ôï èåþñçìá 1.1.7 êáé
ôçí Üóêçóç Á-1-18. ÊáôÜ ôï (c), W = VV (IV (W )) ãéá êÜèå áëãåâñéêü õðïóýíïëï W

ôïý V. ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü êáé ôï J Ýíá ñéæéêü éäåþäåò ôïý Γ (V ) , ôüôå,
óýìöùíá ìå ôï (b) ôÞò áóêÞóåùò Á-1-36 êáé ôï èåþñçìá 1.8.2 ôùí èÝóåùí ìçäåíéóìïý
ôïý Hilbert, ôï π−1V (J) åßíáé ñéæéêü éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] êáé

IV (VV (J)) = πV (I(V(π
−1
V (J)))) = πV (Rad(π−1V (J))) = πV (π

−1
V (J)) = J.

¢ñá ìðïñïýìå íá åêëÜâïõìå ôçí ‘‘IV ” ùò ìéá áìöéññéðôéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôï óý-
íïëï ôùí áëãåâñéêþí õðïóõíüëùí ôïý Ank ðïõ ðåñéÝ·ïíôáé óôï V óôï óýíïëï ôùí ñé-
æéêþí éäåùäþí ôïý Γ (V ) ìå ôçí ‘‘VV ” ùò áíôßóôñïöü ôçò. ÅîÜëëïõ, åÜí ôï W åßíáé
Ýíá áíÜãùãï áëãåâñéêü õðïóýíïëï ôïý Ank ðïõ ðåñéÝ·åôáé óôï V, ôï I (W ) åßíáé Ýíá
ðñþôï éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] (âë. ðñüôáóç 1.6.7) êáé ôï πV (I (W )) = IV (W ) Ýíá
ðñþôï éäåþäåò ôïý Γ (V ) (âë. Üóêçóç Á-1-36 (b)). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï J åßíáé
Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý Γ (V ) , ôüôå ôï π−1V (J) åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] (âë.
Üóêçóç Á-1-36 (b)) êáé ôï V

¡
π−1V (J)

¢
= VV (J) áíÜãùãï áëãåâñéêü õðïóýíïëï ôïý

V (âë. ðñüôáóç 1.6.7). ÔÝëïò, åÜí ôï P = (a1, . . . , an) åßíáé Ýíá óçìåßï ôïý V, ôüôå ôï
I({P}) = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] (âë.
ðüñéóìá 1.8.4) êáé ôï πV (I({P})) = IV ({P}) Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý Γ (V ) (âë.
ÜóêçóçÁ-1-36 (b)). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï J åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïýΓ (V ) ,
ôüôå ôï π−1V (J) åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] (âë. Üóêçóç Á-1-36 (b)) êáé
ôïV

¡
π−1V (J)

¢
= VV (J) Ýíá ìïíïóýíïëï åíôüò ôïý V (âë. ðüñéóìá 1.8.4). ¤

2.1.10 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôá V ⊆ Ank êáé W ⊆ Amk åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá. Ìéá
áðåéêüíéóç ϕ : V −→W êáëåßôáé ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç üôáí õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá
T1, . . . , Tm áðü ôïí k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá

ϕ (a1, . . . , an) = (T1 (a1, . . . , an) , . . . , Tm (a1, . . . , an)) , ∀ (a1, . . . , an) ∈ V. (2.2)

(ËÝìå üôé ìéá m-Üäá ðïëõùíýìùí (T1, . . . , Tm) åêðñïóùðåß ôçí ðïëõùíõìéêÞ áðåéêü-
íéóç ϕ : V −→W üôáí ðëçñïýôáé ç óõíèÞêç (2.2) êáé êáëïýìå ôéò T1, . . . , Tm óõíáñôÞ-
óåéò óõíôåôáãìÝíùí ôÞò ϕ.)

2.1.11 Ðáñáäåßãìáôá. (a)ÇáðåéêüíéóçðáñáìåôñÞóåùò ôÞò óõíÞèïõò ðáñáâïëÞò åßíáé
ðïëõùíõìéêÞ êáé áìöéññéðôéêÞ:

ϕ : A1k −→ V
¡
Y − X2

¢
⊂ A2k, ϕ (t) :=

¡
t, t2

¢
.
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(b) ÅÜí V := V(Y − X2,Z − X3) ⊂ A3k êáé W := V(Y3 − Z2) ⊂ A2k, ôüôå ç ðñïâïëÞ
A3k −→ A2k (óôá Y,Z), ðåñéïñéæüìåíç óôï V, ìáò ðáñÝ·åé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç
áðü ôï V óôïW, êáèüôé ïé óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôÞò åéêüíáò ôçò

©¡
t2, t3

¢
| t ∈ k

ª
éêáíïðïéïýí ôçí åîßóùóç ðïõ ïñßæåé ôïW.

(c) ÅÜí V := V(Y − X2) ⊂ A2k, ôüôå ôüóïí ôï ðïëõþíõìï F = X3 + Y3 üóïí êáé ôï
ðïëõþíõìï G = X3 + Y3 + X4Y − X6 åêðñïóùðïýí ôçí ßäéá ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç
åðß ôïý V.

2.1.12 Óçìåßùóç. (a) ÊÜèå áðåéêüíéóç ϕ : V −→ W åðÜãåé Ýíáí ïìïìïñöéóìü äáêôõ-
ëßùí

eϕ : J (W,k) −→ J (V,k) , f 7−→ f ◦ ϕ

êáèïñéæüìåíïí áðü ôï ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá

V

ϕ

²²

f◦ϕ

ÂÂ@
@@

@@
@@

@@
@@

@@
@@

@

W
f

// k

(b) ÅÜí ç ϕ : V −→W åßíáé ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå

eϕ (k[W ]) ⊆ k[V ],

ïðüôå ï ðåñéïñéóìüò ôçò åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (êáé, åðéðñïóèÝôùò, Ýíáò
ïìïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí, áöïý eϕ |k = Idk):

Γ (W ) ∼= k[W ] 3 f
eϕ|k[W ]7−→ f ◦ ϕ ∈ k[V ] ∼= Γ (V ) .

(c) Åöáñìüæïíôáò ôçí ðñüôáóç 2.1.3 ãéá êáèåìéÜ ôùí óõíôåôáãìÝíùí äéáðéóôþíïõìå
üôé äõïm-Üäåò ðïëõùíýìùí T = (T1, . . . , Tm) êáé T 0 = (T 01, . . . , T

0
m) åêðñïóùðïýí ôçí

ßäéá ϕ åÜí êáé ìüíïí åÜí

Tj − T 0j ∈ I(V ), ∀j ∈ {1, . . . ,m}.

(d) ÅÜí V = Ank,W = Amk , êáé ôá T1, . . . , Tm ∈ k[X1, . . . ,Xn] ïñßæïõí ìéá ðïëõùíõìéêÞ
áðåéêüíéóç

T = (T1, . . . , Tm) : Ank −→ Amk ,

ôüôå ôá T1, . . . , Tm åßíáé ìïíïóçìÜíôùò êáèïñéóìÝíá ìÝóù ôÞò T.
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2.1.13 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ôá V ⊆ Ank êáéW ⊆ Amk åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá, êáé üôé
ïéX1, . . . ,Xn (êáé áíôéóôïß·ùò, ïéY1, . . . ,Ym) åßíáé ïé «óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí» ðïõ
ðáñÜãïõí ôïí k[V ] (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïí k[W ]). Ôüôå ìéá áðåéêüíéóç ϕ : V −→ W åßíáé
ðïëõùíõìéêÞ åÜí êáé ìüíïí åÜí Tj := Yj ◦ ϕ ∈ k[V ] ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m}.

Áðüäåéîç. ÅÜí ç ϕ : V −→W åßíáé ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç, ôüôå Tj(P ) = Fj(P ) ãéá
êÜðïéïFj ∈ k[X1, . . . ,Xn] êáé ãéá êÜèåP ∈ V, ïðüôå ç Tj åßíáé åî ïñéóìïý ìéá ðïëõùíõ-
ìéêÞ óõíÜñôçóç áíÞêïõóá óôïí k[V ] (ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m}). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí
Tj := Yj ◦ ϕ ∈ k[V ] ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m}, ôüôå ç m-Üäá ðïëõùíýìùí (T1, . . . , Tm)
åêðñïóùðåß ôçí ϕ : V −→ W ùò ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç, êáèüôé ç óõíèÞêç (2.2)
éêáíïðïéåßôáé. ¤

2.1.14 Ðñüôáóç. ÊÜèå ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç Ank ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Amk ìåôáîý áëãåâñé-

êþí óõíüëùí åßíáé óõíå·Þò ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski.

Áðüäåéîç. ¸óôùZ ⊆W Ýíá êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýW ùòðñïò ôçí ôïðïëïãßáZariski.
Áñêåß íá áðïäåé·èåß üôé ôï ϕ−1(Z) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý V ùò ðñïò ôçí ôïðïëï-
ãßá Zariski. ÅðåéäÞ õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá T1, . . . , Tm ∈ k[X1, . . . ,Xn] êáé ðïëõþíõìá
F1, . . . , Fr ∈ k[Y1, . . . ,Ym] ìå

ϕ (a1, . . . , an) = (T1 (a1, . . . , an) , . . . , Tm (a1, . . . , an)) , ∀ (a1, . . . , an) ∈ V,

êáé

Z = {(b1, . . . , bm) ∈W | F1(b1, . . . , bm) = · · · = Fr(b1, . . . , bm) = 0} ,

Ý·ïõìå

ϕ−1(Z) = {(a1, . . . , an) ∈ V | ϕ (a1, . . . , an) ∈ Z }

= {(a1, . . . , an) ∈ V | Fi(T1 (a1, . . . , an) , . . . , Tm (a1, . . . , an)) = 0,∀i, 1 ≤ i ≤ r} ,

ïðüôå ôï ϕ−1(Z) åßíáé áëãåâñéêü õðïóýíïëï ôïý V. ¤

2.1.15 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ôá V ⊆ Ank êáé W ⊆ Amk åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá. Ôüôå
õðÜñ·åé ìéá öõóéêÞ áìößññéøç(

ðïëõùíõìéêÝò
áðåéêïíßóåéò V −→W

)
3 ϕ 7−→ eϕ ¯̄k[W ] ∈

(
ïìïìïñöéóìïß äáêôõëßùí

(Γ (W ) ∼=) k[W ] −→ k[V ] (∼= Γ (V ))

)

(ÌÜëéóôá, êÜèå ôÝôïéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ϕ : V −→ W áðïôåëåß ôïí ðåñéïñéóìü
ìéáò ðïëõùíõìéêÞò áðåéêïíßóåùò Ank −→ Amk åðß ôïý V.)
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Áðüäåéîç. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé X1, . . . ,Xn (êáé áíôéóôïß·ùò, ïé Y1, . . . ,Ym) åßíáé ïé óõ-
íáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ðïõ ðáñÜãïõí ôïí k[V ] (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïí k[W ]). ÅÜí ïé
ϕ,ψ : V −→W åßíáé äõï ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò ìå eϕ ¯̄k[W ] = eψ ¯̄k[W ] , ôüôå

eϕ ¯̄k[W ] (Yj) = eψ ¯̄k[W ] (Yj) =⇒ Yj ◦ ϕ = Yj ◦ ψ, ∀j ∈ {1, . . . ,m} =⇒ ϕ = ψ,

ïðüôå ç áðåéêüíéóç ôÞò åêöùíÞóåùò åßíáé åíñéðôéêÞ. Áñêåß ëïéðüí íá áðïäåé·èåß üôé ç
åí ëüãù áðåéêüíéóç åßíáé êáé åðéññéðôéêÞ. ¸óôù

α : Γ (W ) = k[Y1, . . . ,Ym] / I (W ) −→ Γ (V ) = k[X1, . . . ,Xn] / I (V )

Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ìå α |k = Idk). ÅðéëÝãïõìå ðïëõþíõìá T1, . . . , Tm áðü
ôïí k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå

α (Yj + I (W )) = Tj + I (V ) , ∀j ∈ {1, . . . ,m}.

Ôüôå ç T = (T1, . . . , Tm) áðïôåëåß ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôïí Ank óôïí Amk , ç
ïðïßá åðÜãåé ìéá áðåéêüíéóçeT : Γ (Amk ) = k[Y1, . . . ,Ym] −→ Γ (Ank) = k[X1, . . . ,Xn].
Ãéá êÜèå F + I (W ) ∈ Γ (W ) Ý·ïõìå

α (F + I (W )) = α (F (Y1, . . . ,Ym) + I (W )) = F (α (Y1) , . . . , α (Ym)) + I (V )

= F (T1, . . . , Tm) + I (V ) = (F ◦ T ) + I (V ) = eT (F ) + I (V ) .
Åí óõíå·åßá èåùñïýìå ôõ·üí (a1, . . . , an) ∈ V . ÅÜí F ∈ I (W ), ôüôå

F (T1, . . . , Tm) + I (V ) = α (F + I (W ))

= α (I (W )) = I (V ) =⇒ F (T1, . . . , Tm) = eT (F ) ∈ I (V ) ,
ðïõ óçìáßíåé üôé eT (I (W )) ⊆ I (V ) =⇒ T (a1, . . . , an) ∈ W =⇒ T (V ) ⊆ W . ¢ñá ãéá
êÜèå F + I (W ) ∈ Γ (W ),

α (F + I (W )) = (F + I (W )) ◦ T

êáé ãéá ôçí ϕ := T |V éó·ýåé eϕ ¯̄k[W ] = θ−1V ◦ α ◦ θW (ðñâë. ðñüôáóç 2.1.3). ¤

2.1.16 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ôá V ⊆ Ank êáé W ⊆ Amk åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá. Ìéá
ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç V

ϕ−→ W êáëåßôáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí V êáé W üôáí
õðÜñ·åé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ψ :W −→ V, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò
ψ ◦ϕ = IdV êáé ϕ◦ψ = IdW .ËÝìå ðùò ôá V,W åßíáé éóüìïñöá (êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí
óõìâïëéóìü V ∼= W ) üôáí õößóôáôáé Ýíáò ôÝôïéïõ åßäïõò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý áõôþí.
(Ç ‘‘∼='' áðïôåëåß ðñïöáíþò ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.) ÅðéðñïóèÝôùò, êÜèå éóïìïñöé-
óìüò Ý·ùí ùò ðåäßï ïñéóìïý êáé ùò ðåäßï ôéìþí ôïõ ôï ßäéï óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï
V êáëåßôáé áõôïìïñöéóìüò ôïý V.
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2.1.17 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Ïé áðåéêïíßóåéò ϕ : A1k −→ A1k ôÞò ìïñöÞò

ϕ(t) = at+ b, ∀t ∈ A1k, ãéá êÜðïéá a ∈ kr{0k}, b ∈ k,

åßíáé éóïìïñöéóìïß. (ÌÜëéóôá, êÜèå áõôïìïñöéóìüò ôïý A1k ïöåßëåé íá åßíáé áõôÞò ôÞò
ìïñöÞò. Âë. Üóêçóç Á-2-7 (a).)

(b) Ç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç

ϕ : A1k −→ V = V (Y − Xν) ⊂ A2k, ϕ (t) := (t, tν) , ν ∈ N,

åßíáé éóïìïñöéóìüò ìå ôçí A2k 3 (a1, a2) 7−→ a1 ∈ A1k ùò áíôßóôñïöü ôçò, åíþ áíôéèÝôùò
ç

ϕ : A1k −→ V = V
¡
Y2 − X3

¢
⊂ A2k, ϕ (t) :=

¡
t2, t3

¢
,

äåí åßíáé éóïìïñöéóìüò, ðáñüôé åßíáé áìöéññéðôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç êáé ïìïéï-
ìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí A1k êáé V (âë. Üóêçóç Á-2-8 (a)).

(c) ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá. ÅÜí V := V(I) ⊂ A2k êáé W := V(J) ⊂ A3k,
üðïõ

I :=
­
X22 − X31 + 1

®
⊂ k[X1,X2], J :=

­
Y32 − Y31 + 1,Y3 − Y21

®
⊂ k[Y1,Y2,Y3],

ôüôå ç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ϕ(t, t0) := (t, t0, t2) áðü ôï V óôï W åðÜãåé Ýíáí éóï-
ìïñöéóìü

θV ◦ eϕ ¯̄k[W ] ◦ θ−1W : Γ (W ) −→ Γ (V ) , G(Y1,Y2,Y3) + J 7−→ G(X1,X2,X
2
1) + I,

ìåôáîý ôùí äáêôõëßùí óõíôåôáãìÝíùí ôùí W êáé V, ïðüôå ôá V,W åßíáé ìåôáîý ôïõò
éóüìïñöá åðß ôç âÜóåé ôïý áêïëïýèïõ ðïñßóìáôïò (ðñâë. Üóêçóç Á-2-4):

2.1.18 Ðüñéóìá. Ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ϕ : V −→ W ìåôáîý äõï óõó·åôéêþí
áëãåâñéêþí óõíüëùí V êáéW åßíáé éóïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï eϕ ¯̄k[W ] åßíáé éóï-
ìïñöéóìüò k-áëãåâñþí. (ÉäéáéôÝñùò, äõï óõó·åôéêÜ áëãåâñéêÜ óýíïëá åßíáé éóüìïñöá
åÜí êáé ìüíïí åÜí ïé äáêôýëéïé óõíôåôáãìÝíùí ôïõò åßíáé éóüìïñöïé.)

Åý·ñçóôåò áíáãêáßåò êáé éêáíÝò óõíèÞêåò ãéá íá åßíáé ï eϕ ¯̄k[W ] åðéìïñöéóìüò (êáé áíôé-
óôïß·ùò, ìïíïìïñöéóìüò) äßäïíôáé óôçí ðñüôáóç 2.1.20.

2.1.19 ËÞììá. ¸óôù Ank ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Amk ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï

áëãåâñéêþí óõíüëùí V êáéW. Ôüôå

Ker(eϕ ¯̄k[W ] ) = IW (ϕ(V )) = IW (clTZar (ϕ(V ))) .
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Áðüäåéîç. Ãéá ìéá f ∈ k[W ] Ý·ïõìå

f(clTZar (ϕ(V ))) = {0}⇐⇒ f(ϕ(V )) = {0},

äéüôé (óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.14) çϕ åßíáé óõíå·Þò ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßáZariski.
Êé åðåéäÞ

f(ϕ(V )) = eϕ ¯̄k[W ] (f) = 0⇐⇒ eϕ ¯̄k[W ] = 0,

ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

2.1.20 Ðñüôáóç. ¸óôù Ank ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Amk ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï

áëãåâñéêþí óõíüëùí V êáéW. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) O eϕ ¯̄k[W ] åßíáé åðéìïñöéóìüò k-áëãåâñþí åÜí êáé ìüíïí åÜí ç åéêüíá ϕ(V ) åßíáé êëåé-
óôü õðïóýíïëï ôïýW (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ) êáé ç V

ϕ−→ ϕ(V ) éóïìïñöéóìüò.

(b) O eϕ ¯̄k[W ] åßíáé ìïíïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí åÜí êáé ìüíïí åÜí ç åéêüíá ϕ(V ) åßíáé
ðõêíü õðïóýíïëï ôïýW (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ).

Áðüäåéîç. (a) ¸óôù P ∈ clTZar (ϕ(V )) êáé Ýóôù

mP := IW ({P}) ⊂ k[Y1, . . . ,Ym]

ôï ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ðïõ áíôéóôïé·åß óôï P. Ôüôå

mP ⊇ IW (clTZar (ϕ(V ))) = Ker(eϕ ¯̄k[W ] )

(âë. ëÞììá 2.1.19). ÅÜí ï eϕ ¯̄k[W ] åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå ïé ìÝóù áõôïý åðáãüìåíåò
áðåéêïíßóåéò k[W ]/Ker(eϕ ¯̄k[W ] ) −→ k[V ] êáé

k[W ]/mP −→ k[V ] /eϕ ¯̄k[W ] (mP )

åßíáé éóïìïñöéóìïß. ÅðïìÝíùò, ôï eϕ ¯̄k[W ] (mP ) åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ
óõíôåôáãìÝíùí k[V ] ôïý V êáé áíôéóôïé·åß (óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 2.1.9) óå Ýíá ìï-
íïóýíïëïVV (eϕ ¯̄k[W ] (mP )) = {Q}.

ÅÜí çm-Üäá ðïëõùíýìùí T = (T1, . . . , Tm) åêðñïóùðåß ôçí ðïëõùíõìéêÞ áðåéêü-
íéóç ϕ êáé P = (a1, . . . , am) , ôüôå

mP = hY1 − a1, . . . ,Ym − ami =⇒ eϕ ¯̄k[W ] (mP ) = hT1 − a1, . . . , Tn − ami

=⇒ {Q} = VV (eϕ ¯̄k[W ] (mP )) = T−1({P}) ∩ V = ϕ−1({P}).

Åî áõôïý Ýðåôáé üôé ç ϕ åßíáé åíñéðôéêÞ êáé üôé ϕ(Q) = P.¢ñá ç åéêüíá ϕ(V ) åßíáé êëåé-
óôü õðïóýíïëï ôïý W (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski) êáé ç V

ϕ−→ ϕ(V ) áìößññéøç.
ÔÝëïò, åðåéäÞ ç áðåéêüíéóç

eϕ ¯̄k[ϕ(V )] : k[ϕ(V )] = k[W ]/IW (ϕ(V )) −→ k[V ] (2.3)
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(üðùò ðñïáíáöÝñáìå) åßíáé éóïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí, ç V
ϕ−→ ϕ(V ) åßíáé éóïìïñöé-

óìüò óõó·åôéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.18.
Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ç åéêüíá ϕ(V ) åßíáé êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý W (ùò ðñïò ôçí

ôïðïëïãßá Zariski) êáé ç V
ϕ−→ ϕ(V ) éóïìïñöéóìüò, ôüôå, ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.1.18,

ç (2.5.1) åßíáé éóïìïñöéóìüò êáé ç eϕ ¯̄k[W ] : k[W ] −→ k[V ] åðéìïñöéóìüò k-áëãåâñþí.

(b) ÊáôÜ ôï ëÞììá 2.1.19,

Ker(eϕ ¯̄k[W ] ) = 0⇐⇒ IW (clTZar (ϕ(V ))) = {0},

ìå ôçí ôåëåõôáßá óõíèÞêç éóïäõíáìïýóá ìå ôçí clTZar (ϕ(V )) =W. ¤

2.1.21 Óçìåßùóç. ÊáôÜ ôá ðñïáíáöåñèÝíôá, ï äáêôýëéïò óõíôåôáãìÝíùí Γ (V ) ∼= k[V ]
åíüò áëãåâñéêïý óõíüëïõ V ⊆ Ank (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V )
åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç k-Üëãåâñá (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíç k-Üëãåâñá ðïõ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ). ÅðéðñïóèÝôùò, ï Γ (V ) ∼= k[V ]

åßíáé áíçãìÝíïò äáêôýëéïò3, äéüôé êáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.3.3 ôï I(V ) åßíáé ñéæéêü éäåþäåò
ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn], ïðüôå

Γ (V )red = (k[X1, . . . ,Xn] / I(V ))red = k[X1, . . . ,Xn] /Rad(I(V )) = Γ (V ) .

Ùò åê ôïýôïõ, üôáí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï : ÅÜí çA åß-
íáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, áíçãìÝíç k-Üëãåâñá (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá ðåðåñá-
óìÝíùò ðáñáãüìåíç, áíçãìÝíç k-Üëãåâñá ðïõ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ) ìå ôá a1, . . . , an
ùò ãåííÞôïñåò, ôüôå ï åðéìïñöéóìüò áðïôéìÞóåùò

k[X1, . . . ,Xn] 3 F 7−→ F (a1, . . . , an) ∈ k[a1, . . . , an] = A

ìå Ýíá éäåþäåò I ùò ðõñÞíá ôïõ ìáò ïäçãåß (ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 1.1.10) óôï üôé

k[X1, . . . ,Xn]/I ∼= A = Ared
∼= k[X1, . . . ,Xn]/Rad(I) =⇒ I = Rad(I).

μñçóéìïðïéþíôáò ëïéðüí ôï èåþñçìá 1.8.2 (Þ ôï ðüñéóìá 1.8.3) óõíÜãïõìå üôé êáé ôï
V := V(I) åßíáé Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá óõó·åôéêÞ ðïé-
êéëüôçôá) åíôüò ôïý Ank ìå

I(V(I)) = Rad(I) = I =⇒ A ∼= k[X1, . . . ,Xn]/I(V ) =: Γ (V ) ∼= k[V ].

Ôïýôï ôï óõìðÝñáóìá äéáôõðþíåôáé êïìøüôåñá ìÝóù ôÞò ïñïëïãßáò ôÞò Èåùñßáò Êá-
ôçãïñéþí4.
3¸íáò äáêôýëéïò R êáëåßôáé áíçãìÝíïò äáêôýëéïò üôáí ôï 0R åßíáé ôï ìïíáäéêü ìçäåíïäýíáìï óôïé·åßï ôïý R (Þ, éóïäõ-
íÜìùò, üôáí éó·ýåé ç éóüôçôá Rad({0R}) = {0R}). Óå ïéïíäÞðïôå äáêôýëéï R êáíåßò áíôéóôïé·åß ôïí áíçãìÝíï äáêôýëéï
Rred := R/Rad({0R}). ÓçìåéùôÝïí üôé, åÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå ëáìâÜíïõìå ôïí éóïìïñöéóìü
äáêôõëßùí (R/I)red = (R/I)/(Rad(I)/I) ∼= R/Rad(I).
4Âë. ð.·. H. Schubert: Categories, Springer-Verlag, 1972.
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2.1.22 Ïñéóìüò. Ìéá êáôçãïñßá C óõíßóôáôáé áðü ìéá êëÜóç5 áíôéêåéìÝíùí Ob(C) êáé
ìéá ïéêïãÝíåéá óõíüëùí (êáëïõìÝíùí ìïñöéóìþí) MorC(A,B) ãéá ïéáäÞðïôå áíôéêåß-
ìåíá A,B ∈ Ob(C), êáèþò êáé áðü áðåéêïíßóåéò

MorC(A,B)×MorC(B,C) −→MorC(A,C), (f, g) 7−→ g ◦ f,

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(a) Ç ‘‘◦'' åßíáé ðñïóåôáéñéóôéêÞ, äçëáäÞ (g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h) .
(b) Ãéá êÜèå áíôéêåßìåíïA ∈Ob(C) õðÜñ·åé Ýíáò (ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò) ìïñöéóìüò
IdA ∈MorC(A,A) ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

f ◦ IdA = f, IdA ◦ g = g, ∀f ∈MorC(A,B), ∀g ∈MorC(B,A).

¸íáò ìïñöéóìüò f ∈MorC(A,B) êáëåßôáé C-éóïìïñöéóìüò üôáí õðÜñ·åé g ∈MorC(B,A)
ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

g ◦ f = IdA, f ◦ g = IdB.

¼ôáí, äïèÝíôïò åíüò C-éóïìïñöéóìïý f ∈MorC(A,B), Ýíáò ôÝôïéïò ìïñöéóìüò g õðÜñ-
·åé, ôüôå åßíáé êáô' áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò (ùò ðñïò ôï íá ðëçñïß ôéò áíù-
ôÝñù éóüôçôåò), óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò f−1 êáé êáëåßôáé áíôßóôñïöïò ôïý f.

2.1.23 Ïñéóìüò. ¸óôù C ìéá êáôçãïñßá. Ìéá õðïêáôçãïñßá C0 ôÞò C åßíáé ìéá êáôçãïñßá
ìå ôéò åîÞò éäéüôçôåò:

(a) ÊÜèå áíôéêåßìåíï ôÞò C0 åßíáé êáé áíôéêåßìåíï ôÞò C.
(b) Ãéá ïéáäÞðïôå A,B ∈ Ob(C0) Ý·ïõìå MorC0(A,B) ⊆MorC(A,B).

(c) Ãéá ïéïäÞðïôå æåýãïò (f, g) ∈MorC0(A,B)×MorC0(B,C) ç óýíèåóç g ◦ f åíôüò ôÞò
C0 éóïýôáé ìå ôç óýíèåóç ôùí f êáé g åíôüò ôÞò C.

2.1.24 Ïñéóìüò. Ìéá õðïêáôçãïñßá C0 ìéáò êáôçãïñßáò C êáëåßôáé ðëÞñçò õðïêáôçãï-
ñßá ôÞò C üôáí ãéá ïéáäÞðïôåA,B ∈Ob(C0) éó·ýåé ç éóüôçôáMorC0(A,B) =MorC(A,B).

2.1.25 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Oé êáôçãïñßåò Sets,Groups êáéModR ôùí óõíüëùí, ôùí ïìÜ-
äùí êáé ôùí R-ìïäßùí (ìå ôéò óõíÞèåéò áðåéêïíßóåéò, ôïõò ïìïìïñöéóìïýò ïìÜäùí êáé
ôïõò ïìïìïñöéóìïýò R-ìïäßùí, áíôéóôïß·ùò, ùò ìïñöéóìïýò ôïõò).

(b) Ç êáôçãïñßá Abgroups ôùí áâåëéáíþí ïìÜäùí, ç ïðïßá áðïôåëåß ìéá ðëÞñç õðïêá-
ôçãïñßá ôÞò êáôçãïñßáò Groups.

(c) Ç êáôçãïñßá Top ôùí ôïðïëïãéêþí ·þñùí (ìå ôéò óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöé-
óìïýò ôçò).

5«ÊëÜóç» õðü ôçí Ýííïéá ôÞò ÁîéùìáôéêÞò Óõíïëïèåùñßáò ôùí G­del êáé Bernays.
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(d) Ç êáôçãïñßá ôùí óõó·åôéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí k-AASets ìå

Ob(k-AASets) :=
½

áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò
åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank

¾
,

Mork-AASets(V,W ) :=

½
ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò

ϕ : V −→W

¾
.

(e) Ç êáôçãïñßá ôùí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí k-AVar, üðïõ

Ob(k-AVar) :=
½

óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò åíôüò
åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank

¾
,

Mork-AVar(V,W ) :=

½
ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò

ϕ : V −→W

¾
,

ç ïðïßá áðïôåëåß ìéá ðëÞñç õðïêáôçãïñßá ôÞò k-AASets.

(f) Ç êáôçãïñßá k-Algð.ð.á. ôùí ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíùí, áíçãìÝíùí k-áëãåâñþí (ìå
ôïõò ïìïìïñöéóìïýò k-áëãåâñþí ùò ìïñöéóìïýò ôçò), êáèþò êáé ç ðëÞñçò õðïêáôçãï-
ñßá ôçò k-Algð.ð.á.á.ð. Ý·ïõóá ùò áíôéêåßìåíÜ ôçò ôéò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò, áíçã-
ìÝíåò k-Üëãåâñåò ðïõ åßíáé ôáõôï·ñüíùò áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò.

2.1.26 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé C,D åßíáé äõï êáôçãïñßåò. ¸íáò óõíáëëïßùôïò (êáé áíôé-
óôïß·ùò, áíôáëëïßùôïò) óõíáñôçôÞò F : C Ã D óõíßóôáôáé áðü ìéá áðåéêüíéóç

F : Ob(C) −→ Ob(D)

êáé áðåéêïíßóåéò

F :MorC(A,B) −→MorD(F(A),F(B)) , f 7−→ F(f),

(êáé áíôéóôïß·ùò, MorC(A,B) −→MorD(F(B),F(A)), f 7−→ F(f))

ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:

(a) F(IdA) = IdF(A),∀A ∈ Ob(C).
(b) Ãéá êÜèå (f, g) ∈MorC(A,B)×MorC(B,C) éó·ýåé ç éóüôçôá

F(g ◦ f) = F(g) ◦ F(f) (êáé áíôéóôïß·ùò, F(g ◦ f) = F(f) ◦ F(g)).
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2.1.27 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ïé F : C Ã D êáéG : D Ã E åßíáé äõï óõíáñôçôÝò. Ùò óýí-
èåóç áõôþí ïñßæåôáé ï óõíáñôçôÞòG ◦ F : C Ã E ï óõíéóôþìåíïò áðü ôéò áðåéêïíßóåéò
(ìåôáîý áíôéêåéìÝíùí êáé ìïñöéóìþí, áíôéóôïß·ùò):

Ob(C) 3 A 7−→G(F(A)) ∈ Ob(E), MorC(A,B) 3 f 7−→G(F(f)).

(Ï G ◦ F åßíáé óõíáëëïßùôïò üôáí áìöüôåñïé ïé F êáé G åßíáé åßôå óõíáëëïßùôïé åßôå
áíôáëëïßùôïé, êáé áíôáëëïßùôïò üôáí ï Ýíáò åê ôùí F,G åßíáé óõíáëëïßùôïò êáé ï Üë-
ëïò áíôáëëïßùôïò.)

2.1.28 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Åðß ïéáóäÞðïôå êáôçãïñßáò C ïñßæåôáé ï ôáõôïôéêüò óõíáñ-
ôçôÞò IdC : C Ã C ìå IdC(A) := A, ∀ A ∈ Ob(C) êáé IdC(f) := f, ∀f ∈MorC(A,B).

(b) Ïé åðéëÞóìïíåò (óõíáëëïßùôïé) óõíáñôçôÝò

GroupsÃ Sets, ModR Ã Sets, TopÃ Sets,

åßíáé áõôïß ðïõ «îå·íïýí» ôéò åêÜóôïôå (áëãåâñéêÝò Þ ôïðïëïãéêÝò) äïìÝò.

(c) Ï óõíáñôçôÞò áâåëéáíïðïéÞóåùò F : Groups Ã Abgroups åßíáé ï óõíáëëïßùôïò óõ-
íáñôçôÞò

Ob(Groups) 3 G 7−→ F(G) := Gab := G/[G,G] ∈ Ob(Abgroups),

MorGroups(G,H) 3 f 7−→ F(f) := f ∈MorAbgroups(Gab,Hab),

üðïõ [G,G] ç õðïïìÜäá ôÞò G ç ðáñáãüìåíç áðü üëïõò ôïõò ìåôáèÝôåò

[g, g0] := gg0g−1(g0)−1, g, g0 ∈ G,

êáé

f : Gab −→ Hab, g + [G,G] 7−→ f(g) + [H,H].

(d) ¸óôùM ∈ Ob(ModR). Ï óõíáñôçôÞò F :ModR ÃModR,

Ob(ModR) 3 N 7−→ F(N) :=M ⊗R N ∈ Ob(ModR),

MorModR(N,N 0) 3 f 7−→ F(f) := IdM ⊗̄f ∈MorModR(M ⊗R N,M ⊗R N 0),

üðïõM ⊗R N ôï ôáíõóôéêü ãéíüìåíï 6 ôùíM êáé N, åßíáé óõíáëëïßùôïò.

6Ãéá ôïí ïñéóìü ôïý ôáíõóôéêïý ãéíïìÝíïõ R-ìïäßùí êáé ôç ìåëÝôç ôùí èåìåëéùäþí éäéïôÞôùí ôïõ âë. ð.·. D.S. Dummit &
R.M. Foote: Abstract Algebra, third edition, J. Wiley & Sons, Inc., 2004, åíüôçôá 10.4.
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(e) ¸óôù N ∈ Ob(ModR). Ï óõíáñôçôÞò F :ModR ÃModR,

Ob(ModR) 3M 7−→ F(M) := HomR(M,N) ∈ Ob(ModR),

HomR(M,M 0) =:MorModR(M,M 0) 3 f 7−→ F(f) := HomR(f, IdN ),

üðïõ

HomR(M,N) := {ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí g :M −→ N} ,

êáé

HomR(f, IdN ) : HomR(M
0,N) −→ HomR(M,N), g 7−→ g ◦ f,

åßíáé áíôáëëïßùôïò.

(f) Ï óõíáñôçôÞòHsing
n : TopÃ Abgroups, ï ïðïßïò óôÝëíåé êÜèå ôïðïëïãéêü ·þñïX íá

áðåéêïíéóèåß óôçí n-ïóôÞ éäéÜæïõóá ïìÜäá ïìïëïãßáò ôïõ Hsing
n (X;Z) êáé êÜèå óõíå·Þ

áðåéêüíéóç f : X −→ Y (ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí ·þñùí X,Y ) óôïí ìÝóù áõôÞò åðá-
ãüìåíï ïìïìïñöéóìü áâåëéáíþí ïìÜäùí Hsing

n (f) : Hsing
n (X;Z) −→ Hsing

n (Y ;Z), åßíáé
Ýíáò óõíáëëïßùôïò óõíáñôçôÞò7.

2.1.29 Ïñéóìüò. ¸íáò óõíáëëïßùôïò (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò áíôáëëïßùôïò) óõíáñôç-
ôÞò F : C Ã D êáëåßôáé áðïëýôùò ðéóôüò üôáí ïé áðåéêïíßóåéò

F :MorC(A,B) −→MorD(F(A),F(B)) , f 7−→ F(f),

(êáé áíôéóôïß·ùò, MorC(A,B) −→MorD(F(B),F(A)), f 7−→ F(f))

åßíáé áìöéññéðôéêÝò ãéá ïéáäÞðïôå A,B ∈ Ob(C).

2.1.30 Ïñéóìüò. (a)¸óôù üôé ïéF,G : C Ã D åßíáé äõï óõíáëëïßùôïé (êáé áíôéóôïß·ùò,
äõï áíôáëëïßùôïé óõíáñôçôÝò). ¸íáò öõóéêüò ìåôáó·çìáôéóìüò h : F −→ G åßíáé ìéá
ïéêïãÝíåéá ìïñöéóìþí {h(A) ∈MorD(F(A),G(A)) | A ∈ Ob(C)} , ôÝôïéá þóôå ãéá êÜèå
f ∈MorC(A,B) ôï äéÜãñáììá

F(A)
h(A)−−−−→G(A)

F(f)

⏐⏐y ⏐⏐yG(f)
F(B)

h(B)−−−−→G(B)

7Âë. ð.·. C. Kosniowski: A First Course in Algebraic Topology, Cambridge University Press, 1980, Thm. 29.12, óåë. 245.
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êáé áíôéóôïß·ùò, ôï äéÜãñáììá

F(B)
h(B)−−−−→G(B)

F(f)

⏐⏐y ⏐⏐yG(f)
F(A)

h(A)−−−−→G(A)

íá åßíáé ìåôáèåôéêü.

(b) ¼ôáí üëá ôá ìÝëç ôÞò ïéêïãåíåßáò ìïñöéóìþí

{h(A) ∈MorD(F(A),G(A)) | A ∈ Ob(C)}

åßíáé D-éóïìïñöéóìïß, ôüôå ï h êáëåßôáé öõóéêÞ éóïäõíáìßá ìåôáîý ôùí óõíáñôçôþí F
êáéG, êáé ïé F êáéG ïíïìÜæïíôáé öõóéêþò éóïäýíáìïé. (Åí ôïéáýôç ðåñéðôþóåé ·ñçóé-
ìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò F ∼=

ö.é.
G ãéá íá õðïäçëïß ôçí ýðáñîç ìéáò öõóéêÞò éóïäõíá-

ìßáò ìåôáîý ôùí F êáéG.)

2.1.31 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé Ýíáò óõíáëëïßùôïò (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò áíôáëëïßùôïò) óõ-
íáñôçôÞò F : C Ã D ïñßæåé ìéá óõíáëëïßùôç (êáé áíôéóôïß·ùò, ìéá áíôáëëïßùôç) éóïäõ-
íáìßá ìåôáîý ôùí êáôçãïñéþí C êáé D üôáí õößóôáôáé Ýíáò óõíáñôçôÞò G : D Ã C,
ôÝôïéïò þóôåG ◦ F ∼=

ö.é.
IdC êáé F ◦G ∼=

ö.é.
IdD.

2.1.32 Èåþñçìá. (a) Ï óõíáñôçôÞò F : k-AASets Ã k-Algð.ð.á. (êáé áíôéóôïß·ùò, ï ðå-
ñéïñéóìüò áõôïý F0 : k-AVarÃ k-Algð.ð.á.á.ð.):

Ob(k-AASets) 3 V 7−→ k[V ] ∈ Ob(k-Algð.ð.á.),

Mork-AASets(V,W ) 3 ϕ 7−→ eϕ ¯̄k[W ] ∈Mork-Algð.ð.á.(k[W ],k[V ]),

åßíáé áíôáëëïßùôïò êáé áðïëýôùò ðéóôüò.

(b) ¼ôáí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ï F (êáé áíôéóôïß·ùò, ï F0) ïñßæåé ìéá áíôáë-
ëïßùôç éóïäõíáìßá.

Áðüäåéîç. (a) ÏF åßíáé óõíáñôçôÞò (ðñâë. ÜóêçóçÁ-2-4), åê êáôáóêåõÞò áíôáëëïßù-
ôïò. Ôï üôé åßíáé êáé áðïëýôùò ðéóôüò Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 2.1.15.

(b) ÊáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí óõíáñôçôÞ G : k-Algð.ð.á. Ã k-AASets ùò åîÞò: Ãéá êÜèå
A ∈ Ob(k-Algð.ð.á.) åðéëÝãïõìå ãåííÞôïñåò a1, . . . , an, ôïí åðéìïñöéóìü áðïôéìÞóåùò

k[X1, . . . ,Xn] −→ k[a1, . . . , an] = A, Xi 7−→ ai, ∀i ∈ {1, . . . , n},
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ìå Ýíá éäåþäåò IA ùò ðõñÞíá ôïõ êáé èÝôïõìå G(A) := V(IA) (âë. óçìåßùóç 2.1.21).
Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.1.15, ãéá êÜèå η ∈Mork-Algð.ð.á.(A,B) õðÜñ·åé ìéá ìïíïóç-
ìÜíôùò ïñéóìÝíç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóçϕ ∈Mork-AASets(V,W ) ìå eϕ ¯̄k[W ] = η, üðïõ
W := V(IA) êáé V := V(IB). ÈÝôïíôáòG(η) := ϕ, Ý·ïõìå ðñïöáíþò

G ◦ F ∼=
ö.é.
Idk-AASets, F ◦G ∼=

ö.é.
Idk-Algð.ð.á. .

(Áíáëüãùò åñãáæüìáóôå êáé ìå ôïí F0.) ¤

2.1.33 Óçìåßùóç. (a) Ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï V ×W äõï ìç êåíþí áëãåâñéêþí óõíü-
ëùí V ⊆ Amk êáé W ⊆ Ank (âë. áóêÞóåéò Á-1-15 êáé Á-2-15) åßíáé êáôçãïñéêü ãéíüìåíï
(ãéá ôçí k-AASets), ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé åÜí ôï Z åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï êáé
ïé ϕ1 : Z −→ V, ϕ2 : Z −→ W äõï ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò, ôüôå õðÜñ·åé ìéá
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç h : Z −→ V ×W ðïõ êáèéóôÜ ôï
äéÜãñáììá

Z

h

²²
ϕ2

¾¾8
88

88
88

88
88

88
88

88
88

88
88

8

ϕ1

¤¤¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨̈

¨̈
¨

V ×W

pW
((PPPPPPPPPPPPP

pV
vvnnnnnnnnnnnnn

V W

ìåôáèåôéêü. (Åí ðñïêåéìÝíù, ïé pV , pW óõìâïëßæïõí ôéò ðñïâïëÝò åðß ôùí V êáéW, áíôé-
óôïß·ùò.) Ç h =: (ϕ1, ϕ2) (ðïõ ·áñáêôçñßæåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò ç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêü-
íéóç ç åðáãïìÝíç áðü ôéò ϕ1, ϕ2) ïñßæåôáé ùò åîÞò:

h(P ) := (ϕ1(P ), ϕ2(P )), ∀P ∈ Z.

¼ôáí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ç êáôçãïñéêüôçôá ôïý ãéíïìÝíïõ äéáèÝôåé ìéá êá-
èáñþò áëãåâñéêÞ åñìçíåßá 8 (ìÝóù ôïý èåùñÞìáôïò 2.1.32), äéüôé ç áðåéêüíéóç⎛⎝ νX

j=1

fi⊗̄gi

⎞⎠ (a1, . . . , am, b1, . . . , bn) 7−→ νX
j=1

fi(a1, . . . , am)⊗k gi(b1, . . . , bn)

(ãéá êÜèå
Pν

j=1 fi⊗̄gi ∈ (k[V ]⊗k k[W ])red êáé ïéáäÞðïôå óôïé·åßá (a1, . . . , am) ∈ V êáé
(b1, . . . , bn) ∈W ) ìáò ðáñÝ·åé Ýíáí éóïìïñöéóìü k-áëãåâñþí:

(k[V ]⊗k k[W ])red ∼= k[V ×W ].

8Ìå Üëëá ëüãéá, ôï êáôçãïñéêü ãéíüìåíï (k[V ]⊗k k[W ])red ôùí k[V ] êáé k[W ] åíôüò ôÞò k-Algð.ð.á. åßíáé éóüìïñöï ôÞò
k-Üëãåâñáò ðïõ áíôéóôïé·åß óôï V ×W ìÝóù ôïý óõíáñôçôÞG : k-Algð.ð.á. Ã k-AASets.
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(Ðñïöáíþò, åÜí áìöüôåñá ôá V,W åßíáé óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò, ôï V ×W åßíáé êá-
ôçãïñéêü ãéíüìåíï ãéá ôçí k-AVar.)

(b) Ç êáôçãïñßá ôùí óõó·åôéêþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí åßíáé ðëÞñçò õðïêáôçãïñßá ôÞò êá-
ôçãïñßáò ôùí ëåãïìÝíùí «ó·åäüí óõó·åôéêþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí». Ìéá ó·åäüí óõó·å-
ôéêÞ (k-)ðïéêéëüôçôá åßíáé Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï (ùò ðñïò ôç ó·åôéêÞ ôïðï-
ëïãßá Zariski) ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò9 V ⊆ Ank. (Ãéá ôïí ïñéóìü ôùí ìïñöéóìþí
ôÞò êáôçãïñßáò ôùí ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, âë. ïñó. 2.5.16.) Ðñïóï·Þ! Ç
êáôçãïñßá ôùí ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí åßíáé ðïëý åõñýôåñç åêåßíçò ôùí óõ-
ó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, êÜôé ðïõ äéáöáßíåôáé Þäç êáôüðéí èåùñÞóåùò ôïý óõíüëïõ

Y := A2Cr{(0, 0)} ⊂ A2C

(âë. Üóêçóç Á-2-34).

(c) ÅÜí êáíåßò åðéèõìåß íá áðáëëáãåß áðü ôïõò åêÜóôïôå ðåñéâÜëëïíôåò óõó·åôéêïýò
·þñïõò áíáöïñÜò óôïí ïñéóìü ôùí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ìðïñåß íá ïñßóåé ùò áöç-
ñçìÝíç óõó·åôéêÞ k-ðïéêéëüôçôá ïéïäÞðïôå æåýãïò (V,k[V ]) áðïôåëïýìåíï áðü Ýíá
óýíïëï V êáé áðü ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, áíçãìÝíç k-Üëãåâñá k[V ] ðïõ åßíáé
áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé áðáñôßæåôáé áðü óõíáñôÞóåéò f : V → k, ïýôùò þóôå íá õðÜñ·ïõí
êÜðïéïé ãåííÞôïñåò x1, . . . , xn ôÞò k[V ] ìÝóù ôùí ïðïßùí íá ïñßæåôáé ç

V 3 P 7−→ (x1(P ), . . . , xn(P )) ∈ Ank,

ðïõ íá áðåéêïíßæåé ôï V áìöéññéðôéêþò åðß åíüò áíáãþãïõ êáé áëãåâñéêïý (Þôïé êëåé-
óôïý, ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski) õðïóõíüëïõ ôïý Ank.

ÁóêÞóåéò

A-2-1. Íá áðïäåé·èåß ç ðñüôáóç 2.1.3.

A-2-2. ¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, üðïõ k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá.
Íá áðïäåé·èåß üôé ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá:

(a) Ç V áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.

(b) Γ (V ) ∼= k.
(c) dimk (Γ (V )) <∞.

A-2-3. ¸óôù F Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï ôïý k[X,Y].ÕðïèÝôïíôáò üôé ôï F åßíáé ìïíéêü
ùò ðñïò ôï Y:

F = Yn + a1(X)Y
n−1 + a2(X)Y

n−2 + · · ·+ an(X),

9Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá Y åßíáé Ýíá ôïðéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï (Þôïé ç ôïìÞ åíüò áíïéêôïý êáé
åíüò êëåéóôïý õðïóõíüëïõ) åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank (äéüôé Y = V ∩ U, üðïõ U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Ank).
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êáé üôé V = V(F ) ⊆ A2k, íá áðïäåé·èåß üôé ï öõóéêüò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

ϕ : k[X] −→ Γ (V ) = k[X,Y] / hF i

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò, ïýôùò þóôå ï k[X] íá ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò Ýíáò õðïäáêôýëéïò
ôïý Γ (V ). Åðßóçò, íá áðïäåé·èåß üôé ïé êëÜóåéò õðïëïßðùí 1,Y, . . . ,Y

n−1
ðáñÜãïõí ôïí

Γ (V ) ùò k[X]-ìüäéï.

A-2-4. ÅÜí ïé ϕ1 : V −→ W êáé ϕ2 : W −→ Z åßíáé äõï áðåéêïíßóåéò ìåôáîý óõó·å-
ôéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí, íá áðïäåé·èåß üôé ϕ̂2 ◦ ϕ1 = eϕ1 ◦ eϕ2 êáé üôé ç óýíèåóç äõï
ðïëõùíõìéêþí áðåéêïíßóåùí åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç.

A-2-5. Íá áðïäåé·èåß üôé ç áðåéêüíéóç ðñïâïëÞò (óôéò ðñþôåò ν óõíôåôáãìÝíåò)

Ank 3 (a1, . . . , an) 7−→ pr (a1, . . . , an) := (a1, . . . , aν) ∈ Ark, 1 ≤ ν ≤ n,

åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç.

A-2-6. Íá áðïäåé·èåß üôé ôïV (XY − 1) ⊂ A2C åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá ðïõ äåí
åßíáé éóüìïñöç ôïý A1C.

A-2-7. (a) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå éóïìïñöéóìüò ϕ : A1k −→ A1k åßíáé ôÞò ìïñöÞò

ϕ(t) = at+ b, ∀t ∈ A1k, ãéá êÜðïéá a ∈ kr{0k}, b ∈ k.

(b) ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò p > 0, íá áðïäåé·èåß
üôé ç áðåéêüíéóç ôïý Frobenius

ϕ : A1k −→ A1k, t 7−→ ϕ(t) := tp,

åßíáé Ýíáò ïìïéïìïñöéóìüò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßáZariski) ðïõ äåí åßíáé éóïìïñöéóìüò.

A-2-8. ¸óôù üôé ôï k åßíáé åßôå Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá åßôå ôï R.
(a) Íá áðïäåé·èåß üôé ç

ϕ : A1k −→ V = V
¡
Y2 − X3

¢
⊂ A2k, ϕ (t) :=

¡
t2, t3

¢
,

äåí áðïôåëåß éóïìïñöéóìü, ðáñüôé åßíáé ìéá áìöéññéðôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç.
(Õðüäåéîç : eϕ (k[V ]) = k[T2,T3] $ k[T] = k[A1k].)
(b) Íá áðïäåé·èåß üôé ç

ϕ : A1k −→ V = V
¡
Y2 − X2 (X+ 1)

¢
⊂ A2k, ϕ (t) :=

¡
t2 − 1, t

¡
t2 − 1

¢¢
,

åßíáé áìöéññéðôéêÞ, ìå ìüíç åîáßñåóç óôá óçìåßá ϕ (±1k) = (0k, 0k).

A-2-9. ¸óôù V = V
¡
X2 − Y3,Y2 − Z3

¢
⊂ A3k, üðùò óôçí Üóêçóç A-1-54 (k áëãåâñéêþò

êëåéóôü), êáé α : Γ (V ) −→ k[T] ç áðåéêüíéóç ç åðáãïìÝíç áðü ôïí ïìïìïñöéóìü α ôÞò
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éäßáò áóêÞóåùò.

(a) Ðïéá åßíáé åêåßíç ç ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ϕ : A1k → V ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé
θA1k ◦ eϕ ¯̄k[V ] ◦ θ−1V = α;

(b) Íá áðïäåé·èåß üôé ç ϕ äåí åßíáé éóïìïñöéóìüò, ðáñüôé åßíáé áìöéññéðôéêÞ.

A-2-10. ¸óôù f ∈ k[V ] ∼= Γ (V ) , üðïõ V ⊆ Ank Ýíá ìç êåíü áëãåâñéêü óýíïëï. Ùò
ãñÜöçìá ôÞò ðïëõùíõìéêÞò óõíáñôÞóåùò f ïñßæåôáé ôï óýíïëï

Gr (f) :=
©
(a1, . . . , an, an+1) ∈ An+1k | (a1, . . . , an) ∈ V êáé an+1 = f (a1, . . . , an)

ª
.

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:
(a) Ôï Gr(f) åßíáé Ýíá áëãåâñéêü õðïóýíïëï ôïý An+1k .

(b) Ç áðåéêüíéóç

V 3 (a1, . . . , an) 7−→ ((a1, . . . , an) , f (a1, . . . , an)) ∈ Gr (f)

ïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ìåôáîý ôùí V êáé Gr(f) (ìå ôçí ðñïâïëÞ ùò áíôßóôñïöü ôçò).

(c) ÅÜí ôï V åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå êáé ôï Gr(f) åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëü-
ôçôá.

A-2-11. ¸óôù üôé çW åßíáé ìéá õðïðïéêéëüôçôá ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Ank.
(a) Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá êÜèå f ∈ k[V ] Ý·ïõìå f |W ∈ k[W ].

(b) Íá áðïäåé·èåß üôé ç öõóéêÞ áðåéêüíéóç Γ (V ) −→ Γ (W ) ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôïý (a)
åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí ìå ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò IV (W ), ïðüôå Ý·ïõìå
Γ (W ) ∼= Γ (V ) / IV (W ) .

A-2-12. ÕðïèÝôïíôáò üôé ç Ank ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Amk åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç

ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí êáé ïé V 0 ⊆ V ,W 0 ⊆W õðïðïéêéëüôçôÝò ôïõò, ïýôùò
þóôå íá éó·ýåé ϕ (V 0) ⊆W 0, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a)
¡
θV ◦ eϕ ¯̄k[W ] ◦ θ−1W

¢
(IW (W 0)) ⊆ IV (V 0) (Âë. Üóêçóç Á-2-11.)

(b) Ï ðåñéïñéóìüò ϕ |V 0 : V 0 −→ ϕ (V 0) ⊆W 0 åßíáé ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç.

A-2-13. ÅÜí ç Ank ⊇ V
ϕ
³ W ⊆ Amk åßíáé ìéá åðéññéðôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç

ìåôáîý äõï óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí êáé ôï X Ýíá áëãåâñéêü õðïóýíïëï ôÞò W, íá
áðïäåé·èåß üôé ç áíôßóôñïöç åéêüíá ϕ−1 (X) ôïýX áðïôåëåß Ýíá áëãåâñéêü õðïóýíïëï
ôÞò V. Åðßóçò íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôÞò óõíåðáãùãÞò:"(

ϕ−1 (X) áíÜãùãï
(Þôïé ìéá õðïðïéêéëüôçôá ôÞò V )

)
=⇒

(
X áíÜãùãï

(Þôïé ìéá õðïðïéêéëüôçôá ôÞòW )

)#
.

A-2-14. (a) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï
©¡
t, t2, t3

¢
∈ A3k | t ∈ k

ª
åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ

ðïéêéëüôçôá.
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(b) Íá áðïäåé·èåß ôï ßäéï êáé ãéá ôï

V := V(XZ− Y2,YZ− X3,Z2 − X2Y) ⊂ A3C.

(Õðüäåéîç : Ôá Y3 − X4, Z3 − X5 êáé Z4 − Y5 áíÞêïõí óôï I (V ) . Íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá
ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôï A1C åðß ôïý V .)

A-2-15. ¸óôù V ×W ôï ãéíüìåíï äõï óõó·åôéêþí áëãåâñéêþí óõíüëùí V ⊆ Amk êáé
W ⊆ Ank (âë. áóêçóç Á-1-15). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ôï V ×W åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá åÜí êáé ìüíïí åÜí ôá V,W åßíáé óõó·åôéêÝò
ðïéêéëüôçôåò.

(b) ÅÜí ôá V1, . . . , Vr åßíáé ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ôïý V êáé ôá W1, . . . ,Wν ïé áíÜ-
ãùãåò óõíéóôþóåò ôïý W, ôüôå ôá Vi × Wj , 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ ν, åßíáé ïé áíÜãùãåò
óõíéóôþóåò ôïý V ×W.

2.2 Óõó·åôéêÝò ÁëëáãÝò ÓõíôåôáãìÝíùí

(i)¸óôù T = (T1, . . . , Tm) ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç áðü ôïí Ank óôïí Amk êáé Ýóôù
F ∈ k[X1, . . . ,Xm]. Ïñßæïõìå

FT := eT (F ) := F (T1, . . . , Tm) .

Áíôéóôïß·ùò, ãéá éäåþäç I ⊆ k[X1, . . . ,Xm] êáé ãéá áëãåâñéêÜ óýíïëá V åíôüò ôïý Amk ,
ïñßæïõìå

IT :=
­©
FT | F ∈ I

ª®
êáé V T := V

¡
I(V )T

¢
.

2.2.1 Ïñéóìüò. ÏíïìÜæïõìå óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Ank êÜèå áìöéññé-
ðôéêÞ ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç

T = (T1, . . . , Tn) : Ank −→ Ank

óôçí ïðïßá êÜèå Ti åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý 1.

(ii)ÅÜí ïé T êáéU åßíáé äõï óõó·åôéêÝò áëëáãÝò óõíôåôáãìÝíùí ôïýAnk, ôüôå ðñïöáíþò
êáé ç óýíèåóÞ ôïõòU ◦T åßíáé óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïýAnk.ÅîÜëëïõ, êÜèå
óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí

T = (T1, . . . , Tn) =

⎛⎝ nX
j=1

a1 jXj + a1 0, . . . ,
nX
j=1

an jXj + an 0

⎞⎠
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ãñÜöåôáé ùò óýíèåóç T = T 00 ◦ T 0 ìéáò ãñáììéêÞò áðåéêüíéóåùò

T 0 = (T 01, . . . , T
0
n) =

⎛⎝ nX
j=1

a1 jXj , . . . ,
nX
j=1

an jXj

⎞⎠
êáé ìéáò ìåôáöïñÜò

T 00 = (T 001 , . . . , T
00
n ) = (X1 + a1 0, . . . ,Xn + an 0) .

ÅðåéäÞ ç T åßíáé áìöéññéðôéêÞ êáé êÜèå ìåôáöïñÜ Ý·åé áíôßóôñïöï (ðïõ åßíáé êáé ðÜëé
ìéá ìåôáöïñÜ), Ýðåôáé üôé êáé ï ðßíáêáò (ai j)1≤i,j≤n ïöåßëåé íá åßíáé áíôéóôñÝøéìïò,
Þôïé (ai j)1≤i,j≤n ∈GL(n;k) .ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç áíôßóôñïöïò T−1 ìéáò óõó·åôéêÞò áë-
ëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí T ôïý Ank åßíáé ùóáýôùò óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý
Ank, ïðüôå éó·ýåé ç áêüëïõèç:

2.2.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý Ank åßíáé Ýíáò áõôïìïñöé-
óìüò ôïý Ank (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.1.16).

2.2.3 Ðüñéóìá. ¸óôù T = (T1, . . . , Tn) : Ank −→ Ank ìéá óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝ-
íùí ôïý Ank . ÅÜí ôï V åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Ank, ôüôå ôï V åßíáé éóüìïñöï
ôïý V T .

Áðïäåéîç. ¸óôù P ∈ T−1 (V ) êáé Ýóôù F ∈ I(V ). Ôüôå

T (P ) = (T1(P ), . . . , Tn(P )) ∈ V =⇒ F (T1(P ), . . . , Tn(P )) = 0

=⇒ P ∈
\

F∈I(V )
{Q ∈ Ank | F (T1(Q), . . . , Tn(Q)) = 0}

=
\

F∈I(V )
V(FT ) = V

¡
I(V )T

¢
,

ïðüôå T−1 (V ) ⊆ V
¡
I(V )T

¢
. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí P ∈ V

¡
I(V )T

¢
, ôüôå

F (T1(P ), . . . , Tn(P )) = 0, ∀F ∈ I(V ) =⇒ T (P ) = (T1(P ), . . . , Tn(P )) ∈ V (I(V )) .

ÊáôÜ ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1 Ý·ïõìåV (I(V )) = V, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé T (P ) ∈ V,

äçëáäÞ

P ∈ T−1 (V ) =⇒ V
¡
I(V )T

¢
⊆ T−1 (V ) .

Ôåëéêþò, T−1 (V ) = V
¡
I(V )T

¢
=: V T , êé åðåéäÞ ç T (êáé, êáô' åðÝêôáóéí, êáé ç T−1)

åßíáé Ýíáò áõôïìïñöéóìüò ôïýAnk (âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.2.2), ôá V êáé V T åßíáé ìåôáîý
ôïõò éóüìïñöá. ¤
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ÁóêÞóåéò

A-2-16. ¸íá óýíïëï ∅ 6= V ⊆ Ank êáëåßôáé ãñáììéêÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý Ank üôáí

V = V(F1, . . . , Fκ),

ãéá êÜðïéá ðñùôïâÜèìéá ðïëõþíõìá F1, . . . , Fκ ∈ k[X1, . . . ,Xn]. Ãéá ïéáäÞðïôå ãñáì-
ìéêÞ õðïðïéêéëüôçôá V ôïý Ank íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí ç T = (T1, . . . , Tn) : Ank −→ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý
Ank, ôüôå ôï V T åßíáé ìéá ãñáììéêÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý Ank.
(b) ÕðÜñ·åé ìéá óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí T = (T1, . . . , Tn) ôïý Ank ìå

V T = V(Xm+1, . . . ,Xn).

(c) Ç V åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá.

(d) Ï ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò m ï åìöáíéæüìåíïò óôï (b) åßíáé áíåîÜñôçôïò
ôÞò åðéëïãÞò ôÞò óõó·åôéêÞò áëëáãÞò óõíôåôáãìÝíùí T = (T1, . . . , Tn) . (Ï åí ëüãù m

êáëåßôáé äéÜóôáóç ôÞò ãñáììéêÞò õðïðïéêéëüôçôáò V.)

A-2-17. Ãéá äõï óçìåßá

P = (a1, . . . , an), Q = (b1, . . . , bn) ∈ Ank,

üðïõ P 6= Q, ïñßæåôáé ôï óýíïëï

L(P,Q) := {(a1 + λ(b1 − a1), . . . , an + λ(bn − an)) | λ ∈ k}

ùò ç åõèåßá ç äéåñ·üìåíç áðü ôá P êáé Q. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí ç T = (T1, . . . , Tn) : Ank −→ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí ôïý
Ank, ôüôå

T (L(P,Q)) = L(T (P ), T (Q)).

(b) ÊÜèå åõèåßá L(P,Q) áðïôåëåß ìéá ãñáììéêÞ ìïíïäéÜóôáôç õðïðïéêéëüôçôá ôïý Ank
êáé êÜèå ãñáììéêÞ ìïíïäéÜóôáôç õðïðïéêéëüôçôá ôïý Ank éóïýôáé ìå ôçí åõèåßá ðïõ
äéÝñ·åôáé áðü äýï áõèáéñÝôùò åðéëåãìÝíá óçìåßá ôçò P êáé Q, üðïõ P 6= Q.

(c) Åíôüò ôïý A2k ïé Ýííïéåò «åõèåßá» êáé «õðåñåðßðåäï» ôáõôßæïíôáé.

(d) ÅÜíP,P 0 ∈ A2k êáé ïéL1,L2,L01,L02 åßíáé ôÝóóåñåéò åõèåßåò ôïý óõó·åôéêïý åðéðÝäïõ,
ôÝôïéåò þóôå

L1 6= L2, P ∈ L1 ∩ L2, L01 6= L02, P 0 ∈ L01 ∩ L02,

ôüôå õðÜñ·åé ìéá óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí T = (T1, T2) ôïý A2k ìå

T (P ) = P 0, T (L1) = L01, T (L2) = L02.
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2.3 Ôïðéêïß Äáêôýëéïé êáé Ôïðéêïðïßçóç

Ç ðåñéãñáöÞ ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Ank ðëçóßïí åíüò óçìåßïõ P ∈ V êáèß-
óôáôáé åöéêôÞ êÜíïíôáò ·ñÞóç åíüò êáôÜëëçëïõ äáêôõëßïõ OV,P . Ï ïñéóìüò ôïý OV,P

èá äïèåß óôçí åíüôçôá 2.4. ÅðåéäÞ ï OV,P åíôÜóóåôáé óôçí êëÜóç ôùí ëåãïìÝíùí «ôï-
ðéêþí äáêôõëßùí», ç ðáñïýóá åíüôçôá Ý·åé ùò óôü·ï ôçí õðåíèýìéóç ôùí êýñéùí éäéï-
ôÞôùí áõôþí ôùí äáêôõëßùí.

2.3.1 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò êáé Ýóôù

mR := RrR×.

Ôüôå ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :

(a) a− b ∈ m
R
ãéá êÜèå a, b ∈ m

R
.

(b) Ôï m
R åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R.

(c) Ôï m
R åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R.

(d) Ãéá êÜèå a ∈ R Ý·ïõìå åßôå a ∈ R× åßôå 1R − a ∈ R×.

Áðïäåéîç. (a)⇒(b): Èåùñïýìå ôõ·üíôá óôïé·åßá a ∈ mR
êáé r ∈ R. Áñêåß íá áðï-

äåßîïõìå üôé ra ∈ mR . ÅÜí åß·áìå ra /∈ mR , ôüôå ra ∈ R×, ïðüôå èá õðÞñ·å b ∈ R ìå
(ra)b = a(rb) = 1R. Ôïýôï èá óÞìáéíå üôé a ∈ R×. ¢ôïðï!

(b)⇒(c): Ëüãù ôïý èåùñÞìáôïò 1.1.14 áñêåß ðñïò ôïýôï íá äåé·èåß üôé ï ðçëéêïäáêôý-
ëéïò R/m

R åßíáé óþìá. ÌÜëéóôá, åðåéäÞ

R/m
R =

©
r +mR | r ∈ R× ∪ {0R}

ª
,

åßíáé áñêåôü íá äåé·èåß üôé r + m
R ∈ (R/mR)

× ãéá êÜèå r ∈ R×. Ãéá ïéáäÞðïôå êëÜóç
õðïëïßðùí r + mR ∈ R/mR ìå r ∈ R× åðéëÝãïõìå Ýíá s ∈ R×, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé
rs = 1R. Ôüôå (r +mR) (s+mR) = 1R +mR .

(c)⇒(d): ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï a ∈ R. ÅÜí ßó·õå a ∈ mR êáé 1R − a ∈ mR , ôüôå èá
êáôáëÞãáìå óôçí áíôßöáóç:

a+ (1R − a) = 1R ∈ mR
=⇒ m

R
= R.

(d)⇒(a): Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·ïõí a, b ∈ m
R ìå a− b /∈ mR . Ôüôå a− b ∈ R×, ïðüôå

∃c ∈ R : (a− b) c = ac+ (−bc) = 1R.

Åî õðïèÝóåùò, åßôå ac ∈ R× åßôå −bc ∈ R×. ÅÜí ac ∈ R×, ôüôå

a = a · 1R = (ac) (a− b)

ac ∈ R×

a− b ∈ R×

⎫⎬⎭ =⇒ a ∈ R×.

¢ôïðï! Áíáëüãùò êáôáëÞãïõìå óå Üôïðï åÜí õðïèÝóïõìå üôé −bc ∈ R×. ¤
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2.3.2 Ïñéóìüò. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò R, ï ïðïßïò ðëçñïß ìßá (êáé, êáô' åðÝ-
êôáóéí, êáé ôéò ôÝóóåñåéò) åê ôùí óõíèçêþí (a)-(d) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.1, ïíïìÜæåôáé
ôïðéêüò äáêôýëéïò.

2.3.3 Ðüñéóìá. ¸íáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïòR åßíáé ôïðéêüò åÜí êáé ìüíïí åÜí äéáèÝ-
ôåé Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôïôéêü éäåþäåò (Þôïé ôï mR).

Áðïäåéîç. ÕðïèÝôïõìå åí ðñþôïéò üôé ï R åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò êáé üôé ôï m åß-
íáé Ýíá ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò. ÅðåéäÞ åî ïñéóìïý m $ R, ôï m äåí ðåñéÝ·åé êáíÝíá
áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôïý R. ¢ñá m ⊆ mR $ R. ÊáôÜ ôïí ïñéóìü 2.3.2 êáé ôï (c) ôÞò
ðñïôÜóåùò 2.3.1 ôï mR åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, m = mR .

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ï R åßíáé Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò ìå Ýíá êáé ìüíïí
ìåãéóôïôéêü éäåþäåò m êáé mR := RrR×, ôüôå ãéá êÜèå a ∈ mR Ý·ïõìå hai $ R (äéüôé
ðñïöáíþò a /∈ R× =⇒ 1R /∈ hai). Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 1.1.6 ôï éäåþäåò hai ïöåßëåé
íá ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R. ¼ìùò åî õðïèÝóåùò ôï m åßíáé ôï
ìüíï ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R. ¢ñá

hai ⊆ m $ R =⇒ a ∈ m =⇒ mR ⊆ m $ R.

ÅÜí õðÞñ·å b ∈ mrmR , ôüôå èá åß·áìå b ∈ R× ∩ m, ðñÜãìá Üôïðï, êáèüóïí éó·ýåé
m $ R =⇒ R× ∩ m = ∅. ¢ñá ôåëéêþò ôï mR = m åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò êáé ï R

ôïðéêüò äáêôýëéïò. ¤

2.3.4 Óçìåßùóç. (a) Åîáéôßáò ôïý ðïñßóìáôïò 2.3.3 ðïëëïß óõããñáöåßò ïñßæïõí ôïõò ôï-
ðéêïýò äáêôõëßïõò ùò «åêåßíïõò ôïõò äáêôõëßïõò ðïõ äéáèÝôïõí Ýíá êáé ìüíïí ìåãéóôï-
ôéêü éäåþäåò»° åßèéóôáé, ìÜëéóôá, ç áíáöïñÜ óå êÜðïéïí óõãêåêñéìÝíï ôïðéêü äáêôýëéï
íá óõíïäåýåôáé áðü ôçí ôáõôü·ñïíç ðáñÜèåóç ôïý åí ëüãù éäåþäïõò ôïõ.

(b) Ç óõíçèÝóôåñç ìÝèïäïò ðáñáãùãÞò ôïðéêþí äáêôõëßùí áðü Ýíáí äïèÝíôá (ü·é
êáô' áíÜãêçí ôïðéêü) äáêôýëéï R åßíáé áõôÞ ôÞò èåùñÞóåùò «ôïðéêïðïéÞóåùí» Rp óôá
ðñþôá éäåþäç p ôïý R (âë. ïñéóìü 2.3.24 êáé ðñüôáóç 2.3.25). Ç äéáäéêáóßá «ôïðé-
êïðïéÞóåùò» ôïý R ùò ðñïò ïéïäÞðïôå ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëü ôïõ S
ãåíéêåýåé êáôÜ ôñüðï öõóéêü ôç äéáäéêáóßá ðïõ áêïëïõèåßôáé ãéá íá äçìéïõñãçèåß ôï
óþìá êëáóìÜôùí ìéáò áêåñáßáò ðåñéï·Þò (âë. §1.1 (iii)).

2.3.5 Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï S åíüò äáêôõëßïõR êáëåßôáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåé-
óôü üôáí 1R ∈ S êáé ab ∈ S ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ S.ÅÜí ôï S åßíáé Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò
êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå åðß ôïý R× S ïñßæåôáé ç äéìåëÞò ó·Ýóç:

(r, s) ∼ (r0, s0)⇐⇒
ïñó
∃t ∈ S : (rs0 − r0s)t = 0R.

2.3.6 Ðñüôáóç. Ç ``∼'' åßíáé ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.
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Áðïäåéîç. Åßíáé ðñïöáíÝò üôé ç ‘‘∼'' åßíáé áíáêëáóôéêÞ êáé óõììåôñéêÞ. ÅÜí õðïèÝ-
óïõìå üôé (r, s) ∼ (r0, s0) êáé (r0, s0) ∼ (r00, s00) , ôüôå

∃t, t0 ∈ S : (rs0 − r0s)t = 0R, (r
0s00 − r00s0)t0 = 0R,

ïðüôå

(rs0 − r0s)tt0s00 = 0R
(r0s00 − r00s0)tt0s = 0R

¾
=⇒ (rs00 − r00s)tt0s0 = 0R =⇒ (r, s) ∼ (r00, s00) .

Ôïýôï óçìáßíåé üôé ç ‘‘∼'' åßíáé êáé ìåôáâáôéêÞ. ¤

2.3.7 Ïñéóìüò. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõR.
Óõìâïëßæïõìå ùò

S−1R := R× S/ ∼= {ôï óýíïëï ôùí êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí “ ∼ ”}.

To êëÜóìá åíüò r ∈ R «äéçñçìÝíïõ» äéÜ åíüò s ∈ S åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò
r

s
:= { (x, y) ∈ R× S | (x, y) ∼ (r, s)}.

To S−1R åðéäÝ·åôáé ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
r

s
+

r0

s0
:=

rs0 + r0s

ss0
,

r

s
· r

0

s0
:=

rr0

ss0
.

2.3.8 Ðñüôáóç. ÌÝóù ôùí áíùôÝñù ðñÜîåùí ôï S−1R êáèßóôáôáé äáêôýëéïò êáé êáëåß-
ôáé, éäéáéôÝñùò, ôïðéêïðïßçóç ôïý R ùò ðñïò ôï S.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðñÜîåéò åßíáé êáëþò ïñéóìÝíåò. ÐñÜãìáôé°
åÜí r

s =
w
t êáé r

0
s0 =

w0
t0 , ôüôå

∃u, u0 ∈ S : (rt− ws)u = 0R, (r
0t0 − w0s0)u0 = 0R,

ïðüôå

((rs0 + r0s)tt0 − (wt0 + w0t)ss0)uu0 = ((rt− ws)s0t0 + (r0t0 − w0s0)st)uu0 = 0R

=⇒ rs0 + r0s

ss0
=

wt0 + w0t

tt0

êáé

(rr0tt0 − ww0ss0)uu0 = ((rt− ws)r0t0 + (r0t0 − w0s0)ws)uu0 = 0R =⇒
rr0

ss0
=

ww0

tt0
.

Ôï üôé ôï S−1R ðëçñïß ôá áîéþìáôá ôïý ïñéóìïý ôïý äáêôõëßïõ åëÝã·åôáé åýêïëá. Óç-
ìåéùôÝïí üôé 0S−1R =

0R
1R

êáé 1S−1R =
1R
1R

. ¤
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2.3.9 Óçìåßùóç. (a) Ï S−1R åßíáé ôåôñéììÝíïò⇐⇒ 0R ∈ S⇐⇒ S∩ Nil(R) 6= ∅.
(b) Ìåôáîý ôùí R êáé S−1R õößóôáôáé Ýíáò öõóéêüò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

iR,S : R −→ S−1R, r 7−→ iR,S(r) :=
r
1R
.

Ðáñáôçñïýìå üôé iR,S(S) ⊆
¡
S−1R

¢×
. (ÐñÜãìáôé° ãéá êÜèå s ∈ S ôï iR,S (s) =

s
1R

åßíáé
áíôéóôñÝøéìï ìå ôï 1R

s ùò áíôßóôñïöü ôïõ.) Ùóôüóï, åí ãÝíåé ï iR,S ìðïñåß íá ìçí åßíáé
ïýôå ìïíïìïñöéóìüò ïýôå åðéìïñöéóìüò. Óå ü,ôé áöïñÜ óôçí åíñéðôéêüôçôÜ ôïõ éó·ýåé
ç åîÞò:

2.3.10 Ðñüôáóç. Ï iR,S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí S ⊆ RrZdv(R).

Áðïäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå áñ·éêþò üôé ï iR,S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò. ÅÜí õðÞñ·å êÜ-
ðïéïò ìçäåíïäéáéñÝôçò s ∈ S, ôüôå èá õðÞñ·å r ∈ Rr{0R} ìå rs = 0R, ïðüôå èá êáôáëÞ-
ãáìå óå Üôïðï, êáèüôé

iR,S(r) =
r

1R
=

rs

s
=
0R
s
=
1R
s
· 0R
1R

=
0R
1R

= 0S−1R =⇒ r ∈ Ker(iR,S) = {0R}.

Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå üôé ôï S äåí ðåñéÝ·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò êáé áò èåùñÞóïõìå
ôõ·üí r ∈ Ker(iR,S). Ôüôå

iR,S(r) =
r

1R
=
0R
1R

=⇒ ∃t ∈ S : rt = 0R =⇒ r = 0R,

äéüôé ï t äåí åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôçò. ¢ñá Ker(iR,S) = {0R}. ¤

2.3.11 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ÅÜí ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé S := Rr{0R}, ôüôå ôï S
åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýR êáé S−1R = Fr(R).Åí ðñïêåéìÝíù,
ï iR,S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (ðñâë. ðñüôáóç 1.1.2).

(b) ÅÜí ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, f ∈ Rr{0R} êáé S := {fν | ν ∈ N0} , ôüôå ôï S åß-
íáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R êáé ç ðñïêýðôïõóá ôïðéêïðïßçóç
óõìâïëßæåôáé ùò

Rf := S
−1R =

n
r
fν ∈ Fr(R)

¯̄̄
ν ∈ N0

o
Ï iR,S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ôáõôßæïíôáò ôïí R ìå ôçí åéêüíá ôïõ ìÝóù ôïý
iR,S äéáðéóôþíïõìå üôé

Rf = R
£
f−1

¤
⊆ Fr(R).

Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí R = Z 3 u 6= 0 êáé S := {uν | ν ∈ N0} , ôüôå Zu =©
r
uν ∈ Q

¯̄
ν ∈ N0

ª
.
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2.3.12 Ðüñéóìá. Ï iR,S åßíáé éóïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí S ⊆ R×.

Áðïäåéîç. ÅÜí ï iR,S åßíáé éóïìïñöéóìüò, ôüôå S⊆ R×, äéüôé êÜèå s
1R
, s ∈ S, åßíáé áíôé-

óôñÝøéìï óôïí S−1R (âë. 2.3.9 (b)). Áò õðïèÝóïõìå, áíôéóôñüöùò, üôé S ⊆ R×. ÅðåéäÞ
ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý R äåí åßíáé ìçäåíïäéáéñÝôåò, ï iR,S åßíáé ìïíïìïñöéóìüò
äáêôõëßùí åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.10. Ç åðéññéðôéêüôçôá ôïý iR,S Ýðåôáé áðü
ôï üôé ãéá êÜèå r

s ∈ S−1R Ý·ïõìå r
s =

rs−1
1R

= iR,S(rs
−1). ¤

Ç åðüìåíç ðñüôáóç ãåíéêåýåé ôçí ðñüôáóç 1.1.3.

2.3.13 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ýóôù S Ýíá ðïë-
ëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R ìå f(S) ⊆ (R0)×. Ôüôå õößóôáôáé áêñéâþò
Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ψ : S−1R −→ R0 ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

R
iR,S //

f

!!B
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB
S−1R

©

ψ

²²
R0

ìåôáèåôéêü.

Áðïäåéîç. I¾ðáñîç. Ïñßæïõìå ôçí ψ ùò åîÞò:

ψ : S−1R −→ R0, r
s 7−→ ψ( rs ) := f(r)f(s)−1.

Ç ψ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç, äéüôé åÜí r1
s1
= r2

s2
, ôüôå

∃t ∈ S : (r1s2 − r2s1)t = 0R =⇒ (f(r1)f(s2)− f(r2)f(s1))f(t) = 0R0 ,

ïðüôå, ëüãù ôÞò áíôéóôñåøéìüôçôáò ôïý f(t), ëáìâÜíïõìå

f(r1)f(s2)− f(r2)f(s1) = 0R0 =⇒ f(r1)f(s1)
−1 − f(r2)f(s2)

−1 = 0R0

=⇒ ψ( r1s1 ) = ψ( r2s2 ).

ÅðéðñïóèÝôùò, ç ψ åßíáé ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, äéüôé ψ( 1R1R ) = f(1R)f(1R)
−1 = 1R0 ,

ψ
³
r
s +

r0
s0

´
= ψ

³
rs0+r0s
ss0

´
= f(rs0 + r0s)f(ss0)−1

= (f(r)f(s0) + f(r0)f(s))f(s)−1f(s0)−1

= f(r)f(s)−1 + f(r0)f(s0)−1 = ψ
¡
r
s

¢
+ ψ

³
r0
s0

´
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êáé

ψ
³
r
s ·

r0
s0

´
= ψ

³
rr0
ss0

´
= f(rr0)f(ss0)−1 = f(r)f(r0)(f(s)f(s0))−1

= f(r)f(s)−1f(r0)f(s0)−1 = ψ
¡
r
s

¢
ψ
³
r0
s0

´
.

ÔÝëïò,

(ψ ◦ iR,S)(r) = ψ
³

r
1R

´
= f(r)f(1R)

−1 = f(r), ∀r ∈ R.

IÌïíáäéêüôçôá. ÅÜí ç bψ : S−1R −→ R0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò ìå f = bψ ◦ iR,S, ôüôå
bψ( rs ) = bψ( r

1R
· 1Rs ) = bψ( r

1R
)bψ(1Rs )

= bψ(iR,S(r))bψ(iR,S(s))−1 = f(r)f(s)−1 = ψ( rs )

ãéá êÜèå r
s ∈ S−1R, ïðüôå bψ = ψ. ¤

2.3.14 Ðüñéóìá. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ýóôù S Ýíá ðïë-
ëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R ìå f(S) ⊆ (R0)×. ÕðïèÝôïõìå üôé ï f ðëçñïß
ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò :

(a) ∀r ∈ Ker(f) ∃s ∈ S : rs = 0R.
(b) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý R0 ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ f(r)f(s)−1, ãéá êÜðïéá r ∈ R êáé s ∈ S.
Ôüôå õößóôáôáé áêñéâþò Ýíáò éóïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ψ : S−1R −→ R0 ãéá ôïí ïðïßï
éó·ýåé f = ψ ◦ iR,S.

Áðïäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.3.13 ç

ψ : S−1R −→ R0, r
s 7−→ ψ( rs ) := f(r)f(s)−1,

åßíáé ï ìüíïò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé f = ψ ◦ iR,S. Ç óõíèÞêç
(b) äéáóöáëßæåé ôçí åðéññéðôéêüôçôÜ ôïõ. Åðßóçò, ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï r

s ∈ Ker(ψ)
Ý·ïõìå

f(r) = 0R0 =⇒ r ∈ Ker(f)
(a)
=⇒ ∃s ∈ S : rs = 0R =⇒ r

s =
0R
1R
= 0S−1R,

ïðüôå Ker(ψ) = {0S−1R}. ¤

2.3.15 Ðüñéóìá. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôá S1 êáé S2 åßíáé äõï ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôÜ
õðïóýíïëá åíüò äáêôõëßïõ R êáé S1 ⊆ S2, ôüôå õðÜñ·åé Ýíáò êáé ìüíïí öõóéêüò ïìïñöé-
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óìüò äáêôõëßùí iS1,S2 : S
−1
1 R −→ S−12 R ï ïðïßïò êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

R

iR,S1

~~||
||

||
||

||
||

||
||

|

iR,S2

ÃÃB
BB

BB
BB

BB
BB

BB
BB

BB

ª

S−11 R
iS1,S2

// S−12 R

ìåôáèåôéêü.

Áðïäåéîç. Áñêåß íá åöáñìïóèåß ç ðñüôáóç 2.3.13. ¤

2.3.16 Óçìåßùóç. Ìå ôá äåäïìÝíá ôïý ðïñßóìáôïò 2.3.15 ôï êëÜóìá r
s (üðïõ r ∈ R êáé

s ∈ S1) ìðïñåß, åí ãÝíåé, íá Ý·åé äéôôÞ óçìáóßá° åîáñôÜôáé áðü ôï åÜí áõôü èåùñåßôáé
ùò óôïé·åßï ôïý S−11 R Þ ùò óôïé·åßï ôïý S−12 R. Ôïýôï Ýãêåéôáé óôï üôé ï iS1,S2 äåí åßíáé
ðÜíôïôå ìïíïìïñöéóìüò! Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åÜí ôï S2 äåí ðåñéÝ·åé ìçäåíïäéáéñÝôåò,
ï iS1,S2 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò (âë. ðñüôáóç 2.3.10) êáé êáíåßò ìðïñåß íá åêëÜâåé áìöüôå-
ñïõò ôïõò R êáé S−11 R ùò õðïäáêôõëßïõò ôïý S−12 R. ÉäéáéôÝñùò, üôáí ï R åßíáé áêåñáßá
ðåñéï·Þ, êÜèå ôïðéêïðïßçóç ôïýRùò ðñïò Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëü
ôïõ S, ôï ïðïßï äåí ðåñéÝ·åé ôï 0R, êáèßóôáôáé áõôïìÜôùò õðïäáêôýëéïò ôïý óþìáôïò
êëáóìÜôùí Fr(R).

¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõR.Ðþò äéáóõíäÝï-
íôáé ôá éäåþäç ôïý R ìå ôá éäåþäç ôïý S−1R; Áò óõìâïëßóïõìå ùò IR (êáé áíôéóôïß·ùò,
ùò IS−1R) ôç óõëëïãÞ üëùí ôùí éäåùäþí ôïý R (êáé áíôéóôïß·ùò ôïý S−1R) êé áò õéïèå-
ôÞóïõìå ôïõò óõìâïëéóìïýò

CR(iR,S) :=
n
Jcon(iR,S)

¯̄̄
J ∈ IS−1R

o
, ES−1R(iR,S) :=

n
Iext(iR,S)

¯̄̄
I ∈ IR

o
ôïõò åéóá·èÝíôåò óôçí Üóêçóç Á-1-32 (e) ãéá ôïí ïìïìïñöéóìü iR,S : R −→ S−1R.

2.3.17 Ðñüôáóç. (a) ¸·ïõìå IS−1R = ES−1R(iR,S), äçëáäÞ êÜèå éäåþäåò ôïý S−1R áðï-
ôåëåß åðÝêôáóç êÜðïéïõ éäåþäïõò ôïý R.

(b) Ãéá êÜèå I ∈ IR ôï

S−1I :=
©
a ∈ S−1R

¯̄
a = r

s , ãéá êÜðïéá r ∈ I êáé s ∈ S
ª

áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý S−1R.

(c) ÅÜí I ∈ IR, ôüôå ç åðÝêôáóç Iext(iR,S) := iR,S(I)S
−1R ôïý I ìÝóù ôÞò iR,S éóïýôáé ìå

ôï S−1I.
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Áðïäåéîç. (a) Ãéá J ∈ IS−1R Ý·ïõìå (Jcon(iR,S))ext(iR,S) = J (ïðüôå J ∈ ES−1R(iR,S)).
ÐñÜãìáôé° åÜí a = r

s ∈ J, ãéá êÜðïéá r ∈ R êáé s ∈ S, ôüôå

iR,S(r) = r
1R
= s

1R
· rs ∈ J =⇒ r ∈ Jcon(iR,S)

=⇒ a = r
s =

1R
s ·

r
1R
= 1R

s · iR,S(r) ∈ (J
con(iR,S))ext(iR,S),

ïðüôå J ⊆ (Jcon(iR,S))ext(iR,S). Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò “ ⊇ ” åßíáé ãíùóôüò áðü ôï (b)
ôÞò áóêÞóåùò Á-1-32.

(b) Ãéá ïéáäÞðïôå r
t ∈ S−1R êáé r1s1 ,

r2
s2
, r

0
s0 ∈ S−1I Ý·ïõìå

r1
s1
− r2

s2
= r1s2−r2s1

s1s2

s1s2 ∈ S, r1s2 − r2s1 ∈ I

)
=⇒ r1s2 − r2s1

s1s2
∈ S−1I

êáé

r
t ·

r0
s0 =

rr0
ts0

ts0 ∈ S, rr0 ∈ I

)
=⇒ rr0

ts0
∈ S−1I.

(c) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý Iext(iR,S) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ
Pκ

j=1 iR,S(aj)ξj , üðïõ κ ∈ N,
a1, . . . , aκ ∈ I êáé ξ1, . . . , ξκ ∈ S−1R. ÅðåéäÞ ξj =

rj
sj
, ãéá êÜðïéá rj ∈ R êáé sj ∈ S,

∀j ∈ {1, . . . , κ}, óõìðåñáßíïõìå üôé

κX
j=1

iR,S(aj)ξj =

a1r1

Ã Q
2≤ν≤κ

sν

!
+ · · ·+ aκrκ

Ã Q
1≤ν≤κ−1

sν

!
Q

1≤ν≤κ
sν

∈ S−1I

(äéüôé Ý·åé áñéèìçôÞ áíÞêïíôá óôï I êáé ðáñïíïìáóôÞ áíÞêïíôá óôï S). ¢ñá Ý·ïõìå
Iext(iR,S) ⊆ S−1I. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí a = r

s ∈ S−1I, ôüôå

a =
r

1R
· 1R
s
= iR,S(r)

1R
s
∈ Iext(iR,S).

¢ñá Iext(iR,S) ⊇ S−1I. ¤

Ç Üóêçóç Á-2-18 ðåñéãñÜöåé ôï ðþò óõìðåñéöÝñåôáé ç

IR 3 I 7−→ S−1I ∈ IS−1R

ùò ðñïò ôéò «ðñÜîåéò» éäåùäþí.

2.3.18 Ðüñéóìá. ÅÜí I ∈ IR ìå I ∩ S 6= ∅, ôüôå S−1I = S−1R.
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Áðïäåéîç. ÇóõíèÞêç I∩S 6= ∅óçìáßíåé üôé ôï éäåþäåò S−1I ðåñéÝ·åé êÜðïéï áíôéóôñÝ-
øéìï óôïé·åßï ôïý S−1R (äéüôé êáôÜ ôï (b) ôÞò óçìåéþóåùò 2.3.9, iR,S(S) ⊆

¡
S−1R

¢×
).

¢ñá S−1I = S−1R. ¤

2.3.19 Ðüñéóìá. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõ R.
ÅÜí ï R åßíáé íáéôåñéáíüò, ôüôå ï S−1R åßíáé ùóáýôùò íáéôåñéáíüò.

Áðïäåéîç. ¸óôù ôõ·üí J ∈ IS−1R. ÊáôÜ ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.17, J = Iext(iR,S)

ãéá êÜðïéï I ∈ IR. Åî õðïèÝóåùò ôï I åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï, ïðüôå ∃n ∈ N
êáé r1, . . . , rn ∈ R : I = hr1, . . . , rni . ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (c) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.17
äéáðéóôþíïõìå üôé

J = S−1I =
D
r1
1R
, . . . , rn1R

E
.

¢ñá ï S−1R åßíáé íáéôåñéáíüò. ¤

2.3.20 Ïñéóìüò. Ãéá êÜèå äáêôýëéï R ïíïìÜæïõìå ôï óýíïëï

Spec(R) := {p ∈ IR | p ðñþôï éäåþäåò ôïý R}

öÜóìá ôïý R.

2.3.21 ËÞììá. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõ R.
ÅÜí p ∈ Spec(R) ìå p ∩ S = ∅, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :
(a) Ãéá êÜèå a = r

s ∈ S−1p, ìå r ∈ R, s ∈ S, Ý·ïõìå r ∈ p.
(b) (pext(iR,S))con(iR,S) := i−1R,S(S

−1p) = p.

Áðïäåéîç. (a) ÅÜí a = r
s ∈ S−1p, ìå r ∈ R, s ∈ S, ôüôå õðÜñ·ïõí åî ïñéóìïý r0 ∈ p êáé

s0 ∈ S ìå a = r0
s0 , ïðüôå

∃t ∈ S : (rs0 − r0s)t = 0R =⇒ trs0 = tr0s ∈ p.

ÅðåéäÞ ts0 ∈ S Ý·ïõìå ts0 /∈ p (äéüôé p ∩ S = ∅), êé áöïý trs0 ∈ p ìå ôï p ðñþôï éäåþäåò,
óõíÜãïõìå üôé r ∈ p.
(b) Êáô' áñ·Üò p ⊆ i−1R,S(S

−1p) ëüãù ôïý (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-1-32. ¸óôù ôþñá ôõ·üí
r ∈ i−1R,S(S

−1p). Ðñïöáíþò, r
1R
∈ S−1p. ÊáôÜ ôï (a) ôï r ïöåßëåé íá áíÞêåé óôï p. ¢ñá

éó·ýåé êáé ï åãêëåéóìüò p ⊇ i−1R,S(S
−1p). ¤

2.3.22 ËÞììá. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõ R.
Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) ÅÜí p ∈ Spec(R) ìå p ∩ S = ∅, ôüôå S−1p ∈ Spec(S−1R).

(b) ÅÜí p0 ∈ Spec(S−1R), ôüôå (p0)con(iR,S) := i−1R,S(p
0) ∈ Spec(R) êáé i−1R,S(p

0) ∩ S = ∅.
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Áðïäåéîç. (a) Êáô' áñ·Üò S−1p $ S−1R, äéüôé åÜí ßó·õå S−1p = S−1R èá åß·áìå

p = i−1R,S(S
−1p) = i−1R,S(S

−1R) = R

âÜóåé ôïý (b) ôïý ëÞììáôïò 2.3.21, ðñÜãìá Üôïðï, êáèüôé ôï p, üíôáò ðñþôï éäåþäåò ôïý
R, ïöåßëåé íá åßíáé ãíÞóéï éäåþäåò. Åí óõíå·åßá, èåùñþíôáò äõï óôïé·åßá a = r

s êáé
a0 = r0

s0 ∈ S−1R (üðïõ r, r0 ∈ R, s, s0 ∈ S) ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé aa0 = rr0
ss0 ∈ S−1p, ôï (a)

ôïý ëÞììáôïò 2.3.21 ìáò ðëçñïöïñåß üôé rr0 ∈ p. ÅðåéäÞ ôï p åßíáé ðñþôï éäåþäåò ôïýR,

rr0 ∈ p =⇒ åßôå r ∈ p åßôå r0 ∈ p =⇒ åßôå a ∈ S−1p åßôå a0 ∈ S−1p,

ïðüôå S−1p ∈ Spec(S−1R).
(b) ÅÜí p0 ∈ Spec(S−1R), ôüôå ï ðçëéêïäáêôýëéïò S−1R/p0 åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (âë.
èåþñçìá 1.1.13). ÅðåéäÞ ç óýíèåóç

R
iR,S−→ S−1R

π−→ S−1R/p0

ôïý ïìïìïñöéóìïý iR,S ìå ôïí öõóéêü åðéìïñöéóìü π Ý·åé ùò ðõñÞíá ôçò ôï éäåþäåò
i−1R,S(p

0), ï ðçëéêïäáêôýëéïòR/i−1R,S(p
0) åßíáé (óýìöùíá ìå ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí

äáêôõëßùí 1.1.10) éóüìïñöïò åíüò õðïäáêôõëßïõ ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò S−1R/p0, ïðüôå
ïöåßëåé íá åßíáé áö'åáõôïý áêåñáßá ðåñéï·Þ. ¢ñá i−1R,S(p

0) ∈ Spec(R) (ýóôåñá áðü ôçí
åê íÝïõ åöáñìïãÞ ôïý èåùñÞìáôïò 1.1.13).

ÅðåéäÞ ôï p0 (êáôÜ ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.17) áðïôåëåß ôçí åðÝêôáóç Iext(iR,S) åíüò
éäåþäïõò I ôïý R, ëáìâÜíïõìå

((p0)con(iR,S))ext(iR,S) = ((Iext(f))con(f))ext(f) = Iext(f) = p0

(ìÝóù ôïý (c) ôÞò áóêÞóåùòÁ-1-32). ¢ñá (p0)con(iR,S)∩S = i−1R,S(p
0)∩S = ∅, äéüôé áëëéþò

(åðß ôç âÜóåé ôïý ðïñßóìáôïò 2.3.18) èá åß·áìå

S−1(p0)con(iR,S) = ((p0)con(iR,S))ext(iR,S) = p0 = S−1R,

ðñÜãìá Üôïðï, êáèüôé ôï p0, ùò ðñþôï éäåþäåò ôïý S−1R, ïöåßëåé íá åßíáé ãíÞóéï. ¤

2.3.23 Èåþñçìá. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõR.
Ôüôå áìöüôåñåò ïé áðåéêïíßóåéò

{p ∈ Spec(R) | p ∩ S = ∅} 3 p 7−→ S−1p = pext(iR,S) ∈ Spec(S−1R)

Spec(S−1R) 3 p0 7−→ i−1R,S(p
0) =: (p0)con(iR,S) ∈ {p ∈ Spec(R) | p ∩ S = ∅}

åßíáé áìöéññéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò.
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Áðïäåéîç. Áðü ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.17 êáé ôï (b) ôïý ëÞììáôïò 2.3.22 Ýðåôáé üôé
êÜèå ðñþôï éäåþäåò ôïý S−1R áðïôåëåß ôçí åðÝêôáóç pext(iR,S) åíüò ðñþôïõ éäåþäïõò p
ôïý R. ÅðéðñïóèÝôùò, ëüãù ôÞò áóêÞóåùò Á-1-32 (a) êáé ôïý (b) ôïý ëÞììáôïò 2.3.22

p ⊆ (pext(iR,S))con(iR,S) =⇒ p ∩ S ⊆ (pext(iR,S))con(iR,S) ∩ S = ∅.

ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ç ðñþôç áðåéêüíéóç åßíáé åðéññéðôéêÞ. Ãéá íá äåßîïõìå üôé åßíáé êáé
åíñéðôéêÞ èåùñïýìå p1, p2 ∈ Spec(R) ìå S−1p1 = S−1p2 êáé

p1 ∩ S = p2 ∩ S = ∅.

Åöáñìüæïíôáò ôï (b) ôïý ëÞììáôïò 2.3.21 ëáìâÜíïõìå

p1 = i−1R,S(S
−1p1) = i−1R,S(S

−1p2) = p2.

¢ñá ç ðñþôç áðåéêüíéóç åßíáé áìöéññéðôéêÞ. ÅðåéäÞ ïé (äýï äõíáôÝò) óõíèÝóåéò ôçò
ìå ôç äåýôåñç åßíáé ôáõôïôéêÝò (óýìöùíá ìå ôï (b) ôïý ëÞììáôïò 2.3.21 êáé ôï (b) ôïý
ëÞììáôïò 2.3.22), óõìðåñáßíïõìå üôé áìöüôåñåò ïé ïñéóèåßóåò áðåéêïíßóåéò åßíáé áìöéñ-
ñéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò. ¤

2.3.24 Ïñéóìüò. ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõR êáé S := Rrp, ôüôå
(ðñïöáíþò) ôï S åßíáé ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R êáé ï ðñïêýðôùí
äáêôýëéïò

Rp := S
−1R

êáëåßôáé ôïðéêïðïßçóç ôïý R óôï p.

2.3.25 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå ç ôïðéêï-
ðïßçóç Rp ôïý R óôï p áðïôåëåß Ýíáí ôïðéêü äáêôýëéï (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 2.3.2) ìå
ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò ôï

pRp := (Rrp)−1p =
©
p
s ∈ Rp

¯̄
p ∈ p, s ∈ Rrp

ª
Áðïäåéîç. Ôï óýíïëï pRp áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïýRp (óýìöùíá ìå ôï (b) ôÞò ðñïôÜ-
óåùò 2.3.17). Åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.3.1 êáé ôïý ïñéóìïý 2.3.2 áñêåß íá áðïäåé-
·èåß üôé ôï pRp áðáñôßæåôáé áðü üëá ôá ìç áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý Rp. Ðñïò ôïýôï
èåùñïýìå åí ðñþôïéò ôõ·üí óôïé·åßï r

s ∈ R×p . Åî ïñéóìïý õðÜñ·åé êÜðïéï r0
s0 ∈ Rp ìå

r
s ·

r0
s0 =

rr0
ss0 = 1Rp

= 1R
1R
=⇒ ∃t ∈ Rrp : (rr0 − ss0)t = 0R.

ÅðåéäÞ rr0t = ss0t ∈ Rrp (ëüãù ôÞò ðïëëáðëáóéáóôéêÞò êëåéóôüôçôáò ôïý Rrp) ôï r

ïöåßëåé íá áíÞêåé óôï Rrp. (ÅÜí åß·áìå r ∈ p, ôüôå èá Ýðñåðå íá éó·ýåé rr0t ∈ p, äéüôé
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ôï p åßíáé éäåþäåò ôïýR.) ¢ñáR×p ⊆ RprpRp.Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí r
s ∈ RprpRp, ôüôå

r, s /∈ p, ïðüôå (óýìöùíá ìå ôï (b) ôÞò óçìåéþóåùò 2.3.9)

iR,Rrp(r) =
r
1R
∈ R×p

iR,Rrp(s) =
s
1R
∈ R×p =⇒ 1R

s ∈ R×p

⎫⎪⎬⎪⎭ =⇒ r
1R
· 1Rs = r

s ∈ R×p ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé RprpRp ⊆ R×p . ¤

2.3.26 Óçìåßùóç. Ôï pRp åßíáé ôï éäåþäåò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôçí åéêüíá iR,Rrp(p) ôïý
p ìÝóù ôÞò iR,Rrp åíôüò ôïý Rp êáé ç áðåéêüíéóç

Rp/pRp 3
¡
r
r0 + pRp

¢
7−→ r+p

r0+p ∈ Fr(R/p)

ïñßæåé Ýíáí éóïìïñöéóìü óùìÜôùí. (Ðñâë. Üóêçóç Á-2-21 (b).)

2.3.27 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Ï äáêôýëéïò

Zhpi =
n
r ∈ Q | r = a

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b

o
ôùí p-áäéêþí êëáóìÜôùí (üðïõ p ðñþôïò áñéèìüò) åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò Ý·ùí ùò
ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò ôï

hpiZhpi =
n
r ∈ Q | r = pa

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b

o
.

(b) Êáô' áíáëïãßáí, åÜí a ∈ k êáé åÜí ôïðéêïðïéÞóïõìå ôïí ðïëõùíõìéêü äáêôýëéï

R = k[X] óôï hX− ai , ôüôå ëáìâÜíïõìå

k[X]hX−ai =

½
F

G
∈ k (X) | F,G ∈ k[X], G(a) 6= 0k

¾
(âë. ðñüôáóç 1.1.25 (b)) ìå ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò ôï

hX− aik[X]hX−ai =
½
(X− a)F

G
∈ k (X) | F,G ∈ k[X], G(a) 6= 0k

¾
.

ÁóêÞóåéò

A-2-18. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõ R. ÅÜí
I, J ∈ IR, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) I ⊆ J =⇒ S−1I ⊆ S−1J,
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(b) S−1(I + J) = S−1I + S−1J,

(c) S−1(I ∩ J) = (S−1I) ∩ (S−1J),
(d) S−1(IJ) = (S−1I)(S−1J),

(e) S−1(I : J) ⊆ (S−1I) : (S−1J), éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí ôï J åßíáé ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíï.

A-2-19. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõR êáé Ýóôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåé-
óôü õðïóýíïëï ôïý R. Íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

S−1Rad(I) = Rad(S−1I).

A-2-20. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï áêåñáßáò ðåñéï·Þò (êáé
áíôéóôïß·ùò, ìéáò Ð.Ê.É.) R. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôïðéêïðïßçóç S−1R ôÞòR ùò ðñïò ôï
S åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ (êáé áíôéóôïß·ùò, Ð.Ê.É.).

A-2-21. ¸óôù S Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï åíüò äáêôõëßïõR.Íááðï-
äåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí ç f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ç åéêüíá f(S) åßíáé Ýíá
ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïý R0.

(b) ÅÜí I ∈ IR êáé π : R −→ R/I ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò, ôüôå

S−1R/S−1I ∼= π(S)−1(R/I).

(Õðüäåéîç : Ï ïìïìïñöéóìüò ψ : S−1R −→ π(S)−1(R/I) ï êáôáóêåõáæüìåíïò ìÝóù ôÞò
ðñïôÜóåùò 2.3.13 åßíáé åðéññéðôéêüò êáé Ý·åé ôï éäåþäåò S−1I ùò ðõñÞíá ôïõ.)

A-2-22. ÅÜí ïR åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, f ∈ Rr{0R},S := {fν | ν ∈ N0} êáéRf := S
−1R,

íá áðïäåé·èåß üôé

Rf
∼= R[X]/ h1R − Xfi .

(Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò ôï ðüñéóìá 2.3.14.)

A-2-23. ÅÜí ç f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôï S Ýíá ðïëëáðëá-
óéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýR, ôï S0 Ýíá ðïëëáðëáóéáóôéêþò êëåéóôü õðïóýíïëï
ôïý R0 êáé f(S) ⊆ S0, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÕðÜñ·åé Ýíáò ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí

bfS,S0 : S−1R −→ (S0)−1R0 ìå bfS,S0( r
1R
) = f(r)

1R0
, ∀r ∈ R.

(b) ÅÜí ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò êáé

Ker(iR0,S0) ∩ f(R) ⊆ f(Ker(iR,S)),
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ôüôå êáé ï bfS,S0 åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.
(c) ÅÜí f(S) = S0 êáé ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå êáé ï bfS,S0 åßíáé åðéìïñöéóìüò.
A-2-24. ¸óôù k ïéïäÞðïôå óþìá. Èåùñïýìå ôï óýíïëï A üëùí ôùí áêïëïõèéþí
(a0, a1, a2, . . . . . . ) ìå ôá ai ∈ k, i = 0, 1, 2, . . . Åð' áõôïý ïñßæïõìå ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò
êáé ðïëëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:¯̄̄̄

¯̄ (a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ),

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) := (c0, c1, c2, . . . ),

üðïõ

cm :=
X

i+j=m

aibj = a0bm + a1bm−1 + · · ·+ amb0, ∀m ∈ N0.

Ç ôñéÜäá (A,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï (0k, 0k, . . . ) êáé
ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1k, 0k, 0k, . . . ). Ôï k åìöõôåýåôáé óôïí A. Ôáõôßæïíôáò êÜèå
a ∈ k ìå ôï (a, 0k, 0k, . . . ) ∈ A êáé åéóÜãïíôáò Ýíá íÝï óýìâïëï

X := (0k, 1k, 0k, 0k, . . . )

ðáñáôçñïýìå üôé, âÜóåé ôùí áíùôÝñù ðñÜîåùí, ïéïäÞðïôå (a0, a1, a2, . . . ) ∈ A ãñÜöåôáé
ùò åîÞò:

(a0, a1, a2, . . . ) = a0 + a1X+ a2X
2 + · · ·+ anX

n + · · · =
∞X
i=0

aiX
i.

Ï äáêôýëéïò A óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò k[[X]] êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí
äõíáìïóåéñþí (Þ ôýðïéò äõíáìïóåéñþí) ìéáò ìåôáâëçôÞò (Þ ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ) X ìå
óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï k.

(a) Íá áðïäåé·èåß üôé

k[[X]]× =

( ∞X
i=0

aiX
i ∈ k[[X]]

¯̄̄̄
¯ a0 ∈ kr{0k}

)
êáé üôé ï k[[X]] åßíáé íáéôåñéáíüò ôïðéêüò äáêôýëéïò Ý·ùí ôï êýñéï éäåþäåò hXi ùò ôï
(ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò.

(b) Ï äáêôýëéïò ôùí åðßôõðùí äõíáìïóåéñþí (Þ ôýðïéò äõíáìïóåéñþí) n ìåôáâëçôþí
k[[X1, . . . ,Xn]] ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï k ïñßæåôáé åðáãùãéêþò:

k[[X1, . . . ,Xn]] := k[[X1, . . . ,Xn−1]][[Xn]], ∀n ≥ 2.

Íá áðïäåé·èåß üôé (êáé ãéá n ≥ 2) ï k[[X1, . . . ,Xn]] åßíáé íáéôåñéáíüò ôïðéêüò äáêôýëéïò
Ý·ùí ôï éäåþäåò hX1, . . . ,Xni ùò ôï (ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò.
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2.4 ÑçôÝò ÓõíáñôÞóåéò êáé Ôïðéêïß Äáêôýëéïé Óçìåßùí

2.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.1.6 ï
äáêôýëéïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí Γ (V ) ( ∼=

θ−1V

k[V ]) ôÞò V åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

Ôï óþìá êëáóìÜôùí

k (V ) := Fr(Γ (V )) ∼=
θV
−1
Fr(k[V ])

ôïý k[V ] êáëåßôáé óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí åðß ôÞò V (êáé êÜèå óôïé·åßï ôïý k (V )
ñçôÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò V ).

ÊÜèå ñçôÞ óõíÜñôçóç f ∈ k (V ) ãñÜöåôáé ùò êëÜóìá

f =
G

H
=

θV (g)

θV (h)
, (2.4)

üðïõ

G = G+ I(V ) ∈ Γ (V ) , H = H + I(V ) ∈ Γ (V ) , H /∈ I(V ),

ìå ôáG êáéH ∈ k[X1, . . . ,Xn] ðïëõþíõìá åêðñïóùðïýíôá äõï ðïëõùíõìéêÝò óõíáñôÞ-
óåéò g êáé h ∈ k[V ], áíôéóôïß·ùò. ÓçìåéùôÝïí üôé üôáí ï äáêôýëéïò ôùí óõíôåôáãìÝíùí
Γ (V ) ôÞò V äåí åßíáé Ð.Ì.Ð., åíäÝ·åôáé íá õðÜñ·ïõí äéáöïñåôéêÝò åêðñïóùðÞóåéò ôÞò
f ùò ëüãïõ ôùí êëÜóåùí õðïëïßðùí äýï ðïëõùíýìùí áíçêüíôùí óôïí k[X1, . . . ,Xn].
(ÁíôéèÝôùò, üôáí ï Γ (V ) åßíáé Ð.Ì.Ð., ç Üóêçóç Á-1-2 ìáò ðëçñïöïñåß üôé êÜèå óôïé-
·åßï f ôïý óþìáôïò k (V ) åßíáé äõíáôüí íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ f = G

H
, üðïõ ôá G,H

äåí Ý·ïõí (ãíÞóéïõò) êïéíïýò ðáñÜãïíôåò, ìå ôçí ðáñÜóôáóç áõôÞ êáô' ïõóßáí ìïíï-
óçìÜíôùò ïñéóìÝíç, Þôïé ìå ìüíç åîáßñåóç ôïí ðïëëáðëáóéáóìü (êáèåíüò ôùíG,H) ìå
êÜðïéá óôïé·åßá ôïý k.) ÅðéðñïóèÝôùò, ìéá ôÝôïéá f ìðïñåß íá íïçèåß ùò «óõíÜñôçóç»
(áðü ôçí V óôï k) ëáìâÜíïõóá «êáëþò ïñéóìÝíç ôéìÞ» óå Ýíá óçìåßï P ∈ V ìüíïí
üôáí õößóôáôáé ìéá ðáñÜóôáóç (2.4) áõôÞò, óôçí ïðïßá ôï H(P ) = h(P ) åßíáé 6= 0k
(Þôïé óôçí ðåñßðôùóç ìç ìçäåíéóìïý ôïý ðáñïíïìáóôÞ óôï óçìåßï P ).

2.4.2 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù P ∈ V. ËÝìå üôé
ìéá ñçôÞ óõíÜñôçóç f ∈ k (V ) åðß ôÞò V åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï P üôáí ïñßæåôáé óå
áõôü, Þôïé üôáí äÝ·åôáé ðáñÜóôáóç (2.4) ìåH(P ) 6= 0k.Ùòðåäßï ïñéóìïý ìéáò f ∈ k (V )
ïñßæåôáé ôï óýíïëï

Dom(f) := {P ∈ V | ç f åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï P }

êáé ùò éäåþäåò ôùí ðáñïíïìáóôþí ôçò ôï éäåþäåò

Jðáñ
f :=

©
H ∈ Γ (V )

¯̄
Hf ∈ Γ (V )

ª
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ôïý Γ (V ). Ôï óýíïëï

Pol(f) := VrDom(f)

êáëåßôáé óýíïëï ôùí ðüëùí ôÞò f (êáé êÜèå óôïé·åßï ôïõ ðüëïò ôÞò f). Åðßóçò, ãéá
ïéïäÞðïôå h ∈ k[V ] ìåH = θV (h) ∈ Γ (V ) èÝôïõìå

Vh := VrV(H) := {P ∈ V |H(P ) 6= 0k } .

ÔÝëïò, èÝôïõìå

OV,P := {f ∈ k (V ) | ç f åßíáé êáíïíéêÞ óôï óçìåßï P } . (2.5)

2.4.3 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ÅÜí V = V(Y2−X2 (X+ 1k)) ⊆ A2k, ôüôå ç f = X
Y
∈ k (V ) Ý·åé

ôï óýíïëï Dom(f) = Vr{(0k, 0k)} ùò ðåäßï ïñéóìïý ôçò.

(b) ÅÜí V = V(XW− YZ) ⊆ A4k, ôüôå Γ (V ) = k[X,Y,Z,W]/ hXW− YZi êáé ç

f = X
Y
= Z

W
∈ k (V )

(äå·üìåíç äéáöïñåôéêÝò ðáñáóôÜóåéò (2.4)) åßíáé êáíïíéêÞ óôï P = (a1, a2, a3, a4) ∈ V

üôáí a2 6= 0k Þ a4 6= 0k êáé

Pol(f) = {P = (a1, a2, a3, a4) ∈ V | a2 = a4 = 0k } .

ÌÜëéóôá, åßíáé áäýíáôïí íá ãñÜøïõìå ôçí f ùò ëüãï f = G
H

ìå H(P ) 6= 0k ãéá üëá ôá
P ∈Dom(f)! (ÐñÜãìáôé° åÜí ç f åãñÜöåôï êáô' áõôüí ôïí ôñüðï, ôüôå, åðåéäÞX 6= 0Γ(V ),
èá åß·áìå f = G

H
= G·X

H·X =
G·X
H·X , Þôïé ìç ïñéæüìåíç óôï óçìåßï (0k, 0k, 1k, 1k) ∈Dom(f).)

Åßìáóôå, ùò åê ôïýôïõ, õðï·ñåùìÝíïé íá ·ñçóéìïðïéïýìå äéáöïñåôéêÝò ðáñáóôÜóåéò
ôÞò f óå äéáöïñåôéêÜ óçìåßá ôïý Dom(f).Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ç ôáýôéóç äõï äïèåéóþí
ñçôþí óõíáñôÞóåùí f1, f2 ∈ k (V ) åðß ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V åßíáé äéáóöáëé-
óìÝíç üôáí áõôÝò ôý·åé íá ôáõôßæïíôáé óå êÜðïéï ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóý-
íïëï U ⊆ Dom(f1)∩ Dom(f2) ôÞò V (âë. ðñüôáóç 2.4.5).

(c) ÅÜí V = V(Y2 + X2 − 1k) ⊆ A2k, ôüôå ãéá ôçí f = 1k+Y
X
∈ k (V ) Ý·ïõìå ðñïöáíþò

Dom(f) ⊇ Vr{(0k, 1k), (0k,−1k)}. Ùóôüóï, ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí üôé

f = X·(1k+Y)
X·X = X(1k+Y)

X
2 = X(1k+Y)

1k−Y2
= X

1k−Y
,

óõìðåñáßíïõìå ôåëéêþò üôé Dom(f) = Vr{(0k, 1k)}.

2.4.4 Óçìåßùóç. (a) ¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù f ∈ k (V ) .Ç f

ïñßæåé ìéá óõíÜñôçóç áðïôéìÞóåùò

Dom(f) 3 P 7−→ f(P ) =
G(P )

H(P )
=

g(P )

h(P )
∈ k
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ãéá êÜðïéá ðáñÜóôáóç (2.4) ôÞò f. (Ùóôüóï, ïé ëáìâáíüìåíåò ôéìÝò åßíáé áíåîÜñôçôåò
ôÞò åðéëïãÞò ôùí G,H. ÐñÜãìáôé° åÜí éó·ýåé f = G1

H1
= G2

H2
,ôüôå Ý·ïõìå ðñïöáíþò

G1(P )H2(P ) = G2(P )H1(P ) ìåH1(P ) 6= 0k êáéH2(P ) 6= 0k, ïðüôå G1(P )
H1(P )

= G2(P )
H2(P )

.)

(b) Ãéá êÜèå P ∈ Dom(f) õðÜñ·åé ìéá êáôÜ Zariski áíïéêôÞ ðåñéï·Þ UP (f) ⊆ Dom(f)
ôïý P êáé G,H ∈ Γ (V ) ìå H(Q) 6= 0k ãéá êÜèå Q ∈ UP (f), ïýôùò þóôå íá éó·ýåé
f(Q) = G(Q)

H(Q) ãéá êÜèå Q ∈ UP (f) (ðñâë. Üóêçóç Á-1-17).

2.4.5 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé ïé f1, f2 ∈ k (V ) äõï
ñçôÝò óõíáñôÞóåéò ðïõ åßíáé êáíïíéêÝò óå êÜðïéï ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóý-
íïëï U ôÞò V, ôüôå éó·ýåé ç åîÞò óõíåðáãùãÞ :

f1|U = f2|U =⇒ f1 = f2.

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò, U ⊆ Dom(f1)∩ Dom(f2). ¸óôù ôõ·üí óçìåßï P ∈ U. Ëáì-
âÜíïíôáò õð' üøéí ôï (b) ôÞò óçìåéþóåùò 2.4.4 ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ïé f1, f2
ðáñßóôáíôáé ùò ëüãïé f1 = G1

H1
, f2 =

G2

H2
åðß êÜðïéáò ìç êåíÞò, êáôÜ Zariski áíïéêôÞò

ðåñéï·Þò UP ⊆ U ôïý P. Åî õðïèÝóåùò,

G1(Q)H2(Q)−G2(Q)H1(Q) = 0k, ∀Q ∈ UP .

ÈÝôïíôáò Ξ := G1H2 − G2H1, ç Ξ : V −→ k ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ðïëõùíõìéêÞ
óõíÜñôçóç åðß ôÞò V ìå UP ⊆ Ξ−1(0k). Åî áõôïý Ýðåôáé üôé Ξ−1(0k) = V (äéüôé ôï
Ξ−1(0k) -êáôÜ ôçí ðñüôáóç 2.1.14- åßíáé êëåéóôü êáé ôï UP -êáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.6.2-
ðõêíü åíôüò ôÞò V ). ÅðïìÝíùò, Ξ ∈ I(V ), ïðüôå

G1H2 = G2H1 =⇒ f1 =
G1

H1
= G2

H2
= f2

åðß ôïý k (V ) . ¤

2.4.6 Óçìåßùóç. (a) Åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èåß üôé ôï OV,P åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý
óþìáôïò k (V ) õðïêåßìåíïò óôéò áêüëïõèåò ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý:

k ⊆ k[V ] ∼= Γ (V ) ⊆ OV,P ⊆ k (V ) .

(b) Ôï óýíïëï ôùí ðüëùí Pol(f) åßíáé áëãåâñéêü, äéüôé áðü ôïí ïñéóìü ôïý J
ðáñ
f óõíÜ-

ãïõìå üôé

Jðáñ
f =

n
H ∈ Γ (V )

¯̄̄
ç f ãñÜöåôáé ùò f = G

H

o
∪
©
0k[X1,... ,Xn]

ª
,

ïðüôå

Pol(f) =
n
P ∈ V

¯̄
H(P ) = 0k, ∀H ∈ J

ðáñ
f

o
= VV (J

ðáñ
f ).
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2.4.7 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé f ∈ k (V ) , ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ôï Dom(f) åßíáé áíïéêôü êáé ðõêíü (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ) åíôüò ôÞò V.

(b) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå

Dom(f) = V ⇐⇒ f ∈ Γ (V )⇐⇒ θ−1V (f) ∈ k[V ]

êáé

k[V ] ∼= Γ (V ) =
\
P∈V

OV,P .

Áðïäåéîç. (a) ÅðåéäÞ Pol(f) = VV (J
ðáñ
f ), ôï Dom(f) = VrPol(f) åßíáé áíïéêôü° åðé-

ðñïóèÝôùò, ùò ìç êåíü, åßíáé êáé ðõêíü (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski) åíôüò ôÞò V
(âë. ðñüôáóç 1.6.2).

(b) ¸·ïõìå Dom(f) = V åÜí êáé ìüíïí åÜíVV (J
ðáñ
f ) = ∅. ÊáôÜ ôï áóèåíÝò èåþñçìá

èÝóåùí ìçäåíéóìïý 1.8.1, ôïýôï åßíáé éóïäýíáìï ìå ôï üôé 1k ∈ J
ðáñ
f , äçëáäÞ ìå ôï üôé

f ∈ Γ (V ) . ÅîÜëëïõ,

Γ (V ) ⊆ OV,P , ∀P ∈ V =⇒ Γ (V ) ⊆
T

P∈V
OV,P ,

êáé ãéá êÜèå f ∈
T
P∈V OV,P Ý·ïõìå

Pol(f) = VV (J
ðáñ
f ) = ∅ =⇒ 1k · f = f ∈ Γ (V ) ,

ïðüôå
T
P∈V OV,P ⊆ Γ (V ) . ¤

2.4.8 ÐáñáôÞñçóç. ¼ôáí ôï k äåí åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå ôo 2.4.7 (b) ìðïñåß íá
åßíáé åóöáëìÝío áêüìç êáé ãéá n = 1.Åðß ðáñáäåßãìáôé, ãéá k = R, V = A1k, ç f =

1
X2+1

åßíáé ìéá ñçôÞ, ìç ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç ïñéóìÝíç óå ïëüêëçñç ôçí V !

2.4.9 Ðñüôáóç. ÅÜí ôï V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé 0 6= f ∈ k[V ], ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ôï (êáôÜ Zariski áíïéêôü ) õðïóýíïëï Vf ôÞò V áðïôåëåß ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá
Ý·ïõóá ùò äáêôýëéï óõíôåôáãìÝíùí ôçò ôïí

Γ (Vf ) ∼= k[Vf ] ∼= k[V ][f−1] = k[V ]f ,

Þôïé ôçí ôïðéêïðïßçóç ôïý k[V ] ùò ðñïò ôï {fν | ν ∈ N0} (âë. 2.3.11 (b)).
(b) Ç ôïðïëïãßá Zariski åðß ôÞò V äéáèÝôåé ìéá âÜóç áðïôåëïýìåíç áðü óõó·åôéêÝò
ðïéêéëüôçôåò.
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Áðïäåéîç. (a) Ðñïöáíþò, k[V ][f−1] = k[V ]f .¸óôù F ∈ k[X1, . . . ,Xn] Ýíá ðïëõþíõìï
ðïõ åêðñïóùðåß ôçí ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç f. ÈÝôïíôáò

IF := hI(V ),Xn+1F − 1i ⊂ k[X1, . . . ,Xn,Xn+1], Wf := V(IF ) ⊆ An+1k ,

ðáñáôçñïýìå üôé ïé ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò

Wf 3 (X1, . . . ,Xn,Xn+1) 7−→ (X1, . . . ,Xn) ∈ Vf ,

Vf 3 (X1, . . . ,Xn) 7−→ (X1, . . . ,Xn,
1
F ) ∈Wf ,

åßíáé áìöéññéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò. ÊáôÜ óõíÝðåéáí, ôá Vf êáé Wf

åßíáé ìåôáîý ôïõò éóüìïñöá ùò áëãåâñéêÜ óýíïëá êáé, óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.1.18,
k[Wf ] ∼= k[Vf ]. ÓçìåéùôÝïí üôé ï åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí

(k[V ] /→) k[V ][Xn+1] −→ k[Wf ], Xn+1 7−→ 1
F

Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï ðñþôï éäåþäåò hXn+1F − 1i ⊂ k[X1, . . . ,Xn,Xn+1], ïðüôå (êáôÜ
ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10)

k[V ][Xn+1]/ hXn+1F − 1i ∼= k[Wf ],

êáé ôïWf (êáé êáô' åðÝêôáóéí êáé ôï Vf ) åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (âë. èåþñçìá
1.1.13 êáé ðñüôáóç 2.1.6). ÅîÜëëïõ, êáôÜ ôçí Üóêçóç Á-2-22,

k[V ]f ∼= k[V ][Xn+1]/ hXn+1F − 1i ∼= k[Wf ].

¢ñá üíôùò Γ (Vf ) ∼= k[Vf ] ∼= k[Wf ] ∼= k[V ]f .
(b) ¸óôù P ∈ V êáé Ýóôù U Ýíá áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý V ðïõ ðåñéÝ·åé ôï P. ÅðåéäÞ ôï
VrU åßíáé áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïýAnk, õðÜñ·åé Ýíá F ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéï þóôå
F (P ) 6= 0k êáé F (Q) = 0k,∀Q ∈ VrU (âë. Üóêçóç Á-1-17). ÅÜí ôï F åêðñïóùðåß ìéá
ðïëõùíõìéêÞ óõíÜñôçóç f, ôüôå ôï Vf áðïôåëåß (ëüãù ôïý (a)) ìéá õðïðïéêéëüôçôá ôÞò
V ìå P ∈ Vf .Ùò åê ôïýôïõ, ç ïéêïãÝíåéá {Vf | f ∈ k[V ]} åßíáé ìéá âÜóç ôÞò ôïðïëïãßáò
Zariski TZar|V åðß ôÞò V ðïõ áðïôåëåßôáé áðü õðïðïéêéëüôçôåò ôÞò V (äéüôé ãéá êÜèå
P ∈ V ç ïéêïãÝíåéá {Vf | f ∈ k[V ], P ∈ Vf} åßíáé ìéá âÜóç ðåñéï·þí ôïý P ). ¤

2.4.10 Èåþñçìá. ÅÜí ôï P åßíáé Ýíá óçìåßï ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Ank, ôüôå
éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a)ÏäáêôýëéïòOV,P áðïôåëåß ôçí ôïðéêïðïßçóç ôïý äáêôõëßïõ óõíôåôáãìÝíùí Γ (V ) ôÞò
V óôï ìåãéóôïôéêü éäåþäåò IV ({P}) (âë. ïñéóìü 2.3.24), äçëáäÞ

OV,P = Γ (V )IV ({P})
∼= k[V ]θ−1V (IV ({P}))
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(b) Ï OV,P åßíáé ôïðéêüò íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (êáé, åðéðñïóèÝôùò, áêåñáßá ðåñéï·Þ )
ìå ôï

mV,P := IV ({P})Γ (V )IV ({P}) = {f ∈ OV,P | f(P ) = 0k}

ùò (ôï ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü ôïõ éäåþäåò êáé

OV,P /mV,P
∼= Fr(Γ (V ) /IV ({P})) ∼= Γ (V ) /IV ({P}) ∼= k.

Áðïäåéîç. Êáô' áñ·Üò õðåíèõìßæïõìå üôé

IV ({P}) :=
©
F ∈ Γ (V )

¯̄
F ∈ I ({P})

ª
=
©
F ∈ Γ (V )

¯̄
F (P ) = 0k

ª
.

(a) Ðñïöáíþò,

OV,P =

½
f =

G

H
∈ k (V )

¯̄̄̄
G,H ∈ Γ (V ) , H(P ) 6= 0k

¾

=

½
f =

G

H
∈ k (V )

¯̄̄̄
G,H ∈ Γ (V ) , H ∈ Γ (V )rIV ({P})

¾
= Γ (V )IV ({P}) .

(b) Ôï üôé ïOV,P åßíáé ôïðéêüò íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò (êáé, åðéðñïóèÝôùò, áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ) Ýðåôáé áðü ôï (a), ôçí ðñüôáóç 2.3.25, ôï ðüñéóìá 2.3.19 êáé ôçí Üóêçóç Á-2-20.
Ôï (ìïíáäéêü) ìåãéóôïôéêü éäåþäåò mV,P ôïý ôïðéêïý äáêôõëßïõ OV,P åßíáé (óýìöùíá
ìå ôçí ðñüôáóç 2.3.25) ôï

IV ({P})Γ (V )IV ({P}) :=
½
G

H
∈ Γ (V )IV ({P})

¯̄̄̄
G ∈ IV ({P}), H ∈ Γ (V )rIV ({P})

¾

=

½
f =

G

H
∈ OV,P

¯̄̄̄
G,H ∈ Γ (V ) , G(P ) = 0k, H(P ) 6= 0k

¾
= {f ∈ OV,P | f(P ) = 0k} .

Óå ü,ôé áöïñÜ óôïõò áíùôÝñù áíáãñáöüìåíïõò éóïìïñöéóìïýò óùìÜôùí: ï ðñþôïò ìÜò
åßíáé ãíùóôüò áðü ôçíðñïçãçèåßóáóçìåßùóç 2.3.26, ï äåýôåñïò åßíáé ðñïöáíÞò, äéüôé ç
áêåñáßá ðåñéï·ÞΓ (V ) /IV ({P}) åßíáé áö' åáõôÞò óþìá, åíþ ï ôñßôïò Ýðåôáé ýóôåñá áðü
åöáñìïãÞ ôïý 1ïõ èåùñÞìáôïò éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10 ãéá ôïí åðéìïñöéóìü
áðïôéìÞóåùò

Γ (V ) 3 F 7−→ F (P ) ∈ k

ðïõ Ý·åé ôï éäåþäåò IV ({P}) ùò ðõñÞíá ôïõ. ¤
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2.4.11 Óçìåßùóç. Ï äáêôýëéïò OV,P áíáöÝñåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò ï ôïðéêüò äáêôýëéïò
ôÞò V óôï P. Ïé ôïðéêïß äáêôýëéïé OV,P ðáßæïõí ðñùôåýïíôá ñüëï óôç ìåëÝôç ðïéêß-
ëùí ðñïâëçìÜôùí åíôüò ôïý ðëáéóßïõ ôÞò ÁëãåâñéêÞò Ãåùìåôñßáò, êáèüôé åìðåñéÝ·ïõí
åêåßíåò ôéò áëãåâñéêÝò ðëçñïöïñßåò ðïõ åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôçí ðåñéãñáöÞ ôùí ãåù-
ìåôñéêþí éäéïôÞôùí ôùí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí V óå ìéá ãåéôïíéÜ ôïý åêÜóôïôå èåù-
ñïõìÝíïõ óçìåßïõP.Åðß ðáñáäåßãìáôé, ôï åðüìåíï èåþñçìá êáôáäåéêíýåé ìå ôïí ðëÝïí
óáöÞ ôñüðï ôï ôé óçìáßíïõí ãåùìåôñéêþò ôá ðñþôá éäåþäç ôïý OV,P êáé äéêáéïëïãåß,
åí ðïëëïßò, ôçí åéóáãùãÞ ôïý åðéèÝôïõ «ôïðéêüò» óôçí ïñïëïãßá.

2.4.12 Èåþñçìá. (Ðåñß ôïý öÜóìáôïò ôïý OV,P ) ÅÜí ôï P åßíáé Ýíá óçìåßï ìéáò óõ-
ó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Ank (k áëãåâñéêþò êëåéóôü ), ôüôå õößóôáôáé ìéá áìößññéøç

Spec(OV,P ) 3 p 7−→ VV (i
−1
Γ(V ),Γ(V )rIV ({P})(p)) ∈

½
õðïðïéêéëüôçôåò
W ôÞò V ìå P ∈W

¾

ìåôáîý ôïý öÜóìáôïò (Þôïé ôÞò ïéêïãåíåßáò ôùí ðñþôùí éäåùäþí ) ôïý ôïðéêïý äáêôõëßïõ
OV,P ôÞò V óôï P êáé ôÞò ïéêïãåíåßáò ôùí õðïðïéêéëïôÞôùí ôÞò V ôùí äéåñ·ïìÝíùí áðü
ôï P.

Áðïäåéîç. Ç åí ëüãù áìößññéøç åßíáé ç óýíèåóç eVV ◦ β äýï áìöéññßøåùí: Ç ðñþôç
åî áõôþí (ðïõ ôçí ïíïìáôßæïõìå β) åßíáé áõôÞ ôïý èåùñÞìáôïò 2.3.23:

Spec(OV,P ) 3 p β7−→ i−1Γ(V ),Γ(V )r IV ({P})(p) ∈ {q ∈ Spec(Γ (V )) | q ∩ (Γ (V )rIV ({P})) = ∅}

(üðïõ R := Γ (V ) ,S := Γ (V )rIV ({P})). Ç äåýôåñç åßíáé ï ðåñéïñéóìüò, áò ôïí ðïýìåeVV , ôÞò áìöéññßøåùòVV ôïý èåùñÞìáôïò 2.1.9 (e):

Spec(Γ (V )) VV7−→ {õðïðïéêéëüôçôåò V }

åðß ôïý óõíüëïõ {q ∈ Spec(Γ (V )) | q ∩ (Γ (V )rIV ({P})) = ∅} .Áñêåß ëïéðüí íá ðñïó-
äéïñéóèåß ç åéêüíá ôÞò eVV .ÁõôÞ áðïôåëåßôáé áðü åêåßíåò ôéò õðïðïéêéëüôçôåòW ôÞò V
ðïõ åßíáé ôÞò ìïñöÞò W = VV (q) , ãéá êÜðïéï ðñþôï éäåþäåò q ôïý Γ (V ) ôï ïðïßï
ðëçñïß ôçí åðéðñüóèåôç óõíèÞêç q ∩ (Γ (V )rIV ({P})) = ∅. ¼ìùò áõôÞ ç óõíèÞêç
éóïäõíáìåß ìå ôçí

q ⊆ IV ({P})⇐⇒W = VV (q) ⊇ VV (IV ({P})) = {P}⇐⇒ P ∈W,

ïðüôå ðñÜãìáôé ç eVV ◦β áðåéêïíßæåé áìöéññéðôéêþò ôï öÜóìá ôïýOV,P åðß ôÞò ïéêïãå-
íåßáò ôùí õðïðïéêéëïôÞôùí ôÞò V ôùí äéåñ·ïìÝíùí áðü ôï P. ¤

2.4.13 Óçìåßùóç. Ìéá äåýôåñç, óçìáíôéêÞ åöáñìïãÞ ôùí ùò Üíù ïñéóèÝíôùí ôïðéêþí
äáêôõëßùí äßäåôáé óôï åðüìåíï èåþñçìá. ¸·ïõìå Þäç áðïäåßîåé ìÝóù ôïý ðïñßóìáôïò
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1.8.8 üôé ãéá éäåþäç I ôïý k[X1, . . . ,Xn] (k áëãåâñéêþò êëåéóôü) Ý·ïíôá ðåðåñáóìÝíï óç-
ìåéïóýíïëï ìçäåíéóìïýV(I), ç äéÜóôáóç ôïý k-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ k[X1, . . . ,Xn]/I
áðïôåëåß ôï Üíù öñÜãìá ôïý `(V(I)). Ôï èåþñçìá 2.4.14 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ï õðïëï-
ãéóìüò ôÞò åí ëüãù äéáóôÜóåùò ìðïñåß íá áíá·èåß óôïí õðïëïãéóìü ôùí äéáóôÜóåùí
ôùí ðçëéêïäáêôõëßùí ôùí äçìéïõñãïýìåíùí áðü ôïõò ôïðéêïýò äáêôõëßïõò ôïý ðåñé-
âÜëëïíôïò óõó·åôéêïý ·þñïõ óôá óçìåßá ôïý V(I) ýóôåñá áðü èåþñçóç ôùí êëÜóåùí
õðïëïßðùí ùò ðñïò ôá éäåþäç ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü ôï ßäéï ôï I åíôüò áõôþí.

2.4.14 Èåþñçìá. (Éäåþäç ìå ðåðåñáóìÝíá óçìåßá ìçäåíéóìïý) ¸óôù I Ýíá éäåþäåò
ôïý k[X1, . . . ,Xn] (k áëãåâñéêþò êëåéóôü ) ìåV(I) = {P1, . . . , Pm}, m ∈ N. Ôüôå

k[X1, . . . ,Xn]/I ∼=
mL
j=1

OAnk ,Pj/IOAnk ,Pj ,

ïðüôå

dimk(k[X1, . . . ,Xn]/I) =
mP
j=1

dimk(OAnk ,Pj/IOAnk ,Pj ).

Áðïäåéîç. Ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m} ïñßæïõìå ôïõò ïìïìïñöéóìïýò äáêôõëßùí:

ϑj : k[X1, . . . ,Xn] −→ OAnk ,Pj/IOAnk ,Pj , F 7−→ ϑj(F ) := F + IOAnk ,Pj .

Áõôïß åðÜãïõí Ýíáí ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí

ϑ : k[X1, . . . ,Xn] −→
mL
j=1

OAnk ,Pj/IOAnk ,Pj ,

F 7−→ ϑ(F ) := (ϑ1(F ), . . . , ϑm(F )).

ÅðåéäÞ F ∈ I =⇒ ϑj(F ) ∈ IOAnk ,Pj ,∀j ∈ {1, . . . ,m}, Ý·ïõìå I ⊆ Ker(ϑ). Áñêåß, âá-
óéæüìåíïé óôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10, íá äåßîïõìå üôé ï ϑ åßíáé
åðéññéðôéêüò ìå ðõñÞíá ôïõ ôï I. Áõôü èá ãßíåé óå ðÝíôå âÞìáôá:

ÂÞìá 1ï. ÅÜí Ij := I({Pj}), ∀j ∈ {1, . . . ,m}, ôüôå, óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 1.8.2 ôùí
èÝóåùí ìçäåíéóìïý ôïý Hilbert,

Rad(I) = I({P1, . . . , Pm}) =
m\
j=1

Ij .

ÊáôÜ ôçí Üóêçóç Á-1-29, ∃d ∈ N : (
Tm
j=1 Ij)

d ⊆ I. ÅîÜëëïõ, åðåéäÞ

∅ = {Pj} ∩ {Pκ|κ ∈ {1, . . . ,m}r{j}} = V(Ij)∩V(
\
{Iκ|κ ∈ {1, . . . ,m}r{j}}),

ôá Ij êáé
T
{Iκ|κ ∈ {1, . . . ,m}r{j}} åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m}

(âë. Üóêçóç Á-1-57). ÅðïìÝíùò, óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç Á-1-26,
m\
j=1

Idj = (
m\
j=1

Ij)
d ⊆ I. (2.6)
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ÂÞìá 2ï. ÅðéëÝãïõìå ðïëõþíõìá

F1, F2, . . . , Fm ∈ k[X1, . . . ,Xn] :
"
∀i, j ∈ {1, . . . ,m} =⇒ Fi (Pj) =

(
0k, i 6= j

1k, i = j

#

(ç ýðáñîç ôùí ïðïßùí åßíáé äéáóöáëéóìÝíç áðü ôçí Üóêçóç A-1-17). Åí óõíå·åßá, ãéá
êÜèå i ∈ {1, . . . ,m} èÝôïõìå

Ei := 1k −
¡
1k − F d

i

¢d
, Di :=

dX
ν=1

µ
d

ν

¶
(−1k)ν(F d

i )
ν−1,

êáé ðáñáôçñïýìå (ìÝóù ôïý äéùíõìéêïýáíáðôýãìáôïò) üôéEi = F d
i Di.Åîáõôïý Ýðåôáé

üôé ⎧⎨⎩
Ei ∈ Idj , üôáí i 6= j, êáé

1k −
Pm

i=1Ei ∈ I.

⎫⎬⎭ (2.7)

ÐñÜãìáôé° üôáí i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j, ôüôå

Fi (Pj) = 0k ⇒ Fi ∈ Ij ⇒ F d
i ∈ Idj ⇒ Ei = F d

i Di ∈ Idj .

ÅðéðñïóèÝôùò, ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . ,m} éó·ýåé

1k − F d
i (Pi) = 0k ⇒ 1k − F d

i ∈ Ii ⇒
¡
1k − F d

i

¢d
= 1k −Ei ∈ Idi , (2.8)

ïðüôå

1k −
mX
i=1

Ei =

⎡⎣(1k −Ej) +
X

i∈{1,... ,m}r{j}
Ei

⎤⎦ ∈ Idj , ∀j ∈ {1, . . . ,m}

=⇒ 1k −
mX
i=1

Ei ∈
m\
j=1

Idj ⊆
(2.6)

I.

ÅîÜëëïõ, ãéá ïéáäÞðïôå i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j, Ý·ïõìå

EiEj ∈ I, (2.9)

äéüôé (ëüãù ôÞò ðñþôçò åê ôùí (2.7))

Ei ∈ T
κ∈{1,... ,m}r{i}

Idκ ⇒ EiEj ∈ T
κ∈{1,... ,m}r{i}

Idκ

Ej ∈ T
λ∈{1,... ,m}r{j}

Idλ ⇒ EiEj ∈ T
λ∈{1,... ,m}r{j}

Idλ

⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ =⇒ EiEj ∈
m\
j=1

Idj ⊆
(2.6)

I,
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êáé ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . ,m} éó·ýåé

Ei −E2i = (1k −Ei)Ei ∈ I, (2.10)

äéüôé (ëüãù ôÞò ðñþôçò åê ôùí (2.7) êáé ôïý (2.8))

Ei ∈ T
κ∈{1,... ,m}r{i}

Idκ ⇒ (1k −Ei)Ei ∈ T
κ∈{1,... ,m}r{i}

Idκ

1k −Ei ∈ Idi ⇒ (1k −Ei)Ei ∈ Idi

⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ =⇒ Ei −E2
i ∈

m\
j=1

Idj ⊆
(2.6)

I.

ÂÞìá 3ï. ÅÜí G ∈ k[X1, . . . ,Xn]rIj , j ∈ {1, . . . ,m}, ôüôå

∃H ∈ k[X1, . . . ,Xn] : HG−Ej ∈ I. (2.11)

ÐñÜãìáôé° õðïèÝôïíôáò (äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, ýóôåñá áðü åíäå·üìåíï ðïëëá-
ðëáóéáóìü ìå ìßá óôáèåñÜ) üôé G(Pj) = 1k, Ý·ïõìå 1k −G ∈ Ij . ÈÝôïíôáò

H :=
¡
1k + (1k −G) + · · ·+ (1k −G)d−1

¢
Ej

ëáìâÜíïõìå

HG = H (1k − (1k −G)) =
¡
1k − (1k −G)d

¢
Ej

(1k −G)d ∈ Idj ⇒ −(1k −G)dEj = HG−Ej ∈ Idj

(2.7)⇒ Ej ∈ T
κ∈{1,... ,m}r{j}

Idκ ⇒ HG−Ej ∈ T
κ∈{1,... ,m}r{j}

Idκ

⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭ =⇒ HG−Ej ∈
m\
j=1

Idj ⊆
(2.6)

I.

ÂÞìá 4ï. Ï ϑ Ý·åé ôï I ùò ðõñÞíá ôïõ : ¸·ïõìå Þäç äåßîåé üôé I ⊆ Ker(ϑ). Ðñïöáíþò,

Ker(ϑ) =

⎧⎨⎩F ∈ k[X1, . . . ,Xn]

¯̄̄̄
¯̄F ∈ m\

j=1

IOAnk ,Pj =
m\
j=1

Ik[X1, . . . ,Xn]Ij

⎫⎬⎭ .

¸óôù ôõ·üí F ∈ Ker(ϑ). Ôüôå

∃Gj ∈ k[X1, . . . ,Xn]rIj : GjF ∈ I, ∀j ∈ {1, . . . ,m}. (2.12)

ÂÜóåé ôÞò (2.11) ðïõ áðïäåßîáìå óôï 3ï âÞìá,

∃Hj ∈ k[X1, . . . ,Xn] : HjGj −Ej ∈ I, ∀j ∈ {1, . . . ,m},

ïðüôå

(2.12) =⇒ F · (
mP
j=1

HjGj) =
mP
j=1

Hj(GjF ) ∈ I
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êáé (ëüãù ôÞò äåýôåñçò åê ôùí (2.7))

I = F · (
mP
j=1

HjGj) + I = (F + I) (
mP
j=1

HjGj + I)

= (F + I) (
mP
j=1

Ej + I) = (F + I) (1k + I) = F + I =⇒ F ∈ I.

¢ñá éó·ýåé êáé ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò I ⊇ Ker(ϑ).

ÂÞìá 5ï. Ï ϑ åßíáé åðéìïñöéóìüò : ¸óôù ôõ·üí óôïé·åßï³
Ξ1
Π1
+ IOAnk ,P1 , . . . ,

Ξm
Πm

+ IOAnk ,Pm
´
∈

mL
j=1

OAnk ,Pj/IOAnk ,Pj ,

üðïõ Ξj ∈ k[X1, . . . ,Xn], Πj ∈ k[X1, . . . ,Xn]rIj , ∀j ∈ {1, . . . ,m}. ÂÜóåé ôÞò (2.11) ðïõ
áðïäåßîáìå óôï 3ï âÞìá,

∃Hj ∈ k[X1, . . . ,Xn] : HjΠj −Ej ∈ I, ∀j ∈ {1, . . . ,m}. (2.13)

ÈÝôïíôáò F :=
mP
i=1

HiΞiEi èá áðïäåßîïõìå üôé

ϑj(F ) =
Ξj
Πj
+ IOAnk ,Pj , ∀j ∈ {1, . . . ,m}.

Êáô' áñ·Üò ðáñáôçñïýìå üôé

Ei (Pj) =

½
0k, üôáí i 6= j,

1k, üôáí i = j,
(2.14)

ãéá ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ {1, . . . ,m}. ÅðåéäÞ

(2.10)⇒ (1k −Ei)Ei ∈ IOAnk ,Pj ,∀i, j ∈ {1, . . . ,m},

Ý·ïõìå ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . ,m},

Ei ∈ O×Ank ,Pi ⇒ 1k −Ei ∈ IOAnk ,Pi ⇒ ϑi(Ei) = 1k + IOAnk ,Pi ,

êáé ãéá êÜèå i, j ∈ {1, . . . ,m}, i 6= j,

(2.14)⇒ 1k − Ei ∈ O×Ank ,Pj ⇒ Ei ∈ IOAnk ,Pj ⇒ ϑj(Ei) = IOAnk ,Pj .

Ôï ôåëåõôáßï óõìðÝñáóìá åîÜãåôáé, åíáëëáêôéêþò, êáé áðü ôçí (2.9), êáèüôé

IOAnk ,Pj = ϑj(EiEj) = ϑj(Ei)ϑj(Ej) = ϑj(Ei).

Óõíïøßæïíôáò Ý·ïõìå

ϑj(Ei) =

½
IOAnk ,Pi , üôáí i 6= j,

1k + IOAnk ,Pi , üôáí i = j,
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ãéá ïéïõóäÞðïôå i, j ∈ {1, . . . ,m}. Óõíåðþò,

ϑj(F ) = ϑj(
mP
i=1

HiΞiEi) =
mP
i=1

ϑj(HiΞi)ϑj(Ei)

= ϑj(HjΞj)
(2.13)
= ϑj(HjΠj)ϑj(

Ξj
Πj
)

= ϑj(Ej)ϑj(
Ξj
Πj
) = ϑj(

Ξj
Πj
) =

Ξj
Πj
+ IOAnk ,Pj

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . ,m}. Ùò åê ôïýôïõ, ï ϑ åßíáé üíôùò åðéìïñöéóìüò. ¤

• Ôï õðüëïéðï ôìÞìá ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé áöéåñùìÝíï óôç äéáóÜöçóç ôïý
ôñüðïõ ìå ôïí ïðïßï ãåíéêåýïíôáé ïé Ýííïéåò êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç, ôïðéêüò äáêôýëéïò
óçìåßïõ êáé ñçôÞ óõíÜñôçóç ãéá «ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò» (âë. 2.1.33 (b)).

2.4.15 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ⊆ Ank ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (Þ, ãåíéêüôåñá, Ýíá
ìç êåíü, êáôÜZariski áíïéêôü õðïóýíïëï åíüò óõó·åôéêïý -ü·é êáô' áíÜãêçí áíáãþãïõ-
áëãåâñéêïý óõíüëïõ) êáé Ýóôù P ∈ Y. ËÝìå üôé ìéá óõíÜñôçóç f : Y −→ k åßíáé êáíï-
íéêÞ óôï óçìåßï P üôáí õðÜñ·åé ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski)
U ôïý P, êáèþò êáé ðïëõþíõìá G êáéH ∈ k[X1, . . . ,Xn], ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

f =
G

H
, H(Q) 6= 0k, ∀Q ∈ U. (2.15)

Åðßóçò ëÝìå üôé ìéá f ∈ J (Y,k) åßíáé êáíïíéêÞ åðß ôÞò Y üôáí åßíáé êáíïíéêÞ óå êÜèå
óçìåßï ôÞò Y.

2.4.16 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ¸óôù Y ⊆ Ank ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ôüôå ï ðå-
ñéïñéóìüò ïéïõäÞðïôå ðïëõùíýìïõF ∈ k[X1, . . . ,Xn] åðß ôÞòY, éäùìÝíïòùòóõíÜñôçóç
áðü ôçí Y óôï k, åßíáé êáíïíéêüò åðß ôÞò Y. Ãåíéêüôåñá, åÜí ôï V åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ
ðïéêéëüôçôá ðïõ ðåñéÝ·åé ôçí Y êáé f ∈ k[V ], ôüôå ï ðåñéïñéóìüò ôÞò ðïëõùíõìéêÞò
óõíáñôÞóåùò f åðß ôÞò Y åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò Y (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñé-
óìïý 2.4.15).

(b) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, êÜèå
f ∈ k (V ) åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.4.15) åðß ôïý
Dom(f), êÜôé ðïõ åßíáé óõìâáôü ðñïò ôïí ðñïçãçèÝíôá ïñéóìü 2.4.2. (To Dom(f) åßíáé
êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò V.)

2.4.17 Ðñüôáóç. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù f : Y −→ k ìéá
êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò Y. Ôüôå ç f åßíáé óõíå·Þò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski,
åÜí êáíåßò ôáõôßóåé ôï k ìå ôï A1k).

Áðïäåéîç. ¸óôù f ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôÞò Y. ÊáôÜ ôçí Üóêçóç Á-1-8 ôá ìç
êåíÜ, êëåéóôÜ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski), ãíÞóéá õðïóýíïëá ôïý A1k åßíáé ðåðå-
ñáóìÝíá. Ùò åê ôïýôïõ, áñêåß íá äåé·èåß üôé ç áíôßóôñïöç åéêüíá f−1(a) ïéïõäÞðïôå
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a ∈ A1k åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôÞ. ¸óôù P ∈ Y. ÕðïèÝôïõìå üôé ç f äÝ·åôáé ôçí ðáñÜ-
óôáóç (2.15) óå ìéá áíïéêôÞ ðåñéï·Þ U ôïý P. Ôüôå

f−1(a) ∩ U =
½
Q ∈ U

¯̄̄̄
G(Q)

H(Q)
= a

¾
.

Åßíáé ëïéðüí áñêåôü íá äåé·èåß üôé ôï f−1(a) ∩ U åßíáé êáôÜ Zariski êëåéóôü åíôüò ôïý
U. Ðáñáôçñþíôáò üôé

f−1(a) ∩ U = V(G− aH) ∩ U,

áðïðåñáôþíïõìå ôçí áðüäåéîç. ¤

2.4.18 Óçìåßùóç. Ïé ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò Y, ïýóåò ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski
áíïéêôÜ õðïóýíïëá óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí V ⊆ Ank, åßíáé ðÜíôïôå áíÜãùãåò. Ôïýôï
Ýðåôáé áðü ôïõò ïñéóìïýò 2.1.5 (a), 2.1.33 (b) êáé ôï ðüñéóìá 1.6.4.

2.4.19 Ðüñéóìá. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÅÜí ïé

f1, f2 : Y −→ k

åßíáé äõï êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß ôÞò Y (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.4.15) êáé ôï U
Ýíá ìç êåíü, áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y, ôüôå éó·ýåé ç åîÞò óõíåðáãùãÞ :

f1|U = f2|U =⇒ f1 = f2.

Áðïäåéîç. Ç Y åßíáé (üðùò ðñïåßðáìå óôç óçìåßùóç 2.4.18) áíÜãùãç. Åðßóçò, ôï U,

üíôáò ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y åßíáé áíÜãùãï êáé ðõêíü. Åî
õðïèÝóåùò, (f1−f2)−1(0k) ⊇ U, ìå ôï (f1−f2)−1(0k) êëåéóôü åíôüò ôÞò Y (âë. áðüäåéîç
ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.17). Ùò åê ôïýôïõ,

Y = clTZar|Y (U) ⊆ clTZar|Y
¡
(f1 − f2)

−1(0k)
¢
= (f1 − f2)

−1(0k),

ïðüôå

(f1 − f2)
−1(0k) = Y =⇒ f1 = f2

(åðß ïëïêëÞñïõ ôÞò Y ). ¤

2.4.20 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ãéá êÜèå êáôÜ Zariski
áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y ïñßæïõìå ôï óýíïëï

OY (U) :=

½
{f ∈ J (U,k) | f êáíïíéêÞ åðß ôïý U } , üôáí U 6= ∅,
{0}, üôáí U = ∅.
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Ôï OY (U) (ìå ôéò óõíÞèåéò ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïëëáðëáóéáóìïý óõíáñôÞóåùí)
åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò. (ÌÜëéóôá, ïOY (U), åöïäéáóìÝíïò êáé ìå ôïí óõíÞèç áñéèìçôéêü
ðïëëáðëáóéáóìü, êáèßóôáôáé k-Üëãåâñá.) Ôï óýóôçìáÃ(

OY (U)

¯̄̄̄
¯ U (êáôÜ Zariski) áíïéêôü

õðïóýíïëï ôÞò Y

)
,

(
(UU0

¯̄̄̄
¯ U,U 0 (êáôÜ Zariski) áíïéêôÜ

õðïóýíïëá ôÞò Y ìå U 0 ⊆ U

)!
,

üðïõ

(UU 0 : OY (U) −→ OY (U
0), f 7−→ (UU 0(f) := f |U0 ,

ïé áðåéêïíßóåéò ðåñéïñéóìïý, êáëåßôáé äñÜãìá äïìÞò ôÞò Y.

2.4.21 Óçìåßùóç. ÅðåéäÞ ç êáíïíéêüôçôá óõíáñôÞóåùí åßíáé (óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá
2.4.19) ôïðéêÞ éäéüôçôá, ôï áíùôÝñù óýóôçìá ðëçñïß ôá äýï áîéþìáôá ôùí äñáãìÜôùí :

(a) ÅÜí ôá U 00 ⊆ U 0 ⊆ U åßíáé (êáôÜ Zariski) áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôÞò Y, ôüôå

(UU 00 = (U
0

U 00 ◦ (UU 0 , (UU = IdOY (U).

(b) ¸óôù U Ýíá (êáôÜ Zariski) áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y êáé Ýóôù {Uλ | λ ∈ Λ} Ýíá
áíïéêôü êÜëõììá ôïý U. ÅÜí ãéá êÜèå λ ∈ Λ äïèåß ìéá fλ ∈ OY (Uλ), ïýôùò þóôå íá
éó·ýåé ç éóüôçôá

(UλUλ∩Uλ0 (fλ) = (
Uλ0
Uλ∩Uλ0 (fλ

0), ∀λ, λ0 ∈ Λ,

ôüôå

∃!f ∈ OY (U) : (
U
Uλ
(f) = fλ, ∀λ ∈ Λ.

(Óôéò ðáñïýóåò óçìåéþóåéò äåí ðñïôéèÝìåèá íá áó·ïëçèïýìå ìå ôç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç
ôÞò Èåùñßáò ÄñáãìÜôùí. Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò -óå ü,ôé áöïñÜ óôéò åöáñìï-
ãÝò ôùí äñáãìÜôùí óôçí ÁëãåâñéêÞ Ãåùìåôñßá- ïé åíäéáöåñüìåíïé áíáãíþóôåò ðáñá-
ðÝìðïíôáé óôï âéâëßï ôïý R. Hartshorne: Algebraic Geometry, GTM, Vol. 52, Springer-
Verlag, 1977, Ch. II.)

2.4.22 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù P ∈ Y. ÈÝôïõìå

GP :=

⎧⎨⎩æåýãç (U, f)

¯̄̄̄
¯̄ U ìéá (êáôÜ Zariski) áíïéêôÞ

ðåñéï·Þ ôïý P êáé f : U −→ k

ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý U

⎫⎬⎭ .

Ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.19 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý ôÞò åîÞò ó·Ýóåùò éóïäõíá-
ìßáò åðß ôïý GP :

(U, f) ∼ (U 0, f 0)⇐⇒
ïñó

f |U∩U 0 = f 0|U∩U 0 .
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ÈÝôïíôáò

OY,P := GP / ∼ (2.16)

êáé óõìâïëßæïíôáò ùò [U, f ] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ïéïõäÞðïôå æåýãïõò (U, f) ∈ GP ùò
ðñïò ôçí ‘‘∼'', äéáðéóôþíïõìå üôé ôï óýíïëï OY,P åöïäéÜæåôáé ìÝóù ôùí ðñÜîåùí(

[U, f ] + [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f + f 0],

[U, f ] · [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f · f 0],

ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ. Åí óõíå·åßá, èÝôïíôáò

mY,P := { [U, f ] ∈ OY,P | f(P ) = 0k}

êáé èåùñþíôáò ôïí åðéìïñöéóìü áðïôéìÞóåùò

OY,P 3 [U, f ] 7−→ f(P ) ∈ k,

ï ïðïßïò Ý·åé ùò ðõñÞíá ôïõ ôï éäåþäåò mY,P , óõìðåñáßíïõìå (ìÝóù ôïý 1ïõ èåùñÞìá-
ôïò éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10) üôé OY,P /mY,P

∼= k, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï mY,P

åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý OY,P (âë. èåþñçìá 1.1.14). ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ
ãéá êÜèå [U, f ] ∈ OY,PrmY,P õðÜñ·åé ìéá (êáôÜ Zariski) áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P åðß ôÞò
ïðïßáò ç 1

f ïñßæåé ìéá êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç, ç ðñüôáóç 2.3.1 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ïOY,P

åßíáé ôïðéêüò äáêôýëéïò (âë. ïñéóìü 2.3.2) ìå ôï mY,P ùò ôï ìïíáäéêü ìåãéóôïôéêü ôïõ
éäåþäåò. Ï äáêôýëéïò OY,P áíáöÝñåôáé, éäéáéôÝñùò, ùò ï ôïðéêüò äáêôýëéïò ôÞò Y óôï
P (Þ ùò óôÝëå·ïò ôïý äñÜãìáôïò äïìÞò ôÞò Y ), åíþ êÜèå óôïé·åßï ôïõ êáëåßôáé öýôñï
ôùí êáíïíéêþí óõíáñôÞóåùí (åðß ôÞò Y ) ðåñß ôï P.

2.4.23 ÐáñáôÞñçóç. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôï V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ
ðïéêéëüôçôá êáé P ∈ V, âÜóåé ôùí üóùí ðñïåßðáìå óôï 2.4.16 (b) (êáé ôáõôßæïíôáò êÜèå
f ∈ k (V ) ðïõ åßíáé êáíïíéêÞ óôï P -õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.4.2- ìå ôçí êëÜóç
éóïäõíáìßáò [U, f ], üðïõ U ìéá (êáôÜ Zariski) áíïéêôÞ ðåñéï·Þ ôïý P ìå U ⊆ Dom(f))
óõìðåñáßíïõìå üôé ïé ïñéóìïß (2.5) êáé (2.16) ôïý ôïðéêïý äáêôõëßïõ ôÞò V óôï P óõ-
ìðßðôïõí.

2.4.24 Ïñéóìüò. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÈÝôïõìå

GY :=
½
æåýãç (U, f)

¯̄̄̄
U Ýíá ìç êåíü (êáôÜ Zariski) áíïéêôü
õðïóýíïëï ôÞò Y êáé f ∈ OY (U)

¾
.

Ëüãù ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.19 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý ôÞò åîÞò ó·Ýóåùò éóïäõíá-
ìßáò åðß ôïý GY :

(U, f) ∼ (U 0, f 0)⇐⇒
ïñó

f |U∩U 0 = f 0|U∩U 0 .
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ÈÝôïíôáò

Rat(Y ) := GY / ∼

êáé óõìâïëßæïíôáò ùò [U, f ] ôçí êëÜóç éóïäõíáìßáò ïéïõäÞðïôå æåýãïõò (U, f) ∈ GY ùò
ðñïò ôçí ùò ðñïò ôçí ‘‘∼'', äéáðéóôþíïõìå üôé ôï óýíïëï Rat(Y ) åöïäéÜæåôáé ìÝóù ôùí
ðñÜîåùí (

[U, f ] + [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f + f 0],

[U, f ] · [U 0, f 0] := [U ∩ U 0, f · f 0],

ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ. Ôá óôïé·åßá ôïý Rat(Y ) êáëïýíôáé ñçôÝò óõíáñôÞóåéò åðß
ôÞò Y.

2.4.25 Óçìåßùóç. Ïé Ýííïéåò ðåäßï ïñéóìïý êáé óýíïëï ðüëùí (âë. 2.4.2) åðåêôåßíïíôáé
ãéá ôá óôïé·åßá ôïý Rat(Y ) ùò åîÞò: Åðß ôïý GY åéóÜãïõìå ôç äéÜôáîç

(U 0, f 0) 4 (U, f)⇐⇒
ïñó

U 0 ⊆ U êáé (UU 0(f) = f 0.

(Äïèåßóáò ôÞò f 0 õðÜñ·åé ìüíïí ìßá f ðïõðëçñïß áõôÞí ôçí éäéüôçôá êáé ôï æåýãïò (U, f)
ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò åðÝêôáóç ôïý æåýãïõò (U 0, f 0).) Åßíáé ðñïöáíÝò üôé êÜèå æåýãïò
(U, f) ∈ GY äéáèÝôåé Ýíá ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï (Umax, fmax) ùò
ðñïò ôçí “ 4 ”. Åðßóçò,

[U1, f1] = [U2, f2]⇐⇒ Umax
1 = Umax

2 êáé fmax
1 = fmax

2 .

Áñêåß ëïéðüí ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï [U, f ] ∈ Rat(Y ) íá èÝóïõìå

Dom([U, f ]) := Umax, Pol([U, f ]) := YrUmax.

2.4.26 Ðñüôáóç. (a) O äáêôýëéïò (Rat(Y ),+, ·) åßíáé Ýíá óþìá ðïõ ðåñéÝ·åé ôï k (êáé
êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí åðß ôÞò Y ).

(b) Ãéá êÜèå ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y Ý·ïõìå

Rat(U) ∼= Rat(Y ).

Áðïäåéîç. Ôï ìåãáëýôåñï ìÝñïò ôÞò áðïäåßîåùò ôïý (a) åßíáé åýêïëï. ÓçìåéùôÝïí üôé
éó·ýåé 0Rat(Y ) = [Y, 0] êáé 1Rat(Y ) = [Y, 1], êáé üôé ãéá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï

[U, f ] ∈ Rat(Y )r{0Rat(Y )}

ôï [Urf−1({0k}), 1f ] áðïôåëåß ôï áíôßóôñïöü ôïõ. Ôï (b) åßíáé Üìåóï åðáêüëïõèï ôïý
ðïñßóìáôïò 2.4.19. ¤
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2.4.27 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï Y åßíáé ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé P ∈ Y, ôüôå
(ìÝóù ðåñéïñéóìþí óõíáñôÞóåùí êáé åöáñìïãÞò ôïý ðïñßóìáôïò 2.4.19) ðñïêýðôïõí
åìöõôåýóåéò äáêôõëßùí

k /→ OY (Y ) /→ OY,P /→ Rat(Y ).

2.4.28 Ðñüôáóç. ¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(a) Rat(V ) ∼= k(V ).
(b) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå OV (V ) ∼= k[V ].
(c) ÅÜí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå

OV (Vh) ∼= Γ (Vh) ∼= k[Vh] ∼= k[V ][h−1] = k[V ]h, ∀h ∈ k[V ].

Áðïäåéîç. (a) Ç áðåéêüíéóç

α : k(V ) −→ Rat(V ), f 7−→ α(f) := [Dom(f), f ],

áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü óùìÜôùí. ¸óôù ôõ·üí [U, f ] ∈ Rat(V ). ÅÜí ç f ðáñßóôáôáé ùò
f = G

H
åðß åíüò êáôÜ Zariski áíïéêôïý óõíüëïõ U 0 ⊆ U, ëáìâÜíïõìå

α(G
H
) = [U 0, G

H
] = [U, f ],

ïðüôå ç α åßíáé åðéññéðôéêÞ. ÅîÜëëïõ, åÜí f ∈ k(V ) ìå α(f) = [V, 0], ôüôå õðÜñ·åé Ýíá
ìç êåíü (êáôÜZariski) áíïéêôü õðïóýíïëïU ôÞò V, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé f |U = 0.ÊáôÜ
ôï ðüñéóìá 2.4.19, f = 0 (åðß ïëïêëÞñïõ ôÞò V ), ïðüôå ç α åßíáé êáé åíñéðôéêÞ.

Ôï (b) Ýðåôáé Üìåóá áðü ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.7, åíþ ôï (c) Ýðåôáé áðü ôï (b) êáé
ôçí ðñüôáóç 2.4.9 (a). ¤

ÁóêÞóåéò

Á-2-25. ÅÜí V = V
¡
Y2 − X3

¢
⊂ A2k, íá áðïäåé·èåß üôé

k[V ] =
©
ϕ ∈ J (V,k)

¯̄
ϕ(X,Y) = Q(X) + Ξ(X)Y, ãéá êÜðïéá Q,Ξ ∈ k[X]

ª
êáé üôé (ôáõôßæïíôáò ôï k(V ) ìå ôï óþìá êëáóìÜôùí ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò k[V ] ìÝóù
ôïý éóïìïñöéóìïý ôïý åðáãïìÝíïõ áðü åêåßíïí ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.3)

k(V ) =
©
ϕ ∈ J (V,k)

¯̄
ϕ(X,Y) = u(X) + v(X)Y, ãéá êÜðïéá u, v ∈ k(X)

ª
.

Á-2-26. ÅÜí V = V(Y2 − X2(X + 1k)) ⊂ A2k (ìå ôï k áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá), íá
ðñïóäéïñéóèïýí ôá óýíïëá ðüëùí Pol(f) êáé Pol

¡
f2
¢
, üðïõ f = Y

X
∈ k(V ).
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Á-2-27. ÅÜí P := (0k, . . . , 0k) ∈ Ank êáé I := hX1, . . . ,Xni ⊂ k[X1, . . . ,Xn], íá áðïäåé-
·èåß üôé

IνOAnk ,P = m
ν
Ank ,P

, ∀ν ∈ N.

Á-2-28. ¸óôù V ⊆ Ank ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé Ýóôù P ∈ V. ÅÜí ôï J åßíáé Ýíá
éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] ðïõ ðåñéÝ·åé ôï I(V ) êáé ôï J 0 := π(J) ç åéêüíá ôïý J ìÝóù
ôïý öõóéêïý åðéìïñöéóìïý π : k[X1, . . . ,Xn] −→ Γ (V ) , íá áðïäåé·èåß üôé

OAnk ,P /JOAnk ,P ∼= OV,P /J
0OV,P

êáé íá åîá·èåß åî áõôïý, éäéáéôÝñùò, ï éóïìïñöéóìüò

OV,P
∼= OAnk ,P/I(V )OAnk ,P .

Á-2-29. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ðåñéÝ·ùí Ýíá óþìá k ùò õðïäáêôýëéü ôïõ êáé
dimk(R) < ∞, íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé éóüìïñöïò åíüò åõèÝïò áèñïßóìáôïò ðåðå-
ñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ôïðéêþí äáêôõëßùí.

Á-2-30. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] (k ü·é êáô' áíÜãêçí áëãåâñéêþò êëåéóôü)
ìå V(I) = {P1, . . . , Pm} êáé Ij := I({Pj}), ∀j ∈ {1, . . . ,m}. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêü-
ëïõèá:

(a) Ôá Ij, Ik åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá ãéá êÜèå j, k ∈ {1, . . . ,m}, j 6= k.

(b) ÕðÜñ·ïõí öõóéêïß éóïìïñöéóìïß äáêôõëßùí

k[X1, . . . ,Xn]/(
mT
j=1

Ij) ∼=
mL
j=1
(k[X1, . . . ,Xn]/Ij) ∼= km.

(Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ôï (a), ôï êéíÝæéêï èåþñçìá 1.4.8 êáé ç Üóêçóç Á-1-21.)

(c) Ç áðåéêüíéóç

k[X1, . . . ,Xn]/I 3 F + I 7−→ (F + I1, . . . , F + Im) ∈
mL
j=1
(k[X1, . . . ,Xn]/Ij)

åßíáé åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí (êáé äéáíõóìáôéêþí ·þñùí õðåñÜíù ôïý k). Åî áõôïý
Ýðåôáé üôé

m = `(V(I)) ≤ dimk(k[X1, . . . ,Xn]/I)

ÉäéáéôÝñùò, üôáí ôï I åßíáé Ýíá ñéæéêü éäåþäåò êáé ôï k áëãåâñéêþò êëåéóôü, ç áíùôÝñù
ó·Ýóç éó·ýåé ùò éóüôçôá. (Ðñüêåéôáé ãéá ìéá äåýôåñç -åí ìÝñåé áðëïýóôåñç- áðüäåéîç
êÜðïéùí åê ôùí óõìðåñáóìÜôùí ðïõ Ý·ïõìå Þäç åîáãÜãåé óôï ðüñéóìá 1.8.8.)
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2.5 ÑçôÝò Áðåéêïíßóåéò

¼ðùò ðñïáíáöÝñáìå óôçí åíüôçôá 2.1, ïé ìïñöéóìïß ôÞò êáôçãïñßáò k-AVar ôùí óõ-
ó·åôéêþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí åßíáé ïé ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò. ÊÜèå ðïëõùíõìéêÞ
áðåéêüíéóç Ank ⊇ V

ϕ−→ W ⊆ Amk ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí åðÜãåé Ýíáí ïìï-
ìïñöéóìü k-áëãåâñþí

Γ (W ) ∼= k[W ] 3 f
eϕ|k[W ]7−→ f ◦ ϕ ∈ k[V ] ∼= Γ (V )

êáé ï óõíáñôçôÞò

Ob(k-AVar) 3 V 7−→ k[V ] ∈ Ob(k-Algð.ð.á.á.ð.),

Mork-AVar(V,W ) 3 ϕ 7−→ eϕ ¯̄k[W ] ∈Mork-Algð.ð.á.á.ð.(k[W ],k[V ]),

åßíáé áíôáëëïßùôïò êáé áðïëýôùò ðéóôüò (ïñßæïíôáò, óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï k åßíáé
áëãåâñéêþò êëåéóôü, ìéá áíôáëëïßùôç éóïäõíáìßá êáôÜ ôï èåþñçìá 2.1.32).

2.5.1 Ðñüôáóç. ¸óôù Amk ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Ank ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý óõ-

ó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí. ÅÜí P ∈ V êáé Q := ϕ(P ), ôüôå ï eϕ ¯̄k[W ] åðåêôåßíåôáé óå Ýíáí
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï ïìïìïñöéóìü ôïðéêþí äáêôõëßùí

bϕP : OW,Q −→ OV,P

ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé bϕP (mW,Q) ⊆ mV,P .

Áðïäåéîç. ÊáôÜ ôï (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-2-12,¡
θV ◦ eϕ ¯̄k[W ] ◦ θ−1W

¢
(IW ({Q})) ⊆ IV ({P})

⇒ eϕ ¯̄k[W ] (θ
−1
W (IW ({Q}))) ⊆ θ−1V (IV ({P}))

⇒
¡eϕ ¯̄k[W ]

¢−1
(θ−1V (IV ({P}))) ⊇ θ−1W (IW ({Q})).

ÅðåéäÞ ôï θ−1W (IW ({Q})) åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò êáé ôï
¡eϕ ¯̄k[W ]

¢−1
(IV ({P})) ãíÞóéï

éäåþäåò (áöïý eϕ ¯̄k[W ] (1k[W ]) = 1k[V ] /∈ θ−1V (IV ({P}))) Ý·ïõìå

θ−1W (IW ({Q})) =
¡eϕ ¯̄k[W ]

¢−1
(θ−1V (IV ({P})))

⇒ eϕ ¯̄k[W ]

¡
k[W ]rθ−1W (IW ({Q}))

¢
⊆ k[V ]rθ−1V (IV ({P})).



§ 2.5 ñçôåò áðåéêïíéóåéò 131

Åöáñìüæïíôáò ôï (a) ôÞò áóêÞóåùòÁ-2-23 êáôáóêåõÜæïõìå ôïí ìïíáäéêü ïìïìïñöéóìü
ôïðéêþí äáêôõëßùí ðïõ êáèéóôÜ ôï äéÜãñáììá

ìåôáèåôéêü. ÓõãêåêñéìÝíá, ãéá êÜèå óõíÜñôçóç f áðü ôïí ôïðéêü äáêôýëéï

OW,Q =
n
f = G

H
= θW (g)

θW (h) ∈ k (W )
¯̄̄
G,H ∈ Γ (W ) , H ∈ Γ (W )rIW ({Q})

o
ï bϕP äßäåôáé áðü ôïí ôýðï

bϕP (f) = bϕP ( θW (g)
θW (h) ) :=

(θV ◦eϕ|k[W ] ◦θ−1W )(θW (g))

(θV ◦eϕ|k[W ] ◦θ−1W )(θW (h))
=
(θV ◦eϕ|k[W ] )(g)
(θV ◦eϕ|k[W ] )(h)

= θV (g◦ϕ)
θV (h◦ϕ) .

ÅðåéäÞ

bϕP (mW,Q) = bϕP ({f ∈ OW,Q | f(Q) = 0k})

= {f ◦ ϕ ∈ OV,P | f ∈ OW,Q, (f ◦ ϕ)(P ) = 0k} ⊆ mV,P ,

ï bϕP åßíáé ï áðáéôïýìåíïò ïìïìïñöéóìüò ôïðéêþí äáêôõëßùí. ¤

2.5.2 Óçìåßùóç. (a) ÅÜí ç Amk ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Ank åßíáé éóïìïñöéóìüò ìåôáîý óõó·åôé-

êþí ðïéêéëïôÞôùí (âë. 2.1.16), ôüôå ôüóïí ï eϕ ¯̄k[W ] üóïí êáé ï bϕP åßíáé éóïìïñöéóìïß
äáêôõëßùí (êáé k-áëãåâñþí).

(b) ÅÜí ç Amk ⊇ V
ϕ−→W ⊆ Ank åßíáé ôõ·ïýóá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý óõó·å-

ôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ï ïìïìïñöéóìüò bϕP äåí åßíáé ðÜíôïôå åðåêôÜóéìïò óå Ýíáí ïìïìïñ-
öéóìü óùìÜôùí bϕ áðü ôï k (W ) óôï k (V ) . (Ìéá éêáíÞ óõíèÞêç ðïõ êáèéóôÜ äõíáôÞ ìéá
ôÝôïéá åðÝêôáóç äßäåôáé óôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.11.)

2.5.3 Ïñéóìüò. Ãéá ïéáäÞðïôå ìç êåíÜ óýíïëáA,B èá ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü
ϕ : A 99K B (ìå äéáêåêïììÝíç ãñáììÞ) ãéá íá äçëïýìå ìéá ìåñéêþò ïñéóìÝíç áðåéêüíéóç
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áðü ôï A óôï B, Þôïé ìéá äéìåëÞ ó·Ýóç áðü ôï A óôï B Ý·ïõóá ìéá áðåéêüíéóç (õðï
ôç óõíÞèç Ýííïéá) ϕ|A0 ùò ðåñéïñéóìü ôçò åðß åíüò êáôáëëÞëïõ ìç êåíïý õðïóõíüëïõ
A0 ôïý A. (Åí ðñïêåéìÝíù, èá óõìâïëßæïõìå ôï ìÝãéóôï ìç êåíü õðïóýíïëï ôïý A ðïõ
ðëçñïß áõôÞí ôçí éäéüôçôá ùò Dom(ϕ).)

2.5.4 Ïñéóìüò. ¸óôù V ⊆ Amk ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç áðü
ôçí V óôïí Ank

ϕ : V 99K Ank

åßíáé ìéá n-Üäá ϕ = (f1, . . . , fn) ñçôþí óõíáñôÞóåùí f1, . . . , fn ∈ k (V ) . ËÝìå üôé ç
ϕ åßíáé êáíïíéêÞ áðåéêüíéóç óôï P ∈ V üôáí ç fj åßíáé êáíïíéêÞ óõíÜñôçóç óôï P

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n} (âë. 2.4.2). Ùò ðåäßï ïñéóìïý ôÞò ϕ ïñßæåôáé ôï (ìç êåíü, êáôÜ
Zariski áíïéêôü) óýíïëï

Dom(ϕ) =
n\
j=1

Dom(fj).

2.5.5 Ïñéóìüò. Ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç Amk ⊇ V
ϕ99K W ⊆ Ank ìåôáîý äõï óõó·åôé-

êþí ðïéêéëïôÞôùí V êáé W åßíáé ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99K Ank (üðùò óôï 2.5
.4) ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ϕ(Dom(ϕ)) ⊆ W. (Ùò áíôßóôñïöç åéêüíá ϕ−1(W 0) ïéïõäÞðïôå
õðïóõíüëïõ W 0 ⊆ W ìÝóù ìéáò ñçôÞò áðåéêïíßóåùò V

ϕ99K W ïñßæåôáé ôï óýíïëï
ϕ−1(W 0) := {P ∈ Dom(ϕ) | ϕ(P ) ∈W 0 } .)

2.5.6 Ïñéóìüò. ÅÜí ïé ϕ,ψ : V 99K W ⊆ Ank åßíáé äõï ñçôÝò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý óõ-
ó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí åêðñïóùðïýìåíåò áðü ôéò n-Üäåò

ϕ =
³
F 1

G1
, . . . , Fn

Gn

´
, ψ =

³
H1

Ξ1
, . . . , Hn

Ξn

´
,

ôüôå ïé ϕ,ψ ëïãßæïíôáé ßóåò ìåôáîý ôïõò10 üôáí

FjΞj −HjGj ∈ I(V ), ∀j ∈ {1, . . . , n}.

2.5.7 Ðñüôáóç. Äõï ñçôÝò áðåéêïíßóåéò Amk ⊇ V
ϕ,ψ99K W ⊆ Ank ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïé-

êéëïôÞôùí åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.6) åÜí êáé ìüíïí åÜí
õðÜñ·åé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï V 0 ⊆ Amk ðåñéå·üìåíï ãíçóßùò åíôüò ôÞò ðïéêéëüôçôáò V
ìå VrV 0 ⊆Dom(ϕ)∩ Dom(ψ) êáé ϕ|V rV 0 = ψ|V rV 0 .

10Èá ·ñçóéìïðïéïýìå åöåîÞò ôïí óõìâïëéóìü ‘‘ϕ = ψ” ãéá íá äçëïýìå üôé ïé ϕ êáé ψ åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò, Ý·ïíôáò, üìùò,
ðÜíôïôå êáôÜ íïõ ôï ôé áõôü óçìáßíåé åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.7.
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Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé ϕ,ψ åêðñïóùðïýíôáé áðü ôéò n-Üäåò

ϕ =
³
F 1

G1
, . . . , Fn

Gn

´
, deg(Fj) = deg(Gj),

ψ =
³
H1

Ξ1
, . . . , Hn

Ξn

´
, deg(Hj) = deg(Ξj),

∀j ∈ {1, . . . , n}. ÅÜí ïé ϕ,ψ åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò (âë. 2.5.6) êáé åÜí

V1 := VV (G1, . . . , Gn), V2 := VV (Ξ1, . . . ,Ξn),

ôüôå ôá V1, V2 åßíáé åî õðïèÝóåùò áëãåâñéêÜ óýíïëá ðåñéå·üìåíá ãíçóßùò åíôüò ôÞò V
êáé (åðåéäÞ ç V åßíáé áíÜãùãï áëãåâñéêü óýíïëï) ôï V 0 := V1 ∪ V2 åßíáé ùóáýôùò Ýíá
áëãåâñéêü óýíïëï ðåñéå·üìåíï ãíçóßùò åíôüò ôÞò V. Ïé ϕ,ψ åßíáé êáíïíéêÝò åðß ôïý
VrV 0 êáé åðåéäÞ

FjΞj −HjGj ∈ I(V ), ∀j ∈ {1, . . . , n},

ôá êëÜóìáôá F j

Gj
êáé Hj

Ξj
êáèïñßæïõí ôçí ßäéá ñçôÞ óõíÜñôçóç åðß ôïý VrV 0 ãéá êÜèå

j ∈ {1, . . . , n}. Áõôü óçìáßíåé üôé êáé ïé ϕ,ψ ôáõôßæïíôáé åðß ôïý VrV 0.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ϕ|V rV 0 = ψ|V rV 0 , ôüôå

F j

Gj

¯̄̄
V rV 0

=
Hj

Ξj

¯̄̄
V rV 0

, ∀j ∈ {1, . . . , n},

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

V = V(FjΞj −HjGj) ∪ V 0.

ÅðåéäÞ ç V åßíáé áíÜãùãï áëãåâñéêü óýíïëï êáé ôï V 0 Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï ðåñéå·ü-
ìåíï ãíçóßùò åíôüò ôÞò V, Ý·ïõìå

V = V(FjΞj −HjGj) =⇒ FjΞj −HjGj ∈ I(V ), ∀j ∈ {1, . . . , n},

ïðüôå ïé ϕ,ψ åßíáé ßóåò ìåôáîý ôïõò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 2.5.6). ¤

2.5.8 Óçìåßùóç. ÅÜí ïé ϕ : V 99K W êáé ψ : W 99K Z åßíáé äõï ñçôÝò áðåéêïíßóåéò
ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå åíäÝ·åôáé íá ìçí ìðïñåß íá ïñéóèåß ç óýíèåóÞ
ôïõòψ◦ϕ, êáèüôé åßíáé äõíáôüí íá éó·ýåéϕ(Dom(ϕ))∩Dom(ψ) = ∅.Åðß ðáñáäåßãìáôé,
ãéá ôéò

ϕ : A1k −→ A2k, t 7−→ (t, 0k), ψ : A2k −→ A1k, (ξ, ξ
0) 7−→ ξ

ξ0 ,

Ý·ïõìå ðñïöáíþò ϕ(A1k)∩ Dom(ψ) = ∅.
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2.5.9 Ïñéóìüò. Ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99K W ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí
êáëåßôáé êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç üôáí ôï óýíïëï ϕ(Dom(ϕ)) åßíáé ðõêíü (ùò ðñïò
ôçí ôïðïëïãßá Zariski) åíôüò ôÞò W. Ç óýíèåóç ψ ◦ ϕ ìéáò êõñéáñ·ïýóáò ϕ : V 99K W
êáé ìéáò ñçôÞò áðåéêïíßóåùò ψ : W 99K Z ïñßæåôáé, äéüôé ϕ(Dom(ϕ))∩ Dom(ψ) 6= ∅.
(Ôï Dom(ψ) åßíáé ìç êåíü êáé êáôÜ Zariski áíïéêôü, ïðüôå ç ôïìÞ ôïõ ìå ôï ϕ(Dom(ϕ))
åßíáé êáô' áíÜãêçí ìç êåíÞ.)

2.5.10 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : V 99K W åßíáé ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïé-
êéëïôÞôùí, ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) Ç áðåéêüíéóç

ϕ : k[W ] −→ k (V ) , f 7−→ ϕ(f) := f ◦ ϕ,

áðïôåëåß Ýíáí ïìïìïñöéóìü k-áëãåâñþí.

(b) Ç ϕ : V 99K W åßíáé êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç åÜí êáé ìüíïí åÜí ç ϕ åßíáé
ìïíïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí. (Ôïýôï áðïôåëåß ãåíßêåõóç ôïý (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.1.20.)

Áðüäåéîç. (a) Ç åðáëÞèåõóç áõôïý ôïý éó·õñéóìïý åßíáé Üìåóç.

(b) Ðñïöáíþò,

Ker(ϕ) = {f ∈ k[W ] | f ◦ ϕ = 0} = {f ∈ k[W ] | ϕ(Dom(ϕ)) ⊆ V(f)} .

¸óôù üôé ç ϕ : V 99K W åßíáé êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç Ýóôù f ∈ Ker(ϕ).
Ôï óýíïëï ϕ(Dom(ϕ)) åßíáé åî ïñéóìïý êáôÜ Zariski ðõêíü åíôüò ôÞò W êáé åðåéäÞ
ϕ(Dom(ϕ)) ⊆ V(f) ìå ôï V(f) êáôÜ Zariski êëåéóôü Ý·ïõìå V(f) = W. ¢ñá f = 0.

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí Ker(ϕ) = {0} êáé åÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï ϕ(Dom(ϕ)) äåí åßíáé
êáôÜ Zariski ðõêíü åíôüò ôÞòW, ôüôå õðÜñ·åé ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï
WrV(f) ôÞòW, üðïõ f ∈ k[W ], ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

ϕ(Dom(ϕ)) ∩ (WrV(f)) = ∅ =⇒ ϕ(Dom(ϕ)) ⊆ V(f) =⇒ f ∈ Ker(ϕ) = {0},

ïðüôåWrV(f) = ∅. ¢ôïðï! ¤

2.5.11 Ðñüôáóç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé V,W,Z åßíáé óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò. Ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) ÊÜèå êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99K W ïñßæåé Ýíáí k-ïìïìïñöéóìü óùìÜ-
ôùí

bϕ : k (W ) −→ k (V ) , f = G
H
= θW (g)

θW (h) 7−→ bϕ(f) := θV (ϕ(g))
θV (ϕ(h))

= θV (g◦ϕ)
θV (h◦ϕ) ,

(ï ïðïßïò åðåêôåßíåé ôïõò ïìïìïñöéóìïýò ôïðéêþí äáêôõëßùí bϕP , P ∈ V, åðß ïëïêëÞñïõ
ôïý óþìáôïò k (W )).
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(b) ÅÜí, áíôéóôñüöùò, ï Φ : k (W ) −→ k (V ) åßíáé Ýíáò k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí, ôüôå
õößóôáôáé ìßá êáé ìüíïí êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99KW ìå Φ = bϕ.
(c) ÅÜí ïé ϕ : V 99KW êáé ψ :W 99K Z åßíáé äõï êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò áðåéêïíßóåéò, ôüôå
êáé ç óýíèåóÞ ôïõò ψ ◦ ϕ : V 99K Z åßíáé êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç, êáé

[ψ ◦ ϕ = bϕ ◦ bψ.
Áðüäåéîç. (a) ÅÜí ç ϕ : V 99K W åßíáé ìéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç, ôüôå,
óýìöùíá ìå ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.10, Ker(ϕ) = {0}. ¢ñá ç bϕ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç.
Ôï üôé ç bϕ åßíáé k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí åðáëçèåýåôáé Üìåóá.

(b) ¸óôù Φ : k (W ) −→ k (V ) Ýíáò k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí. ÅÜí W ⊆ Ank êáé åÜí
ïé Y1, . . . ,Yn åßíáé ïé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ðïõ ðáñÜãïõí ôïí ôïí k[W ], ôüôå
èÝôïõìå fj := Φ(Yj) ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n} êáé èåùñïýìå ôçí

ϕ := (f1, . . . , fn) : V 99KW.

Ç áðüäåéîç ôïý üôé éó·ýåé ç éóüôçôá Φ = bϕ (êáé ôïý üôé ç ϕ åßíáé ç ìïíáäéêÞ ñçôÞ
áðåéêüíéóç áðü ôçí V óôçíW ðïõ ðëçñïß áõôÞí ôçí éäéüôçôá) åßíáé ðáñüìïéá åêåßíçò
ðïõ áêïëïõèÞóáìå óôçí ðñüôáóç 2.1.15. ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá äåé·èåß üôé ç åí ëüãù ϕ

åßíáé êáé êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç. ÓçìåéùôÝïí üôé Φ|k[W ] = ϕ. Ùò k-ïìïìïñöéóìüò
óùìÜôùí, ç Φ 6= 0 åßíáé êáô' áíÜãêçí åíñéðôéêÞ, ïðüôå êáé ç ϕ åßíáé åßíáé åíñéðôéêÞ. Ùò
åê ôïýôïõ, áñêåß ç åöáñìïãÞ ôïý (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.10.

(c) Ôïýôï Ýðåôáé áðåõèåßáò áðü ôïõò ïñéóìïýò. ¤

2.5.12 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ïé V ⊆ Amk êáé W ⊆ Ank åßíáé äõï óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò.
Ôüôå õðÜñ·åé ìéá öõóéêÞ áìößññéøç(

êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò
áðåéêïíßóåéò V 99K W

)
3 ϕ 7−→ bϕ ∈ ( k-ïìïìïñöéóìïß óùìÜôùí

k (W ) −→ k (V )

)

2.5.13 Ïñéóìüò. Ìéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99K W ìåôáîý óõó·åôéêþí
ðïéêéëïôÞôùí êáëåßôáé áìößññçôç áðåéêüíéóç üôáí õðÜñ·åé êÜðïéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ
áðåéêüíéóç ψ :W 99K V ãéá ôçí ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò ñçôþí áðåéêïíßóåùí

ψ ◦ ϕ = IdV , ϕ ◦ ψ = IdW

(õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.6!). Ï óõìâïëéóìüò V ∼=
bir

W èá ·ñçóéìïðïéåßôáé ãéá íá

äçëïß üôé õðÜñ·åé ìéá áìößññçôç áðåéêüíéóç ìåôáîý ôùí V êáéW. Åí ôïéáýôç ðåñéðôþ-
óåé ïé V,W êáëïýíôáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìåò. (Ç ‘‘∼=

bir
'' áðïôåëåß ðñïöáíþò ìéá ó·Ýóç

éóïäõíáìßáò.)
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2.5.14 Ðüñéóìá. Ìéá êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç ϕ : V 99K W ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïéêé-
ëïôÞôùí åßíáé áìößññçôç áðåéêüíéóç åÜí êáé ìüíïí åÜí ï åðáãüìåíïò k-ïìïìïñöéóìüò
óùìÜôùí bϕ : k (W ) −→ k (V ) åßíáé k-éóïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç. Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôá (b), (c) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.11 êáé áðü ôï üôé éó·ýïõí
ïé éóüôçôåò bIdV = Idk(V ) êáé bIdW = Idk(W ). ¤

2.5.15 Óçìåßùóç. (a) Ãéá äõï óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò V,W éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

V ∼=W =⇒ V ∼=
bir

W.

Ùóôüóï, ç áíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÞò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí
V = A1k êáéW = V

¡
Y2 − X3

¢
⊂ A2k, ïé

ϕ : V −→W, ϕ (t) :=
¡
t2, t3

¢
, ψ :W 99K V, ψ (a, b) := b

a ,

åßíáé äõï êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò áðåéêïíßóåéò (ìå ôçí ϕ ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç êáé ìå
Dom(ψ) = Wr{(0k, 0k)}), ãéá ôéò ïðïßåò éó·ýïõí ïé éóüôçôåò ñçôþí áðåéêïíßóåùí
ψ ◦ ϕ = IdV , ϕ ◦ψ = IdW (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.6). ÊáôÜ óõíÝðåéáí, V ∼=

bir
W

áëëÜ V ÀW (äéüôé k[V ] À k[W ], âë. ðüñéóìá 2.1.18).

(b) Ç åñìçíåßá ôÞò äéáöïñÜò ìåôáîý ôùí «óõíÞèùí éóïìïñöéóìþí» óõó·åôéêþí ðïé-
êéëïôÞôùí êáé ôùí áìöéññÞôùí áðåéêïíßóåùí ìÝóù ôÞò Èåùñßáò Êáôçãïñéþí åßíáé ç
åîÞò: Ìåôáâáßíïíôáò áðü ôçí êáôçãïñßá k-AVar ôùí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí (ðïõ
Ý·åé ôéò ðïëõùíõìéêÝò áðåéêïíßóåéò ùò ìïñöéóìïýò ôçò, âë. 2.1.25 (e)) óôçí êáôçãïñßá
k-AVarê.ñ.á. ìå

Ob(k-AVarê.ñ.á.) := Ob(k-AVar)

êáé

Mork-AVarê.ñ.á.(V,W ) :=

½
êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò áðåéêïíßóåéò

ϕ : V 99KW

¾
,

ïé k-AVarê.ñ.á.-éóïìïñöéóìïß (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.1.22) åßíáé áêñéâþò ïé áì-
ößññçôåò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí. ÅðéðñïóèÝôùò, ï óõíáñôç-
ôÞò11

k-AVarê.ñ.á. Ã
½

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò
åðåêôÜóåéò ôïý óþìáôïò k

¾
ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôùí

Ob(k-AVarê.ñ.á.) 3 V 7−→ k (V ) ,

11ÓçìåéùôÝïí üôé ôï óþìá k (V ) ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí ôùí ïñéæïìÝíùí åðß ôÞò V åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç åðÝ-
êôáóç ôïý k, äéüôé k (V ) ∼= Fr(k[V ]).
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Mork-AVarê.ñ.á.(V,W ) 3 ϕ 7−→ bϕ,
åßíáé áíôáëëïßùôïò êáé (óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 2.5.12) áðïëýôùò ðéóôüò° ìÜëéóôá, üôáí
ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ï åí ëüãù óõíáñôçôÞò ïñßæåé ìéá áíôáëëïßùôç éóïäõíá-
ìßá12 («åðåêôåßíïíôáò», ôñüðïí ôéíÜ, ôïí óõíáñôçôÞ F0 ôïý èåùñÞìáôïò 2.1.32).

• Ôï õðüëïéðï ôìÞìá ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò åßíáé áöéåñùìÝíï óôç ãåíßêåõóç ôùí åí-
íïéþí ôÞò ðïëõùíõìéêÞò áðåéêïíßóåùò (Þ ìïñöéóìïý ), ôïý éóïìïñöéóìïý, ôÞò ñçôÞò
áðåéêïíßóåùò, ôÞò êõñéáñ·ïýóáò áðåéêïíßóåùò êáé ôÞò áìößññçôçò áðåéêïíßóåùò ãéá
ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò (ëáìâÜíïíôáò õð' üøéí ü,ôé óõíåæçôÞèç óôçí åíüôçôá
2.4).

2.5.16 Ïñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé Y,Z åßíáé äõï ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò.

(a) Ìéá êáôÜ Zariski óõíå·Þò áðåéêüíéóç ϕ : Y −→ Z áðü ôçí Y óôçíZ êáëåßôáé ìïñöé-
óìüò (ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí) üôáí ãéá êÜèå êáôÜZariski áíïéêôü õðïóýíïëï
U ôÞò Z êáé ãéá êÜèå f ∈ OZ(U) Ý·ïõìå f ◦ ϕ ∈ OY (ϕ

−1(U)) (âë. 2.4.20).

(b)Çóýíèåóç äõï ìïñöéóìþí åßíáé ðñïöáíþòìïñöéóìüò. ¸íáò ìïñöéóìüòϕ : Y −→ Z

êáëåßôáé éóïìïñöéóìüò (ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò ìïñ-
öéóìüò ψ : Z −→ Y ãéá ôïí ïðïßï éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

(c) ËÝìå üôé ïé Y,Z åßíáé éóüìïñöåò (êáé ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí óõìâïëéóìü V ∼=W ) üôáí
õößóôáôáé Ýíáò ôÝôïéïõ åßäïõò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý áõôþí. (Ç ‘‘∼='' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç
éóïäõíáìßáò.)

(d) Ïé ïñéóìïß (a)-(c) ãåíéêåýïíôáé êáôÜ ëÝîç áêüìç êáé ãéá ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïé-
êôÜ õðïóýíïëá óõó·åôéêþí (ü·é êáô' áíÜãêçí áíáãþãùí) áëãåâñéêþí óõíüëùí.

2.5.17 Óçìåßùóç. (a) ÅÜí ç Y åßíáé ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò óõ-
ó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Amk êáé ç Z ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò
óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò W ⊆ Ank, ôüôå êÜèå ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : V 99K W áðü ôçí V
óôçíW ìå Y ⊆ Dom(ϕ) êáé ϕ(Y ) ⊆ Z ïñßæåé Ýíáí ìïñöéóìü ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêé-
ëïôÞôùí ϕ|Y : Y −→ Z, êáé áíôéóôñüöùò, êÜèå ìïñöéóìüò Y −→ Z ìðïñåß íá éäùèåß
ùò ðåñéïñéóìüò ìéáò ôÝôïéáò ñçôÞò áðåéêïíßóåùò.

(b) Áðü åäþ êáé óôï åîÞò èá óõìâïëßæïõìå ùò k-QAVar ôçí êáôçãïñßá ôùí ó·åäüí óõ-
ó·åôéêþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí (ìå ìïñöéóìïýò ôçò áõôïýò ðïõ Ý·ïõí ïñéóèåß óôï 2.5.16
(a)).

12ÅÜí ôï L åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç (óùìáôéêÞ) åðÝêôáóç åíüò áëãåâñéêþò êëåéóôïý óþìáôïò k, ôüôå Ý·ïõìå
L = k (a1, . . . , an) , ïðüôå ï äáêôýëéïò A := k[a1, . . . , an] åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç, áíçãìÝíç k-Üëãåâñá
(ðïõ åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ), ìå k[X1, . . . ,Xn]/I ∼= A = Ared. Áñêåß ëïéðüí óôï L íá áíôéóôïé·ßóïõìå ôçí V := V(I).

(Âë. óçìåßùóç 2.1.21.)
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(c) Åíôüò ôÞò k-QAVar ôï ãéíüìåíï äõï ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí åßíáé êáôçãï-
ñéêü (ðñâë. 2.1.33 (a)).

2.5.18 Óçìåßùóç. (a) ÌÝ·ñé óôéãìÞò Ý·ïõìå ïñßóåé ìüíïí õðïðïéêéëüôçôåò óõó·åôéêþí
ðïéêéëïôÞôùí (âë. 2.1.5 (b)). ÅÜí ôï Y åßíáé ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, ôüôå
åßíáé åî ïñéóìïý Ýíá êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ìéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò
V ⊆ Ank. ÊÜèå êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï U ôÞò Y åßíáé êáé êáôÜ Zariski áíïéêôü
õðïóýíïëï ôÞò V ⊆ Ank (äçëáäÞ áö' åáõôïý ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá) êáé êáëåß-
ôáé áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y.ÊÜèå êáôÜ Zariski êëåéóôü êáé áíÜãùãï õðïóýíïëï
W ôÞò Y êáëåßôáé êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y. (Åí ðñïêåéìÝíù,W = clTZar |V (W )∩Y
êáé ôïW åßíáé êáôÜZariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý clTZar |V (W ).) Ðñâë. ÜóêçóçÁ-2-35.
Åíôüò áõôïý ôïý ãåíéêüôåñïõ ïñéóìïëïãéêïý ðëáéóßïõ, ïé õðïðïéêéëüôçôåò ìéáò óõó·å-
ôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ⊆ Ank, üðùò áõôÝò åéóÞ·èçóáí óôï 2.1.5 (b), åßíáé ïé êëåéóôÝò
õðïðïéêéëüôçôåò ôÞò V.

(b) ÊÜèå óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá V ⊆ Ank åßíáé ðñïöáíþò ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëü-
ôçôá (êáé êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý ðåñéâÜëëïíôïò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank). Ùóôüóï,
ç ïñèÞ åãêüëðùóç ôÞò k-AVar åíôüò ôÞò k-QAVar áðáéôåß ãåíßêåõóç ôÞò åííïßáò ôÞò
«óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò» ðñïêåéìÝíïõ íá ïñßæåôáé «ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» (õðü ôçí
Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.16 (b))! Êáé ôïýôï äåí åßíáé ïýôå ëïãïðáßãíéï ïýôå ôï áðïôÝëå-
óìá åíüò Üêñáôïõ ó·ïëáóôéêéóìïý! ÃñÜöïíôáò ëïéðüí «ç V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ
ðïéêéëüôçôá» èá åííïïýìå ìéá êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý (óõãêåêñéìÝíïõ) Ank. Áíôé-
èÝôùò, ïìéëþíôáò ãéá ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá V åíôüò ôÞò êëÜóåùò Ob(k-QAVar)
(êáé ·ùñßò íá áíáöåñüìáóôå ñçôþò óôïí ðåñéâÜëëïíôá ·þñï) èá åííïïýìå ìéá ó·åäüí
óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá ç ïðïßá åßíáé éóüìïñöç (ùò ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá, âë.
2.5.16 (b)) ìå ìéá áöçñçìÝíç óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (âë. 2.1.33 (c)), Þôïé ìå ôçí êëåéóôÞ
õðïðïéêéëüôçôá êÜðïéïõ Amk ! Åðß ðáñáäåßãìáôé, åÜí Y := A1Cr{0} ⊂ A1C, ôï Y åßíáé
ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (ùò êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý A1C), áëëÜ äåí
åßíáé êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôïý A1C (âë. Üóêçóç Á-1-8). Ùóôüóï, ç áðåéêüíéóç

Y
ϕ−→ V := V (XY − 1) ⊂ A2C, t 7−→ ϕ(t) := (t,

1

t
),

åßíáé éóïìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.16 (b)) Ý·ïõóá ôçí ðñïâïëÞ

V 3 (X,Y) 7−→ X ∈ Y

ùò áíôßóôñïöü ôçò. Ùò åê ôïýôïõ, ôï Y åßíáé óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (ïýóá éóüìïñöç
ôÞò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò V ) åðß ôç âÜóåé ôÞò áíùôÝñù åííïéïäïôÞóåùò ôïý üñïõ.

2.5.19 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ïé Y,Z åßíáé äõï ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò êáé ïé
ϕ1, ϕ2 : Y −→ Z äõï ìïñöéóìïß. ÅÜí ôï U åßíáé Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðï-
óýíïëï ôÞò Y, ôüôå éó·ýåé ç åîÞò óõíåðáãùãÞ :

ϕ1|U = ϕ2|U =⇒ ϕ1 = ϕ2.
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Áðüäåéîç. Áñêåß íá ëçöèåß õð' üøéí ôï (a) ôÞò óçìåéþóåùò 2.5.17 êáé íá åöáñìïóèåß
êáôáëëÞëùò ç ðñüôáóç 2.5.7. ¤

2.5.20 Ïñéóìüò. Áò õðïèÝóïõìå üôé ïé Y,Z åßíáé äõï ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò.
ÈÝôïõìå

GY,Z :=

⎧⎨⎩æåýãç (U,ϕU )

¯̄̄̄
¯̄ U Ýíá ìç êåíü, êáôÜ Zariski

áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y êáé
ϕU : U −→ Z Ýíáò ìïñöéóìüò

⎫⎬⎭ .

Ëüãù ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.19 Ý·ïõìå ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý ôÞò åîÞò ó·Ýóåùò éóïäõíá-
ìßáò åðß ôïý GY,Z :

(U,ϕU ) ∼ (U 0, ϕU 0)⇐⇒
ïñó

ϕU |U∩U 0 = ϕU 0 |U∩U 0 .

Ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z áðü ôçí Y óôçí Z åßíáé ìéá êëÜóç éóïäõíáìßáò
[U,ϕU ] åíüò æåýãïõò (U,ϕU ) ∈ GY,Z ùò ðñïò ôçí áíùôÝñù ‘‘∼''.

2.5.21 ÐáñáôÞñçóç. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ïé Y,Z åßíáé óõó·åôéêÝò ðïéêéëü-
ôçôåò, ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.5) ìðïñåß íá
ôáõôéóèåß ìå ôçí [Dom(ϕ), ϕDom(ϕ)] (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.20).

2.5.22 Ïñéóìüò. ¸óôùϕ : Y 99K Z ìéá ñçôÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïé-
êéëïôÞôùí åêðñïóùðïýìåíç áðü Ýíá æåýãïò (U,ϕU ) ∈ GY,Z . Ç ϕ êáëåßôáé êõñéáñ·ïýóá
áðåéêüíéóç üôáí ç åéêüíá ôÞòϕU åßíáé êáôÜ Zariski ðõêíÞ åíôüò ôÞòZ. (Ç éäéüôçôá áõôÞ
åßíáé áíåîÜñôçôç ôÞò åðéëïãÞò ôïý æåýãïõò (U,ϕU ) ∈ GY,Z ðïõ åêðñïóùðåß ôçí ϕ.) Åðß-
óçò, ç óýíèåóç ψ ◦ ϕ ìéáò êõñéáñ·ïýóáò ϕ : Y1 99K Y2 êáé ìéáò ñçôÞò áðåéêïíßóåùò
ψ : Y2 99K Y3 ìåôáîý ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç.

2.5.23 Ïñéóìüò. Ìéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z ìåôáîý ó·åäüí óõó·å-
ôéêþí ðïéêéëïôÞôùí êáëåßôáé áìößññçôç áðåéêüíéóç üôáí õðÜñ·åé êÜðïéá êõñéáñ·ïýóá
ñçôÞ áðåéêüíéóç ψ : Z 99K Y ãéá ôçí ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

Êáé óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç èá ·ñçóéìïðïéåßôáé ï óõìâïëéóìüò Y ∼=
bir

Z ãéá íá äçëïß

üôé õðÜñ·åé ìéá áìößññçôç áðåéêüíéóç ìåôáîý ôùí Y êáé Z. (Åí ðñïêåéìÝíù, ïé Y,Z
êáëïýíôáé áìöéññÞôùò éóïäýíáìåò.)

2.5.24 ËÞììá. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé ÝóôùW ⊆ Ank ìéá óõó·å-
ôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÕðïèÝôïõìå üôé ïé X1, . . . ,Xn åßíáé óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ðïõ
ðáñÜãïõí ôïí k[W ]. Ôüôå ìéá (óõíÞèçò, óõíïëïèåùñçôéêÞ ) áðåéêüíéóç ϕ : Y −→ W åß-
íáé ìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.5.16 (a)) åÜí êáé ìüíïí åÜí Xj ◦ϕ ∈ OY (Y )

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}.
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Áðüäåéîç. ÅÜí ç ϕ : Y −→ W åßíáé ìïñöéóìüò, ôüôå åî ïñéóìïý Xj ◦ ϕ ∈ OY (Y )

ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí éó·ýåé Xj ◦ ϕ ∈ OY (Y ) ãéá êÜèå
j ∈ {1, . . . , n}, ôüôå ãéá êÜèå F ∈ k[X1, . . . ,Xn] Ý·ïõìå F ◦ ϕ ∈ OY (Y ). ÅðåéäÞ
W = V(I(W )) (âë. ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1) êáé åðåéäÞ ïé êáíïíéêÝò óõíáñ-
ôÞóåéò åßíáé (óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.4.17) óõíå·åßò ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski,
äéáðéóôþíïõìå üôé ç ϕ áíôéóôñÝöåé (êáôÜ Zariski) êëåéóôÜ óå êëåéóôÜ óýíïëá, ïðüôå
åßíáé êáé ç ßäéá óõíå·Þò. ÔÝëïò, åðåéäÞ ïé êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò åðß áíïéêôþí õðïóõ-
íüëùí ôÞòW åßíáé ôïðéêþò ðáñáóôÜóéìåò ùò ëüãïé ðïëõùíýìùí, ç óýíèåóç f ◦ϕ, üðïõ
f ∈ OW (U), åßíáé êáíïíéêÞ ãéá ïéïäÞðïôå êáôÜ Zariski áíïéêôïý õðïóõíüëïõ ôÞò W.

¢ñá ç ϕ : Y −→W åßíáé ìïñöéóìüò. ¤

2.5.25 Ðñüôáóç. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé ÝóôùW ⊆ Ank ìéá óõ-
ó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ôüôå õößóôáôáé ìéá öõóéêÞ áìößññéøç :

Mork-QAVar(Y,W )
α−→ Homk-Alg(k[W ],OY (Y ))

áðü ôï óýíïëï ôùí ìïñöéóìþí áðü ôçí Y óôçíW åðß ôïý óõíüëïõ ôùí áíôéóôïß·ùí ïìï-
ìïñöéóìþí k-áëãåâñþí.

Áðüäåéîç. ÊÜèå ϕ ∈Mork-QAVar(Y,W ) åðÜãåé Ýíáí ïìïìïñöéóìü k-áëãåâñþí

OW (W ) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ OY (Y ).

ÅðåéäÞ Γ(W ) ∼= k[W ] ∼= OW (W ) (âë. ðñüôáóç 2.4.28 (b)), ï ôñüðïò ïñéóìïý ôÞò öõ-
óéêÞò áðåéêïíßóåùò α åßíáé ðñïöáíÞò. Ç áíôßóôñïöüò ôçò ïñßæåôáé ùò åîÞò: ÄïèÝíôïò
åíüò ïìïìïñöéóìïý k-áëãåâñþí

h : Γ(W ) ∼= k[W ] −→ OY (Y ),

óõìâïëßæïõìå ùò X1, . . . ,Xn ôéò óõíáñôÞóåéò óõíôåôáãìÝíùí ðïõ ðáñÜãïõí ôïí k[W ],

ùò X1, . . . ,Xn ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí ôïõò åíôüò ôïý Γ(W ) = k[X1, . . . ,Xn]/I(W ) êáé
èÝôïõìå ξj := h(Xj) ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. Åí óõíå·åßá ïñßæïõìå ôçí áðåéêüíéóç

ψ = ψh : Y −→ Ank, P 7−→ ψ(P ) := (ξ1(P ), . . . , ξn(P )).

Èá äåßîïõìå üôé Im(ψ) ⊆W. ÅðåéäÞW = V(I(W )) (âë. ôï (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1)
áñêåß íá äåé·èåß üôé F (ψ(P )) = 0k ãéá êÜèå P ∈ Y êáé ãéá êÜèå F ∈ I(W ). ÅðåéäÞ

F (ψ(P )) = F (ξ1(P ), . . . , ξn(P ))

êáé åðåéäÞ ôï F åßíáé ðïëõþíõìï êáé ï h ïìïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí, Ý·ïõìå

F ∈ I(W ) =⇒ F (ξ1(P ), . . . , ξn(P )) = h(F (X1, . . . ,Xn))(P ) = 0k,
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ïðüôå ç ψ = ψh åßíáé ìéá áðåéêüíéóç áðü ôçí Y óôçíW åðáãüìåíç áðü ôïí h. Åðéðñï-
óèÝôùò, åðåéäÞ Xj ◦ψ ∈ OY (Y ) (åê êáôáóêåõÞò) ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}, ôï ðñïçãçèÝí
ëÞììá 2.5.24 ìáò ðëçñïöïñåß üôé ç ψ = ψh åßíáé ìïñöéóìüò. ÔÝëïò, åßíáé åýêïëï íá
åëÝãîïõìå üôé ç áðåéêüíéóç

Homk-Alg(k[W ],OY (Y ))
β−→Mork-QAVar(Y,W ), h 7−→ β(h) := ψh,

åßíáé ç áíôßóôñïöïò ôÞò α. ¤

2.5.26 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý ó·åäüí óõó·åôéêþí
ðïéêéëïôÞôùí êáé ç åéêüíá ϕ(Y ) ðõêíÞ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski ) åíôüò ôÞò Z,
ôüôå ï ïìïìïñöéóìüò k-áëãåâñþí

OZ(Z) 3 f 7−→ f ◦ ϕ ∈ OY (Y )

åßíáé ìïíïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç. ¸óôù f ôõ·üí óôïé·åßï ôïý ðõñÞíá ôïý áíùôÝñù ïìïìïñöéóìïý k-
áëãåâñþí. ÅðåéäÞ ç åéêüíá ϕ(Y ) åßíáé åî õðïèÝóåùò ðõêíÞ (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá
Zariski) åíôüò ôÞò Z, Ý·ïõìå

f ◦ ϕ = 0 =⇒ ϕ(Y ) ⊆ f−1(0) =⇒ f−1(0) = ϕ(Y ) =⇒ f = 0,

êáé ï éó·õñéóìüò åßíáé áëçèÞò. ¤

2.5.27 Ðñüôáóç. ¸óôù ϕ : Y 99K Z ìéá êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý ó·åäüí
óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí. ÕðïèÝôïõìå üôé ç ϕ åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [U,ϕU ] åíüò
æåýãïõò (U,ϕU ) ∈ GY,Z (âë. 2.5.20). Ôüôå ç áðåéêüíéóç

bϕ : Rat(Z) −→ Rat(Y ), [U 0, f ] 7−→ bϕ([U 0, f ]) := [ϕ−1U (U 0), f ◦ ϕU ],

áðïôåëåß Ýíáí k-ïìïìïñöéóìü óùìÜôùí (ðñâë. 2.4.24).

Áðüäåéîç. ÅÜí [U 0, f ] ∈ Rat(Z), ôüôå f ∈ OZ(U
0). ÅðåéäÞ ç ϕ åßíáé åî õðïèÝóåùò

êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç, ç åéêüíá ϕU (U) ôïý U ìÝóù ôÞò ϕU åßíáé êáôÜ Zariski ðõ-
êíÞ åíôüò ôÞò Z, ïðüôå ϕU (U) ∩ U 0 6= ∅, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé ôï ϕ−1U (U 0) åßíáé ìç
êåíü, êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï ôÞò Y êáé ç óýíèåóç f ◦ ϕU ïñßæåôáé åð' áõôïý.
(Ðñïöáíþò, f ◦ ϕU |ϕ−1U (U 0) ∈ OY (ϕ

−1
U (U 0)).) ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí [U 01, f1] = [U

0
2, f2], ôüôå

f1|U 0
1∩U0

2
= f2|U 0

1∩U 0
2
=⇒

³
f1 − f2|U 0

1∩U 0
2

´
◦ ϕU |ϕ−1U (U 0

1∩U 0
2)
= 0,

ïðüôå

f1 ◦ ϕU |ϕ−1U (U 0
1)∩ϕ

−1
U (U 0

2)
= f2 ◦ ϕU |ϕ−1U (U 0

1)∩ϕ
−1
U (U 0

2)
.

¢ñá ç bϕ åßíáé êáëþò ïñéóìÝíç. Ôï üôé ç bϕ åßíáé k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí åðáëçèåýåôáé
Üìåóá. ¤
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2.5.28 Ðñüôáóç. ÅÜí ïé ϕ : Y1 99K Y2 êáé ψ : Y2 99K Y3 åßíáé äõï êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò
áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå êáé ç ψ ◦ ϕ : Y1 99K Y3 åßíáé
êõñéáñ·ïýóá ñçôÞ áðåéêüíéóç, êáé

[ψ ◦ ϕ = bϕ ◦ bψ.
Áðüäåéîç. Ç åðáëÞèåõóç áõôïý ôïý éó·õñéóìïý åßíáé Üìåóç. ¤

2.5.29 Ðüñéóìá. ÅÜí ç ϕ : Y −→ Z åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý äõï ó·åäüí óõó·å-
ôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå ï åðáãüìåíïò k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí bϕ :Rat(Z) −→Rat(Y )
åßíáé k-éóïìïñöéóìüò.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé ôçí ðñüôáóç 2.5.28 êáé áðü ôï üôé éó·ýïõí ïé éóüôçôåò bIdY = Idk(Y )
êáé bIdZ = Idk(Z). ¤

2.5.30 ËÞììá. ¸óôù Y ìéá ó·åäüí óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. Ôüôå ç ôïðïëïãßá Zariski åðß
ôÞò Y äéáèÝôåé Ýíá êÜëõììá áðáñôéæüìåíï áðü êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëÜ ôçò, êá-
èÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé áö' åáõôïý ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá.

Áðüäåéîç. Ç Y åßíáé êáôÜ Zariski áíïéêôü õðïóýíïëï êÜðïéáò óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôç-
ôáò V ⊆ Ank. ¢ñá ôï VrY åßíáé Ýíá êáôÜ Zariski êëåéóôü õðïóýíïëï ôÞò V (êáé, êáô'
åðÝêôáóéí, êáé ïëïêëÞñïõ ôïýAnk), ïðüôå õðÜñ·åé Ýíá éäåþäåò I ⊆ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéï
þóôå íá éó·ýåé VrY = V(I). ÅðïìÝíùò,

Y = VrV(I) = Vr
\
F∈I

V(F ) =
[
F∈I

(VrV(F )) =
[©

Vf
¯̄
f = θ−1V (F ) , F ∈ I

ª
,

ìå êáèÝíá ôùí Vf óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá (âë. ôï (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.9). ¤

2.5.31 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ïé Y,Z åßíáé äõï ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò. Ôüôå õðÜñ-
·åé ìéá öõóéêÞ áìößññéøç(

êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò
áðåéêïíßóåéò Y 99K Z

)
3 ϕ 7−→ bϕ ∈ ( k-ïìïìïñöéóìïß óùìÜôùí

Rat(Z) −→ Rat(Y )

)

Áðüäåéîç. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 2.5.27 êÜèå êõñéáñ·ïýóá áðåéêüíéóç ϕ : Y 99K Z
åðÜãåé Ýíáí k-ïìïìïñöéóìü óùìÜôùí bϕ. Áñêåß íá ïñéóèåß áíôßóôñïöïò ôÞò ϕ 7−→ bϕ.
¸óôù Φ : Rat(Z) −→ Rat(Y ) ôõ·þí k-ïìïìïñöéóìüò óùìÜôùí. Óýìöùíá ìå ôï ëÞììá
2.5.30 ç Z äéáèÝôåé êÜðïéï êáôÜ Zariski áíïéêôü êÜëõììá áðáñôéæüìåíï áðü óõó·åôéêÝò
ðïéêéëüôçôåò. Ãé' áõôüí ôïí ëüãï äåí åðÝñ·åôáé âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò åÜí áðü ôïýäå êáé
óôï åîÞò õðïèÝóïõìå üôé ç Z åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. ÅðéëÝãïíôáò ãåííÞôïñåò
z1, . . . , zn ôÞò k-Üëãåâñáò k[Z] ðáñáôçñïýìå üôé ïé åéêüíåò ôïõò Φ(z1), . . . ,Φ(zn) åßíáé
ñçôÝò óõíáñôÞóåéò åðß ôÞò Y. ÈÝôïíôáò

U :=
T
{Dom(Φ(zj))| j ∈ {1, . . . , n}} ⊆ Y
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ðáñáôçñïýìå üôé ΦU (z1), . . . , Φ|U (zn) ∈ OU (U), ïðüôå ç

k[Z] ∼= OZ(Z)
YΦ−→ OU (U), zj 7−→ ΦU (zj), ∀j ∈ {1, . . . , n},

áíÞêåé óôï óýíïëï Homk-Alg(k[Z],OU (U)) êáé åßíáé åíñéðôéêÞ åðß ôç âÜóåé ôÞò ðñï-
ôÜóåùò 2.5.26. Ìå ôç âïÞèåéá ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.25 êáôáóêåõÜæïõìå Ýíáí ìïñöéóìü
α−1(YΦ) ∈Mork-QAVar(Y,Z). Åßíáé åýêïëï íá åëåã·èåß üôé ïé áðåéêïíßóåéò

ϕ 7−→ bϕ, Φ 7−→ α−1(YΦ)

åßíáé áìöéññßøåéò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò. ¤

2.5.32 Ðñüôáóç. ÅÜí ç ϕ : Y 99K Z åßíáé ôõ·ïýóá áìößññçôç áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï
ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, ôüôå õðÜñ·ïõí ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóý-
íïëá U0 ⊆ Y êáé U 00 ⊆ Z, ïýôùò þóôå ç ϕ|U0 íá åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò ìåôáîý ôùí U0
êáé U 00 êáé Rat(Y ) ∼= Rat(Z).

Áðüäåéîç. Åî ïñéóìïý õðÜñ·åé êÜðïéá ψ : Z 99K Y ãéá ôçí ïðïßá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

ψ ◦ ϕ = IdY , ϕ ◦ ψ = IdZ .

Áò õðïèÝóïõìå üôé ç ϕ : Y 99K Z (êáé áíôéóôïß·ùò, ç ψ : Z 99K Y ) åßíáé ç êëÜóç
éóïäõíáìßáò [U,ϕU ] (êáé áíôéóôïß·ùò, ç êëÜóç éóïäõíáìßáò [U 0, ψU 0 ]) åðß ôç âÜóåé ôïý
ïñéóìïý 2.5.20. Ôüôå ôï áêüëïõèï äéÜãñáììá åßíáé ìåôáèåôéêü

ψ−1U 0 (U)
Ä _

²²

ª

ψU0 // U

ϕU

²²
Y

IdY
// Y

ïðüôå ϕU ◦ ψU 0 = IdY |ψ−1
U0 (U)

. Åí óõíå·åßá èÝôïõìå

U0 := ϕ−1U (ψ−1U 0 (U)), U 00 := ψ−1U 0 (ϕ−1U (U 0)), ϕ|U0 := ϕU |U0 : U0 −→ ψ−1U 0 (U).

Ãéá ïéïäÞðïôå P ∈ ψ−1(U) Ý·ïõìå ϕU (ψU 0(P )) = P, ïðüôå ψ−1U 0 (U) ⊆ U 00. Åî áõôïý
Ýðåôáé üôé ç ϕ|U0 : U0 −→ U 00 åßíáé ìïñöéóìüò ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí. Êáô'
áíáëïãßáí áðïäåéêíýåôáé üôé êáé ç ψ|U 0

0
: U 00 −→ U0 åßíáé ìïñöéóìüò ó·åäüí óõó·åôé-

êþí ðïéêéëïôÞôùí. Ðñïöáíþò,

ψ|U 0
0
◦ ϕ|U0 = IdU0 , ϕ|U0 ◦ ψ|U 0

0
= IdU 0

0
.
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ÅîÜëëïõ, êáôÜ ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 2.4.26 êáé ôï ðüñéóìá 2.5.29,

Rat(Z) ∼= Rat(U 00)
∼=−→
[ϕ|U0

Rat(U0) ∼= Rat(Y ),

êé åðïìÝíùò Rat(Y ) ∼= Rat(Z). ¤

2.5.33 Óçìåßùóç. Ìåôáâáßíïíôáò áðü ôçí êáôçãïñßá k-QAVar ôùí ó·åäüí óõó·åôé-
êþí (k-)ðïéêéëïôÞôùí óôçí êáôçãïñßá k-QAVarê.ñ.á. ìå

Ob(k-QAVarê.ñ.á.) := Ob(k-QAVar)

êáé

Mork-QAVarê.ñ.á.(Y,Z) :=
½

êõñéáñ·ïýóåò ñçôÝò áðåéêïíßóåéò
ϕ : Y 99K Z

¾
,

ïé k-QAVarê.ñ.á.-éóïìïñöéóìïß (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñéóìïý 2.1.22) åßíáé áêñéâþò ïé
áìößññçôåò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí. (Ðñâë. 2.5.15.)

2.5.34 Èåþñçìá. (a) Ï óõíáñôçôÞò

k-QAVarê.ñ.á. Ã
½

ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíåò
åðåêôÜóåéò ôïý óþìáôïò k

¾
ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôùí

Ob(k-QAVarê.ñ.á.) 3 Y 7−→ Rat(Y ),

Mork-QAVarê.ñ.á.(Y,Z) 3 ϕ 7−→ bϕ,
åßíáé áíôáëëïßùôïò êáé áðïëýôùò ðéóôüò.

(b) ¼ôáí ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ï åí ëüãù óõíáñôçôÞò ïñßæåé ìéá áíôáëëïßùôç
éóïäõíáìßá.

Áðüäåéîç. (a) Ï áíùôÝñù óõíáñôçôÞò åßíáé åê êáôáóêåõÞò áíôáëëïßùôïò. Ôï üôé åßíáé
êáé áðïëýôùò ðéóôüò Ýðåôáé áðü ôçí ðñüôáóç 2.5.31.

(b) Ãéá ôçí áðüäåéîç áñêåß íá ·ñçóéìïðïéçèåß åðé·åéñçìáôïëïãßá áíÜëïãç åêåßíçò ðïõ
ðåñéÝ·åôáé óôá ó·üëéá ôÞò óçìåéþóåùò 2.5.15 (b). ¤

2.5.35 Ðüñéóìá. (ÁëãåâñéêÞ åñìçíåßá ôÞò áìößññçôçò éóïäõíáìßáò) Ãéá ïéåóäÞðïôå
ó·åäüí óõó·åôéêÝò ðïéêéëüôçôåò Y,Z ïé êÜôùèé óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò :
(a) Y ∼=

bir
Z.

(b) ÕðÜñ·ïõí ìç êåíÜ, êáôÜ Zariski áíïéêôÜ õðïóýíïëá U ⊆ Y êáé U 0 ⊆ Z ìå U ∼= U 0.

(c) Rat(Y ) ∼= Rat(Z) (ùò k-Üëãåâñåò).
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Áðüäåéîç. Ïé óõíåðáãùãÝò (a)⇒(b) êáé (b)⇒(c) åßíáé Üìåóá åðáêüëïõèá ôÞò ðñïôÜ-
óåùò 2.5.32, åíþ ç óõíåðáãùãÞ (c)⇒(a) Ýðåôáé áðü ôï (a) ôïý èåùñÞìáôïò 2.5.34 (ëüãù
ôÞò áðüëõôçò ðéóôüôçôáò ôïý ïñéóèÝíôïò óõíáñôçôÞ). ¤

ÁóêÞóåéò

Á-2-31. ¸óôù T = (T1, . . . , Tn) : Ank −→ Ank ìéá óõó·åôéêÞ áëëáãÞ óõíôåôáãìÝíùí
ôïý Ank.
(a) ÅÜí P ∈ Ank êáé Q := T (P ), íá áðïäåé·èåß üôé ï ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí (êáé
k-áëãåâñþí) bTP : OAnk ,Q −→ OAnk ,P (ôÞò ðñïôÜóåùò 2.5.1) åßíáé éóïìïñöéóìüò.

(b) ÅÜí ôï V ⊆ Ank åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá êáé P ∈ V, íá áðïäåé·èåß üôé ï
éóïìïñöéóìüò bTP åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü bTV,P : OV T ,Q −→ OV,P .

Á-2-32. ¸óôù Ank ⊇ V
ϕ−→ W ⊆ Amk ìéá ðïëõùíõìéêÞ áðåéêüíéóç ìåôáîý óõó·åôéêþí

ðïéêéëïôÞôùí. Íá áðïäåé·èåß üôé åÜí ç ϕ åßíáé éóïìïñöéóìüò (õðü ôçí Ýííïéá ôïý ïñé-
óìïý 2.1.16) ôüôå ç ϕ åßíáé ïìïéïìïñöéóìüò (ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski) êáé ïé ïìï-
ìïñöéóìïß ôïðéêþí äáêôõëßùí bϕP : OW,ϕ(P ) −→ OV,P éóïìïñöéóìïß ãéá êÜèå óçìåßï
P ∈ V. Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß ïôé éó·ýåé êáé ôï áíôßóôñïöï, õðü ôçí ðñïûðüèåóç
üôé ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü.

Á-2-33. ¸óôù V = V
¡
X2 − Y3,Y2 − Z3

¢
⊂ A3k, ìå ôï k áëãåâñéêþò êëåéóôü. Íá áðïäåé-

·èåß üôé ç

ϕ : A1k −→ V, t 7−→ ϕ(t) := (t9, t6, t4),

ðáñüôé äåí åßíáé éóïìïñöéóìüò óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí, åßíáé áìößññçôç áðåéêüíéóç
êáé åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí

A1kr{0k}
∼=−→ Vr{(0k, 0k, 0k)},

ï ïðïßïò Ý·åé ôçí

Vr{(0k, 0k, 0k)} 3 (a, b, c)
∼=7−→ a

c2
∈ A1kr{0k}

ùò áíôßóôñïöü ôïõ. (Ðñâë. áóêÞóåéò A-1-54 êáé Á-2-9.)

Á-2-34. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï Y := A2Cr{(0, 0)} ⊂ A2C åßíáé ìéá ó·åäüí óõó·å-
ôéêÞ áëëÜ ìç óõó·åôéêÞ ðïéêéëüôçôá. (Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ï éóïìïñöéóìüò
OY (Y ) ∼= C[T1,T2] êáé ç ðñüôáóç 2.5.25.)

Á-2-35. ¸óôù U ìéá áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ìéáò ó·åäüí óõó·åôéêÞò ðïéêéëüôçôáò Y
êáé Ýóôù W ìéá êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò U (õðü ôçí Ýííïéá ôïý 2.5.18 (a)). Íá
áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:
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(a) To clTZar |Y (W ) åßíáé ìéá êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y.

(b) HW åßíáé ìéá áíïéêôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò clTZar |Y (W ).

Á-2-36. ¸óôù ϕ : Y −→ Z Ýíáò ìïñöéóìüò ìåôáîý ó·åäüí óõó·åôéêþí ðïéêéëïôÞôùí.
Ùò ãñÜöçìá ôïý ϕ ïñßæåôáé ôï óýíïëï

Gr (ϕ) := { (a, b) ∈ Y × Z | b = ϕ (a)} .

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:
(a) Ôï Gr(ϕ) áðïôåëåß ìéá êëåéóôÞ õðïðïéêéëüôçôá ôÞò Y × Z.

(b) Ç áðåéêüíéóç

prY |Gr(ϕ) : Gr (ϕ) 3 (a, b) 7−→ a ∈ Y

åßíáé éóïìïñöéóìüò.


