
ÊÅÖÁËÁÉÏ 1

Óõó·åôéêÜ ÁëãåâñéêÜ Óýíïëá

1.1 ÐñïêáôáñêôéêÝò ÁëãåâñéêÝò ¸ííïéåò

Óå áõôÞí ôçí åíüôçôá åðáíáëáìâÜíïíôáé åí óõíôïìßá ïñéóìÝíåò ðñïêáôáñêôéêÝò (êáé
ãíùóôÝò, áðü ðñïçãçèåßóåò ðáñáäüóåéò) áëãåâñéêÝò Ýííïéåò.

(i) Óôéò ðáñïýóåò óçìåéþóåéò ï üñïò äáêôýëéïò èá óçìáßíåé ðÜíôïôå «ìåôáèåôéêüò äá-
êôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï». ÅÜí ïéR êáéR0 åßíáé äõï äáêôýëéïé,
ôá 1R, 1R0 ôá ìïíáäéáßá ðïëëáðëáóéáóôéêÜ óôïé·åßá ôùí R êáé R0, áíôéóôïß·ùò, êáé ç
f : R −→ R0 ìéá áðåéêüíéóç, ôüôå ç f êáëåßôáé ïìïìïñöéóìüò üôáí éó·ýïõí ïé éóüôçôåò

f(1R) = 1R0 , f (a+ b) = f (a) + f (b) êáé f (ab) = f (a) f (b)

ãéá üëá ôá a, b ∈ R.

¸íáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí f : R −→ R0 ïíïìÜæåôáé¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄̄
¯̄̄

ìïíïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åíñéðôéêÞ,

åðéìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé åðéññéðôéêÞ,

éóïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç áðåéêüíéóç f åßíáé áìöéññéðôéêÞ,

åíäïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

R = R0,

áõôïìïñöéóìüò ⇐⇒
ïñó

ç f åßíáé áìöéññéðôéêüò åíäïìïñöéóìüò.

ÅÜí ïéR êáéR0 åßíáé äõï äáêôýëéïé, ôüôå ãñÜöïõìåR ∼= R0 êáé ëÝìå üôé ïR åßíáé éóüìïñ-
öïò ìå ôïí R0 (Þ, áðëïýóôåñá, üôé ï R åßíáé éóüìïñöïò ôïý R0) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéïò
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éóïìïñöéóìüò áðü ôïíR åðß ôïýR0.¸íá ìç êåíü õðïóýíïëï S åíüò äáêôõëßïõR êáëåß-
ôáé õðïäáêôýëéïò ôïý R üôáí ôï S åßíáé äáêôýëéïò ùò ðñïò ôçí ðñÜîç ôÞò ðñïóèÝóåùò
êáé ôïý ðïëëáðëáóéáóìïý ôïý R (äçëáäÞ üôáí ôï (S,+) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ õðïïìÜäá
ôÞò (R,+) êáé ôï S åßíáé «êëåéóôü» ùò ðñïò ôïí ðïëëáðëáóéáóìü) êáé 1R ∈ S (ïðüôå
1S = 1R). ÅÜí ï f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ôï óýíïëï
Ker(f) := f−1(0R0) ôïý R ïíïìÜæåôáé ðõñÞíáò ôïý f.

(ii) Áêåñáßá ðåñéï·Þ êáëåßôáé êÜèå äáêôýëéïò (ìå ôïõëÜ·éóôïí äýï óôïé·åßá) óôïí ïðïßï
éó·ýåé ï íüìïò ôÞò äéáãñáöÞò, äçëáäÞ ãéá a, b ∈ R êáé c ∈ Rr {0R} ,

ac = bc =⇒ a = b.

¸óôù R Ýíáò ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïò (äçëáäÞ, ìå 1R 6= 0R). ¸íá óôïé·åßï a ∈ R ëÝ-
ãåôáé áíôéóôñÝøéìï üôáí õðÜñ·åé Ýíá b ∈ R, ôÝôïéï þóôå ab = 1. Ôï óýíïëï üëùí ôùí
áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí åíüò ìç ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõR áðïôåëåß ðïëëáðëáóéáóôéêÞ
ïìÜäá êáé óõìâïëßæåôáé ùò R×. ¸íá óôïé·åßï a ∈ Rr{0R} ëÝãåôáé ìçäåíïäéáéñÝôçò
üôáí õðÜñ·åé Ýíá b ∈ Rr{0R}, ôÝôïéï þóôå ab = 0R. Ôï óýíïëï üëùí ôùí ìçäåíï-
äéáéñåôþí åíüò äáêôõëßïõ R óõìâïëßæåôáé ùò Zdv(R) . ¸íá óôïé·åßï a åíüò äáêôõëßïõ
R ëÝãåôáé ìçäåíïäýíáìï üôáí éó·ýåé an = 0 ãéá êÜðïéïí n ∈ N. Ôï óýíïëï üëùí ôùí
ìçäåíïäõíÜìùí óôïé·åßùí ôïý R óõìâïëßæåôáé ùò Nil(R) . ÓçìåéùôÝïí üôé

Nil(R)r {0R} ⊆ Zdv (R) ⊆ RrR× ⊆ R.

ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·ÞR, ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôáR× = Rr{0R}, êáëåßôáé óþìá.
(ÊÜèå õðïäáêôýëéïòk åíüò óþìáôïòLðïõ åßíáé áö' åáõôïýóþìáêáëåßôáé õðüóùìá ôïý
L.) Ùò Z èá óõìâïëßæïõìå ôçí áêåñáßá ðåñéï·Þ ôùí áêåñáßùí áñéèìþí êáé ùò Q,R,C
ôá óþìáôá ôùí ñçôþí, ôùí ðñáãìáôéêþí êáé ôùí ìéãáäéêþí áñéèìþí, áíôéóôïß·ùò.

¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíáò m ∈ N ìå ôçí éäéüôçôá
ma = 0R ãéá êÜèå a ∈ R. ÅÜí ï n ∈ N åßíáé ï åëÜ·éóôïò öõóéêüò áñéèìüò ìå áõôÞí ôçí
éäéüôçôá, ôüôå ï n ëÝãåôáé ·áñáêôçñéóôéêÞ ôïý äáêôõëßïõ R. ÅÜí äåí õðÜñ·åé êáíÝíáò
m ∈ N ìå ôçí áíùôÝñù éäéüôçôá, ôüôå ëÝìå ðùò ï äáêôýëéïò R Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ 0.
Ð.·., ïé Z,Q,R êáé C Ý·ïõí ·áñáêôçñéóôéêÞ 0, åíþ ï Zm, m ≥ 2, Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ
m. (Ç·áñáêôçñéóôéêÞ åíüò äáêôõëßïõRóõìâïëßæåôáé óõíÞèùòùò ·áñ(R).) ÓçìåéùôÝïí
üôé ·áñ(R) = n > 0⇐⇒ n =min{m ∈ N |m · 1R = 0R} .

1.1.1 Ðñüôáóç. Ìéááêåñáßá ðåñéï·Þ Ý·åé ·áñáêôçñéóôéêÞ åßôå 0 åßôå Ýíáí ðñþôï áñéèìü.

(iii) ¸óôù R ôõ·ïýóá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Åðß ôïý R× (Rr{0}) ïñßæïõìå ìéá ó·Ýóç éóï-
äõíáìßáò ùò áêïëïýèùò:

(a, b) ∼ (c, d)⇐⇒
ïñó

ad = cb.
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¸óôù Fr(R) := (R× (Rr{0R})) / ∼ ôï óýíïëï êëÜóåùí éóïäõíáìßáò ùò ðñïò ôçí ‘‘∼''.
To êëÜóìá åíüò a ∈ R «äéçñçìÝíïõ» äéÜ åíüò b ∈ Rr{0} åßíáé ç êëÜóç éóïäõíáìßáò

a

b
:= [(a, b)] := { (x, y) ∈ R× (Rr{0R}) | (x, y) ∼ (a, b)}.

To Fr(R) åðéäÝ·åôáé ðñüóèåóç êáé ðïëëáðëáóéáóìü:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
a

b
+

c

d
:=

ad+ cb

bd
,

a

b
· c
d

:=
ac

bd
.

ÌÝóù áõôþí ôùí ðñÜîåùí ôï Fr(R) êáèßóôáôáé óþìá êáé êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, óþìá
êëáóìÜôùí ôÞò R.

1.1.2 Ðñüôáóç. ÊÜèå áêåñáßá ðåñéï·Þ åìöõôåýåôáé óôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí ôçò.

1.1.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé ôï k Ýíá óþìá ôï ïðïßï ôçí ðå-
ñéÝ·åé, ôüôå ç áðåéêüíéóç ψ : Fr(R) −→ k ç ïñéæüìåíç ìÝóù ôùí

ψ|R := IdR, ψ(ab ) := ψ (a)ψ (b)−1 , ∀ (a, b) ∈ R× (Rr{0R}) ,

áðïôåëåß ìïíïìïñöéóìü óùìÜôùí.

1.1.4 Ðüñéóìá. ÅÜí ç R åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå ôï óþìá êëáóìÜôùí Fr(R) ôÞò
R åßíáé ôï åëÜ·éóôï óþìá (ùò ðñïò ôç ó·Ýóç ôïý åãêëåéóìïý) ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôçí R.

1.1.5 Ðñüôáóç. ÅÜí äõï áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò R1 êáé R2 åßíáé éóüìïñöåò, ôüôå êáé ôá óþ-
ìáôá êëáóìÜôùí ôïõò Fr(R1) êáé Fr(R2) èá åßíáé éóüìïñöá.

(iv) ¸íá éäåþäåò I åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé Ýíá õðïóýíïëï ôïý R, ôï ïðïßï áðïôåëåß
ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá ôïõ êáé ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ra ∈ I ãéá ïéáäÞðïôå a ∈ I, r ∈ R.

¸íá éäåþäåò I åíüò äáêôõëßïõ R ·áñáêôçñßæåôáé ùò ãíÞóéï üôáí I $ R. ¸íá éäåþäåò
p $ R åíüò äáêôõëßïõ R êáëåßôáé ðñþôï éäåþäåò üôáí

[ab ∈ p =⇒ åßôå a ∈ p åßôå b ∈ p], ∀a, b ∈ R.

¸íá éäåþäåò m $ R åíüò äáêôõëßïõ R êáëåßôáé ìåãéóôïôéêü (Þ, êáô' Üëëïõò, ìåãéóôéêü)
éäåþäåò üôáí ãéá êÜèå éäåþäåò n ôïý R, éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ

[m ⊆ n ⊆ R =⇒ åßôå n = m åßôå n = R].

1.1.6 Èåþñçìá. ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò äáêôýëéïòR äéáèÝôåé ðÜíôïôå ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç.
Êáé ìÜëéóôá éó·ýåé êÜôé áêüìç ðéï éó·õñü : ÊÜèå éäåþäåò ôïý R (åêôüò ôïý éäßïõ ôïý R)
ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R.
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1.1.7 Èåþñçìá. KÜèå ìåãéóôïôéêü éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé ðñþôï.

(v) ¸íá óýíïëï A áðïôåëïýìåíï áðü óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ R ðáñÜãåé Ýíá éäåþäåò

I = hAi :=
\
{ éäåþäç I ôïý R | I ⊇ A}

=

⎧⎨⎩
κX

j=1

rj aj

¯̄̄̄
¯̄ r1, . . . , rκ ∈ R, a1, . . . , aκ ∈ A, κ ∈ N

⎫⎬⎭ .

To I êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï üôáí ôï A åßíáé ðåðåñáóìÝíï óýíïëï. ¼ôáí
A = {a1, . . . , aν}, ôüôå ãñÜöïõìå I = ha1, . . . , aνi .¸íá éäåþäåò I ôïý R êáëåßôáé êýñéï
éäåþäåò üôáí ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü Ýíá êáé ìüíïí óôïé·åßï ôïý R. ÊÜèå áêåñáßá ðå-
ñéï·Þ, ôá éäåþäç ôÞò ïðïßáò åßíáé êýñéá, êáëåßôáé ðåñéï·Þ êõñßùí éäåùäþí (=: Ð.Ê.É.).

1.1.8 Ðñüôáóç. ÅÜí ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ R åßíáé Ð.Ê.É., ôüôå ïéïäÞðïôå ìç ôåôñéììÝíï,
ãíÞóéï éäåþäåò ôçò åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé ìåãéóôïôéêü.

(vi) ¸óôùR Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò ôïýR. ÅðåéäÞ ç ðñïóèåôéêÞ ïìÜäá
ôïý R åßíáé áâåëéáíÞ, ôï I áðïôåëåß ìéá ïñèüèåôç ðñïóèåôéêÞ õðïïìÜäá ôÞò (R,+).
ÅðïìÝíùò õðÜñ·åé ìéá êáëþò ïñéóìÝíç ïìÜäá ðçëßêùí R/I ìå ðñüóèåóç:

(a+ I) + (b+ I) := (a+ b) + I , ãéá êÜèå a, b ∈ R.

Ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï 0R/I ôÞò (R/I,+) åßíáé ðñïöáíþò ôï 0R + I = I. ÅîÜëëïõ, ãéá
êÜèå a, b ∈ R, Ý·ïõìå

a+ I = b+ I ⇐⇒ a− b ∈ I.

Ç ðñïóèåôéêÞ ðçëéêïïìÜäá (R/I,+) ìðïñåß íá åöïäéáóèåß ìå ôç äïìÞ åíüò äáêôõëßïõ
åöüóïí ãéá êÜèå a, b ∈ R ïñßóïõìå ôïí «ðïëëáðëáóéáóìü»:

(a+ I) (b+ I) := (ab) + I

(ìå ìïíáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï 1R+ I). Ï äáêôýëéïò (R/I,+, ·) ïíïìÜæåôáé ðçëéêïäáêôý-
ëéïò (Þ äáêôýëéïò êëÜóåùí õðïëïßðùí) ôïýR ùò ðñïò ôï I. (ÅðéðñïóèÝôùò, åÜí r ∈ R,

ôï óôïé·åßï r := r + I ∈ R/I êáëåßôáé êëÜóç õðïëïßðùí ôïý r ùò ðñïò ôï I.)

1.1.9 Ðñüôáóç. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ôüôå ï ðõñÞíáò ôÞò
f áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R. Êáé áíôéóôñüöùò ° åÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôüôå
ç áðåéêüíéóç π : R −→ R/I, ç ïðïßá ïñßæåôáé ìÝóù ôÞò r 7−→ r + I, áðïôåëåß Ýíáí
åðéìïñöéóìü äáêôõëßùí ìå ðõñÞíá ôçò ôï I.

Ç áíùôÝñù áðåéêüíéóç π : R −→ R/I ïíïìÜæåôáé öõóéêüò åðéìïñöéóìüò (Þ åðéìïñöé-
óìüò êëÜóåùí õðïëïßðùí) ôïý R åðß ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I .
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1.1.10 Ðñþôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù f : R −→ S Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõ-
ëßùí. Ôüôå

R/Ker(f) ∼= Im (f) = f (R) .

1.1.11 Äåýôåñï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò, ï S Ýíáò
õðïäáêôýëéïò ôïý R êáé ôï I Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò ôïý R. Ôüôå

(a) ôï S ∩ I åßíáé Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò ôïý S,
(b) ôï S + I := {s+ a | s ∈ S, a ∈ I} åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý R ìå S ⊆ S + I ,

(c) ôï I åßíáé Ýíá ãíÞóéï éäåþäåò ôïý S + I , êáé

(d) S/(S ∩ I) ∼= (S + I)/I.

1.1.12 Ôñßôï Èåþñçìá Éóïìïñöéóìþí. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J ãíÞóéá
éäåþäç ôïý R ìå I ⊆ J , ôüôå ï J/I åßíáé éäåþäåò ôïý R/I êáé R/J ∼= (R/I) / (J/I).

1.1.13 Èåþñçìá. ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé
éóïäýíáìá :

(a) p $ R êáé ôo p åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý R.

(b) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/p áðïôåëåß ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

1.1.14 Èåþñçìá. ÅÜí ôï m åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé
éóïäýíáìá :

(a) m $ R êáé ôo m Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý R.

(b) Ï ðçëéêïäáêôýëéïò R/m åßíáé Ýíá óþìá.

(vii) ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ç R ïíïìÜæåôáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ (=: Å.Ð.) üôáí
õðÜñ·åé ìéá áðåéêüíéóç δ : Rr{0R} −→ N0 ìå ôéò áêüëïõèåò éäéüôçôåò:
(a) ÅÜí a, b ∈ Rr{0R}, ôüôå δ (ab) ≥ δ (a) , êáé

(b) ãéá ïéáäÞðïôå a ∈ R êáé b ∈ Rr{0R} õðÜñ·ïõí (q, r) ∈ R × R (ü·é êáô' áíÜãêçí
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá), ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

a = qb+ r, üðïõ åßôå r = 0R åßôå (r 6= 0R êáé δ (r) < δ (b)) .

(Ç áðåéêüíéóç δ êáëåßôáé åõêëåßäåéá óôÜèìç Þ åõêëåßäåéá åêôßìçóç.)

1.1.15 Èåþñçìá. ÊÜèå Å.Ð. åßíáé Ð.Ê.É. (Ôï áíôßóôñïöï äåí éó·ýåé ðÜíôïôå.)

Åðß ðáñáäåßãìáôé, ï äáêôýëéïò

O−19 :=
n
a+ b

³
1+
√
−19
2

´ ¯̄̄
a, b ∈ Z

o
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ôùí áêåñáßùí ôïý ôåôñáãùíéêïý áñéèìçôéêïý óþìáôïò Q(
√
−19) åßíáé Ð.Ê.É. áëëÜ ü·é

êáé Å.Ð.

(viii) ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù a ∈ R. ËÝìå üôé ôï a äéáéñåß ôï b ∈ R Þ üôé
ôï a åßíáé äéáéñÝôçò ôïý b (êáé óçìåéþíïõìå a | b) üôáí õðÜñ·åé êÜðïéï óôïé·åßï x ∈ R,
ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá b = ax.Äõï óôïé·åßá a, b ∈ Rr{0} ëÝãïíôáé óõíôñïöéêÜ
üôáí a | b êáé -ôáõôï·ñüíùò- b | a. Åðßóçò, üôáí éêáíïðïéïýíôáé áõôÝò ïé óõíèÞêåò,
áíáöÝñïõìå ôï aùò óýíôñïöï ôïý b (Þ, éóïäõíÜìùò, ëüãù óõììåôñßáò, ôï bùò óýíôñïöï
ôïý a). Ç ó·Ýóç

[a ∼
óõí.

b⇐⇒
ïñó

ôá a êáé b åßíáé óõíôñïöéêÜ]

áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý R. Åðßóçò, üôáí ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ,

a ∼
óõí.

b⇐⇒
£
∃x ∈ R× : a = bx

¤
.

¸óôù p Ýíá óôïé·åßï åíüò äáêôõëßïõ R. Ôï p êáëåßôáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý R üôáí
p ∈ Rr (R× ∪ {0R}) êáé, åðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ R éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

[p | ab =⇒ åßôå p | a åßôå p | b].

¸íá óôïé·åßï q ∈ R êáëåßôáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý R üôáí q ∈ Rr (R× ∪ {0R}) êáé,
åðéðñïóèÝôùò, ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ R éó·ýåé ç óõíåðáãùãÞ:

[q = ab =⇒ åßôå a ∈ R× åßôå b ∈ R×].

1.1.16 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) To p ∈ Rr (R× ∪ {0}) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò R åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò
hpi åßíáé Ýíá ãíÞóéï, ðñþôï éäåþäåò ôÞò R.
(b) Ôï q åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò R åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò hqi åßíáé Ýíá
ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ üëùí ôùí ìç ôåôñéììÝíùí, ãíçóßùí, êõñßùí éäåùäþí ôÞò
R (ùò ðñïò ôïí óõíÞèç óõíïëïèåùñçôéêü åãêëåéóìü).

(c) ÊÜèå ðñþôï óôïé·åßï ôÞò R åßíáé áíÜãùãï.

(d) ÅÜí ôï p åßíáé Ýíá ðñþôï óôïé·åßï ôÞò R êáé p ∼
óõí.

p0, ôüôå êáé ôï p0 åßíáé Ýíá ðñþôï

óôïé·åßï ôÞò R.

(e)ÅÜí ôï q åßíáé Ýíá áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞòR êáé q ∼
óõí.

q0, ôüôå êáé ôï q0 åßíáé Ýíá áíÜãùãï

óôïé·åßï ôÞò R.

(f) Oé ìüíïé äéáéñÝôåò åíüò áíáãþãïõ óôïé·åßïõ q ôÞò R åßíáé ôá óõíôñïöéêÜ ôïõ óôïé·åßá
êáé ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôÞò R.
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1.1.17 Ðüñéóìá. ¸óôù R ìéá Ð.Ê.É. Ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) To p åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò R åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò hpi åßíáé Ýíá ìç
ôåôñéììÝíï, ãíÞóéï, ðñþôï éäåþäåò ôÞò R.

(b) Ôï q åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôÞò R åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï êýñéï éäåþäåò hqi åßíáé Ýíá
ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôÞò R.

(c) ¸íá óôïé·åßï ôïý Rr (R× ∪ {0}) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôÞò R åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé
áíÜãùãï.

(ix) Ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ R êáëåßôáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç üôáí êÜèå óôïé-
·åßï a ∈ Rr (R× ∪ {0}) äéáèÝôåé óýíôñïöï ðáñéóôþìåíï ùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ
ðëÞèïõò áíáãþãùí óôïé·åßùí ôÞò R, Þôïé üôáí ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

a = uq1q2 · · · qk,

üðïõ u ∈ R×, k ∈ N êáé ôá q1, q2, . . . , qk åßíáé áíÜãùãá óôïé·åßá ôÞò R. Ìéá áêåñáßá
ðåñéï·ÞR êáëåßôáé ðåñéï·Þ ìå ìïíïóÞìáíôç ðáñáãïíôïðïßçóç (=: Ð.Ì.Ð.) üôáí ðëç-
ñïß ôéò áêüëïõèåò óõíèÞêåò:

(a) Ç R åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç êáé

(b) ãéá ïéåóäÞðïôå ðáñáóôÜóåéò

a ∼
óõí.

q1q2 · · · qk ∼
óõí.

q01q
0
2 · · · q0l

óõíôñüöùí åíüò a ∈ Rr (R× ∪ {0}) ùò ãéíïìÝíùí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíáãþãùí
óôïé·åßùí ôÞòR, Ý·ïõìå k = l êáé õðÜñ·åé ìéá ìåôÜôáîç σ ∈ Sk ôïý óõíüëïõ {1, . . . , k},
ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé qσ(j) ∼

óõí.
q0j , ∀j ∈ {1, . . . , k}. ÓçìåéùôÝïí üôé êÜèå Ð.Ì.Ð åßíáé

ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä.1

1.1.18 Èåþñçìá. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(a) H R åßíáé Ð.Ì.Ð.

(b) Ç R åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç êáé êÜèå óôïé·åßï q ∈ Rr (R× ∪ {0}) åßíáé
ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï.

(c) ÊÜèå a ∈ Rr (R× ∪ {0}) äéáèÝôåé óýíôñïöï ðáñéóôþìåíï ùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ
ðëÞèïõò ðñþôùí óôïé·åßùí ôÞò R.

1.1.19 Èåþñçìá. ÊÜèå Ð.Ê.É. åßíáé Ð.Ì.Ð. (Ôï áíôßóôñïöï äåí éó·ýåé ðÜíôïôå.)

1ÅÜí n ∈ N, n ≥ 2, êáé ôá a1, . . . , an åßíáé óôïé·åßá åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå Ýíá d ∈ R êáëåßôáé ìÝãéóôïò êïéíüò
äéáéñÝôçò (=: ìêä) ôùí a1, . . . , an üôáí ï d äéáéñåß êáèÝíá åî áõôþí êáé, ôáõôï·ñüíùò, ãéá ïéïäÞðïôå c ∈ R, ãéá ôï ïðïßï
éó·ýåé c | a1, . . . , c | an, Ý·ïõìå c | d.Ïé ìÝãéóôïé êïéíïß äéáéñÝôåò åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïé ìÝ·ñéò óõíôñïöéêüôçôáò.
Ìéá áêåñáßá ðåñéï·ÞR êáëåßôáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. üôáí ïéáäÞðïôå a, b ∈ Rr{0R} äéáèÝôïõí ì.ê.ä.
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(x) ÄïèÝíôïò åíüò äáêôõëßïõ R èåùñïýìå ôï óýíïëï A üëùí ôùí áêïëïõèéþí
(a0, a1, a2, . . . . . . ) ìå ôá ai ∈ R, i = 0, 1, 2, . . . , ãéá ôéò ïðïßåò ìüíïí Ýíá ðåðåñáóìÝíï
ðëÞèïò ôùí ai åßíáé äéÜöïñá ôïý 0R. ÊÜèå óôïé·åßï F ôïý A ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

F = (a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . . )

ãéá êÜðïéïí áêÝñáéï áñéèìü n ≥ 0. Åðß ôïý A ïñßæïõìå ðñÜîåéò ðñïóèÝóåùò êáé ðïë-
ëáðëáóéáóìïý ùò áêïëïýèùò:¯̄̄̄

¯̄ (a0, a1, a2, . . . ) + (b0, b1, b2, . . . ) := (a0 + b0, a1 + b1, a2 + b2, . . . ),

(a0, a1, a2, . . . ) · (b0, b1, b2, . . . ) := (c0, c1, c2, . . . ),

üðïõ

cm :=
X

i+j=m

aibj = a0bm + a1bm−1 + · · ·+ amb0, ∀m ∈ N0.

Ç ôñéÜäá (A,+, ·) áðïôåëåß Ýíáí äáêôýëéï ìå ìçäåíéêü ôïõ óôïé·åßï ôï (0, 0, . . . ) êáé ìï-
íáäéáßï ôïõ óôïé·åßï ôï (1, 0, 0, . . . ). ÏR åìöõôåýåôáé óôïíA ìÝóù ôïý ìïíïìïñöéóìïý

R −→ A, a 7−→ (a, 0, 0, . . . ) .

Ùò åê ôïýôïõ, ç åéêüíá ôïýR åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïýA, êáé ìðïñïýìå ·ùñßò âëÜâç
ôÞò ãåíéêüôçôáò íá ôáõôßæïõìå, áðü åäþ êáé óôï åîÞò, ôï a ìå ôï (a, 0, 0, . . . ). ÅéóÜãïíôáò
Ýíá íÝï óýìâïëï

X := (0, 1, 0, 0, . . . )

ðáñáôçñïýìå üôé, âÜóåé ôùí áíùôÝñù ðñÜîåùí,

X2 = (0, 0, 1, 0, 0, . . . ) ,

êáé, ãåíéêüôåñá,

Xn = (0, 0, . . . , 0, 1|{z}
n+1 èÝóç

, 0, 0, . . . ), ∀n ∈ N0.

Åðßóçò, ëüãù ôÞò áíùôÝñù ôáõôßóåùò, ãéá êÜèå a ∈ R ëáìâÜíïõìå

aXn = (0, 0, . . . , 0, a|{z}
n+1 èÝóç

, 0, 0, . . . ), ∀n ∈ N0.

ÅÜí ëïéðüí ôï (a0, a1, a2, . . . ) åßíáé ôõ·üí óôïé·åßï ôïý A, üðïõ ai = 0, ãéá êÜèå i ≥ n,
ãéá êÜðïéïí ðáãéùìÝíï n ∈ N0, ôüôå ìðïñïýìå íá ãñÜøïõìå

(a0, a1, a2, . . . , an, 0, 0, . . . ) = a0 + a1X+ a2X+ · · ·+ anX
n =

nX
i=0

aiX
i.
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Ï äáêôýëéïò A óõìâïëßæåôáé óõíÞèùò ùò R [X] êáé êáëåßôáé äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí (Þ
ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò) ìéáò ìåôáâëçôÞò (Þ ìéáò áðñïóäéïñßóôïõ) X ìå óõíôåëåóôÝò
åéëçììÝíïõò áðü ôïí R. Ôá óôïé·åßá ôïõ ïíïìÜæïíôáé ðïëõþíõìá ìéáò ìåôáâëçôÞò êáé
óçìåéþíïíôáé ùò F (X),G(X), .. ê.ëð., åíþ ôá åêÜóôïôå áíáãñáöüìåíá a0, a1, a2, . . . ïíï-
ìÜæïíôáé óõíôåëåóôÝò ôùí ðïëõùíýìùí.

1.1.20 Óçìåßùóç. Åê ôùí áíùôÝñù óõìðåñáßíïõìå üôé äõï ðïëõþíõìá

F (X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] , G(X) =

mX
j=0

bjX
j ∈ R[X]

åßíáé ßóá (ãñÜöïíôáò F (X) = G(X)) åÜí êáé ìüíïí åÜí n = m êáé ai = bi ãéá êÜèå
i ∈ {0, 1, . . . , n}.

ÅÜí

F (X) =
nX
i=0

aiX
i ∈ R[X] êáé an 6= 0,

ôüôå ëÝìå üôé ï áñéèìüò deg (F (X)) := n åßíáé ï âáèìüò ôïý ðïëõùíýìïõ F (X) êáé üôé ï
LC(F (X)) := an åßíáé ï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞò (Þ ï ìåãéóôïâÜèìéïò óõíôåëåóôÞò) ôïý
ðïëõùíýìïõ F (X). ¼ôáí LC(F (X)) = 1R, ôüôå ôï F (X) êáëåßôáé ìïíéêü ðïëõþíõìï.
Óôçí ðåñßðôùóç üðïõ ôï F (X) = 0R[X] åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï, èÝôïõìå åî ïñé-
óìïý2 deg(F (X)) := −∞, õðü ôïí üñï üôé èåóðßæïõìå ôç óýìâáóç: −∞ < n, ∀n ∈ N0.
Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ï âáèìüò ôùí ðïëõùíýìùí ìðïñåß íá åêëçöèåß ùò ìéá áðåéêüíéóç

deg : R[X] −→ N0 ∪ {−∞} .

¸íá ðïëõþíõìï F (X) ∈ R[X] ëÝãåôáé óôáèåñü ðïëõþíõìï üôáí deg(F (X)) ≤ 0.

1.1.21 ËÞììá. Ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá F (X),G(X) ∈ R[X]r{0R[X]} éó·ýïõí ôá åîÞò :
(a) deg (F (X) +G(X)) ≤ max{deg (F (X)) ,deg(G(X))}.
(b) deg (F (X) ·G(X)) ≤ deg (F (X)) + deg(G(X)).

(c) ÅÜí deg (F (X)) 6= deg(G(X), ôüôå

deg (F (X) +G(X)) = max{deg (F (X)) ,deg(G(X))}.

(d) ÅÜí LC(F (X))· LC(G(X)) 6= 0R, ôüôå

deg (F (X) ·G(X)) = deg (F (X)) + deg(G(X)).
2ÏñéóìÝíïé óõããñáöåßò äåí åðéóõíÜðôïõí âáèìü óôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï. Ç ðñïêåéìÝíç, ùóôüóï, óýìâáóç ìáò äéåõêïëý-
íåé áéóèçôÜ åðéôñÝðïíôÜò ìáò ïéêïíïìßá ëüãïõ óôéò äéáôõðþóåéò áñêåôþí ðñïôÜóåùí.
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1.1.22 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ï äáêôýëéïò R[X] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(b) Ãéá ïéáäÞðïôå ðïëõþíõìá F (X), G(X) ∈ R[X]r{0R[X]} Ý·ïõìå

deg (F (X) ·G(X)) = deg (F (X)) + deg(G(X)).

(c) R× = (R [X])×, Þôïé ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý R [X] åßíáé áêñéâþò ôá áíôéóôñÝ-
øéìá óôïé·åßá ôïý R.

1.1.23 Ðüñéóìá. ¸óôù k Ýíá óþìá. ÅÜí F (X), G(X) ∈ k[X]r{0k[X]}, ôüôå

deg (F (X) ·G(X)) = deg (F (X)) + deg(G(X)).

ÅðéðñïóèÝôùò,

(k [X])× = k× = kr{0k} = {F (X) ∈ k[X] | deg(F (X)) = 0} .

ÅÜí ï R åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, ôüôå åíôüò ôïý R[X]r{0R[X]} êáíåßò ïñßæåé äéáßñåóç êáé
áðïäåéêíýåé ôçí ýðáñîç åíüò ãåíéêåõìÝíïõ áëãïñßèìïõ äéáéñÝóåùò, ìåãßóôùí êïéíþí
äéáéñåôþí ê.ëð. Ùóôüóï, ï R[X] äåí åßíáé Å.Ð. üôáí ï R äåí åßíáé óþìá.

1.1.24 Èåþñçìá. ¸óôù k Ýíá óþìá. Ôüôå ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò k[X] åßíáé Å.Ð. Ý·ùí
ôçí δ(F (X)) := deg (F (X)) ùò åõêëåßäåéá óôÜèìç ôïõ. Ùò åê ôïýôïõ, ï k[X] åßíáé Ð.Ê.É.
êáé Ð.Ì.Ð.

(xi) ¸óôù S Ýíáò äáêôýëéïò êáé Ýóôù R Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý S. ÕðïèÝôïõìå üôé ôï
F (X) =

Pn
i=0 aiX

i åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï áíÞêïí óôïí R[X].

(a) ¸íá óôïé·åßï s ∈ S ïíïìÜæåôáé óçìåßï ìçäåíéóìïý Þ èÝóç ìçäåíéóìïý3 ôïý ðïëõù-
íýìïõ F (X) åíôüò ôïý S üôáí F (s) = 0S , äçëáäÞ üôáí ç ôéìÞ ôïý F (X) ãéá X = s åßíáé
ôï ìçäåíéêü óôïé·åßï ôïý S.

(b) ÅÜí R = S, s ∈ S êáé F (X) ∈ R[X]r{0R[X]} ìå F (s) = 0, êáé åÜí -åðéðñïóèÝôùò-
Ý·ïõìå

(X− s)m | F (X), êáé (X− s)m+1 - F (X)

ãéá êÜðïéïí4 m ∈ N, ôüôå ëÝìå ðùò ôï s åßíáé Ýíá óçìåßï ìçäåíéóìïý ôïý F (X) ìå ðëÞèïò
ðïëëáðëþí åìöáíßóåùí Þ -áðëïýóôåñá- ìå ðïëëáðëüôçôá ßóç ìå

mults (F ) := m.

3Åäþ ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí üñï óçìåßï Þ èÝóç ìçäåíéóìïý áêïëïõèþíôáò ôÞ ãåñìáíéêÞ ïñïëïãßá, ç ïðïßá, åí ðñïêåéìÝíù,
åßíáé ðåñéóóüôåñï áêñéâÞò áð' ü,ôé ç áããëéêÞ° ï äéá·ùñéóìüò ôïý üñïõ Nullstelle áðü ôïí üñï Wurzel (áããë. root, åëë. ñßæá)
åßíáé åðéâåâëçìÝíç, êáèüôé Ýíá ìéãáäéêü ðïëõþíõìï F (X) ∈ C[X] ìðïñåß íá ìçäåíßæåôáé üôáí X = a ∈ C, ·ùñßò ùóôüóï
ôï a íá ðñïêýðôåé áðü åðßëõóç ôÞò åîéóþóåùò f(X) = 0 ìÝóù áðïêëåéóôéêÞò ·ñÞóåùò ñéæéêþí. (Áðü ôçí Üëëç üìùò ìåñéÜ,
ïíïìÜæïõìå ð.·. ôéò èÝóåéò ìçäåíéóìïý ôÞò åîéóþóåùò zn = 1 n-ïóôÝò ñßæåò ôÞò ìïíÜäáò.)
4Óýìâáóç: Ï ïñéóìüò áõôüò åíßïôå åðåêôåßíåôáé êáé ãéá m = 0. Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç, ãñÜöïíôáò mult(F ; s) = 0

åííïïýìå üôé F (s) 6= 0.
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Ôï s ïíïìÜæåôáé, éäéáéôÝñùò, áðëü (êáé áíôéóôïß·ùò, ðïëëáðëü) óçìåßï ìçäåíéóìïý ôïý
F (X) üôáí mults (F ) = 1 (êáé áíôéóôïß·ùò, üôáí mults (F ) ≥ 2).
(c) ÅÜí R ⊆ S êáé åÜí õðÜñ·ïõí óôïé·åßá s1, s2, . . . , sk ôïý S, ôÝôïéá þóôå (åíôüò ôïý
S[X]) íá éó·ýåé ç éóüôçôá

F (X) = μ(X− s1)(X− s2) · · · (X− sk), μ ∈ S,

ôüôå ëÝìå ðùò ôï F äéáóðÜôáé óå ðñùôïâáèìßïõò ðáñÜãïíôåò õðåñÜíù ôïý S.

1.1.25 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ïR åßíáé ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ êáé üôé a ∈ R êáé F (X) ∈ R[X].
Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ôï õðüëïéðï ôÞò äéáéñÝóåùò ôïý F (X) äéÜ ôïý X− a éóïýôáé ìå ôï F (a).

(b) Ôï a åßíáé Ýíá óçìåßï ìçäåíéóìïý ôïý F (X) (åíôüò ôÞò R)⇔ X− a | F (X).

1.1.26 Ðüñéóìá. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí ôá a1, a2, . . . , ak åßíáé k óáöþò äéá-
êåêñéìÝíá óçìåßá ìçäåíéóìïý åíüò ðïëõùíýìïõ F (X) ∈ R[X], ôüôå

(X− a1) (X− a2) · · · (X− ak) | F (X).

1.1.27 Ðüñéóìá. ÊÜèå ðïëõþíõìï F (X) ∈ R[X]r{0} ìå ôïõò óõíôåëåóôÝò ôïõ åéëçììÝ-
íïõò áðü ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ R äéáèÝôåé (óõíïëéêþò ) ôï ðïëý deg(F (X)) óçìåßá ìçäå-
íéóìïý åíôüò ôÞò R.

¸íá óþìá k êáëåßôáé áëãåâñéêþò êëåéóôü üôáí êÜèå ðïëõþíõìï F (X) ∈ k[X] âáè-
ìïý n ≥ 1 äéáèÝôåé ôïõëÜ·éóôïí Ýíá óçìåßï ìçäåíéóìïý áíÞêïí óôï k.¼ôáí ôï k åßíáé
áëãåâñéêþò êëåéóôü, ôüôå êÜèå ðïëõþíõìï F (X) ∈ k [X] âáèìïý n ≥ 1 äéáóðÜôáé óå
ðñùôïâáèìßïõò ðáñÜãïíôåò õðåñÜíù ôïý k :

F (X) = μ
νY
i=1

(X− λi)
mi ,

üðïõ μ ∈ k, λ1, . . . , λν ∈ k ôá óáöþò äéáêåêñéìÝíá óçìåßá ìçäåíéóìïý ôïý F (X), êáé
mi =multλi (F ) ãéá êÜèå i ∈ {1, . . . , ν} , n = m1 + · · ·+mν .

1.1.28 Èåþñçìá. (Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ¢ëãåâñáò) Ôï óþìá C ôùí ìéãáäéêþí
áñéèìþí åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü.

1.1.29 Óçìåßùóç. Ôï èåþñçìá 1.1.28 ðñùôïáðïäåß·èçêå ôï Ýôïò 1799 áðü ôïí ìÝãá ãåñ-
ìáíü ìáèçìáôéêü C.-F. Gauss° åí ôù ìåôáîý õðÜñ·ïõí ðïëëÝò äåêÜäåò ðéï óýã·ñïíùí
áðïäåßîåùí, ïé ãíùóôüôåñåò ôùí ïðïßùí ðñïÝñ·ïíôáé áðü ôç ÌéãáäéêÞ ÁíÜëõóç êáé
ôçí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá. Ãéá ðåñéóóüôåñåò ðëçñïöïñßåò êáé óýíôïìåò éóôïñéêÝò óç-
ìåéþóåéò ðáñáðÝìðïõìå ôïí åíäéáöåñüìåíï áíáãíþóôç óôï óýããñáììá ôùí B. Fine êáé
G. Rosenberger: Ôï Èåìåëéþäåò Èåþñçìá ôÞò ¢ëãåâñáò (óå ìåôÜöñáóç ôùí Ö. Ëéïýôóç
êáé Í. Ìáñìáñßäç), åêäüóåéò Leader Books, ÁèÞíá, 2001.
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¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Ãéá êÜèå ðïëõþíõìï F (X) =
Pn

i=0 aiX
i ∈ R[X] ïñßæïõìå ôçí

åðßôõðç ðáñÜãùãü ôïõ (Þ ôýðïéò ðáñÜãùãü ôïõ) d
dX(F (X)) ùò åîÞò:

d

dX
(F (X)) :=

⎧⎨⎩
nP
i=1

iaiX
i−1 ∈ R[X], üôáí ôï F äåí åßíáé óôáèåñü,

0R[X], üôáí ôï F åßíáé óôáèåñü.

1.1.30 Ðñüôáóç. Ãéá ïéáäÞðïôå F (X), G(X) ∈ R[X] éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) d
dX(F (X) +G(X)) = d

dX (F (X)) +
d
dX (G(X)),

(b) d
dX(F (X) ·G(X)) =

d
dX(F (X)) ·G(X) +

d
dX(G(X)) · F (X).

1.1.31 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù a ∈ k. ÅÜí multa (F ) = m ≥ 2 ãéá êÜðïéï
F (X) ∈ k[X], ôüôå

multa

µ
d

dX
(F (X))

¶
≤ m− 1 Þ d

dX
(F (X)) = 0k[X].

1.1.32 ÐáñáôÞñçóç. ÅðåéäÞ õðÜñ·åé Ýíá G(X) ∈ k[X] ìå F (X) = (X − a)mG(X) êáé
G(a) 6= 0, Ý·ïõìå

d

dX
(F (X)) = (X− a)m−1

∙
mG(X) + (X− a)

d

dX
(G(X))

¸
.

ÅÜí ·áñ(k) = 0, ôüôå∙
mG(X) + (X− a)

d

dX
(G(X))

¸
(a) = mG(a) 6= 0,

ïðüôå multa
¡
d
dX (F (X))

¢
= m− 1. ÅÜí üìùò ·áñ(k) = p 6= 0 (p ðñþôïò, ðñâë. 1.1.1) êáé

ïm åßíáé Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý p, ôüôå

multa

µ
d

dX
(F (X))

¶
< m− 1 Þ

d

dX
(F (X)) = 0k[X].

Åðß ðáñáäåßãìáôé, üôáí F (X) = Xp, Ý·ïõìå d
dX(F (X)) = pXp−1 = 0k[X].

1.1.33 Ðüñéóìá. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù a ∈ k. ÅÜí multa (F ) = 1 ãéá êÜðïéï ðï-
ëõþíõìï F (X) ∈ k[X], ôüôå ôï a äåí áðïôåëåß óçìåßï ìçäåíéóìïý ôÞò d

dX(F (X)).

(xii) Ï äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí n ìåôáâëçôþíR [X1, . . . ,Xn] ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò
áðü Ýíáí äáêôýëéï R ïñßæåôáé åðáãùãéêþò:

R [X1, . . . ,Xn] := R [X1, . . . ,Xn−1] [Xn] ,
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ãéán ≥ 2.Åíßïôå, ãéán = 1, n = 2êáén = 3ðñïóÞêåé áðëþò íá ãñÜöïõìåR [X] , R [X,Y]
êáé R [X,Y,Z] , áíôéóôïß·ùò. Åðßóçò, ãéá ëüãïõò ïéêïíïìßáò, óõ·íÜ ·ñçóéìïðïéïýìå ôç
óõíôïìïãñáößá F ∈ R [X1, . . . ,Xn] áíôß ôïý F (X1, . . . ,Xn) ∈ R [X1, . . . ,Xn] . ¸íá ìï-
íþíõìï ôïý R [X1, . . . ,Xn] åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï ôÞò ìïñöÞò

Xi11 X
i2
2 · · ·Xinn , ij ∈ N0, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Ùò (óõíïëéêüò) âáèìüò ôïõ ïñßæåôáé ôï Üèñïéóìá i1 + i2 + · · · + in. ÊÜèå ðïëõþíõìï
F ∈ R [X1, . . . ,Xn] ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò Üèñïéóìá ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ìï-
íùíýìùí

F =
X

a(i1,i2,... ,in)X
i1
1 X

i2
2 · · ·Xinn , (1.1)

üðïõ a(i1,i2,... ,in) ∈ R. To F êáëåßôáé ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï (Þ ìïñöÞ) âáèìïý d ≥ 0

üôáí ïé ìüíïé ìç ìçäåíéêïß óõíôåëåóôÝò ôïõ a(i1,i2,... ,in) åßíáé áõôïß ðïõ ðñïôÜóóïíôáé
(êÜðïéùí) ìïíùíýìùí âáèìïý d. ÊÜèå ðïëõþíõìï (1.1) ãñÜöåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò
Üèñïéóìá

F =
X
j≥0

F(j), üðïõ F(j) :=
X

i1+i2+···+in=j
a(i1,i2,... ,in)X

i1
1 X

i2
2 · · ·Xinn .

Ôï F(j) åßíáé åßôå ìçäåíéêü åßôå ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý j. ÅÜí õðÜñ·åé ôïõëÜ·é-
óôïí Ýíá j ≥ 0 ìå ôï F(j) ìç ìçäåíéêü, ôüôå ïñßæïõìå ôïí

deg(F ) := max
©
j ∈ N0|F(j) 6= 0R[X1,... ,Xn]

ª
ùò ôïí (óõíïëéêü) âáèìü ôïýF. (ÅéäÜëëùò, ôïF åßíáé ôï ìçäåíéêü ðïëõþíõìï, óôï ïðïßï
ìðïñïýìå, üðùò ðñïçãïõìÝíùò, íá åðéóõíÜøïõìå âáèìü «−∞».)

1.1.34 Ðñüôáóç. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) Ï äáêôýëéïò R [X1, . . . ,Xn] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(b) Ãéá ïéáäÞðïôå ìç ìçäåíéêÜ ðïëõþíõìá F,G ∈ R [X1, . . . ,Xn] Ý·ïõìå

deg (F ·G) = deg (F ) + deg(G).

1.1.35 Óçìåßùóç. ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá óþìá, ôüôå ôï óýíïëï

Ìïí(k [X1, . . . ,Xn]) :=
©
Xi11 X

i2
2 · · ·Xinn

¯̄
(i1, i2, . . . , in) ∈ Nn0

ª
ôùí ìïíùíýìùí ôïý k [X1, . . . ,Xn] áðïôåëåß ðñïöáíþò ìéá âÜóç ôïý (áðåéñïäéÜóôáôïõ)
k-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ k [X1, . . . ,Xn] .

1.1.36 Èåþñçìá. ÅÜí Ýíáò äáêôýëéïò R åßíáé Ð.Ì.Ð, ôüôå êáé ï R [X1, . . . ,Xn] åßíáé
ùóáýôùò Ð.Ì.Ð.



14 óõó·åôéêá áëãåâñéêá óõíïëá

Ï Z [X] åßíáé ìéá Ð.Ì.Ð. ðïõ äåí åßíáé Ð.Ê.É. (äéüôé ð.·. ôï I = h2,Xi äåí åßíáé êýñéï).
ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá óþìá, ôüôå ôï óþìá êëáóìÜôùí

k(X1, . . . ,Xn) := Fr(k [X1, . . . ,Xn])

ôÞò Ð.Ì.Ð. k [X1, . . . ,Xn] êáëåßôáé, éäéáéôÝñùò, óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí Þ ñçôþí
åêöñÜóåùí óå n ìåôáâëçôÝò õðåñÜíù ôïý k.

ÔÝëïò, ãéá ïéïíäÞðïôå äáêôýëéïR, F ∈ R [X1, . . . ,Xn] êáé ïéïíäÞðïôå i ∈ {1, . . . , n}
ïñßæïõìå ùò ìåñéêÞ åðßôõðç ðáñÜãùãü ôïõ (Þ ìåñéêÞ ôýðïéò ðáñÜãùãü ôïõ)

∂

∂Xi
(F ) :=

∂

∂Xi
(F (X1, . . . ,Xn))

ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ Xi ôçí åðßôõðç ðáñÜãùãü ôïõ ùò ðñïò ôç ìåôáâëçôÞ Xi èåùñþ-
íôáò ôï ùò ðïëõþíõìï ìßáò ìåôáâëçôÞò åíôüò ôïý

R[X1, . . . , bXi, . . . ,Xn] [Xi] ∼= R [X1, . . . ,Xn]

(üðïõ ôï bXi õðïäçëïß ôçí áöáßñåóç ôïý Xi).

1.1.37 Ðñüôáóç. (a) ÅÜí G1, . . . , Gn ∈ R [X] êáé F ∈ R [X1, . . . ,Xn] , ôüôå

d

dX
F (G1(X), . . . ,Gn(X)) =

nX
i=1

∂

∂Xi
(F (G1, . . . , Gn))

d

dX
(Gi(X)).

(b) ÅÜí F ∈ R [X1, . . . ,Xn] , ôüôå ãéá ïéáäÞðïôå i, j ∈ {1, . . . , n} éó·ýåé ç éóüôçôá

∂

∂Xi

µ
∂

∂Xj
(F )

¶
=

∂

∂Xj

µ
∂

∂Xi
(F )

¶
.

(c) Ôýðïò Euler: ÅÜí ôï F ∈ R [X1, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÝò ðïëõþíõìï âáèìïý d, ôüôå

d · F =
nX
i=1

Xi
∂

∂Xi
(F ).

ÁóêÞóåéò

A-1-1. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ.

(a) ÅÜí ôá F êáé G åßíáé äõï ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá âáèìïý r êáé s, áíôéóôïß·ùò, áíÞ-

êïíôá óôïí R [X1, . . . ,Xn] , íá áðïäåé·èåß üôé ôï ãéíüìåíü ôïõò FG åßíáé Ýíá ïìïãåíÝò
ðïëõþíõìï âáèìïý r + s.
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(b) Íá áðïäåé·èåß üôé üëïé ïé ðáñÜãïíôåò åíüò ïìïãåíïýò ðïëõùíýìïõ áðü ôïí

R [X1, . . . ,Xn] åßíáé ïìïãåíÞ ðïëõþíõìá.

A-1-2. ¸óôù R ìéá Ð.Ì.Ð. êáé Ýóôù Fr(R) ôï óþìá êëáóìÜôùí ôÞò R. Íá áðïäåé·èåß
üôé êÜèå óôïé·åßï z ôïý Fr(R) ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ z = a

b , üðïõ ôá óôïé·åßá
a ∈ R, b ∈ Rr{0R}, äåí Ý·ïõí (ãíÞóéïõò) êïéíïýò ðáñÜãïíôåò (Þôïé ìç áíôéóôñåøßìïõò
äéáéñÝôåò). Ôïýôç ç ðáñÜóôáóç åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíç, ìå ìüíç åîáßñåóç ôïí
ðïëëáðëáóéáóìü (êáèåíüò ôùí a, b) ìå êÜðïéï áíôéóôñÝøéìï óôïé·åßï ôÞò R.

A-1-3. ¸óôù üôé ôï k åßíáé Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé üôé F ∈ k [X1, . . . ,Xn] .

ÅÜí õðïôåèåß üôé F (a1, . . . , an) = 0 ãéá üëá ôá a1, . . . , an ∈ k, íá áðïäåé·èåß üôé5

F = 0. (Õðüäåéîç : Ôï F ãñÜöåôáé ùò Üèñïéóìá F =
Pν

i=1 FiX
i
n, ãéá êÜðïéá ðïëõþ-

íõìá F1, . . . , Fν ∈ k [X1, . . . ,Xn−1] . Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ åðß ôïý
n, êáèþò êáé ôï ãåãïíüò üôé ôï F (a1, . . . , an−1,Xn) äéáèÝôåé ìüíïí ðåðåñáóìÝíá óçìåßá
ìçäåíéóìïý üôáí Fi (a1, . . . , an−1) 6= 0 ãéá üëá ôá i ∈ {1, . . . , ν}.)

A-1-4. ¸óôù k ïéïäÞðïôå óþìá. Íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·ïõí Üðåéñá áíÜãùãá ìïíéêÜ
ðïëõþíõìá åíôüò ôïý k[X]. (Õðüäåéîç : Íá õðïôåèåß üôé õðÜñ·ïõí ìüíïí ðåðåñáóìÝ-
íïõ ðëÞèïõò áíÜãùãá ìïíéêÜ ðïëõþíõìá åíôüò ôïý k[X], áò ðïýìå ôá F1, . . . , Fn, êáé
êáôüðéí íá ðáñáãïíôïðïéçèåß ôï F1 · · ·Fn+1, ðñïêåéìÝíïõ íá áíáöáíåß ç áíôßöáóç.)

A-1-5. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá åßíáé áðåéñïðëçèÝò.

A-1-6. Íá áðïäåé·èïýí ïé ðñïôÜóåéò 1.1.34 êáé 1.1.37.

A-1-7. ¸óôù üôé ôï k åßíáé Ýíá óþìá, F ∈ k [X1, . . . ,Xn] , êáé üôé ôá a1, . . . , an ∈ k.
(a) Íá áðïäåé·èåß üôé

F =
X

λ(i1,i2,... ,in) (X1 − a1)
i1 · · · (Xn − an)

in

üðïõ λ(i1,i2,... ,in) ∈ k.
(b) ÅÜí F (a1, . . . , an) = 0, íá áðïäåé·èåß üôé

F =
nX
i=1

(Xi − ai) Gi,

ãéá êÜðïéá (ü·é êáô' áíÜãêçí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá ãéá n ≥ 2) ðïëõþíõìá

G1, . . . , Gn ∈ k [X1, . . . ,Xn] .

5Ôïýôï óçìáßíåé, éäéáéôÝñùò, üôé ãéá ïéïäÞðïôå áðåéñïðëçèÝò óþìá k ç «áðåéêüíéóç áðïôéìÞóåùò»

k [X1, . . . ,Xn] 3 F 7−→ ((a1, . . . , an) 7−→ F (a1, . . . , an)) ∈ ÁÐ(kn,k)

åßíáé åíñéðôéêÞ. ¼ôáí ôï k åßíáé ðåðåñáóìÝíï, áõôü äåí åßíáé åí ãÝíåé áëçèÝò. Ð.·., ãéá n = 2, k = Z2 êáéF = X2Y + XY2

Ý·ïõìå F ([a]2 , [b]2) = 0 ãéá üëá ôá [a]2 , [b]2 ∈ Z2, ðáñüôé ôï F åßíáé ìç ìçäåíéêü.
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1.2 Óõó·åôéêüò μþñïò êáé ÁëãåâñéêÜ Óýíïëá

¸óôù k Ýíá óþìá. ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý óõìâüëïõ Ank, üðïõ n ∈ N, èá åííïïýìå ôï
êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïý k ìå ôïí åáõôü ôïõ n öïñÝò. Ùò åê ôïýôïõ, ôï Ank åßíáé ôï
óýíïëï üëùí ôùí n-Üäùí óôïé·åßùí åéëçììÝíùí áðü ôï k. ÔïAnk êáëåßôáé ï n-äéÜóôáôïò
óõó·åôéêüò (Þ áööéíéêüò) ·þñïò õðåñÜíù ôïý k, åíþ ôá óôïé·åßá ôïõ ëÝãïíôáé óçìåßá.
ÉäéáéôÝñùò, ôï A1k êáëåßôáé óõó·åôéêÞ åõèåßá êáé ôï A2k óõó·åôéêü åðßðåäï.

ÅÜí èåùñÞóïõìå Ýíá ðïëõþíõìï F ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôüôå Ýíá óçìåßï

P = (a1, . . . , an) ∈ Ank

êáëåßôáé óçìåßï ìçäåíéóìïý (Þ èÝóç ìçäåíéóìïý) ôïý F , üôáí éó·ýåé

F (P ) = F (a1, . . . , an) = 0.

ÅÜí ôï F äåí åßíáé óôáèåñü, ëÝìå üôé ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ìçäåíéóìïý ôïý F åßíáé ç
õðåñåðéöÜíåéá ç ïñéæüìåíç áðü ôï F êáé ôç óõìâïëßæïõìå ùò V(F ). Ìéá õðåñåðéöÜ-
íåéá åíôüò ôïý óõó·åôéêïý åðéðÝäïõ A2k ïíïìÜæåôáé óõó·åôéêÞ åðßðåäç êáìðýëç. Ìéá
õðåñåðéöÜíåéá åíôüò ôïýA3k ïíïìÜæåôáé óõó·åôéêÞ (·ùñéêÞ) åðéöÜíåéá. ÅÜí ôï F åßíáé
Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý 1, ôüôå ëÝìå üôé çV(F ) åßíáé Ýíá õðåñåðßðåäï åíôüò ôïý Ank.

Ãåíéêüôåñá, åÜí ôï S åßíáé ïéïäÞðïôå óýíïëï ðïëõùíýìùí áðü ôïí k[X1, . . . ,Xn],
èÝôïõìå

V(S) := {P ∈ Ank | F (P ) = 0, ãéá üëá ôá F ∈ S} =
T
F∈S

V(F ).

(¼ôáí ôï S óõìâáßíåé íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï, ð.·. S = {F1, . . . , Fκ}, óõíÞèùò áíôß ôïý
V({F1, . . . , Fκ}) ãñÜöïõìåV(F1, . . . , Fκ)).

1.2.1 Ïñéóìüò. Ïñßæïõìå ùò óõó·åôéêü áëãåâñéêü óýíïëï Þ, áðëþò, ùò áëãåâñéêü óý-
íïëï, êÜèå õðïóýíïëï X ⊆ Ank ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé: X = V(S), ãéá êÜðïéï óýíïëï
ðïëõùíýìùí S áðü ôïí k[X1, . . . ,Xn].

1.2.2 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Áðü ôçí êëáóéêÞ ÁíáëõôéêÞ Ãåùìåôñßá åßíáé ãíùóôü üôé ïé
óõó·åôéêÝò åðßðåäåò êáìðýëåòV(F ) ⊂ A2R ìå deg(F ) = 2 åßíáé ïé ëåãüìåíåò êùíéêÝò ôï-
ìÝò. Óôï ó·Þìá 1 äßíïíôáé êáôÜóåéñÜí ïé åîéóþóåéò ðïõ êáèïñßæïõí ôç óõíÞèç Ýëëåéøç,
õðåñâïëÞ êáé ðáñáâïëÞ, êáèþò êáé åêåßíç åíüò æåýãïõò åõèåéþí (ïé ïðïßåò ó·çìáôßæïõí
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ïñèÞ ãùíßá).

Ó·Þìá 1

Ç ðñþôç óõóôçìáôéêÞ ìåëÝôç ôùí êùíéêþí ôïìþí ïöåßëåôáé óôïí Áðïëëþíéï áðü ôçí
ÐÝñãáìï (262-190 ð.μ.). Ðåñéþíõìåò õðÞñîáí ïé åöáñìïãÝò ôïõò óôïõò íüìïõò ôïý J.
Kepler (1571-1630) êáé óôç Ìç·áíéêÞ ôïý I. Newton (1643-1727). ¼ðùò äçëïß êáé ç
ïíïìáóßá ôïõò, áõôÝò ðñïêýðôïõí ùò ôïìÝò åíüò (äéðëïý) êþíïõ ìå Ýíá êáôáëëÞëùò
åðéëåãìÝíï åðßðåäï. (Âë. ó·. 2.)

Ó·Þìá 2
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(b) ÅéäéêÝò óõó·åôéêÝò åðßðåäåò êáìðýëåò V(F ) ⊂ A2R ìå deg(F ) ≥ 3 (ìáæß ìå ôá ·áñá-
êôçñéóôéêÝò ïíïìáóßåò ôïõò) åéêïíïãñáöïýíôáé óôá ó·Þìáôá 3, 4 êáé 5.

Ó·Þìá 3

Ó·Þìá 4
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Ó·Þìá 5
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(c) Áðü ôçí ôáîéíüìçóç ôùí óõó·åôéêþí åðéöáíåéþí V(F ) ⊂ A3R ìå deg(F ) = 2 (óôï
ðëáßóéï ôÞò êëáóéêÞò ÁíáëõôéêÞò Ãåùìåôñßáò) õðÜñ·åé åîïéêåßùóç ìå ôéò åðéöÜíåéåò
ôùí ó·çìÜôùí 6 êáé 7.

Ó·Þìá 6
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Ó·Þìá 7
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(d) Óôï ó·Þìá 8 åéêïíïãñáöïýíôáé ïñéóìÝíåò óõó·åôéêÝò åðéöÜíåéåò V(F ) ⊂ A3R ìå
deg(F ) ≥ 3.

Ó·Þìá 8
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1.2.3 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(1) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn] ðáñáãüìåíï áðü Ýíá óýíïëï S, ôüôå

V(S) = V(I),

(ïðüôå êÜèå áëãåâñéêü óýíïëï åßíáé ßóï ìåV(I) ãéá êÜðïéï éäåþäåò I).

(2) ÅÜí ç {Iλ | λ ∈ Λ} åßíáé ìéá óõëëïãÞ éäåùäþí ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå

V(
[
λ∈Λ

Iλ) =
\
λ∈Λ

V (Iλ) .

(ÅðïìÝíùò, ç ôïìÞ ïéáóäÞðïôå óõëëïãÞò áëãåâñéêþí óõíüëùí áðïôåëåß Ýíá áëãåâñéêü
óýíïëï.)

(3) ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn], ìå I ⊆ J , ôüôå

V(I) ⊇ V(J).

(4) ÅÜí F,G ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôüôå

V(FG) = V (F ) ∪V(G),

åíþ åÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn], ôüôå

V(I) ∪V(J) = V ({FG | F ∈ I, G ∈ J }) .

(Óõíåðþò, ç Ýíùóç ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áëãåâñéêþí óõíüëùí áðïôåëåß Ýíá áëãå-
âñéêü óýíïëï.)

(5)V (0) = Ank êáéV (1) = ∅. Åðßóçò, ãéá a1, . . . , an ∈ k, Ý·ïõìå

V(X1 − a1, . . . ,Xn − an) = {(a1, . . . , an)} .

(¢ñá êÜèå ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý Ank åßíáé áëãåâñéêü).

Áðüäåéîç. Êáô' áñ·Üò V(S) ⊆ V(I). ÐñÜãìáôé° åÜí P ∈ V(S) êáé G ∈ I = hSi , ôüôå
∃k ∈ N êáé a1, . . . , ak ∈ k, F1, . . . , Fk ∈ S ìå

G =
kX
i=1

aiFi =⇒ G(P ) =
kX
i=1

aiFi(P ) = 0k =⇒ P ∈ V(I).

Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí P ∈ V(I), ôüôå G(P ) = 0k, ∀G ∈ I, ïðüôå F (P ) = 0k, ∀F ∈ S,
áð' üðïõ óõìðåñáßíïõìå üôé P ∈ V(S). ¢ñáV(I) ⊆ V(S).
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(2)Êáô' áñ·ÜòV(
S
λ∈Λ Iλ) ⊆

T
λ∈ΛV (Iλ) .ÐñÜãìáôé° åÜíP ∈ V(

S
λ∈Λ Iλ) êáé åÜí èåù-

ñÞóïõìå ïéïíäÞðïôå äåßêôç μ ∈ Λ êáé Ýíá ðïëõþíõìï Gμ ∈ Iμ, ôüôå Gμ ∈
S
λ∈Λ Iλ. Åî

õðïèÝóåùò, Gμ(P ) = 0k, ðñÜãìá ðïõ óçìáßíåé üôé P ∈
T
λ∈ΛV (Iλ) .Êáé áíôéóôñüöùò°

åÜí P ∈
T
λ∈ΛV (Iλ) êáé åÜí èåùñÞóïõìå ôõ·üí ðïëõþíõìï F ∈

S
λ∈Λ Iλ, èá õðÜñ·åé

Ýíáò äåßêôçò λ0 ∈ Λ : F ∈ Iλ0 . Åî õðïèÝóåùò, F (P ) = 0k. ÅðïìÝíùò, F (P ) = 0k,

∀F ∈
S
λ∈Λ Iλ, ïðüôå P ∈ V(

S
λ∈Λ Iλ). ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

T
λ∈ΛV (Iλ) ⊆ V(

S
λ∈Λ Iλ).

(3) ¸óôù P ∈ V(J) êáé Ýóôù F ∈ I ìå I ⊆ J. Ôüôå F ∈ J =⇒ F (P ) = 0k. Óõíåðþò,

[F (P ) = 0k, ∀F ∈ I] =⇒ P ∈ V(I).

(4) Ðñïöáíþò, P ∈ V(FG) éóïäõíáìåß ìå ôç óõíèÞêç

FG(P ) = F (P )G(P ) = 0k ⇐⇒ [åßôå F (P ) = 0k åßôå G(P ) = 0k]⇐⇒ P ∈ V (F ) ∪V(G).

ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn] êáé P ∈ V(I) ∪ V(J), ôüôå åßôå
P ∈ V(I) åßôå P ∈ V(J). ÅðåéäÞ

V(I) ⊆ V ({FG | F ∈ I, G ∈ J }) , V(J) ⊆ V ({FG | F ∈ I, G ∈ J }) ,

Ý·ïõìå P ∈ V ({FG | F ∈ I, G ∈ J }) .Êáé åÜí, áíôéóôñüöùò, èåùñÞóïõìå Ýíá óçìåßï
P ∈ V ({FG | F ∈ I, G ∈ J }) , ôüôå ãéá êÜèå F ∈ I êáé ãéá êÜèå G ∈ J

FG(P ) = 0k =⇒ P ∈ V (F ) ∪V(G),

ïðüôå P ∈ V(I) ∪V(J).

(5) Ïé éóüôçôåò áõôÝò åßíáé ðñïöáíåßò. ¤

1.2.4 Ïñéóìüò. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù n ∈ N. ÈÝôïíôáò

TZar := {AnkrV |V áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Ank }

ôï æåýãïò (Ank, TZar) (ëüãù ôùí (2), (4) êáé (5) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3) áðïôåëåß Ýíáí ôïðï-
ëïãéêü ·þñï åðß ôïý Ank (ìå ôá áëãåâñéêÜ ùò êëåéóôÜ õðïóýíïëÜ ôïõ). H TZar êáëåßôáé
ôïðïëïãßá (ôïý) Zariski åðß ôïý Ank. Ãåíéêüôåñá, åðß ôõ·üíôïò õðïóõíüëïõ X ôïý Ank
ïñßæåôáé ç ó·åôéêÞ ôïðïëïãßá (ôïý) Zariski

TZar|X := X ∩ {AnkrV |V áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Ank } .

1.2.5 Óçìåßùóç. ¼ôáí k = R (êáé áíôéóôïß·ùò, k = C), ôüôå êÜèå áíïéêôü õðïóýíïëï
ôïý AnR (êáé áíôéóôïß·ùò, ôïý AnC) ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski åßíáé áíïéêôü êáé ùò
ðñïò ôç óõíÞèç (åõêëåßäåéá) ôïðïëïãßá. Ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé áëçèÝò. Åðß ðáñá-
äåßãìáôé, ôï

A2Rr
©
(x, y) ∈ A2R | y = sin(x)

ª
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åßíáé áíïéêôü ùò ðñïò ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá åðß ôïý A2R êáé ìç áíïéêôü ùò ðñïò ôçí
ôïðïëïãßá Zariski. (Ðñâë. Üóêçóç A-1-13 (a).) ÌÜëéóôá, üôáí ôï óþìá áíáöïñÜò ìáò
åßíáé áðåéñïðëçèÝò, ç ôïðïëïãßá Zariski äåí åßíáé ôïðïëïãßá Hausdorff, üðùò Ýðåôáé
áðü ôçí áêüëïõèç ðñüôáóç:

1.2.6 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé Ýóôù n ∈ N. Ôüôå äõï ôõ·üíôá ìç
êåíÜáíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïýAnk ùòðñïò ôçí ôïðïëïãßáZariski äéáèÝôïõíðÜíôïôå ìç êåíÞ
ôïìÞ. (Ùò åê ôïýôïõ, êÜèå ìç êåíü áíïéêôü õðïóýíïëï ôïý Ank åßíáé «ðáíôïý ðõêíü» ùò
ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski.)

Áðüäåéîç. ÅÜí ôá U1, U2 åßíáé äõï ôõ·üíôá ìç êåíÜ áíïéêôÜ õðïóýíïëá ôïý Ank ùò
ðñïò ôçí ôïðïëïãßáZariski, ôüôå õðÜñ·ïõí ìç ôåôñéììÝíá 6 éäåþäç I, J ôïýk[X1, . . . ,Xn]
ìå U1 = AnkrV(I) êáé U2 = AnkrV(J). ÊáôÜ ôï (4) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3,

U1 ∩ U2 = Ankr (V(I) ∪V(J)) = AnkrV ({FG | F ∈ I, G ∈ J }) .

ÅðåéäÞ ôá I, J åßíáé ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç (ôÞò áêåñáßáò ðåñéï·Þò k[X1, . . . ,Xn]), ôï
éäåþäåò hFG | F ∈ I, G ∈ J i èá åßíáé ùóáýôùò ìç ôåôñéììÝíï, ïðüôå U1 ∩ U2 6= ∅. ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-8. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá áëãåâñéêÜ õðïóýíïëá ôïý A1k (Þôïé ôá êëåéóôÜ õðïóýíïëÜ
ôïõ ùò ðñïò ôçí TZar) åßíáé áêñéâþò ôá ðåðåñáóìÝíá õðïóýíïëá, ìáæß ìå ôï ∅ êáé ôï
ßäéï ôï A1k.

A-1-9. ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óþìá, íá áðïäåé·èåß üôé üëá ôá õðïóýíïëá ôïý
Ank åßíáé áëãåâñéêÜ (Þôïé êëåéóôÜ ùò ðñïò ôçí TZar).

A-1-10. Íá äïèåß Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò áñéèìÞóéìçò ïéêïãåíåßáò áëãåâñéêþí óõíüëùí
åíôüò åíüò óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank, ç Ýíùóç ôùí ïðïßùí äåí åßíáé áëãåâñéêü õðïóýíïëü
ôïõ.

A-1-11. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá áêüëïõèá óýíïëá åßíáé áëãåâñéêÜ:

(a) Ôï
©¡
t, t2, t3

¢
∈ A3k | t ∈ k

ª
,

(b) ôï
©
(cos(t), sin(t)) ∈ A2R | t ∈ R

ª
, êáé

(c) ôï óýíïëï ôùí óçìåßùí ôïý A2R, ïé ðïëéêÝò óõíôåôáãìÝíåò (r, θ) ôùí ïðïßùí ðëçñïýí
ôçí åîßóùóç r = sin (θ) .

6Åäþ ·ñçóéìïðïéåßôáé ìéá éó·õñïðïßçóç ôÞò ðñþôçò éóüôçôáò ôïý (5) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3: ÅÜí ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò
óþìá êáé ôï I Ýíá éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå V (I) = Ank ⇐⇒ I = {0}. Ç êáôåýèõíóç ‘‘=⇒'' Ýðåôáé áðü ôçí
Üóêçóç A-1-3.
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A-1-12. ¸óôù üôé ç C åßíáé ìéá óõó·åôéêÞ åðßðåäç êáìðýëç êáé üôé ç L åßíáé ìéá åõèåßá
åíôüò ôïý A2k, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé L * C. ÅÜí C = V(F ), üðïõ F ∈ k[X,Y] åßíáé Ýíá
ðïëõþíõìï âáèìïý n, íá áðïäåé·èåß üôé ç ôïìÞ L ∩ C åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï
áðïôåëïýìåíï áðü ôï ðïëý n óçìåßá. (Õðüäåéîç : Íá õðïôåèåß üôé L = V(Y− (aX+ b)),

a, b ∈ k, êáé íá èåùñçèåß ôï ðïëõþíõìï F (X, aX+ b) ∈ k[X].)

A-1-13. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá áêüëïõèá óýíïëá äåí åßíáé áëãåâñéêÜ:

(a)
©
(x, y) ∈ A2R | y = sin(x)

ª
,

(b)
n
(z, w) ∈ A2C

¯̄̄
|z|2 + |w|2 = 1

o
, üðïõ |x+ iy|2 = x2 + y2, ãéá x, y ∈ R, êáé

(c)
©
(cos(t), sin(t), t) ∈ A3R | t ∈ R

ª
.

A-1-14. ¸óôù F ∈ k[X1, . . . ,Xn] Ýíá ìç óôáèåñü ðïëõþíõìï, ìå ôï k Ýíá áëãåâñéêþò
êëåéóôü óþìá. Íá áðïäåé·èåß üôé ç äéáöïñÜ AnkrV(F ) åßíáé áðåéñïðëçèÞò ãéá êÜèå
n ≥ 1 êáé üôé ôï V(F ) åßíáé áðåéñïðëçèÝò ãéá êÜèå n ≥ 2. Íá åîá·èåß ôï óõìðÝñáóìá
üôé ôï óõìðëÞñùìá ïéïõäÞðïôå áëãåâñéêïý óõíüëïõ åßíáé áðåéñïðëçèÝò. (Õðüäåéîç :
Âë. Üóêçóç Á-1-5).

A-1-15. (a) ¸óôù üôé ôá V ⊆ Amk êáéW ⊆ Ank åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá. Íá áðïäåé-
·èåß üôé ôï

V ×W = {(a1, . . . , am, b1, . . . , bn) | (a1, . . . , am) ∈ V, (b1, . . . , bn) ∈W}

åßíáé áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý Am+nk . To V ×W êáëåßôáé ôï ãéíüìåíï ôùí V êáéW.

(b) Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôïðïëïãßá Zariski åðß ôïý Ank = A1k × · · · ×A1k| {z }
n-öïñÝò

, n ≥ 2, üðïõ k

áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá, åßíáé äéáöïñåôéêÞ ôÞò ôïðïëïãßáò ãéíïìÝíïõ (ôÞò åðáãïìÝíçò
êáôÜ ôïí óõíÞèç ôñüðï áðü ôçí ôïðïëïãßá Zariski åðß êáèåíüò åê ôùí ðáñáãüíôùí).

1.3 Ôï Éäåþäåò åíüò Óçìåéïóõíüëïõ

Ãéá êÜèå õðïóýíïëïX ôïý Ank èåùñïýìå ôá ðïëõþíõìá ôá ïðïßá ìçäåíßæïíôáé åðß ôïý
X.ÁõôÜ ôá ðïëõþíõìá óõãêñïôïýí Ýíá éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn], ôï ïðïßï
ïíïìÜæåôáé ôï éäåþäåò ôïýX êáé óõìâïëßæåôáé ùò I(X), Þôïé

I(X) := {F ∈ k[X1, . . . ,Xn] | F (a1, . . . , an) = 0, ãéá üëá ôá (a1, . . . , an) ∈ X} .

1.3.1 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù Ank ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïò õðå-
ñÜíù áõôïý. Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
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(1) ÃéáX,Y ⊆ Ank, üðïõX ⊆ Y, Ý·ïõìå I (X) ⊇ I(Y ).

(2)

⎧⎨⎩
(a) I(∅) = k[X1, . . . ,Xn],
(b) I (Ank) = {0}, üôáí ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò,
(c) I ({P}) = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani , ∀P, P = (a1, . . . , an) ∈ Ank.

(3)
½
(a) I(V(S)) ⊇ S, ∀S, S ⊆ k[X1, . . . ,Xn],
(b) V(I(X)) ⊇ X, ∀X, X ⊆ Ank.

(4)
½
(a) V (I(V(S))) = V (S) , ∀S, S ⊆ k[X1, . . . ,Xn],
(b) I (V(I(X))) = I (X) , ∀X, X ⊆ Ank.

(5)

⎧⎨⎩
(a) ÅÜí ôïW åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï, ôüôå W=V(I(W)).

(b)

½
ÅÜí ôï I åßíáé ôï éäåþäåò åíüò áëãåâñéêïý óõíüëïõW ,
ôüôå I = I (V(I)) .

Áðüäåéîç. (1)¸óôùF ∈ I(Y ) êáé Ýóôù (a1, . . . , an) ∈ X.Åî õðïèÝóåùò,X ⊆ Y, ïðüôå
(a1, . . . , an) ∈ Y êáé

F (a1, . . . , an) = 0 =⇒ F ∈ I (X) .

(2) (a) Ôïýôï åßíáé ðñïöáíÝò åðß ôç âÜóåé ôïý ïñéóìïý.

(b) ¼ôáí ôï k åßíáé áðåéñïðëçèÝò, I (Ank) = {0} åðß ôç âÜóåé ôïý ïñéóìïý ôïý éäåþäïõò
ôïý Ank êáé ôÞò áóêÞóåùò Á-1-3.

(c) ÅÜí P = (a1, . . . , an) ∈ Ank êáé F ∈ I ({P}) , ôüôå Ý·ïõìå F (P ) = 0.Áðü ôçí Üóêçóç
Á-1-7 (b) óõíÜãïõìå ôçí ýðáñîç ðïëõùíýìùíG1, . . . , Gn ∈ k [X1, . . . ,Xn] ãéá ôá ïðïßá
éó·ýåé

F =
nX
i=1

(Xi − ai) Gi =⇒ F ∈ hX1 − a1, . . . ,Xn − ani .

¢ñá I ({P}) ⊆ hX1 − a1, . . . ,Xn − ani . Ç áíôßóôñïöç ó·Ýóç åãêëåéóìïý åßíáé ðñïöá-
íÞò.

(3) (a)¸óôù F ∈ S êáé Ýóôù P ∈ V (S) .Ôüôå F (P ) = 0, ïðüôå F ∈ I(V(S)).¢ñá üíôùò
I(V(S)) ⊇ S.

(b) ¸óôù P ∈ X êáé Ýóôù F ∈ I (X) . Ôüôå F (P ) = 0, ïðüôå F ∈ V(I(X)). ¢ñá üíôùò
V(I(X)) ⊇ X.

(4) (a) ¸óôù S ⊆ k[X1, . . . ,Xn]. Áðü ôï 3 (b) ãíùñßæïõìå üôé V (S) ⊆ V (I(V(S))) .
¸óôù P ∈ V (I(V(S))) êáé Ýóôù F ∈ S. Óýìöùíá ìå ôï (3) (a), Ý·ïõìå S ⊆ I(V(S)),
áð' üðïõ Ýðåôáé üôé F ∈ I(V(S)) =⇒ F (P ) = 0. ¢ñáV (I(V(S))) ⊆ V (S) .

(b) ¸óôù X ⊆ Ank. Áðü ôï (3) (a) ãíùñßæïõìå üôé I (X) ⊆ I (V(I(X))) . Óýìöùíá ìå ôï
(3) (b), X ⊆ V (I(X)) . Åöáñìüæïíôáò ôï (1) óõìðåñáßíïõìå üôé I (V(I(X))) ⊆ I (X) .
¢ñá ôåëéêþò I (V(I(X))) = I (X) .
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(5) ÅÜí ôï W åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï, ôüôå õðÜñ·åé êÜðïéï S ⊆ k[X1, . . . ,Xn] ìå
W = V (S) . Ôï (a) Ýðåôáé áðü ôï (4) (a) êáé ôï (b) áðü ôï (4) (b). ¤

1.3.2 Ïñéóìüò. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôï I Ýíá éäåþäåò ôïõ, ïñßæïõìå ôï óý-
íïëï

Rad(I) := {a ∈ R | am ∈ I ãéá êÜðïéïí èåôéêü áêÝñáéï m}

ùò ôï ñéæéêü ôïý I.ToRad(I) åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýR (âë. ÜóêçóçÁ-1-18). ÅÜí ìÜëéóôá
óõìâåß íá Ý·ïõìå I = Rad(I), ôüôå ôï I ïíïìÜæåôáé ñéæéêü éäåþäåò ôïý äáêôõëßïõ R.

1.3.3 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù Ank ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïò õðå-
ñÜíù áõôïý. ÅÜí X ⊆ Ank, ôüôå ôï éäåþäåò I (X) ôïý X áðïôåëåß Ýíá ñéæéêü éäåþäåò ôïý
äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn].

Áðüäåéîç. Èá áðïäåßîïõìå üôé I (X) = Rad(I (X)). ÅÜí F ∈ I (X) , ôüôå Ý·ïõìå

F = F 1 ∈ Rad(I (X)).

¢ñá I (X) ⊆ Rad(I (X)). Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí F ∈ Rad(I (X)), ôüôå õðÜñ·åé n ∈ N :
Fm ∈ I (X) . ÅðåéäÞ ï ðïëõùíõìéêüò äáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ
(âë. ðñüôáóç 1.1.34 (a)), Ý·ïõìå

[Fm(P ) = (F (P ))
m
= 0, ∀P ∈ X] =⇒ [F (P ) = 0, ∀P ∈ X] =⇒ F ∈ I (X) .

¢ñá Rad(I (X)) ⊆ I (X) . ¤

1.3.4 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù Ank ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïò õðå-
ñÜíù áõôïý. ÅÜí X ⊆ Ank, ôüôå

V(I(X)) = clTZar (X) , (1.2)

üðïõ

clTZar (X) :=
\
{E | (AnkrE) ∈ TZar, E ⊇ X }

ç êëåéóôÞ èÞêç ôïýX ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.3.1 (3) (b), V(I(X)) ⊇ X. ¸óôù B ôõ·üí êëåéóôü
õðïóýíïëï ôïý Ank ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá Zariski, ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï X. ÅðåéäÞ (åî
ïñéóìïý) õðÜñ·åé êÜðïéï éäåþäåò I ôïý k[X1, . . . ,Xn] ãéá ôï ïðïßï éó·ýåéB = V(I), áðü
ôï (3) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3 êáé ôá (1) êáé (5) (a) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1 Ýðåôáé üôé

B = V(I) = V (I(V(I))) = V (I(B)) ⊇ V(I(X)).
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ÅðåéäÞ ôï clTZar (X) åßíáé ôï åëÜ·éóôï êëåéóôü õðïóýíïëï ôïýAnk ùò ðñïò ôçí ôïðïëïãßá
Zariski, ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôïX, ç éóüôçôá (1.2) åßíáé áëçèÞò. ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-16. ¸óôù üôé ôá V êáéW åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Ank.Íá áðïäåé·èåß
üôé V =W ⇐⇒ I(V ) = I(W ).

A-1-17. (a) ¸óôù üôé ôï V åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank
êáé üôé ôï P åßíáé Ýíá óçìåßï, ôï ïðïßï äåí áíÞêåé óôï V.Íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ·åé Ýíá
ðïëõþíõìï F ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

F (Q) = 0k, ∀Q, Q ∈ V, åíþ F (P ) = 1k.

(Õðüäåéîç : I(V ) 6= I(V ∪ {P})).
(b) ¸óôù {P1, . . . , Pκ} Ýíá ðåðåñáóìÝíï óýíïëï óçìåßùí åíôüò ôïý Ank. Íá áðïäåé·èåß
üôé õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá F1, . . . , Fκ ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå

Fi(Pj) = 0k, ãéá äåßêôåò i 6= j, åíþ Fi(Pi) = 1k, i, j ∈ {1, . . . , κ}.

(c) ¸óôù V Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïýAnk êáé P1, P2 /∈ V.Íá áðïäåé·èåß üôé õðÜñ-
·åé Ýíá ðïëõþíõìï F ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéï þóôå

F (Pi) 6= 0k, ãéá äåßêôåò i ∈ {1, 2}, åíþ F ∈ I(V ).

(Õðüäåéîç : Íá ðñïóäéïñéóèïýí Fi ∈ I(V ), i ∈ {1, 2}, ôÝôïéá þóôå Fi (Pi) 6= 0k êáé íá
óõíá·èåß üôé F = Þ F1 Þ F2 Þ F1 + F2).

A-1-18. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R. ÅÜí an ∈ I êáé bm ∈ I, ãéá êÜðïéïõò
n,m ∈ N, íá áðïäåé·èåß üôé (a+ b)n+m ∈ I.ÅðéðñïóèÝôùò, íá áðïäåé·èåß üôé ôï Rad(I)
åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýR, êáé ìÜëéóôá Ýíá ñéæéêü éäåþäåò ôïýR. ÔÝëïò, íá áðïäåé·èåß üôé
êÜèå ðñþôï éäåþäåò ôïý R åßíáé ñéæéêü.

A-1-19. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï I =

X2 + 1

®
⊂ R[X] åßíáé Ýíá ñéæéêü (êáèþò êáé ðñþôï)

éäåþäåò, ðáñüôé ôï I äåí åßíáé ôï éäåþäåò êáíåíüò óõíüëïõ åíôüò ôïý A1R.

A-1-20. Ãéá êÜèå éäåþäåò I ôïý k[X1, . . . ,Xn] íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí ó·Ýóåùí

V(I) = V(Rad(I)) êáé Rad(I) ⊆ I(V(I)).

A-1-21. ÅÜí (a1, . . . , an) ∈ Ank, íá áðïäåé·èåß üôé ôï

I = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani ⊂ k[X1, . . . ,Xn]

åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò êáé üôé ï öõóéêüò ïìïìïñöéóìüò áðü ôï óþìá k óôïí
k[X1, . . . ,Xn] / I åßíáé Ýíáò éóïìïñöéóìüò.
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1.4 ÐñÜîåéò ìå Éäåþäç

Ôá éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ ìðïñïýí íá ðñïóôåèïýí, íá ðïëëáðëáóéáóèïýí Þ êáé íá
äéáéñåèïýí. Ç åîïéêåßùóç ìå ôïí «ëïãéóìü ìå éäåþäç» èá áðïâåß ·ñÞóéìç ôüóï ãéá
ïñéóìÝíá ôìÞìáôá ôÞò áíáðôõóóüìåíçò èåùñßáò üóï êáé ãéá ôçí åõ·åñÝóôåñç åðßëõóç
áóêÞóåùí.

1.4.1 Ïñéóìüò. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, . . . , In éäåþäç ôïõ. Ïñß-
æïõìå ôï Üèñïéóìá êáé ôï ãéíüìåíü ôïõò ùò:

I1 + · · ·+ In :=
nP
j=1

Ij := {a1 + · · ·+ an | aj ∈ Ij , ∀j, 1 ≤ j ≤ n}

êáé

I1 · · · In :=

⎧⎪⎨⎪⎩
áèñïßóìáôá ôÞò ìïñöÞò

kX
j=1

a1,j a2,j · · · an,j , ìå al,j ∈ Il, 1 ≤ l ≤ n, k ∈ N

⎫⎪⎬⎪⎭
áíôéóôïß·ùò. Ôá I1 + · · ·+ In êáé I1 · · · In áðïôåëïýí éäåþäç ôïý R.

1.4.2 Óçìåßùóç. (a) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå7

I1 + · · ·+ In = hI1 ∪ · · · ∪ Ini .

ÐñÜãìáôé° áðü ôïí ïñéóìü ôïý I1+· · ·+In ï åãêëåéóìüò ‘‘⊆'' åßíáé ðñïöáíÞò. Êáé åðåéäÞ
ôï éäåþäåò hI1 ∪ · · · ∪ Ini éóïýôáé ìå(

κX
i=1

ri ai

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ ∈ R, a1, ..., aκ ∈ I1 ∪ · · · ∪ In, κ ∈ N

)
,

êÜèå x ∈ hI1 ∪ · · · ∪ Ini ìðïñåß (åíäå·ïìÝíùò ýóôåñá áðü êÜðïéá áíáäéÜôáîç äåéêôþí)
íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ x = x1 + · · ·+ xn, üðïõ ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n},

xj =

κjX
i=1

ri ai , r1, . . . , rκj ∈ R

ãéá êáôÜëëçëá a1, ..., aκj ∈ Ij êáé κj ∈ N. ¢ñá Ý·ïõìå êáé

hI1 ∪ · · · ∪ Ini ⊆ I1 + · · ·+ In.

7Ãåíéêüôåñá, åÜí ç (Iλ)λ∈Λ åßíáé ôõ·ïýóá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá éäåùäþí åíüò äáêôõëßïõR, ôüôå ùò Üèñïéóìá ôùí ìåëþí ôçò
ïñßæïõìå ôï éäåþäåò

P
λ∈Λ Iλ ôïýR ôï ðáñáãüìåíï áðü ôç (óõíïëïèåùñçôéêÞ) Ýíùóç

S
λ∈Λ Iλ.
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(b) Áò óçìåéùèåß üôé -åí áíôéèÝóåé ðñïò ôçí ôïìÞ- ç Ýíùóç äõï éäåùäþí åíüò äáêôõ-
ëßïõ ìðïñåß íá ìçí áðïôåëåß éäåþäåò ôïý èåùñïýìåíïõ äáêôõëßïõ. Åðß ðáñáäåßãìáôé,
ç Ýíùóç 3Z∪ 5Z ôùí êõñßùí éäåùäþí h3i = 3Z êáé h5i = 5Z ôïý Z äåí åßíáé éäåþäåò ôïý
Z, äéüôé ôüóï ôï 3 üóï êáé ôï 5 áíÞêïõí óôçí 3Z ∪ 5Z, áëëÜ 2 = 5− 3 /∈ 3Z ∪ 5Z.
(c) Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá I1 = · · · = In = I , óõìâïëßæïõìå ôï ãéíüìåíï
I1 · · · In êáé ùò In (Þôïé åí åßäåé «äõíÜìåùò»), ðñïóÝ·ïíôáò -üìùò- íá ìçí ôï óõã·Ýïõìå
ìå ôï êáñôåóéáíü ãéíüìåíï ôïý I (n öïñÝò) ìå ôïí åáõôü ôïõ! Ãéá êÜèå éäåþäåò I åíüò
äáêôõëßïõ R ðñïêýðôåé ìéá «êáôéïýóá» (Þ «öèßíïõóá») áëõóßäá éäåùäþí

I ⊇ I2 ⊇ I3 ⊇ · · · ⊇ Iκ ⊇ Iκ+1 ⊇ · · · , ∀κ ∈ N.

Åðß ðáñáäåßãìáôé, åíôüò ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí áêåñáßùí Ý·ïõìå

h2i ⊇ h4i ⊇ h8i ⊇ · · · ⊇ h2κi ⊇

2κ+1

®
⊇ · · · , ∀κ ∈ N.

(d) ÅÜí I = ha1, ..., aκi , ôüôå In =
©

ai11 a
i2
2 · · · aiκκ

¯̄
(i1, .., iκ) ∈ Nκ0 : i1 + · · ·+ iκ = n

ª®
.

Ïé ðñïôÜóåéò 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5 êáé 1.4.11, ïé ïðïßåò áêïëïõèïýí, Ý·ïõí ùò óôü·ï ôçí
ðåñéãñáöÞ ïñéóìÝíùí âáóéêþí áñ·þí ôïý «ëïãéóìïý ìå éäåþäç».

1.4.3 Ðñüôáóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé a, b ∈ R, ôüôå

(a) hai+ hbi = {xa+ yb | x, y ∈ R}, êáé
(b) hai hbi = habi .

1.4.4 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åéíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3, I 03 ôÝóóåñá éäåþäç ôïõ.
Ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) (I1 + I2) + I3 = I1 + (I2 + I3) ,

(b) (I1 I2) I3 = I1 (I2 I3) ,

(c) I1 (I2 + I3) = (I1 I2) + (I1 I3) , (I1 + I2) I
0
3 = (I1 I

0
3) + (I2 I

0
3).

1.4.5 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, I2, I3 éäåþäç ôïõ.Ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :
(a) I1 I2 ⊆ I1 ∩ I2.
(b) (I1 + I2) (I1 + I3) ⊆ I1 + I2 I3 ⊆ I1 + (I2 ∩ I3) .

1.4.6 Ïñéóìüò. ËÝìå üôé äõï éäåþäç I, J åíüò äáêôõëßïõR åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò (Þ
óõìðñþôá) üôáí I+J = R. (Ç óõíèÞêç áõôÞ éóïäõíáìåß ìå ôçí ýðáñîç óôïé·åßùí a ∈ I

êáé b ∈ J, ãéá ôá ïðïßá éó·ýåé ç éóüôçôá a+ b = 1R.)
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1.4.7 ËÞììá. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3 ôñßá éäåþäç ôïõ. Ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) ÅÜí ôá I1, I2 åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá, ôüôå I1 I2 = I1 ∩ I2.
(b) ÅÜí ôá I1, I2 êáé ôá I1, I3 åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá, ôüôå êáé ôá I1, I2I3 åßíáé ðñþôá
ìåôáîý ôïõò.

Áðüäåéîç. (a) ÊáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.4.5 (a), I1 I2 ⊆ I1 ∩ I2. ÅÜí I1 + I2 = R, ôüôå
åöáñìüæïíôáò ôï (c) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.4 ëáìâÜíïõìå

I1 ∩ I2 = (I1 ∩ I2)R = (I1 ∩ I2)(I1 + I2)

= (I1 ∩ I2)I1 + (I1 ∩ I2)I2 ⊆ I1 I2 + I2 I1 = I1 I2.

(b) Åî õðïèÝóåùò õðÜñ·ïõí a, a0 ∈ I1, b ∈ I2 êáé c ∈ I3, ôÝôïéá þóôå

a+ b = 1R, a0 + c = 1R =⇒ bc = (1R − a)(1R − a0) = 1R − a− a0 + aa0.

ÈÝôïíôáò a00 := a+ a0 − aa0 Ý·ïõìå a00 + bc = 1R, üðïõ a00 ∈ I1 êáé bc ∈ I2I3, ïðüôå ôá
I1, I2I3 åßíáé üíôùò ðñþôá ìåôáîý ôïõò. ¤

1.4.8 Èåþñçìá. (ÊéíÝæéêï èåþñçìá ãéá éäåþäç äáêôõëßùí) ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò
áñéèìüò ≥ 2. ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R êáé f ï ïìïìïñöéóìüò
äáêôõëßùí

f : R −→
nL
j=1
(R/Ij), r 7−→ f(r) := (r + I1, . . . , r + In),

ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá :

(a) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé áíÜ æåýãç ðñþôá ìåôáîý ôïõò, ôüôå

I1 · · · In = I1 ∩ · · · ∩ In.

(b) Ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò⇐⇒ ôá I1, . . . , In åßíáé áíÜ æåýãç ðñþôá ìåôáîý ôïõò.
(c) Ï f åßíáé ìïíïìïñöéóìüò⇐⇒ I1 ∩ · · · ∩ In = {0R}.
(d) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé áíÜ æåýãç ðñþôá ìåôáîý ôïõò, ôüôå

R/I1 · · · In ∼= R/
nT
j=1

Ij ∼=
nL
j=1

(R/Ij).

Áðüäåéîç. (a) Èá ·ñçóéìïðïéÞóïõìå åðáãùãÞ åðß ôïý n. Ãéá n = 2 ï éó·õñéóìüò åßíáé
áëçèÞò åðß ôç âÜóåé ôïý (a) ôïý ëÞììáôïò 1.4.7. Ãéá n ≥ 3 õðïèÝôïõìå üôé åßíáé áëçèÞò
ãéá ôá éäåþäç I1, . . . , In−1. ¸óôù J := I1 · · · In−1 = I1 ∩ · · · ∩ In−1. ÊáôÜ ôï (b) ôïý
ëÞììáôïò 1.4.7 ôá J êáé In åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò, ïðüôå

I1 · · · In = JIn = J ∩ In = I1 ∩ · · · ∩ In−1 ∩ In.
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(b) Áò õðïèÝôïõìå üôé ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé áò èåùñÞóïõìå j, k ∈ {1, . . . , n},
j 6= k. Ãéá ôï óôïé·åßï (I1, ..., 1R + Ij , ..., In) (üðïõ ôï 1R âñßóêåôáé óôçí j-ïóôÞ èÝóç)
õðÜñ·åé r ∈ R, ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé

f(r) = (I1, ..., 1R + Ij , ..., In) =⇒ 1R − r ∈ Ij , r ∈ Ik

=⇒ (1R − r) + r = 1R ∈ Ij + Ik =⇒ Ij + Ik = R,

ïðüôå ôá Ij , Ik åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò. Åí óõíå·åßá, áò õðïèÝóïõìå, áíôéóôñüöùò, üôé
ôá I1, . . . , In åßíáé áíÜ æåýãç ðñþôá ìåôáîý ôïõò. Èá äåßîïõìå üôé ç f åßíáé åðéññéðôéêÞ.
Ðáñáôçñïýìå üôé ç åéêüíá ïéïõäÞðïôå r ∈ R ìÝóù ôïý f ãñÜöåôáé ùò

f(r) = (π1 (r) , .., πn(r)) ,

üðïõ πj : R −→ R/Ij ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. ¸óôù ôõ·üí
óôïé·åßï (y1, . . . , yn) ∈

Ln
j=1(R/Ij). Ôüôå õðÜñ·åé xj ∈ R, ôÝôïéï þóôå πj(xj) = yj ãéá

êÜèå j ∈ {1, . . . , n}. ÅðéðñïóèÝôùò,

R = Ij +
\

1≤k≤n, k 6=j
Ik, ∀j ∈ {1, . . . , n}. (1.3)

ÐñÜãìáôé° ãéá n = 2 ç (1.3) åßíáé ðñïöáíþò áëçèÞò. ÕðïèÝôïõìå üôé åßíáé áëçèÞò êáé
ãéá êÜðïéïí n = l ≥ 2 êáé åîåôÜæïõìå ôçí ðåñßðôùóç üðïõ n = l + 1. ÅðåéäÞ ï R åßíáé
äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï, Ý·ïõìå ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , l+ 1}

R = RR =

⎛⎝Ij +
\

1≤k≤l, k 6=j
Ik

⎞⎠ (Ij + Il+1) ⊆ Ij +
\

1≤k≤l+1, k 6=j
Ik,

ìå ôç äåýôåñç éóüôçôá éó·ýïõóá ëüãù ôçò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåùò êáé ôçí åðáêüëïõèç
åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç áðïññÝïõóá áðü ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.4.5. ÅðåéäÞ üìùò ôï äåîéü
ìÝëïò åìðåñéÝ·åôáé óôïí R, ç (1.3) éó·ýåé êáé ãéá n = l+1. ¢ñá ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , n}⎡⎣(∃ uj ∈ Ij) êáé (∃ vj ∈

\
1≤k≤n, k 6=j

Ik) : uj + vj = 1R

⎤⎦ .
Ùò åê ôïýôïõ, vj − 1R ∈ Ij êáé vj ∈ Ik,∀k ∈ {1, . . . , n}r{j}, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

πk (vj) = vj + Ik =

½
1R + Ik, üôáí k = j,

Ik, üôáí k 6= j.

Óõíåðþò,

f

Ã
nP
j=1

xjvj

!
=

Ã
π1(

nP
j=1

xjvj), . . . , πn(
nP
j=1

xjvj)

!
= (π1(x1), . . . , πn(xn)) = (y1, . . . , yn),
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êáé ç f åßíáé üíôùò åðéññéðôéêÞ.

(c) Ðñïöáíþò, Ker(f) =
nT
j=1

Ij .

(d) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé áíÜ æåýãç ðñþôá ìåôáîý ôïõò, ôüôå, óýìöùíá ìå ôï (b), ï f

åßíáé åðéìïñöéóìüò. Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß ôï 1.1.10 êáé ôï (a). ¤

1.4.9 Ïñéóìüò. ¸óôùüôé ïR åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J äõï éäåþäç ôïõ. Ùòðçëßêï
I : J ôïý I äéÜ ôïý J ïñßæåôáé ôï óýíïëï

I : J := {r ∈ R | ra ∈ I ãéá êÜèå a ∈ J } = {r ∈ R | rJ ⊆ I }

Ðñïöáíþò, ôï I : J áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R.

Ïé «ðñÜîåéò» ðïõ ïñßóáìå åðß ôùí éäåùäþí äáêôõëßùí, åöáñìïæüìåíåò óôïí äáêôýëéï
Z, óõìðåñéöÝñïíôáé ùò áêïëïýèùò:

1.4.10 Ðüñéóìá. ÅÜí hmi êáé hni åßíáé äõï ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z ôùí
áêåñáßùí, üðïõm,n ∈ Zr{0}, ôüôå éó·ýïõí ôá åîÞò :
(a) hmi ∩ hni = håêð(m,n)i ,
(b) hmi+ hni = hìêä(m,n)i ,
(c) hmi hni = hmni ,
(d) hmi : hni =

D
m

ìêä(m,n)

E
.

1.4.11 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé I1, I2, I3 ôñßá éäåþäç ôïõ. Ôüôå
éó·ýïõí ôá åîÞò :

(a) (I1 : I3) + (I2 : I3) ⊆ (I1 + I2) : I3,

(b) I1 : (I2 + I3) = (I1 : I2) ∩ (I1 : I3) , (I1 ∩ I2) : I3 = (I1 : I3) ∩ (I2 : I3) ,
(c) (I1 : I2) I2 ⊆ I1, I1 ⊆ ((I1 I2) : I2) ,
(d) (I1 : I2) : I3 = I1 : (I2 I3) = (I1 : I3) : I2.

Ôï åðüìåíï èåþñçìá ðåñéãñÜöåé ôï ðþò óõìðåñéöÝñïíôáé ôá óõó·åôéêÜ áëãåâñéêÜ óý-
íïëá ôá äçìéïõñãïýìåíá áðü ôá I+J, IJ êáé I : J, üðïõ I, J éäåþäç ôïý ðïëõùíõìéêïý
äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn].

1.4.12 Èåþñçìá. ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå éó·ýïõí ôá áêüëïõèá 8:

(a)V(I + J) =V(I) ∩V(J).
(b)V(IJ) = V(I) ∪V(J).
(c)V(I : J) ⊇ clTZar (V(I)rV(J)) .
8Ãåíéêüôåñá, åßíáé åýêïëï íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò: (a) ÅÜí ç (Iλ)λ∈Λ åßíáé ìéá ìç êåíÞ ïéêïãÝíåéá éäåþäþí ôïý
k[X1, . . . ,Xn], ôüôå V(

P
λ∈Λ Iλ) =

T
λ∈ΛV(Iλ). (b) ÅÜí ôá I1, . . . , Iκ åßíáé éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå

V(I1 · · · Iκ) =V(I1) ∪ · · · ∪V(Iκ).
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Áðüäåéîç. (a) Ôïýôï Ýðåôáé áðü ôï (2) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3 êáé ü,ôé ðñïáíáöÝñáìå óôï
(a) ôÞò óçìåéþóåùò 1.4.2.

(b) ÐñïöáíÝò ëüãù ôïý (4) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.2.3.

(c) ÊáôÜ ôï (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-1-34, I : J ⊆ I(V(I)rV(J)). ÅîÜëëïõ, áðü ôï (3) ôÞò
ðñïôÜóåùò 1.2.3 Ýðåôáé üôé

V(I : J) ⊇ V(I(V(I)rV(J))).

Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß ç ðñüôáóç 1.3.4. ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-22. Íá áðïäåé·èïýí ïé ðñïôÜóåéò 1.4.3, 1.4.4, 1.4.5 êáé 1.4.11.

A-1-23. Íá áðïäåé·èåß ôï ðüñéóìá 1.4.10.

A-1-24. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõ-
ëßïõ R íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

(I1 · · · In)κ = Iκ1 · · · Iκn , ∀κ ∈ N.

A-1-25. ¸óôù üôé ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R. ÅÜí ôá I, J åßíáé ìåôáîý
ôïõò ðñþôá, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ôá Im, Jn åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá ãéá ïéïõóäÞðïôå
m,n ∈ N.

A-1-26. ¸óôù n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2. ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõ-
ëßïõ R êáé åÜí ôá Ii êáé Ji :=

T
{Ij | j ∈ {1, . . . , n}r{i}} åßíáé ðñþôá ìåôáîý ôïõò ãéá

êÜèå i ∈ {1, . . . , n}, íá áðïäåé·èïýí ïé éóüôçôåò

Iκ1 ∩ · · · ∩ Iκn = (I1 · · · In)
κ
= (I1 ∩ · · · ∩ In)κ , ∀κ ∈ N.

A-1-27. ¸óôù üôé ïR åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I1, I2, I3 ôñßá éäåþäç ôïõ. Íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) I1 ⊆ I2 =⇒ I1 : I3 ⊆ I2 : I3 êáé I3 : I1 ⊇ I3 : I2,

(b) I2 ⊆ I1 ⇐⇒ I1 : I2 = R,

(c) I1 : In+12 = (I1 : I
n
2 ) : I2 = (I1 : I2) : I

n
2 , ∀n ∈ N, êáé

(d) I1 : I2 = I1 : (I1 + I2) .

A-1-28. ¸óôù üôé ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R. Íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

(a) In ⊆ J, ãéá êÜðïéïí n ∈ N =⇒ Rad(I) ⊆ Rad(J) ,

(b) Rad(Rad(I)) = Rad(I) ,
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(c) Rad
¡
Ik
¢
= Rad(I) ,∀k ∈ N,

(d) Rad(I)+ Rad(J) ⊆ Rad(Rad(I)+ Rad(J)) = Rad(I + J) ,

(e) Rad(I)∩ Rad(J) = Rad(I ∩ J) = Rad(I J) ,

(f) Rad(I)Rad(J) ⊆ Rad(I J) = Rad(Rad(I)Rad(J)),

(g) Rad(I) : Rad(J) ⊇ Rad(I : J) .

(h) ÅÜí ï π : R −→ R/I åßíáé ï öõóéêüò åðéìïñöéóìüò, ôüôå Rad(I) = π−1(Nil(R/I)).

A-1-29. ¸óôù üôé ôá I, J åßíáé äõï éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R. ÅÜí ôï I åßíáé ðåðåñáóìÝ-
íùò ðáñáãüìåíï êáé I ⊆ Rad(J), íá áðïäåé·èåß üôé In ⊆ J ãéá êÜðïéïí n ∈ N.

A-1-30. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ãéá êÜèå éäåþäåò I ôïý R

ïñßæåôáé ç åðÝêôáóç ôïý I ìÝóù ôïý f ùò ôï éäåþäåò

Iext(f) := f(I)R0

ôï ðáñáãüìåíï áðü ôï f(I) åíôüò ôïý R0. ÅÜí ôá I1, I2, I åßíáé éäåþäç ôïý R, íá áðïäåé-
·èåß ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí éäéïôÞôùí:

(a) Iext(f)1 + I
ext(f)
2 = (I1 + I2)

ext(f),

(b) Iext(f)1 I
ext(f)
2 = (I1I2)

ext(f),

(c) (I1 ∩ I2)ext(f) ⊆ I
ext(f)
1 ∩ Iext(f)2 (ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí ï f åßíáé

åðéìïñöéóìüò êáé åßôå Ker(f) ⊆ I1 åßôå Ker(f) ⊆ I2),

(d) (I1 : I2)ext(f) ⊆ I
ext(f)
1 : I

ext(f)
2

(ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé Ker(f) ⊆ I1),

(e) Rad(I)ext(f) ⊆ Rad
¡
Iext(f)

¢
(ìå ôç ó·Ýóç áõôÞ éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé Ker(f) ⊆ I).

A-1-31. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí. Ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý R0

ïñßæåôáé ç óõóôïëÞ ôïý J ìÝóù ôïý f ùò ôï éäåþäåò

Jcon(f) := f−1(J)

ôïý R. ÅÜí ôá J1, J2, J åßíáé éäåþäç ôïý R0, íá áðïäåé·èåß ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí éäéï-
ôÞôùí:

(a) Jcon(f)
1 + J

con(f)
2 ⊆ (J1 + J2)

con(f) (ùò éóüôçôá üôáí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò),

(b) (J1J2)
con(f) ⊇ J

con(f)
1 J

con(f)
2

(éó·ýïõóá ùò éóüôçôá üôáí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò êáé Ker(f) ⊆ J
con(f)
1 J

con(f)
2 ),

(c) (J1 ∩ J2)con(f) = J
con(f)
1 ∩ Jcon(f)

2 ,

(d) (J1 : J2)
con(f) ⊆ J

con(f)
1 : J

con(f)
2 (ùò éóüôçôá üôáí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò),

(e) Rad(J)con(f) = Rad
¡
Jcon(f)

¢
.
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A-1-32. ¸óôù f : R −→ R0 Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ýóôù IR (êáé áíôéóôïß·ùò,
IR0) ç óõëëïãÞ üëùí ôùí éäåùäþí ôïý äáêôõëßïõR (êáé áíôéóôïß·ùò ôïý äáêôõëßïõR0).
Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) I ⊆ (Iext(f))con(f), ∀I ∈ IR,
(b) (Jcon(f))ext(f) ⊆ J, ∀J ∈ IR0 ,

(c) Iext(f) = ((Iext(f))con(f))ext(f), ∀I ∈ IR,
(d) ((Jcon(f))ext(f))con(f) = Jcon(f), ∀J ∈ IR0 ,

(e) ÅÜí CR(f) :=
©
Jcon(f)

¯̄
J ∈ IR0

ª
êáé ER0(f) :=

©
Iext(f)

¯̄
I ∈ IR

ª
, ôüôå ïé áðåéêïíßóåéò

CR(f) 3 I 7−→ Iext(f) ∈ ER0(f), ER0(f) 3 J 7−→ Jcon(f) ∈ CR(f),

åßíáé áìöéññéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò.

(f) ÅÜí ï f åßíáé åðéìïñöéóìüò, ôüôå CR(f) = {I ∈ IR| I ⊇ Ker(f)} , ER0(f) = IR0 , êáé
ïé áðåéêïíßóåéò

CR(f) 3 I 7−→ f(I) ∈ ER0(f), ER0(f) 3 J 7−→ f−1(J) ∈ CR(f),

åßíáé áìöéññéðôéêÝò êáé ç ìßá áíôßóôñïöïò ôÞò Üëëçò.

A-1-33. ÅÜí ôá V,W åßíáé ïéáäÞðïôå õðïóýíïëá ôïý Ank, íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

I(V ) + I(W ) ⊆ I(V ∩W ), I(V )I(W ) ⊆ I(V ) ∩ I(W ) ⊆ I(V ∪W ).

A-1-34. (a) ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn], íá áðïäåé·èåß üôé

I : J ⊆ I(V(I)rV(J)).

(b) ÅÜí ôá V,W åßíáé áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý Ank, íá áðïäåé·èåß ç éóüôçôá

I(V ) : I(W ) = I(VrW ).

A-1-35. ¸óôù d ∈ N. Ïñßæïíôáò ùò

Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])≤d, Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])d

ôá óýíïëá ôùí ìïíùíýìùí ôïýk[X1, . . . ,Xn] ðïõ Ý·ïõí âáèìü≤ d êáé= d, áíôéóôïß·ùò,
íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ïé ðëçèéêïß áñéèìïß ôùí åí ëüãù óõíüëùí åßíáé ïé

(Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])≤d) =
µ
n+ d

n

¶
, (Ìïí(k [X1, . . . ,Xn])d) =

µ
n− 1 + d

n− 1

¶
.

(b) ÅÜí I := hX1, . . . ,Xni ⊂ k[X1, . . . ,Xn], íá áðïäåé·èåß üôé ï ðçëéêïäáêôýëéïò
k[X1, . . . ,Xn]/I

d, éäùìÝíïò ùò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò õðåñÜíù ôïý óþìáôïò k, Ý·åé äéÜ-
óôáóç

dimk(k[X1, . . . ,Xn]/I
d) =

µ
n− 1 + d

n

¶
.



38 óõó·åôéêá áëãåâñéêá óõíïëá

1.5 Ôï Èåþñçìá ÂÜóåùò ôïý Hilbert

Ðáñüôé Ý·ïõìå åðéôñÝøåé óå Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï íá ïñßæåôáé ìÝóù ïéïõäÞðïôå óõ-
íüëïõ ðïëõùíýìùí, óôçí ðñáãìáôéêüôçôá, ðñïò ôïýôï åßíáé áñêåôÞ ç èåþñçóç åíüò
ðåðåñáóìÝíïõ óõíüëïõ ðïëõùíýìùí.

1.5.1 Ðñüôáóç. ¸óôù k Ýíá óþìá êáéAnk ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïõ õðåñÜíù áõ-
ôïý. Ôüôå êÜèå áëãåâñéêü óýíïëï∅ 6= X ⊆ Ank ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ôïìÞ ôùí ìåëþí ìéáò
ïéêïãåíåßáò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò õðåñåðéöáíåéþí.

Áðüäåéîç. ÅÜí ôï ∅ 6= X ⊆ Ank åßíáé Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï, ôüôå èá õðÜñ·åé ìéá
ïéêïãÝíåéá ðïëõùíýìùí S ⊆ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåéX = V(S). Óýìöùíá
ìå ôçí ðñüôáóç 1.2.3 (1),X = V(S) = V(I) ãéá êÜðïéï éäåþäåò I ôïý k[X1, . . . ,Xn]. Ãéá
íá áðïäåßîïõìå ôçí ðñïêåéìÝíç ðñüôáóç åßíáé áñêåôü íá äåßîïõìå üôé ôï I áõôü åßíáé
ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï, Þôïé üôé õðÜñ·ïõí F1, . . . , Fr ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá þóôå
I = hF1, . . . , Fri , ïðüôå èá Ý·ïõìå

X = V(S) = V(I) = V(F1) ∩ · · · ∩V(Fr).

Áõôü èá áðïäåé·èåß ðáñáêÜôù óôï ðüñéóìá 1.5.7. ¤

Êáô' áñ·Üò èá ·ñåéáóèïýìå ïñéóìÝíåò åðéðñüóèåôåò áëãåâñéêÝò Ýííïéåò.

1.5.2 Ïñéóìüò. ¸íáò äáêôýëéïò R êáëåßôáé äáêôýëéïò (ôÞò) Noether Þ íáéôåñéáíüò äá-
êôýëéïò9 üôáí êÜèå éäåþäåò ôïõ åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï.

Ðñïöáíþò, ôá óþìáôá êáé ïé Ð.Ê.É. (ðåñéï·Ýò êõñßùí éäåùäþí) áðïôåëïýí ðáñáäåßã-
ìáôá íáéôåñéáíþí äáêôõëßùí.

1.5.3 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. Ôüôå ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(a) Ï R åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò.

(b)ÏR ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áõîïõóþí áëõóßäùí ãéá éäåþäç, äçëáäÞ êÜèå áêïëïõèßá
éäåùäþí ôïý R :

I1 ⊆ I2 ⊆ I3 ⊆ · · · ⊆ Im ⊆ Im+1 ⊆ · · · (1.4)

åßíáé óôÜóéìç (Þôïé õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N : Ik = Ik+1 = Ik+2 = · · · )
(c) ÊÜèå ìç êåíÞ óõëëïãÞ J éäåùäþí ôïý R ðåñéÝ·åé Ýíá ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò
ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç ), äçëáäÞ õðÜñ·åé Ýíá éäåþäåò I ∈ J , ôï ïðïßï äåí ðåñéÝ·åôáé óå
êáíÝíá Üëëï éäåþäåò ôÞò J .
9Ðñïò ôéìÞí ôÞò Emmy Noether (1882-1935), ç ïðïßá ìåëÝôçóå (ðåñß ôç äåêáåôßá ôïý 1920) ôéò éäéüôçôåò ôùí áëõóßäùí éäåù-
äþí êáé êáôÝäåéîå ôç èåùñçôéêÞ óçìáóßá ôïõò.
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Áðüäåéîç. (a)=⇒ (b) Ãéá êÜèå áëõóßäá éäåùäþí (1.4) äåß·íïõìå åýêïëá üôé ôï óýíïëï

I =
∞S

m=1
Im åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïýR. Óýìöùíá ìå ôçí õðüèåóÞ ìáò, èá åßíáé ðåðåñáóìÝ-

íùò ðáñáãüìåíï° åðïìÝíùò, èá õðÜñ·ïõí a1, . . . , ar ∈ R, ôÝôïéá þóôå I = ha1, . . . , ari .
Ãéá áñêïýíôùò ìåãÜëï m, èá Ý·ïõìå ai ∈ Im, ãéá üëá ôá i, 1 ≤ i ≤ r, áð' üðïõ Ýðåôáé üôé

Im = Im+1 = Im+2 = · · ·

(b) =⇒ (c) ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé ìéá ìç êåíÞ óõëëïãÞ J éäåùäþí ôïý R ·ùñßò
ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç), ôüôå ãéá ôõ·üí éäåþäåò I1 ∈ J , èá
õðÜñ·åé Ýíá I2 ∈ J , ôÝôïéï þóôå I1 $ I2.¸ôóé, åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá äéáäéêáóßá,
êáôáóêåõÜæïõìå ìéá ìç óôÜóéìç áëõóßäá éäåùäþí I1 $ I2 $ I3 $ · · · ôïý R, ðñÜãìá
ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò.

(c) =⇒ (b) ÐñïöáíÝò.

(b) =⇒ (a) Áò õðïèÝóïõìå üôé õðÜñ·åé Ýíá éäåþäåò I ôïý R, ôï ïðïßï äåí åßíáé ðåðåñá-
óìÝíùò ðáñáãüìåíï, êáé üôé a1, . . . , ar ∈ I. Ôüôå ha1, . . . , ari $ I. Óõíåðþò õðÜñ·åé Ýíá
ar+1 ∈ I : ar+1 /∈ ha1, . . . , ari . Ç áýîïõóá áëõóßäá éäåùäþí ôïý R :

ha1i $ ha1, a2i $ ha1, a2, a3i $ · · ·

åßíáé ðñïöáíþò ìç óôÜóéìç. ¤

1.5.4 Èåþñçìá. (Èåþñçìá ÂÜóåùò ôïý Hilbert) Ãéá êÜèå íáéôåñéáíü äáêôýëéïR, ï ðï-
ëõùíõìéêüò äáêôýëéïò R[X] åßíáé íáéôåñéáíüò.

Áðüäåéîç. Èá äåßîïõìå ðùò åÜí ï R[X] äåí åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò, ôüôå êáé ï
ßäéïò ï R äåí åßíáé íáéôåñéáíüò. ¸óôù ëïéðüí I Ýíá éäåþäåò ôïý R[X] ìç ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíï. Ôüôå, åÜí

F1 ∈ I, ìå deg(F1) = min {deg(F ) : F ∈ I} ,

ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå äéáäï·éêþò ðïëõþíõìá:

Fk+1 ∈ Ir hF1, . . . , Fki , ìå deg(Fk+1) = min {deg(F ) : F ∈ Ir hF1, . . . , Fki} ,

ãéá k = 1, 2, 3, . . . , êáé íá èÝóïõìå nk := deg (Fk) , R 3 ak := óõíôåëåóôÞò ôïý ìåãéóôï-
âáèìßïõ üñïõ ôïý Fk. Êáô' áõôüí ôïí ôñüðï ôïý ïñéóìïý ôùí F1, F2, . . . äéáóöáëßæåôáé
áö' åíüò ìåí ç éó·ýò ôùí áíéóïúóïôÞôùí

n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nk ≤ nk+1 ≤ · · · ,

áö' åôÝñïõ äå ç éó·ýò ôùí áêïëïýèùí åãêëåéóôéêþí ó·Ýóåùí

ha1i ⊆ ha1, a2i ⊆ ha1, a2, a3i ⊆ · · · ⊆ ha1, . . . , aki ⊆ ha1, . . . , ak, ak+1i ⊆ · · ·
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Èá äåßîïõìå üôé áõôÞ ç áýîïõóá áëõóßäá éäåùäþí ôïý R äåí åßíáé óôÜóéìç. ÐñÜãìáôé°
åÜí ãéá êÜðïéïí öõóéêü áñéèìü k åß·áìå

ha1, . . . , aki = ha1, . . . , ak, ak+1i ,

ôüôå ôï ak+1 èá åãñÜöåôï ùò

ak+1 =
kX
i=1

biai, (bi ∈ R, ∀i, 1 ≤ i ≤ k) ,

ïðüôå ôï ðïëõþíõìï

Ir hF1, . . . , Fki 3 G := Fk+1 −
kX
i=1

bi X
nk+1−ni Fi

= (ak+1X
nk+1 + · · · )−

kX
i=1

bi X
nk+1−ni (aiX

ni + · · · )

èá åß·å âáèìü deg (G) < deg (Fk+1) , ðñÜãìá Üôïðï âÜóåé ôÞò åðéëïãÞò ôïý Fk+1. ÊáôÜ
óõíÝðåéáí, ç åí ëüãù áëõóßäá éäåùäþí äåí åßíáé óôÜóéìç, ïðüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñü-
ôáóç 1.5.3, o R äåí åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò. ¤

1.5.5 Óçìåßùóç. Ç áíùôÝñù óýíôïìç êáé ðïëý êïìøÞ áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò âÜ-
óåùò ôïý Hilbert ïöåßëåôáé óôç ìáèçìáôéêü H. Sarges (Ein Beweis des Hilbertschen
Basissatzes, J. reine ang. Math. 283/284 (1976), 436-437.)

1.5.6 Ðüñéóìá. Ãéá êÜèå íáéôåñéáíü äáêôýëéï R, ï äáêôýëéïò R[X1, . . . ,Xn] åßíáé íáéôå-
ñéáíüò.

Áðüäåéîç. ÅðåéäÞ ï R[X1, . . . ,Xn] åßíáé éóüìïñöïò ôïý R[X1, . . . ,Xn−1][Xn], ç áðü-
äåéîç Ýðåôáé åðáãùãéêþò (åðß ôïý n) âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 1.5.4. ¤

1.5.7 Ðüñéóìá. Ï k[X1, . . . ,Xn] åßíáé íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò ãéá êÜèå óþìá k.

¢óêçóç

A-1-36. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R êáé Ýóôù π : R −→ R/I ï öõóéêüò
åðéìïñöéóìüò. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ãéá êÜèå éäåþäåò J 0 ôïý R/I, ôï π−1 (J 0) = J åßíáé Ýíá éäåþäåò ôïý R, ôï ïðïßï
ðåñéÝ·åé ôï I, åíþ ãéá êÜèå éäåþäåò J ôïý R, ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï I, ôï π(J) = J 0
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áðïôåëåß Ýíá éäåþäåò ôïý R/I.ÌÝóù ôÞò áíôéóôïé·ßáò

{éäåþäç ôïý R/I} 3 J 0 ←→ J ∈
½

éäåþäç ôïý R

ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí ôï I

¾
ïñßæåôáé ìéá áìößññéøç. (Õðüäåéîç : Âë. Üóêçóç Á-1-32 (f)).

(b) Ôï J 0 åßíáé Ýíá ñéæéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, ðñþôï/ìåãéóôïôéêü) éäåþäåò åÜí êáé ìüíïí
åÜí ôï J åßíáé ñéæéêü (êáé áíôéóôïß·ùò, ðñþôï/ìåãéóôïôéêü).

(c) ÅÜí ôï J åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï, ôüôå êáé ôï J 0 åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñá-
ãüìåíï. Åî áõôïý íá óõíá·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå íáéôåñéáíü äáêôýëéï R ï ðçëéêïäá-
êôýëéïòR/I åßíáé íáéôåñéáíüò. ÅðïìÝíùò, êÜèå äáêôýëéïò ôÞò ìïñöÞò k[X1, . . . ,Xn] / I,
üðïõ k óþìá, åßíáé íáéôåñéáíüò.

1.6 ÁíÜãùãåò Óõíéóôþóåò Áëãåâñéêþí Óõíüëùí

1.6.1 Ïñéóìüò. ¸óôù X Ýíá ìç êåíü óýíïëï åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ôïðïëïãßá T . ¸íá
ìç êåíü õðïóýíïëï Y ⊆ X êáëåßôáé áíÜãùãï üôáí äåí ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Ýíùóç
Y = Y1∪Y2 äõï ãíçóßùí õðïóõíüëùí Y1, Y2 ôïý Y, êáèÝíá ôùí ïðïßùí åßíáé êëåéóôü ùò
ðñïò ôçí åðáãïìÝíç ôïðïëïãßá T |Y åðß ôïý Y. (Óýìâáóç : Ðñïóï·Þ! Ôï êåíü óýíïëï
äåí èá ëïãßæåôáé ùò áíÜãùãï!)

1.6.2 Ðñüôáóç. ¸óôù X Ýíá ìç êåíü óýíïëï åöïäéáóìÝíï ìå ìéá ôïðïëïãßá T . Ôüôå ãéá
Ýíá ìç êåíü õðïóýíïëï Y ⊆ X ïé áêüëïõèåò óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(a) Ôï Y åßíáé áíÜãùãï õðïóýíïëï ôïý X.

(b) ÅÜí Y = Y1 ∪ Y2, üðïõ ôá Y1, Y2 åßíáé êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïý Y (ùò ðñïò ôçí T |Y ),
ôüôå åßôå Y = Y1 åßôå Y = Y2.

(c) Ãéá äõï ôõ·üíôá ìç êåíÜ, áíïéêôÜ õðïóýíïëá U1, U2 ôïý Y (ùò ðñïò ôçí T |Y ) Ý·ïõìå
U1 ∩ U2 6= ∅.
(d) ÊÜèå áíïéêôü óýíïëï ∅ 6= U ⊆ Y (ùò ðñïò ôçí T |Y ) åßíáé ðõêíü óôï Y, äçëáäÞ
clT |Y (U) = Y.

1.6.3 Óçìåßùóç. ÊÜèå áíÜãùãïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò åßíáé ðñïöáíþò óõíåêôéêüò, áëëÜ
ôï áíôßóôñïöï äåí åßíáé ðÜíôïôå áëçèÝò. Åðß ðáñáäåßãìáôé, ç ðñáãìáôéêÞ åõèåßá R ìå
ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá åßíáé óõíåêôéêÞ, ìç áíÜãùãç. (Ôá ìüíá áíÜãùãá õðïóýíïëÜ ôçò
åßíáé ôá ìïíïóýíïëá.)

1.6.4 Ðüñéóìá. ÅÜí ïX åßíáé Ýíáò áíÜãùãïò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ôüôå êÜèå ìçêåíü, áíïé-
êôü õðïóýíïëï Y ôïýX åßíáé áíÜãùãï.
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Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï Y ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç Y = Y1 ∪ Y2 äõï êëåéóôþí
õðïóõíüëùí Y1, Y2 ôïý Y.Ôüôå õðÜñ·ïõí êëåéóôÜ õðïóýíïëáZ1, Z2 ôïýX, ôÝôïéá þóôå
íá éó·ýïõí ïé éóüôçôåò Y1 = Y ∩ Z1 êáé Y2 = Y ∩ Z2. ÊáôÜ óõíÝðåéáí,

X = (XrY ) ∪ Y = (XrY ) ∪ (Y ∩ Z1) ∪ (Y ∩ Z2)

⇒ X = ((XrY ) ∪ Z1) ∪ ((XrY ) ∪ Z2) ,

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé åßôåZ1 = Y åßôåZ2 = Y (âë. 1.6.2 (b)). ¢ñá åßôå Y = Y1 åßôå Y = Y2.

Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß åê íÝïõ ôï (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.6.2 ãéá íá áðïäåé·èåß üôé
ôï Y åßíáé üíôùò áíÜãùãï. ¤

1.6.5 Ðüñéóìá. Ç êëåéóôÞ èÞêç clT (Y ) ïéïõäÞðïôå áíáãþãïõ õðïóõíüëïõ Y åíüò (ìç
êåíïý ) ôïðïëïãéêïý ·þñïõ (X, T ) åßíáé áíÜãùãç.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï clT (Y ) ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç clT (Y ) = Z1 ∪ Z2 äõï
êëåéóôþí õðïóõíüëùí Z1, Z2 ôïýX. Ôüôå (ëüãù ôïý (d) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.6.2)

Y = clT |Y (Y ) = Y ∩ clT (Y ) = (Y ∩ Z1) ∪ (Y ∩ Z2) ,

ïðüôå åßôå Y = Y ∩ Z1 åßôå Y = Y ∩ Z2 (âë. 1.6.2 (b)). Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç,

Y ⊆ Z1 ⇒ clT (Y ) ⊆ clT (Z1) = Z1.

¼ìùò åî õðïèÝóåùò, Z1 ⊆ clT (Y ). ¢ñá clT (Y ) = Z1. Áíáëüãùò äåß·íïõìå ôçí éóüôçôá
clT (Y ) = Z2 óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç. Áñêåß ëïéðüí íá åöáñìïóèåß åê íÝïõ ôï (b) ôÞò
ðñïôÜóåùò 1.6.2 ãéá íá áðïäåé·èåß üôé ôï clT (Y ) åßíáé üíôùò áíÜãùãï. ¤

1.6.6 Ðüñéóìá. ¸óôù ϕ : X −→ X 0 ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç ìåôáîý äõï ôïðïëïãéêþí
·þñùíX,X 0. ÅÜí ôï Y åßíáé Ýíá áíÜãùãï õðïóýíïëï ôïýX, ôüôå ç åéêüíá Y 0 = ϕ(Y ) ôïý
Y ìÝóù ôÞò ϕ åßíáé Ýíá áíÜãùãï õðïóýíïëï ôïý X 0.

Áðüäåéîç. Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï Y 0 ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç Y 0 = Z1 ∪ Z2 äõï êëåéóôþí
õðïóõíüëùí Z1, Z2 ôïý Y 0. Ôüôå

Y = ϕ−1 (ϕ(Y )) = ϕ−1 (Y 0) = ϕ−1 (Z1 ∪ Z2) = ϕ−1 (Z1) ∪ ϕ−1 (Z2) .

ÅðåéäÞ ç ϕ õðåôÝèç óõíå·Þò, ôá ϕ−1 (Z1) , ϕ
−1 (Z2) ⊆ Y åßíáé êëåéóôÜ, ïðüôå åßôå

Y = ϕ−1 (Z1) åßôå Y = ϕ−1 (Z2) . ÅðïìÝíùò, åßôå Y 0 = ϕ(ϕ−1 (Z1)) = Z1 åßôå
Y 0 = ϕ(ϕ−1 (Z2)) = Z2, êÜôé ðïõ óçìáßíåé üôé ôï Y 0 åßíáé áíÜãùãï õðïóýíïëï ôïý
X 0 (âÜóåé ôïý (b) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.6.2). ¤

1.6.7 Ðñüôáóç. ¸óôù Ank ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïò õðåñÜíù åíüò óþìáôïò k,
åöïäéáóìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Zariski TZar (âë. 1.2.4). Ôüôå Ýíá óõó·åôéêü áëãåâñéêü
óýíïëï V ⊆ Ank åßíáé áíÜãùãï åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï éäåþäåò ôïõ I(V ) åßíáé ðñþôï.
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Áðüäåéîç. ÅÜí ôï I(V ) äåí åßíáé ðñþôï, ôüôå õðÜñ·ïõí F1, F2 ∈ k[X1, . . . ,Xn], ôÝôïéá
þóôå F1F2 ∈ I(V ) åíþ F1 /∈ I(V ), F2 /∈ I(V ). ÅðïìÝíùò,

V = (V ∩V (F1)) ∪ (V ∩V (F2)) , V ∩V (F1) $ V, V ∩V (F2) $ V,

äçëáäÞ ôï V èá åßíáé ìç áíÜãùãï. Êáé áíôéóôñüöùò° åÜí ôï I(V ) åßíáé ðñþôï êáé õðï-
èÝóïõìå üôé V = V1∪V2, üðïõ ôá V1, V2 åßíáé áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïýAnk ìå V1 $ V,

V2 $ V , ôüôå, óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.3.1 (1) êáé ôçí Üóêçóç Á-1-16 Ý·ïõìå

I(V ) $ I(V1), I(V ) $ I(V2).

¸óôù F ∈ I(V1)rI(V ) êáé Ýóôù G ∈ I(V2). ÅðåéäÞ V = V1 ∪ V2, ôï ãéíüìåíï FG ìç-
äåíßæåôáé óå êÜèå óçìåßï ôïý V, êé åðïìÝíùò FG ∈ I(V ). ÁëëÜ ôï I(V ) åßíáé ðñþôï
éäåþäåò, ïðüôå åßôå F ∈ I(V ) åßôå G ∈ I(V ). Áöïý F ∈ I(V1)rI(V ), Ý·ïõìå áíáãêáóôé-
êþò G ∈ I(V ). ¢ñá, êáé ðÜëé êáôÜ ôçí Üóêçóç Á-1-16, I(V ) = I(V2)⇒ V = V2, ðñÜãìá
Üôïðï. ¤

1.6.8 Ïñéóìüò. ¸íáò ìç êåíüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò (X, T ) êáëåßôáé íáéôåñéáíüò ·þñïò
üôáí ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí öèéíïõóþí áëõóßäùí ãéá êëåéóôÜ õðïóýíïëá, äçëáäÞ üôáí
êÜèå áêïëïõèßá êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïýX:

Y1 ⊇ Y2 ⊇ Y3 ⊇ · · · ⊇ Ym ⊇ Ym+1 ⊇ · · · (1.5)

åßíáé óôÜóéìç (Þôïé õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N : Yk = Yk+1 = Yk+2 = · · · ).

1.6.9 ËÞììá. Ãéá Ýíáí ìç êåíü ôïðïëïãéêü ·þñï (X, T ) ïé êÜôùèé óõíèÞêåò åßíáé éóïäý-
íáìåò :

(a) Ï (X,T ) åßíáé íáéôåñéáíüò ·þñïò.
(b) ÊÜèå áêïëïõèßá áíïéêôþí õðïóõíüëùí ôïýX:

U1 ⊆ U2 ⊆ U3 ⊆ · · · ⊆ Um ⊆ Um+1 ⊆ · · · (1.6)

åßíáé óôÜóéìç (Þôïé õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N : Uk = Uk+1 = Uk+2 = · · · ).
(c) ÊÜèå ìç êåíÞ óõëëïãÞ Y êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïýX ðåñéÝ·åé Ýíá åëá·éóôïôéêü óôïé-
·åßï (ùò ðñïò ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç ), äçëáäÞ õðÜñ·åé Ýíá óôïé·åßï Y ∈ Y, ôï ïðïßï äåí
ðåñéÝ·åé êáíÝíá Üëëï óôïé·åßï ôÞò Y.

Áðüäåéîç. Ç éóïäõíáìßá åßíáé (a)⇔(b) åßíáé åìöáíÞò, êáèüôé êáíåßò ìåôáâáßíåé áðü
ìéá áêïëïõèßá êëåéóôþí õðïóõíüëùí (1.5) ôïýX óå ìéá áêïëïõèßá áíïéêôþí õðïóõíü-
ëùí (1.6) ôïý X (êáé áíôéóôñüöùò) ýóôåñá áðü èåþñçóç ôùí óõìðëçñùìÜôùí ôùí ìå-
ëþí ôçò (ùò ðñïò ôïíX). Ç óõíåðáãùãÞ (c)⇒(a) åßíáé ðñïöáíÞò. Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò
óõíåðáãùãÞò (a)⇒(c) õðïèÝôïõìå üôé õðÜñ·åé ìéá ìç êåíÞ óõëëïãÞ Y êëåéóôþí õðïóõ-
íüëùí ôïý X ·ùñßò åëá·éóôïôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò ôçí åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç). Ãéá ôõ·üí
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Y1 ∈ Y õðÜñ·åé Ýíá Y2 ∈ Y, ôÝôïéï þóôå Y2 $ Y1. ¸ôóé, åðáíáëáìâÜíïíôáò ôçí ßäéá
äéáäéêáóßá, êáôáóêåõÜæïõìå ìéá ìç óôÜóéìç áêïëïõèßá Y1 % Y2 % Y3 % · · · êëåéóôþí
õðïóõíüëùí ôïýX, ðñÜãìá ðïõ áíôéöÜóêåé ðñïò ôçí õðüèåóÞ ìáò. ¤

1.6.10 Óçìåßùóç. Ðñïöáíþò, ôüóïí ïé áíïéêôïß üóïí êáé ïé êëåéóôïß õðü·ùñïé åíüò
íáéôåñéáíïý ôïðïëïãéêïý ·þñïõ åßíáé íáéôåñéáíïß.

1.6.11 Èåþñçìá. ¸óôù (X, T ) Ýíáò íáéôåñéáíüò ·þñïò êáé Ýóôù Y Ýíá ìç êåíü, êëåéóôü

õðïóýíïëü ôïõ. Ôüôå õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá (ìÝ·ñéò áíáäéáôÜîåùò äåéêôþí)
êëåéóôÜ áíÜãùãá õðïóýíïëá Y1, . . . , Ym ôïýX,ôÝôïéá þóôå

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Ym êáé Yi " Yj , ∀i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i 6= j.

Áðüäåéîç. ¸óôù

Y :=

⎧⎨⎩êëåéóôÜ õðïóýíïëá ∅ 6= Y ⊆ X

¯̄̄̄
¯̄ ôï Y äåí ãñÜöåôáé ùò Ýíùóç
ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò áíáãþãùí
êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïýX

⎫⎬⎭ .

Èá äåßîïõìå üôé Y = ∅. ÕðïèÝôïõìå üôé Y 6= ∅ êáé åðéëÝãïõìå Ýíá åëá·éóôïôéêü óôïé-
·åßï Y0 ôÞò óõëëïãÞò Y (âë. ëÞììá 1.6.9). Ôï Y0 ∈ Y åßíáé ìç áíÜãùãï, ïðüôå ìðïñåß
íá ãñáöåß ùò

Y0 = Y1 ∪ Y2, Y1 $ Y0, Y2 $ Y0.

Ôüôå ãéá i = 1, 2, ôá Yi äåí áíÞêïõí óôçí Y , ïðüôå ìðïñïýí íá ãñáöïýí ùò

Yi = Yi1 ∪ Yi2 ∪ · · · ∪ Yimi
,

üðïõ ôá Yij åßíáé áíÜãùãá êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïý X ãéá ôá i ∈ {1, 2} êáé ãéá üëïõò
ôïõò (õðï)äåßêôåò j ∈ {1, 2, . . . ,mi}. Ôïýôï åßíáé Üôïðï, äéüôé[

{Yij | i ∈ {1, 2}, j ∈ {1, 2, . . . ,mi}} = Y0.

¢ñá üíôùò Y = ∅, êé Ýôóé êÜèå êëåéóôü õðïóýíïëï Y ôïýX ìðïñåß íá ãñáöåß ùò Ýíùóç
áíáãþãùí êëåéóôþí õðïóõíüëùí ôïý X

Y = Y1 ∪ Y2 ∪ · · · ∪ Ym.

Ãéá íá äéáóöáëéóèåß ç éó·ýò êáé ôÞò äåýôåñçò åðéðñüóèåôçò óõíèÞêçò, äåí Ý·ïõìå ðáñÜ
íá áãíïÞóïõìå êÜèå áíÜãùãï êëåéóôü õðïóýíïëï Yκ ôïý X ãéá ôï ïðïßï Yκ ⊆ Yλ, ãéá
êÜðïéá κ, λ ∈ {1, 2, . . . ,m}, κ 6= λ. ÁðïìÝíåé ëïéðüí íá áðïäåßîïõìå ôï ìïíïóÞìáíôï
áõôÞò ôÞò áðïóõíèÝóåùò. ¸óôù

Y = Z1 ∪ Z2 ∪ · · · ∪ Zm0
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ìéá Üëëç áðïóýíèåóç ôïý Y (áõôïý ôïý åßäïõò). Ôüôå

Yi " Yj , ∀i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i 6= j,

êáé

Zμ " Zν , ∀μ, ν ∈ {1, 2, . . . ,m0}, μ 6= ν,

åíþ ãéá êÜèå κ, 1 ≤ κ ≤ m, Ý·ïõìå

Yκ =

⎛⎝ m0[
μ=1

Zμ

⎞⎠ ∩ Yκ.
¸óôù s : {1, . . . ,m} −→ {1, 2, . . . ,m0} ç áðåéêüíéóç

s(κ) := min {μ ∈ {1, 2, . . . ,m0} |Yκ = (Z1 ∪ · · · ∪ Zμ) ∩ Yκ } , ∀κ ∈ {1, . . . ,m}.

ÅðåéäÞ ¡
Z1 ∪ · · · ∪ Zs(κ)−1

¢
∩ Yκ $ Yκ,

éó·ýåé ç éóüôçôá ¡¡
Z1 ∪ · · · ∪ Zs(κ)−1

¢
∩ Yκ

¢
∪
¡
Zs(κ) ∩ Yκ

¢
= Yκ.

ÅðéðñïóèÝôùò, åðåéäÞ áìöüôåñá ôá¡
Z1 ∪ · · · ∪ Zs(κ)−1

¢
∩ Yκ, Zs(κ) ∩ Yκ

åßíáé êëåéóôÜ õðïóýíïëá ôïý áíáãþãïõ êëåéóôïý õðïóõíüëïõ Yκ ôïýX, Ý·ïõìå

Zs(κ) ∩ Yκ = Yκ =⇒ Yκ ⊆ Zs(κ). (1.7)

Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, ãéá ïéïäÞðïôå λ, 1 ≤ λ ≤ m0,

Zλ =

Ã
m[
i=1

Yi

!
∩ Zλ.

Ïñßæïíôáò ôçí áðåéêüíéóç t : {1, . . . ,m0} −→ {1, 2, . . . ,m} ìÝóù ôïý ôýðïõ

t(λ) := min {i ∈ {1, 2, . . . ,m} |Zλ = (Y1 ∪ · · · ∪ Yi) ∩ Zλ } , ∀λ ∈ {1, . . . ,m0},

áðïäåéêíýïõìå ìå áíÜëïãç åðé·åéñçìáôïëïãßá üôé

Yt(λ) ∩ Zλ = Zλ =⇒ Zλ ⊆ Yt(λ). (1.8)
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Áðü ôïõò åãêëåéóìïýò (1.7) êáé (1.8) óõìðåñáßíïõìå üôé⎧⎨⎩
Yκ ⊆ Zs(κ) ⊆ Yt(s(κ)) =⇒ κ = t(s(κ)), Yκ = Zs(κ), ∀κ ∈ {1, . . . ,m}

Zλ ⊆ Yt(λ) ⊆ Zs(t(λ)) =⇒ λ = s(t(λ)), Zλ = Yt(λ), ∀λ ∈ {1, . . . ,m0}

⎫⎬⎭ ,

ïðüôå t ◦ s = Id{1,... ,m}, s ◦ t = Id{1,... ,m0} =⇒ m = m0, s = t−1, êáé ç éäéüôçôá ôïý
ìïíïóçìÜíôïõ (ìÝ·ñéò áíáäéáôÜîåùò äåéêôþí) åßíáé ðñïöáíÞò. ¤

1.6.12 Ïñéóìüò. Ôá Y1, . . . , Ym ôïý èåùñÞìáôïò 1.6.11 ëÝãïíôáé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò
ôïý Y êáé ç ìïíïóÞìáíôç áðïóýíèåóç Y =

Sm
i=1 Yi áðïóýíèåóç ôïý Y óå áíÜãùãåò

óõíéóôþóåò.

1.6.13 ËÞììá. Ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïò Ank õðåñÜíù åíüò óþìáôïò k, åöïäéá-
óìÝíïò ìå ôçí ôïðïëïãßá Zariski TZar (âë. 1.2.4), áðïôåëåß Ýíáí íáéôåñéáíü ·þñï.

Áðüäåéîç. ¸óôù V1 ⊇ V2 ⊇ · · · ⊇ Vm ⊇ Vm+1 ⊇ · · · ìéá áêïëïõèßá êáôÜ Zariski
êëåéóôþí (Þôïé áëãåâñéêþí) õðïóõíüëùí ôïý Ank. Ëüãù ôïý (1) ôÞò ðñïôÜóåùò 1.3.1
áõôÞ åðÜãåé ôçí áêïëïõèßá éäåùäþí

I(V1) ⊆ I(V2) ⊆ · · · ⊆ I(Vm) ⊆ I(Vm+1) ⊆ · · ·

ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn]. ÅðåéäÞ ï k[X1, . . . ,Xn] åßíáé íáéôåñéáíüò
äáêôýëéïò (âë. èåþñçìá 1.5.4), õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N : I(Vk) = I(Vk+1) = · · · . ÌÝóù
ôÞò áóêÞóåùò Á-1-16 óõìðåñáßíïõìå üôé Vk = Vk+1 = · · · . ¢ñá ï Ank áðïôåëåß Ýíáí
íáéôåñéáíü ·þñï. ¤

1.6.14 Èåþñçìá. ¸óôù Ank ï n-äéÜóôáôïò óõó·åôéêüò ·þñïò õðåñÜíù åíüò óþìáôïò k
êáé Ýóôù V Ýíá áëãåâñéêü õðïóýíïëü ôïõ. Ôüôå õðÜñ·ïõí ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíá (ìÝ-
·ñéò áíáäéáôÜîåùò äåéêôþí ) áíÜãùãá áëãåâñéêÜ óýíïëá V1, . . . , Vm (ïé áíÜãùãåò óõíé-
óôþóåò ôïý V ), ôÝôïéá þóôå

V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm êáé Vi " Vj, ∀i, j ∈ {1, 2, . . . ,m}, i 6= j.

Áðüäåéîç. ¸ðåôáé Üìåóá áðü ôï èåþñçìá 1.6.11 êáé ôï ëÞììá 1.6.13. ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-37. Íá äïèåß Ýíá ðáñÜäåéãìá ìéáò Üðåéñçò ïéêïãåíåßáò éäåùäþí J åíüò íáéôåñéá-
íïý äáêôõëßïõ, ïýôùò þóôå êáíÝíá ìåãéóôïôéêü ìÝëïò ôÞò J íá ìçí åßíáé ìåãéóôïôéêü
éäåþäåò.
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A-1-38. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ãíÞóéï éäåþäåò åíüò íáéôåñéáíïý äáêôõëßïõ ðåñéÝ·åôáé
óå Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò. (Õðüäåéîç : ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò, íá åöáñìïóèåß ôï (c)
ôÞò ðñïôÜóåùò 1.5.3 ãéá ôçí ïéêïãÝíåéá üëùí ôùí ãíçóßùí éäåùäþí, ôá ïðïßá ðåñéÝ·ïõí
ôï I .)

A-1-39. Íá áðïäåé·èåß ç ðñüôáóç 1.6.2.

A-1-40. (a) Íá áðïäåé·èåß üôé ôïV(Y−X2) ⊂ A2C åßíáé áíÜãùãï êáé üôé éó·ýåé ç éóüôçôá:
I(V(Y − X2)) =


Y − X2

®
.

(b) Íá áðïóõíôåèåß ôïV(Y4−X2,Y4−X2Y2+XY2−X3) ⊂ A2C óå áíÜãùãåò óõíéóôþóåò.
A-1-41. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ðïëõþíõìï F = Y2+X2 (X− 1)2 ∈ R[X,Y] åßíáé áíÜãùãï,
åíþ ç õðåñåðéöÜíåéáV(F ) åßíáé ìç áíÜãùãç.

A-1-42. (a) ¸óôù üôé ôá V,W åßíáé äõï áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý óõó·åôéêïý ·þñïõ
Ank êáé üôé V ⊆ W. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áíÜãùãç óõíéóôþóá ôïý V ðåñéÝ·åôáé óå
êÜðïéá áíÜãùãç óõíéóôþóá ôïýW.

(b) ÅÜí ç V = V1 ∪ V2 ∪ · · · ∪ Vm åßíáé ç áðïóýíèåóç åíüò áëãåâñéêïý óõíüëïõ óå
áíÜãùãåò óõíéóôþóåò, íá áðïäåé·èåß üôé Vi "

S
j∈{1,2,...,m}r{i}

Vj , ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ m.

A-1-43. ÅÜí ôï k åßíáé Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá êáé n ∈ N, íá áðïäåé·èåß üôé ï óõó·åôé-
êüò ·þñïò Ank åßíáé áíÜãùãïò.

1.7 ÁëãåâñéêÜ Õðïóýíïëá ôïý Óõó·åôéêïý ÅðéðÝäïõ

Ðñïôïý áíáðôýîïõìå ôç ãåíéêÞ èåùñßá ðåñß áëãåâñéêþí óõíüëùí èá ñßîïõìå ìéá óý-
íôïìç ìáôéÜ óôï óõó·åôéêü åðßðåäï A2k êáé èá ðñïóäéïñßóïõìå üëá ôá áëãåâñéêÜ õðï-
óýíïëÜ ôïõ. Óýìöùíá ìå ôï èåþñçìá 1.6.14, ðñïò ôïýôï åßíáé áñêåôü íá âñïýìå ôá
áíÜãùãá áëãåâñéêÜ õðïóýíïëÜ ôïõ.

1.7.1 Ðñüôáóç. ¸óôù üôé ôï k åßíáé Ýíá óþìá êáé üôé ôá F,G åßíáé ðïëõþíõìá áíÞêïíôá
óôïí k[X,Y], ·ùñßò êïéíïýò ðáñÜãïíôåò. Ôüôå ôï óýíïëï

V(F,G) = V(F ) ∩V(G)

áðïôåëåß Ýíá ðåðåñáóìÝíï óçìåéïóýíïëï ôïý A2k.

Áðüäåéîç. ÅÜí ôá F,G äåí äéáèÝôïõí êïéíïýò ðáñÜãïíôåò (äçëáäÞ åÜí äåí õðÜñ·ïõí
áíÜãùãáðïëõþíõìáðïõ íá äéáéñïýí áìöüôåñá) åíôüò ôïý äáêôõëßïõk[X,Y] ∼= k[X][Y],
ôüôå äåí èá äéáèÝôïõí êïéíïýò ðáñÜãïíôåò ïýôå åíôüò ôïý k (X) [Y]. ÅðåéäÞ ï äáêôý-
ëéïò k (X) [Y] åßíáé Ð.Ê.É. (âë. èåþñçìá 1.1.24), åßíáé êáé ðåñéï·Þ ìå ì.ê.ä. Ðñïöáíþò
ì.ê.ä.(F,G) ∼

óõí.
1 åíôüò ôïý k (X) [Y], ïðüôå

S · F + eS ·G = 1 ãéá êÜðïéá S, eS ∈ k (X) [Y].
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Ôáõôï·ñüíùò (áðü ôïí ïñéóìü ôïý óþìáôïò êëáóìÜôùí) ôï S ãñÜöåôáé ùò

S =
nX
i=1

siY
i, si =

Fi
Gi

, üðïõ Fi ∈ k[X], Gi ∈ k[X]r{0}, ∀i, 1 ≤ i ≤ n,

ãéá êÜðïéïí n ∈ N. ÅðïìÝíùò,Ã
nY
i=1

Gi

!
S =

nX
i=1

Fi

⎛⎝ nY
j∈{1,2,...,n}r{i}

Gj

⎞⎠ Yi ∈ k[X,Y] (1.9)

Ïìïßùò éó·ýåéÃ
mY
κ=1

eGκ

! eS = mX
κ=1

eFκ
⎛⎝ nY
λ∈{1,2,...,n}r{κ}

eGλ

⎞⎠ Yκ ∈ k[X,Y] (1.10)

ãéá ôï ðïëõþíõìï eS ðïõ ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

eS = mX
κ=1

esκYκ, esκ = eFκeGκ

, üðïõ eFκ ∈ k[X], eGκ ∈ k[X]r{0}, ∀κ, 1 ≤ κ ≤ m,

ãéá êÜðïéïím ∈ N. Ïñßæïíôáò ëïéðüí ùò D ôï

D :=

Ã
nY
i=1

Gi

!
·
Ã

mY
κ=1

eGκ

!
∈ k[X]r{0}

êáé ùò A êáé B ôá

A :=

⎛⎝ nX
i=1

Fi

⎛⎝ nY
j∈{1,2,...,n}r{i}

Gj

⎞⎠ Yi

⎞⎠ ·Ã mY
κ=1

eGκ

!
∈ k[X,Y]

êáé

B :=

⎛⎝ mX
κ=1

eFκ
⎛⎝ nY
λ∈{1,2,...,n}r{κ}

eGλ

⎞⎠ Yκ

⎞⎠ ·Ã nY
i=1

Gi

!
∈ k[X,Y],

áíôéóôïß·ùò, ëáìâÜíïõìå ìÝóù ôùí (1.9) êáé (1.10):⎧⎪⎨⎪⎩
D · S = A, D · eS = B =⇒ A · F +B ·G = D

=⇒
£
∀P, P = (a, b) ∈ V(F,G) ⊆ A2k =⇒ D (a) = 0

¤
.

¼ìùò ôï D Ý·åé ðåðåñáóìÝíï ðëÞèïò óçìåßùí ìçäåíéóìïý. Ôåëéêþò, ìüíïí ðåðåñá-
óìÝíï ðëÞèïò X-óõíôåôáãìÝíùí (ôåôìçìÝíùí) åìöáíßæåôáé óå üëï ôï åýñïò ðïõ êáôá-
ëáìâÜíïõí ôá óçìåßá ôïýV(F,G). Êé åðåéäÞ ç äéáäéêáóßá áõôÞ ìðïñåß íá åðáíáëçöèåß
åöáñìïæüìåíç ãéá ôéò Y-óõíôåôáãìÝíåò (ôåôáãìÝíåò) ôùí óçìåßùí ôïý V(F,G), Ýðåôáé
üôé ôïV(F,G) áðïôåëåß Ýíá ðåðåñáóìÝíï óçìåéïóýíïëï ôïý A2k. ¤
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1.7.2 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï F åßíáé Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï ôïý k[X,Y] êáé åÜí ôïV(F ) åßíáé
áðåéñïðëçèÝò, ôüôå

I(V(F )) = hF i

êáé ôïV(F ) åßíáé áíÜãùãï.

Áðüäåéîç. Ðñïöáíþò hF i ⊆ I(V(F )). ÅÜíG ∈ I(V(F )) êáé ôïV(F ) åßíáé áðåéñïðëç-
èÝò, ôüôå êáé ôïV(F,G) èá åßíáé Üðåéñï (äéüôé ∀P ∈ V(F ),G(P ) = 0, ïðüôå ∀P ∈ V(F ),
P ∈V(G), ðïõ óçìáßíåé üôéV(F ) ⊆ V(G), áð' üðïõ Ýðåôáé üôéV(F,G) = V(F )). ¸ôóé,
óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.7.1, F | G, Þôïé G ∈ hF i . ¢ñá I(V(F )) ⊆ hF i. ÅîÜëëïõ, ôï
ãåãïíüò üôé ôïV(F ) åßíáé áíÜãùãï, áðïññÝåé Üìåóá áðü ôçí ðñüôáóç 1.6.7 êáé áðü ôï
üôé ôï hF i = I(V(F )) åßíáé ðñþôï éäåþäåò (áöïý ôï F åßíáé áíÜãùãï ðïëõþíõìï). ¤

1.7.3 Ðüñéóìá. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ôï k åßíáé Ýíá áðåéñïðëçèÝò óþìá, ôüôå ôá áíÜãùãá
áëãåâñéêÜ óýíïëá åíôüò ôïý A2k èá åßíáé áêñéâþò ôá: A2k, óçìåßá êáé áíÜãùãåò óõó·åôé-
êÝò åðßðåäåò êáìðýëåò V(F ), üðïõ ôï F åßíáé Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï êáé ôï V(F ) Ýíá
Üðåéñï óçìåéïóýíïëï.

Áðüäåéîç. ¸óôù W Ýíá áíÜãùãï áëãåâñéêü óýíïëï åíôüò ôïý A2k. ÅÜí ôï W åßíáé
ðåðåñáóìÝíï Þ I(W ) = {0}, ôüôå ôï W åßíáé ôïý áðáéôïýìåíïõ ôýðïõ. (Óôçí ðñþôç
ðåñßðôùóç ôï Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï ôïý åðéðÝäïõ êáé óôç äåýôåñç ïëüêëçñïò ï A2k,
áöïý

I(W ) = {0} = I
¡
A2k
¢
,

êáé áðü ôçí Üóêçóç Á-1-16, W = A2k). Óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç, ôï éäåþäåò ôïý I(W )

èá ðåñéÝ·åé Ýíá ìç óôáèåñü ðïëõþíõìïH.Êáé åðåéäÞ (êáôÜ ôçí ðáñáäï·Þ ìáò êáé ôçí
ðñüôáóç 1.6.7) ôï I(W ) åßíáé ðñþôï, êÜðïéïò áíÜãùãïò ðáñÜãïíôáò, áò ôïí ðïýìå F,
ôïý ðïëõùíýìïõH èá áíÞêåé óôï I(W ). Ôüôå I(W ) = hF i . (ÐñÜãìáôé° åÜí õðïèÝóïõìå
üôé hF i $ I(W ) êáé üôé õðÜñ·åé Ýíá G ∈ I(W ), ôÝôïéï þóôå G /∈ hF i , ôüôå èá Ý·ïõìå
F - G, ïðüôå áðü ôçí ðñüôáóç 1.7.1 ôï óýíïëï V(F,G) èá åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Ôáõôï-
·ñüíùò,

F,G ∈ I(W ) =⇒ [∀P ∈W : F (P ) = G (P ) = 0] ,

ðïõ óçìáßíåé üôé

[∀P ∈W : P ∈ V(F ) ∩V(G) = V(F,G)] =⇒W ⊆ V(F,G),

áð' üðïõ Ýðåôáé üôé ôï W ïöåßëåé íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï. Áõôü ðñïöáíþò áíôéôßèåôáé
ðñïò ôçí áñ·éêÞ ìáò ðáñáäï·Þ).
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Ôþñá, åðåéäÞ

F ∈ I(W ) =⇒W ⊆ V(F ),

êáé ôïW õðïôßèåôáé üôé åßíáé áðåéñïðëçèÝò, Ýðåôáé üôé êáé ôïV(F ) åßíáé áðåéñïðëçèÝò.
Åöáñìüæïíôáò ôï ðüñéóìá 1.7.2 ëáìâÜíïõìå I(V(F )) = hF i = I(W ), ïðüôåW = V(F )

(âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò Á-1-16). ¤

1.7.4 Ðüñéóìá. ¸óôù üôé ôï k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé üôé èåùñïýìå Ýíá
F ∈ k[X,Y]. ÅÜí ç

F = Fn1
1 · Fn2

2 · · · · · Fnκ
κ

åßíáé ç áðïóýíèåóç ôïý F ùò ãéíïìÝíïõ κ óáöþò äéáêåêñéìÝíùí áíáãþãùí ðïëõùíýìùí,
õøùìÝíùí óå êáôÜëëçëåò äõíÜìåéò, ôüôå ç

V(F ) = V(F1) ∪V (F2) ∪ · · · ∪V (Fκ)

áðïôåëåß ôçí áðïóýíèåóç ôïýV(F ) óå áíÜãùãåò óõíéóôþóåò êáé éó·ýåé

I(V(F )) = hF1 · F2 · · · · · Fκi .

Áðüäåéîç. Åî áéôßáò ôïý üôé êáíÝíá Fi äåí äéáéñåß ôï Fj , ãéá i, j ∈ {1, 2, ..., κ}, i 6= j,

äåí éó·ýåé êáìßá åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç ìåôáîý ôùí V(F1),V (F2) , . . . ,V (Fκ) . ÅîÜëëïõ,
êáèÝíá ôùíV(Fi), i = 1, 2, ..., κ, (óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç Á-1-14) åßíáé áðåéñïðëçèÝò,
êé åðïìÝíùò (áðü ôï ðüñéóìá 1.7.2) Ý·ïõìå:

I(V(F )) = I(
κ[
i=1

V(Fi)) =
κ\
i=1

I(V(Fi)) =
κ\
i=1

hFii .

ÅðåéäÞ äå êÜèå ðïëõþíõìï äéáéñïýìåíï äéÜ ôïý Fi äéáéñåßôáé êáé äéÜ ôïý ãéíïìÝíïõ
F1 · F2 · · · · · Fκ, éó·ýåé ç éóüôçôá

Tκ
i=1 hFii = hF1 · F2 · · · · · Fκi . ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-44. ¸óôù k = R. Íá áðïäåé·èåß üôé I(V(Y2 + X2 + 1)) = h1i (= R [X,Y]) .
(Áõôü êáèéóôÜ óáöÝò ôï ãéáôß óõíÞèùò áðáéôïýìå áðü ôï èåùñïýìåíï óþìá íá åßíáé
áëãåâñéêþò êëåéóôü.)

A-1-45. (a) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ôïý V(Y2 − XY − X2Y + X3)
ôüóïí åíôüò ôïý A2R üóïí êáé åíôüò ôïý A2C.
(b) Íá ãßíåé ôï ßäéï ãéá ôáV(Y2 − X(X2 − 1)) êáéV(X3 + X− X2Y − Y).
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1.8 Ôï Èåþñçìá ôùí ÈÝóåùí Ìçäåíéóìïý ôïý Hilbert

ÅÜí ìáò äïèåß Ýíá áëãåâñéêü óýíïëï V åíôüò ôïý n-äéÜóôáôïõ óõó·åôéêïý ·þñïõ Ank, ç
ðñüôáóç 1.6.7 ìáò ðáñÝ·åé Ýíá êñéôÞñéï ãéá ôç äéáðßóôùóç ôïý êáôÜ ðüóïí ôï V åßíáé
áíÜãùãï Þ ü·é. Åðß ôïý ðáñüíôïò, áõôü ðïõ ëåßðåé åßíáé Ýíáò ôñüðïò ðåñéãñáöÞò ôïý
V ìå ôç âïÞèåéá ôïý äïèÝíôïò óõíüëïõ ôùí ðïëõùíýìùí, ìÝóù ôïý ïðïßïõ ïñßæåôáé
ôï V. Ôá üóá åéðþèçêáí óôçí ðñïçãïýìåíç åíüôçôá áðïôåëïýí ôçí áöåôçñßá ãéá ôçí
áíôéìåôþðéóç ôïýðñïêýðôïíôïò ðñïâëÞìáôïò, áëëÜ åßíáé ôï «Èåþñçìá ôùíÌçäåíéêþí
ÈÝóåùí» ôïý Hilbert åêåßíï ðïõ ôåëéêþò ìáò ãíùóôïðïéåß ôçí áêñéâÞ ó·Ýóç ìåôáîý ôùí
éäåùäþí êáé ôùí áëãåâñéêþí óõíüëùí.

Èá îåêéíÞóïõìå ìå ôç äéáôýðùóç åíüò áóèåíÝóôåñïõ èåùñÞìáôïò êáé èá äåßîïõìå
ôï ðþò ç áðüäåéîÞ ôïõ áíÜãåôáé óå ìéá êáèáñþò áëãåâñéêÞ åðé·åéñçìáôïëïãßá. Óôï
õðüëïéðï ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò èá êáôáðéáóôïýìå ìå ôç äéáäéêáóßá ðáñáãùãÞò ôïý
êõñßïõ áðïôåëÝóìáôïò áðü áõôü ôï áóèåíÝò èåþñçìá êáé èá ðáñÜó·ïõìå ïñéóìÝíåò
åöáñìïãÝò.
Óôçí ðáñïýóá åíüôçôá ôï óþìá k èá åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü.

1.8.1 Èåþñçìá. (ÁóèåíÝò Èåþñçìá ôùí ÈÝóåùí Ìçäåíéóìïý) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ãíÞ-
óéï éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôåV(I) 6= ∅.

Áðüäåéîç. Ìðïñïýìå, äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò, íá õðïèÝóïõìå üôé ôï I åßíáé Ýíá
ìåãéóôïôéêü éäåþäåò (êé áõôü, äéüôé åí ãÝíåé, óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç Á-1-38, õðÜñ·åé
Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò J , ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ïéïäÞðïôå I, êáé ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé ï
åãêëåéóìüò V(J) ⊆ V(I)). ÅðïìÝíùò, ìðïñåß íá õðïôåèåß üôé ôï L = k[X1, . . . ,Xn] / I

åßíáé Ýíá óþìá (âë. èåþñçìá 1.1.14), åíþ ôï k ìðïñåß íá èåùñçèåß ùò õðüóùìá ôïý L.
Ðñïò óôéãìÞí, áò õðïèÝóïõìå íïåñÜ, üôé k = L. Ôüôå ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ n, èá

õðÜñ·åé Ýíá óôïé·åßï ai ∈ k, ôÝôïéï þóôå ç êëÜóç õðïëïßðùí ôïý Xi ùò ðñïò ôï ôï I íá
åßíáé ôï ai+ I Þ, éóïäõíÜìùò, íá Ý·ïõìå Xi− ai ∈ I. Óõíåðþò, óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç
A-1-21, ôï éäåþäåò hX1 − a1, . . . ,Xn − ani åßíáé Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò, ïðüôå èá éó·ýåé
I = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani êáéV(I) = {(a1, . . . , an)} 6= ∅. ¤

Ùò åê ôïýôïõ, Ý·ïõìå áíáãÜãåé ôçí áðïðåñÜôùóç ôÞò üëçò áðïäåßîåùò óôï Ýëåã·ï ôÞò
áëçèåßáò ôïý áêïëïýèïõ éó·õñéóìïý:

∗ ÅÜí Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá k áðïôåëåß õðüóùìá åíüò óþìáôïò L êáé åÜí
õðÜñ·åé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí áðü ôïí k[X1, . . . ,Xn] åðß ôïý L (ï ïðïßïò, ðåñéï-
ñéæüìåíïò óôï k, åßíáé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç ), ôüôå k = L.

Ïé áëãåâñéêÝò Ýííïéåò, ïé ïðïßåò áðáéôïýíôáé ãéá ôç äéáðßóôùóç ôÞò éó·ýïò åíüò ôÝôïéïõ
óõìðåñÜóìáôïò, èá ìåëåôçèïýí óôéò åíüôçôåò 1.9 êáé 1.10, åíþ ï éó·õñéóìüò ∗ èá áðï-
äåé·èåß óôçí åíüôçôá 1.11.
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1.8.2 Èåþñçìá. (Èåþñçìá ÈÝóåùí Ìçäåíéóìïý ôïý Hilbert) ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý
k[X1, . . . ,Xn]. Ôüôå Ý·ïõìå

I(V(I)) = Rad(I).

ÓõãêåêñéìÝíá, ôïýôï óçìáßíåé üôé åÜí F1, F2, . . . , Fm, G ∈ k[X1, . . . ,Xn] êáé åÜí ôï
G ìçäåíßæåôáé ïðïôåäÞðïôå ìçäåíßæïíôáé ôá F1, F2, . . . , Fm, ôüôå õðÜñ·ïõí ðïëõþíõìá
A1, A2, . . . , Am ∈ k[X1, . . . ,Xn] êáé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò ν, ïýôùò þóôå íá
éó·ýåé ç åîßóùóç :

Gν = A1 · F1 +A2 · F2 + · · ·+Am · Fm.

Áðüäåéîç. ÊáôÜ ôçí Üóêçóç A-1-20, Rad(I) ⊆ I(V(I)). Èá áðïäåßîïõìå üôé éó·ýåé
êáé ç áíôßóôñïöç åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç I(V(I)) ⊆ Rad(I). ¸óôù ëïéðüí ÝíáG ∈ I(V(I)).
Óýìöùíá ìå ôï ðüñéóìá 1.5.7 õðÜñ·ïõí

F1, F2, . . . , Fm ∈ k[X1, . . . ,Xn] : I = hF1, F2, . . . , Fmi =⇒ G ∈ I(V(hF1, F2, . . . , Fmi)).

Ïñßæïõìå ôï éäåþäåò:

J := hF1, F2, . . . , Fm,Xn+1G− 1i ⊆ k[X1, . . . ,Xn,Xn+1].

To V(J) åßíáé êåíü, äéüôé ôï G ìçäåíßæåôáé åêåß áêñéâþò üðïõ ìçäåíßæïíôáé êáé ôá
F1, . . . , Fm. (ÐñÜãìáôé° åÜí (a1, . . . , an, an+1) ∈ An+1k , ôüôå ôï óçìåßï (a1, . . . , an)
Þ áíÞêåé Þ äåí áíÞêåé óôï V(hF1, . . . , Fmi). Óôçí ðñþôç ðåñßðôùóç, åî ïñéóìïý
G (a1, . . . , an) = 0. ÅðïìÝíùò ôï ðïëõþíõìï Xn+1G− 1, óôï óçìåßï (a1, . . . , an, an+1),
ëáìâÜíåé ôçí ôéìÞ

an+1G (a1, . . . , an)− 1 = 1 6= 0 =⇒ (a1, . . . , an, an+1) /∈ V(J).

Óôç äåýôåñç ðåñßðôùóç, ãéá êÜðïéïí äåßêôç i ∈ {1, 2, ...,m}, Fi (a1, . . . , an) 6= 0.Åêëáì-
âÜíïíôáò ôïFi ùò óõíÜñôçóçAn+1k −→ k ìç åîáñôþìåíç áðü ôçí ôåëåõôáßá ìåôáâëçôÞ,
Ý·ïõìå

Fi (a1, . . . , an, an+1) 6= 0 =⇒ (a1, . . . , an, an+1) /∈ V(J),

¢ñá V(J) = ∅). Åí óõíå·åßá, åöáñìüæïíôáò ôï áóèåíÝò èåþñçìá ôùí èÝóåùí ìçäåíé-
óìïý 1.8.1 ãéá ôï J ëáìâÜíïõìå

J = k[X1, . . . ,Xn,Xn+1] = h1i =⇒ 1 ∈ J.

ÅðïìÝíùò õðÜñ·ïõí

B,B1, B2, . . . , Bm ∈ k[X1, . . . ,Xn,Xn+1] :
mX
i=1

Bi · Fi +B · (Xn+1G− 1) = 1. (1.11)
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¸óôù

ϕ : k[X1, . . . ,Xn,Xn+1] −→ k(X1, . . . ,Xn)

ï ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí ï êáèïñéæüìåíïò ìÝóù ôùí óõíèçêþí

ϕ(λ) := λ, ∀λ ∈ k, ϕ(Xi) := Xi, ∀i ∈ {1, ..., n}, ϕ(Xn+1) :=
1

G
.

Åöáñìüæïíôáò ôïí ϕ óå áìöüôåñá ôá ìÝëç ôÞò (1.11) êáôáëÞãïõìå óôçí

mX
i=1

Bi

µ
X1, . . . ,Xn,

1

G

¶
· Fi = 1. (1.12)

¸óôù ν Ýíáò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò ≥ ôïý ìåãßóôïõ ôùí âáèìþí ôùí B1, B2, . . . , Bm

èåùñïõìÝíùí ùò ðïëõùíýìùí ôÞò (ìßáò) ìåôáâëçôÞò Xn+1 êáé ìå óõíôåëåóôÝò åéëçì-
ìÝíïõò áðü ôïí k[X1, . . . ,Xn]. ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò áìöüôåñá ôá ìÝëç ôÞò (1.12) ìå Gν

ëáìâÜíïõìå

Gν =
mX
i=1

Ai · Fi.
µ
Ai := Gν ·Bi

µ
X1, . . . ,Xn,

1

G

¶
∈ k[X1, . . . ,Xn], ∀i ∈ {1, ...,m}.

¶
¢ñá ôåëéêþò Gν ∈ hF1, F2, . . . , Fmi = I. ¤

Ç ùò Üíù áðüäåéîç ïöåßëåôáé óôïí S. Rabinowitsch (1929). Ùò Üìåóá åðáêüëïõèá ôïý
èåùñÞìáôïò 1.8.2 öÝñïíôáé ôá åîÞò ðïñßóìáôá:

1.8.3 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ñéæéêü éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå

I(V(I)) = I.

Óõíåðþò õðÜñ·åé ìéá áìößññéøç

{ñéæéêÜ éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn]}
V
À
I

½
áëãåâñéêÜ óýíïëá

åíôüò ôïý Ank

¾
ç ïðïßá áíáóôñÝöåé ôéò ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý, ðïõ óçìáßíåé üôé :

[I1 ⊆ I2 =⇒ V (I1) ⊇ V (I2)] , [V1 ⊆ V2 =⇒ I (V1) ⊇ I (V2)] .

Áðüäåéîç. Ôï üôé ïé ó·Ýóåéò åãêëåéóìïý áíôéóôñÝöïíôáé, ìáò åßíáé ãíùóôü. (Âë. ðñï-
ôÜóåéò 1.2.3 (3) êáé 1.3.1 (1)). ÅÜí áðïäåßîïõìå, üôé ãéá êÜèå áëãåâñéêü óýíïëï V åíôüò
ôïý Ank éó·ýåéV(I(V )) = V , ôüôå ç ‘‘I” (éäùìÝíç ùò áðåéêüíéóç áðü ôï óýíïëï ôùí áë-
ãåâñéêþí õðïóõíüëùí ôïýAnk óôï óýíïëï ôùí éäåùäþí ôïý k[X1, . . . ,Xn]) èá åßíáé åíñé-
ðôéêÞ êáé èá äéáèÝôåé åî áñéóôåñþí áíôßóôñïöï. Áò õðïèÝóïõìå üôé V = V(F1, . . . , Fκ).
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Ùò ãíùóôüí (âë. ðñüôáóç 1.3.1 (3)), V ⊆ V(I(V )). Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, åî ïñéóìïý,
F1, . . . , Fκ ∈ I(V ). ÅðïìÝíùò,

hF1, . . . , Fκi ⊆ I(V ) =⇒ V(I(V )) ⊆ V (F1, . . . , Fκ) = V.

ÅðåéäÞ ôþñá ôï I(V ), êáôÜ ôçí ðñüôáóç 1.3.3, åßíáé ñéæéêü, ìðïñïýìå íá åêëÜâïõìå
ôçí ‘‘I” ùò ìéá áðåéêüíéóç áðü ôï óýíïëï ôùí áëãåâñéêþí óõíüëùí åíôüò ôïý Ank óôï
óýíïëï ôùí ñéæéêþí éäåùäþí ôïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn]. Õðü áõôÞí ôçí ðñïûðüèåóç,
êáé äåäïìÝíïõ üôé, áö' åíüò ìåí V(I(V )) = V ãéá êÜèå áëãåâñéêü óýíïëï V åíôüò ôïý
Ank, áö' åôÝñïõ äå I(V(I)) = Rad(I) = I, óõíÜãïõìå üôé ïé ‘‘I” êáé ‘‘V” åßíáé áìïéâáßùò
áíôßóôñïöåò áðåéêïíßóåéò, êé üôé ãé' áõôüí ôïí ëüãï åðÜãïõí áìöéññßøåéò ìåôáîý ôùí
ðñïêåéìÝíùí óõíüëùí. ¤

1.8.4 Ðüñéóìá. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ðñþôï éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn], ôüôå ôï V(I) åßíáé
áíÜãùãï. ÅðïìÝíùò õðÜñ·ïõí áìöéññßøåéò :

{ðñþôá éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn]} ←→
½

áíÜãùãá áëãåâñéêÜ
óýíïëá åíôüò ôïý Ank

¾
∪ ∪

{ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn]} ←→ {óçìåßá ôïý Ank}

Áðüäåéîç. ÂÞìá 1ï. Ï ðñþôïò éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò åðß ôç âÜóåé ôïý èåùñÞ-
ìáôïò 1.8.2 êáé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.6.7. ÅîÜëëïõ, êÜèå ðñþôï éäåþäåò åßíáé ñéæéêü (âë.
Üóêçóç Á-1-18). ÅðïìÝíùò, ç ðñþôç åî áõôþí ôùí áìöéññßøåùí áðïôåëåß ôïí ðåñéïñé-
óìü ôÞò áìöéññßøåùò ðïõ êáôáóêåõÜóèçêå óôï ðñïçãçèÝí ðüñéóìá 1.8.3, ëáìâáíïìÝ-
íïõ, âåâáßùò, õð' üøéí ôïý üôé ôï I(V ) åßíáé ðñþôï åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï V åßíáé áíÜãùãï
(âë. ðñüôáóç 1.6.7).

ÂÞìá 2ï. Êáô' áñ·Üò èá äåßîïõìå (ðñâë. Üóêçóç A-1-21) üôé êÜèå éäåþäåò I ôïý äáêôõ-
ëßïõ k[X1, . . . ,Xn], ôï ïðïßï ãñÜöåôáé ùò hX1 − a1, . . . ,Xn − ani , üðïõ a1, . . . , an ∈ k,
åßíáé ìåãéóôïôéêü. (Ôïýôï éó·ýåé áêüìç êáé üôáí ôï k äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí áëãåâñéêþò
êëåéóôü óþìá). ÐñÜãìáôé° åÜí ïñßóïõìå ôïí ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí

ϕ(a1,... ,an) : k[X1, . . . ,Xn] −→ k, F 7−→ F (a1, . . . , an) ,

ðáñáôçñïýìå ðùò ï ϕ(a1,... ,an) åßíáé åðéìïñöéóìüò. (Ãéá êÜèå λ ∈ k, õðÜñ·åé Ýíá ðï-
ëõþíõìï Fλ (X1, . . . ,Xn) :=

Pn
i=1 (Xi − ai)−λ, ãéá ôï ïðïßï ϕ(a1,... ,an) (Fλ) = λ). μñç-

óéìïðïéþíôáò ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10 ó·çìáôßæïõìå Ýíáí éóï-
ìïñöéóìü

k[X1, . . . ,Xn] /Ker(ϕ(a1,... ,an))
∼= k.
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Áñêåß íá äåé·èåß üôé éó·ýåé Ker(ϕ(a1,... ,an)) = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani (äéüôé ï ùò Üíù
ðçëéêïäáêôýëéïò åßíáé óþìá, âë. èåþñçìá 1.1.14). Ï åãêëåéóìüò

hX1 − a1, . . . ,Xn − ani ⊆ Ker(ϕ(a1,... ,an)) = {F ∈ k[X1, . . . ,Xn] | F (a1, . . . , an) = 0}

åßíáé ðñïöáíÞò. Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò ‘‘⊇'' Ýðåôáé áðü ôçí Üóêçóç A-1-7.

ÂÞìá 3ï. Åí óõíå·åßá, èá äåßîïõìå üôé êÜèå ìåãéóôïôéêü éäåþäåò I ôïý äáêôõëßïõ
k[X1, . . . ,Xn] åßíáé ôÞò ìïñöÞò hX1 − a1, . . . ,Xn − ani , üðïõ a1, . . . , an ∈ k. (Ôïýôï
éó·ýåé ìüíïí õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá). ¸óôù
ëïéðüí I Ýíá ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn]. Ôüôå I $ k[X1, . . . ,Xn], ïðüôå
V(I) 6= ∅ âÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò 1.8.1. ¸óôù (a1, . . . , an) Ýíá óçìåßï ôïý V(I). Ðñï-
öáíþò,

Rad (I) = I = I(V(I)) ⊆ I({(a1, . . . , an)}) = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani $ k[X1, . . . ,Xn],

ðïõ óçìáßíåé üôé I = hX1 − a1, . . . ,Xn − ani, äéüôé ôï I åßíáé ìåãéóôïôéêü. ÅðïìÝíùò, ç

Ank 3 (a1, . . . , an) 7−→ hX1 − a1, . . . ,Xn − ani ∈ {ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn]}

áðïôåëåß ôçí åðéèõìçôÞ áìößññéøÞ ìáò. ¤

1.8.5 Ðüñéóìá. ¸óôù F ∈ k[X1, . . . ,Xn] êáé Ýóôù F = Fn1
1 · Fn2

2 · · · · · Fnκ
κ ç áðïóýí-

èåóç ôïý F óå óáöþò äéáêåêñéìÝíïõò áíÜãùãïõò ðáñÜãïíôåò (õøùìÝíïõò óå êáôÜëëçëåò
äõíÜìåéò ). Ôüôå ç

V(F ) = V(F1) ∪V (F2) ∪ · · · ∪V (Fκ)

áðïôåëåß ôçí áðïóýíèåóç ôïýV(F ) óå áíÜãùãåò óõíéóôþóåò êáé éó·ýåé

I(V(F )) = hF1 · F2 · · · · · Fκi .

Áðüäåéîç. Åî áéôßáò ôïý üôé êáíÝíáFi äåí äéáéñåß ôïFj , ãéá i, j ∈ {1, 2, ..., κ}, i 6= j, äåí
éó·ýåé êáìßá åãêëåéóôéêÞ ó·Ýóç ìåôáîý ôùíV(F1),V (F2) , . . . ,V (Fκ) .Óõíåðþò ï ðñþ-
ôïò éó·õñéóìüò åßíáé ðñïöáíÞò. Êé åðåéäÞ I(V(F )) = Rad(hF i) , áñêåß íá áðïäåßîïõìå
üôé

hF1 · F2 · · · · · Fκi = Rad (hF i) .

¸óôù ν ïéïóäÞðïôå áêÝñáéïò áñéèìüò ìå ôçí éäéüôçôá

ν > max {n1, . . . , nκ} .

Ôüôå ç äýíáìç

(F1 · F2 · · · · · Fκ)ν = F ν−n1
1 F ν−n2

2 · · · · · F ν−nκ
κ · F
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ôïý F1 · F2 · · · · · Fκ ðáñïõóéÜæåôáé ùò Ýíá ðïëëáðëÜóéï ôïý F . Áõôü óçìáßíåé üôé

F1 · F2 · · · · · Fκ ∈ Rad (hF i) =⇒ hF1 · F2 · · · · · Fκi ⊆ Rad (hF i) .

Ãéá ôç áðüäåéîç ôÞò áíôßóôñïöçò åãêëåéóôéêÞò ó·Ýóåùò èåùñïýìå Ýíá G ∈ Rad(hF i) .
Ôüôå õðÜñ·åé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïòm, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåéGm ∈ hF i . ÅðïìÝíùò ôï
Gm ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞGm = H ·F, ãéá êÜðïéïH ∈ k[X1, . . . ,Xn].Áò õðïèÝóïõìå
üôé ç

G = Gλ1
1 ·Gλ2

2 · · · · ·Gλs
s

åßíáé ç áðïóýíèåóç ôïýGùò ãéíïìÝíïõ óáöþò äéáêåêñéìÝíùí áíáãþãùí ðïëõùíýìùí,
õøùìÝíùí óå êáôÜëëçëåò äõíÜìåéò ≥ 1. Ôüôå éó·ýåé

Gλ1m
1 ·Gλ2m

2 · · · · ·Gλsm
s = H · Fn1

1 · Fn2
2 · · · · · Fnκ

κ . (1.13)

¼ìùò, åðåéäÞ ï äáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn] åßíáé ìéá Ð.Ì.Ð., ôá áíÜãùãá ðïëõþíõìá ôïý
ðñþôïõ êáé ôïý äåõôÝñïõ ìÝëïõò ôÞò (1.13) ïöåßëïõí íá åßíáé ßóá ìåôáîý ôïõò (ôïõ-
ëÜ·éóôïí ýóôåñá áðü åíäå·üìåíç áíáäéÜôáîç äåéêôþí êáé «ìÝ·ñéò ðïëëáðëáóéáóìïý»
ìå êÜðïéá óôáèåñÜ ìç ìçäåíéêÜ ðïëõþíõìá, Þôïé ìå êÜðïéá óôïé·åßá ôïý kr{0k}). Êé
åðåéäÞ ôá F1, . . . , Fκ åßíáé áíÜãùãá, êÜèå Fi, 1 ≤ i ≤ κ ≤ s, ïöåßëåé íá åßíáé ôÞò ìïñöÞò
Fi = ci ·Gj(i) ãéá êÜðïéïí j(i) ∈ {1, . . . , s} êáé ãéá êÜðïéá óôáèåñÜ ci ∈ kr{0k}. ÊáôÜ
óõíÝðåéáí, ôï

G = Gλ1
1 ·Gλ2

2 · · · · ·Gλs
s =

⎛⎝ Y
j(i)∈{1,... ,s}

c−1i F
λj(i)−1
i

⎞⎠ · F1 · · · Fκ
åßíáé Ýíá (ðïëõùíõìéêü) ðïëëáðëÜóéï ôïý F1 · · · Fκ, ïðüôå Rad(hF i) ⊆ hF1 · · · Fκi.¤

Ãéá ôçí ðáñÜèåóç ìéáò áñêåôÜ «êáôáóêåõáóôéêÞò» áðïäåßîåùò ãéá ôï åðüìåíï ðüñéóìá,
èá ·ñåéáóèïýìå Ýíá ëÞììá áðü ôç èåùñßá ôùí âÜóåùí Grbner, ðáñüôé äåí èá õðåéóÝë-
èïõìå óå ëåðôïìÝñåéÝò ôçò.

1.8.6 Ïñéóìüò. ¸óôù F =
P

λ(κ)X
κ1
1 · · ·Xκnn ∈ k[X1, . . . ,Xn] Ýíá ìç ìçäåíéêü ðïëõþ-

íõìï. ÅöïäéÜæïõìå ôïí äáêôýëéï k[X1, . . . ,Xn] ìå ìéá ìïíùíõìéáêÞ äéÜôáîç «≺» (ð.·.
ìå ôç ëåîéêïãñáöéêÞ äéÜôáîç10). Ïñßæïõìå ùò ≺-âáèìü deg≺(F ) ôïý F ôïí áñéèìü

deg≺(F ) := max{κ = (κ1, . . . , κn) ∈ Nn0 | λ(κ) 6= 0}.

10[X
κ1
1 · · ·Xκnn Âlex X

κ01
1 · · ·Xκ

0
n

n ] ⇐⇒
ïñó

£
κ = (κ1, . . . , κn) Âlex κ

0 =
¡
κ01, . . . , κ

0
n

¢¤
⇐⇒
ïñó

ç ðñþôç (åî áñéóôåñþí åì-

öáíéæüìåíç) ìç ìçäåíéêÞ óõíôåôáãìÝíç ôïý äéáíýóìáôïò äéáöïñÜò κ − κ0 ∈ Zn åßíáé èåôéêÞ. Ð.·., (1, 2, 0) Âlex (0, 3, 5)

êáé (3, 7, 6) Âlex (3, 7, 2).
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(To max ëáìâÜíåôáé ùò ðñïò ôçí «≺»). Ï åðéêåöáëÞò óõíôåëåóôÞò (leading coefficient)
LC≺(F ) ôïý F ùò ðñïò ôçí «≺» åßíáé ï LC≺(F ) := λ(deg≺(F )) êáé ôï åðéêåöáëÞò ìï-
íþíõìï (leading monomial) LM≺(F ) ôïý F ôï LM≺(F ) := Xdeg≺(F ). Ïñßæïõìå ôïí åðé-
êåöáëÞò üñï (leading term) ôïý F :

LT≺ (F ) := LC≺(F ) · LM≺(F ).

1.8.7 ËÞììá. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý ðïëõùíõìéêïý äáêôõëßïõ k[X1, . . . ,Xn]. Ôüôå ï
ðçëéêïäáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn] / I , ùò k-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò, åßíáé éóüìïñöïò ìå ôïí

Spank (ìïíþíõìá X
κ1
1 · · ·Xκnn ∈ k[X1, . . . ,Xn] | Xκ11 · · ·Xκnn /∈ hLT≺ (I)i ) ,

üðïõ

LT≺ (I) := {c · Xκ11 · · ·Xκnn ∈ k[X1, . . . ,Xn] | ∃F ∈ I : LT≺ (F ) = c · Xκ11 · · ·Xκnn , c ∈ k} .

Áðüäåéîç. ÂëÝðå ð.·. W.W. Adams, P. Loustaunau: An Introduction to Grbner Bases,
Graduate Studies in Math., Vol. 3, Amer. Math. Soc., 1994, Prop. 2.1.6. ¤

1.8.8 Ðüñéóìá. ¸óôù I Ýíá éäåþäåò ôïý k[X1, . . . ,Xn]. Ôï V(I) åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï
óýíïëï åÜí êáé ìüíïí åÜí ï äáêôýëéïò ðçëßêùí k[X1, . . . ,Xn] / I åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò
·þñïò ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò õðåñÜíù ôïý k. ÅÜí ìÜëéóôá êÜôé ôÝôïéï óõìâáßíåé,
ôüôå

|V(I)| ≤ dimk (k[X1, . . . ,Xn] / I) . (1.14)

ÉäéáéôÝñùò, üôáí ôïV(I) åßíáé ÝíáðåðåñáóìÝíïóçìåéïóýíïëïêáé ôï I Ýíá ñéæéêü éäåþäåò,
ç ó·Ýóç (1.14) éó·ýåé ùò éóüôçôá.

Áðüäåéîç. ÂÞìá 1ï. ÅÜí ôïV(I) = {P1, P2, . . . , Pm} åßíáé ðåðåñáóìÝíï, üðïõ

Pi = (ai1, ai2, . . . , ain) , ∀i, i ∈ {1, 2, . . . ,m},

ïñßæïõìå ôá ðïëõþíõìá

Fj :=
mY
i=1

(Xj − aij) ∈ k[Xj ] → k[X1, . . . ,Xn], ∀j, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

ÅðåéäÞ Fj ∈ I(V(I)), êáôÜ ôï èåþñçìá 1.8.2 õðÜñ·åé Ýíáò èåôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò νj ,
ôÝôïéïò þóôå F νj

j ∈ I . ÅöïäéÜæïíôáò ôïí äáêôýëéï k[X1, . . . ,Xn] ìå ìéá ìïíùíõìéáêÞ
äéÜôáîç «≺», äéáðéóôþíïõìå üôé

F
νj
j ∈ I =⇒ X

νj m
j ∈ hLT≺ (I)i .
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ÅðïìÝíùò, üëá ôá ìïíþíõìá Xκ11 · · ·Xκnn , ãéá ôá ïðïßá êÜðïéá κj åßíáé≥ νj m, áíÞêïõí
óôï éäåþäåò hLT≺ (I)i. ¢ñá ôá ìïíþíõìá ôïý õðï·þñïõ

Spank ( X
κ1
1 · · ·Xκnn ∈ k[X1, . . . ,Xn] | Xκ11 · · ·Xκnn /∈ hLT≺ (I)i )

ôïý k-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ k[X1, . . . ,Xn] ïöåßëïõí íá Ý·ïõí åêèÝôåò κj ≤ νj m−1, ãéá
êÜèå j ∈ {1, 2, . . . , n}, ïðüôå, âÜóåé ôïý ëÞììáôïò 1.8.7,

dimk (k[X1, . . . ,Xn] / I)

= dimk Span ( X
κ1
1 · · ·Xκnn ∈ k[X1, . . . ,Xn] | Xκ11 · · ·Xκnn /∈ hLT≺ (I)i ) ≤

nQ
j=1

νj m.

ÂÞìá 2ï. Ãéá íá áðïäåßîïõìå üôé ôïV(I) åßíáé ÝíáðåðåñáóìÝíï óçìåéïóýíïëï, õðü ôçí
ðñïûðüèåóç üôé ï ðçëéêïäáêôýëéïò k[X1, . . . ,Xn] / I åßíáé Ýíáò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò
ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò õðåñÜíù ôïý k, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ãéá êÜèå i, 1 ≤ i ≤ n,

ìðïñïýí íá åìöáíéóèïýí ìüíïí ðåðåñáóìÝíåò äõíáôüôçôåò ãéá ôçí åðéëïãÞ ôùí ôéìþí
ôÞò i-ïóôÞò óõíôåôáãìÝíçò ôùí óçìåßùí ôïý V(I). Áò ðáãéþóïõìå, áðü åäþ êáé óôï
åîÞò, Ýíá i, êé áò èåùñÞóïõìå ôéò êëÜóåéò õðïëïßðùí X

j

i := X
j
i + I ∈ k[X1, . . . ,Xn] / I,

üðïõ j = 0, 1, 2, . . . ÅðåéäÞ dimk (k[X1, . . . ,Xn] / I) <∞, ôï óýíïëï áõôþí ôùí êëÜóåùí
õðïëïßðùí ùò ðñïò I ïöåßëåé íá åßíáé ãñáììéêþò åîáñôçìÝíï. ÅðïìÝíùò õðÜñ·ïõí
óôáèåñÜ óôïé·åßá (ü·é üëá ìçäåíéêÜ) cj ôïý k, êáèþò êáé Ýíáò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò
m, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

mX
j=0

cjX
j

i =
mX
j=0

cjX
j
i = 0 =⇒

mX
j=0

cjX
j
i ∈ I.

ÅðåéäÞ ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, êÜèå ìç ìçäåíéêü ðïëõþíõìï ìéáò ìåôáâëçôÞò
(ìå óõíôåëåóôÝò áðü ôï k) äéáèÝôåé ôï ðïëý ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óçìåßá ìçäåíéóìïý
(áðü ôï k), ïðüôå ïé i-ïóôÝò óõíôåôáãìÝíåò ôùí óçìåßùí ôïý V(I) ìðïñïýí íá ëÜâïõí
ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ôéìÝò.

ÂÞìá 3ï. ¸óôù V(I) = {P1, P2, . . . , Pm} Ýíá ðåðåñáóìÝíï óçìåéïóýíïëï ðëçèéêüôç-
ôáò ßóçò ìåm. ÅðéëÝãïõìå ðïëõþíõìá

F1, F2, . . . , Fm ∈ k[X1, . . . ,Xn] :
"
∀i, j ∈ {1, 2, . . . ,m} =⇒ Fi (Pj) =

(
0k, i 6= j

1k, i = j

#
(ç ýðáñîç ôùí ïðïßùí åßíáé äéáóöáëéóìÝíç áðü ôçí Üóêçóç A-1-17). Åí óõíå·åßá, óõì-
âïëßæïõìå ùò F i ôçí êëÜóç õðïëïßðùí ôïý Fi ùò ðñïò ôï I. ÅÜí éó·ýåé

mX
i=1

λiF i = 0, ãéá êÜðïéá (ü·é üëá ìçäåíéêÜ) λ1, λ2, . . . , λm ∈ k,

ôüôå (áðü ôçí êáôáóêåõÞ ôùí F1, F2, . . . , Fm):

mX
i=1

λiFi ∈ I =⇒ λj =

Ã
mX
i=1

λiFi

!
(Pj) = 0k, ∀j ∈ {1, . . . ,m}.
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Óõíåðþò ôï óýíïëï
©
F 1, F 2, . . . , Fm

ª
åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôï õðåñÜíù ôïý k êáé

éó·ýåé

m ≤ dimk (k[X1, . . . ,Xn] / I) .

ÂÞìá 4ï. ÅÜí ôï V(I) = {P1, P2, . . . , Pm} åßíáé Ýíá ðåðåñáóìÝíï óçìåéïóýíïëï ðëç-
èéêüôçôáò ßóçò ìåm êáé ôï I Ýíá ñéæéêü éäåþäåò, ôüôå, ðñïêåéìÝíïõ íá áðïäåé·èåß üôé ç
(1.14) éó·ýåé ùò éóüôçôá, áñêåß íá äåßîïõìå üôé ôï óýíïëï

©
F 1, F 2, . . . , Fm

ª
, ôï ïðïßï

êáôáóêåõÜóèçêå óôï 3ï âÞìá, ðáñÜãåé ôïí k[X1, . . . ,Xn] / I ùò k-äéáíõóìáôéêü ·þñï.
¸óôù ëïéðüí Ýíá óôïé·åßï

G ∈ k[X1, . . . ,Xn] / I.

Ïñßæïõìå ôï ðïëõþíõìï

H := G−
mX
i=1

G (Pi)F i.

ÅðåéäÞ éó·ýåé H (Pi) = 0k, ∀i ∈ {1, . . . ,m}, Ý·ïõìå H ∈ I(V(I)). Óýìöùíá ìå ôï èåþ-
ñçìá 1.8.2, I(V(I)) = Rad(I) = I, ïðüôåH ∈ I. Óõíåðþò,

H = 0 ∈ k[X1, . . . ,Xn] / I =⇒ G =
mX
i=1

G (Pi)F i,

ðñÜãìá ðïõ áðïðåñáôþíåé ôçí áðüäåéîÞ ìáò. ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-46. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá èåùñÞìáôá 1.8.1 êáé 1.8.2, êáèþò êáé üëá ôá ðáñáôåèÝíôá
ðïñßóìáôÜ ôïõò åßíáé åí ãÝíåé ëáíèáóìÝíá üôáí ôï k äåí åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü.

A-1-47. (a) Íááðïóõíôåèåß ôïV(X2+Y2−1,X2−Z2−1) ⊂ A3C óå áíÜãùãåò óõíéóôþóåò.
(b) ¸óôù V := {

¡
t, t2, t3

¢
∈ A3k | t ∈ k} (k áëãåâñéêþò êëåéóôü). Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï

éäåþäåò I (V ) êáé íá áðïäåé·èåß üôé ôï V åßíáé áíÜãùãï.

A-1-48. ¸óôù R ìéá Ð.Ì.Ð.

(a) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíá ìïíéêü ðïëõþíõìï âáèìïý 2 Þ 3, áíÞêïí óôïí R[X], åßíáé
áíÜãùãï åÜí êáé ìüíïí åÜí äåí äéáèÝôåé êáíÝíá óçìåßï ìçäåíéóìïý åíôüò ôÞò R.

(b) To X2 − a ∈ R[X] åßíáé áíÜãùãï⇐⇒ ôï a äåí åßíáé ôåôñáãùíéêÞ ñßæá (∈ R).

A-1-49. Íá áðïäåé·èåß üôé ôïV(Y2−X(X−1k)(X−λ)) ⊂ A2k (üðïõ k áëãåâñéêþò êëåéóôü
óþìá) áðïôåëåß ìéá áíÜãùãç óõó·åôéêÞ åðßðåäç êáìðýëç ãéá êÜèå λ ∈ k.
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A-1-50. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù F ∈ k [X] Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n ≥ 1. Íá áðï-
äåé·èåß üôé ïé êëÜóåéò õðïëïßðùí {1,X, . . . ,

¡
X
¢n−1} åíôüò ôïý k [X]/hF i óõãêñïôïýí ìéá

âÜóç ôïõ ùò äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ õðåñÜíù ôïý k.

A-1-51. ¸óôù

I :=

Y2 − X2,Y2 + X2

®
⊂ C[X,Y].

Íá ðñïóäéïñéóèåß ôïV(I) êáé íá õðïëïãéóèåß ç äéÜóôáóç

dimC (C[X,Y] / I) .

A-1-52. ¸óôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá êáé Ýóôù I Ýíá ñéæéêü éäåþäåò I ôïý
k[X1, . . . ,Xn]. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï I ìðïñåß íá ãñáöåß ùò ôïìÞ ôùí ìåëþí ìéáò ïéêïãå-
íåßáò ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò ðñþôùí éäåùäþí ôïý k[X1, . . . ,Xn].

A-1-53. (a) ¸óôù R ìéá Ð.Ì.Ð. êáé Ýóôù p = hti , t ∈ R, Ýíá êýñéï, ãíÞóéï, ðñþôï
éäåþäåò. Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·åé êáíÝíá ôÝôïéï ðñþôï éäåþäåò q ôÞò R, ïýôùò
þóôå íá éó·ýåé {0} $ q $ p.
(b) ¸óôù V = V(F ) ìéá áíÜãùãç õðåñåðéöÜíåéá åíôüò ôïý Ank. Íá áðïäåé·èåß üôé äåí
õðÜñ·åé êáíÝíá áíÜãùãï áëãåâñéêü óýíïëï W, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé V $ W $ Ank
(üðïõ k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá).

A-1-54. ¸óôù I =

X2 − Y3,Y2 − Z3

®
⊂ k [X,Y,Z] (k áëãåâñéêþò êëåéóôü). Ïñßæåôáé

ï ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí α : k [X,Y,Z] → k [T] ìÝóù ôùí óõíèçêþí α (X) = T9,

α(Y) = T6 êáé α (Z) = T4.

(a) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå óôïé·åßï ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ k [X,Y,Z] /I åßíáé ç êëÜóç
õðïëïßðùí åíüò óôïé·åßïõ ôÞò ìïñöÞò A + BX + CY + DXY, ãéá êÜðïéá ðïëõþíõìá
A,B,C,D ∈ k [Z] .
(b) ÅÜí F = A + BX + CY + DXY, üðïõ A,B,C,D ∈ k [Z], êáé α (F ) = 0, íá ãßíåé
óýãêñéóç ïìïßùí äõíÜìåùí ôïý T ãéá íá åîá·èåß ôï óõìðÝñáóìá üôé F = 0.

(c) Íá áðïäåé·èåß üôé Ker(α) = I (ïðüôå ôï I åßíáé ðñþôï éäåþäåò), üôé ôï V(I) åßíáé
áíÜãùãï êáé üôé I(V(I)) = I.

A-1-55. ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn] (k áëãåâñéêþò êëåéóôü), ìå ôï I ñéæéêü
éäåþäåò, íá áðïäåé·èåß üôé

V(I : J) = clTZar (V(I)rV(J)) .

(Õðüäåéîç : Ï åãêëåéóìüò “ ⊇ ” Ý·åé áðïäåé·èåß, ·ùñßò ðåñéïñéóìïýò ãéá ôï k,óôï (c) ôïý
èåùñÞìáôïò 1.4.12. Ï áíôßóôñïöïò åãêëåéóìüò “ ⊆ ” ïöåßëåôáé óôï üôé, óýìöùíá ìå ôçí
õðüèåóÞ ìáò, ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü, ïðüôå ìðïñåß íá åöáñìïóèåß ôï èåþñçìá
ìçäåíéêþí èÝóåùí ôïý Hilbert.)
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A-1-56. ÅÜí ôá V,W ⊆ Ank åßíáé áëãåâñéêÜ óýíïëá êáé ôï k åßíáé áëãåâñéêþò êëåéóôü,
íá áðïäåé·èïýí ôá åîÞò:

I(V ∩W ) = Rad(I(V ) + I(W )), I(V ∪W ) = Rad(I(V )I(W )) = I(V ) ∩ I(W ).

A-1-57. ÅÜí ôá I, J åßíáé éäåþäç ôïý k[X1, . . . ,Xn] (k áëãåâñéêþò êëåéóôü), íá áðïäåé-
·èåß üôé ïé êÜôùèé óõíèÞêåò åßíáé éóïäýíáìåò:

(a) Ôá I, J åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá (âë. ïñó. 1.4.6).

(b)V(I)∩V(J) = ∅.

1.9 Ìüäéïé êáé «ÓõíèÞêåò ôïý ÐåðåñáóìÝíïõ»

1.9.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íáò R-ìüäéïò M (Þ Ýíáò ìüäéïò õðåñÜíù
ôïý R) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ (= ìåôáèåôéêÞ) ïìÜäá (ç ðñÜîç ôÞò ïðïßáò óçìåéþíåôáé ùò
«+» êáé ôï ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ùò 0M , Þ, üôáí äåí õößóôáôáé êßíäõíïò óõã·ýóåùò,
áðëþò ùò 0), ç ïðïßá åßíáé åöïäéáóìÝíç ìå Ýíáí «áñéèìçôéêü» (Þ «âáèìùôü») ðïëëá-
ðëáóéáóìü:

R×M 3 (r,m) 7−→ rm ∈M,

êáé ðëçñïß ôá áêüëïõèá áîéþìáôá:

(a) (r + s) m = rm+ sm, ∀r, s ∈ R, ∀m ∈M,

(b) r(m+m0) = rm+ rm0, ∀r ∈ R, ∀m,m0 ∈M,

(c) (r s) m = r (sm) , ∀r, s ∈ R, ∀m ∈M,

(d) 1Rm = m, ∀m ∈M, üðïõ 1R ôï ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï ôïý R.

1.9.2 Óçìåßùóç. ÃéÜ êÜèå m ∈ M Ý·ïõìå 0Rm = 0M , äéüôé áðü ôï ìïíïóÞìáíôï ôïý
ïõäåôÝñïõ óôïé·åßïõ 0M ôÞò ðñüóèåóçò óôïíM Ýðåôáé üôé

0Rm = (0R + 0R) m = 0Rm+ 0Rm =⇒ 0Rm = 0M .

1.9.3 Ðáñáäåßãìáôá. (a) Ðñïöáíþò êÜèå äáêôýëéïò R åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò.

(b) ÊÜèå éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò.

(c) ÅÜí I åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõR, ôüôå ï äáêôýëéïò ðçëßêùíR/I åöïäéÜæåôáé
ìå ôç äïìÞ åíüò R-ìïäßïõ ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

R× (R/I) 3 (r, a+ I) 7−→ (ra) + I ∈ R/I.

(d) ÊÜèå Z-ìüäéïòM åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá óôçí ïðïßá

(±κ) m = ±(m+m+ · · ·+m+m| {z }
κ-öïñÝò

), ∀m ∈M, ∀κ ∈ N0.
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(e) ¼ôáí ôï k åßíáé Ýíá óþìá, ôüôå ïé Ýííïéåò ôïý k-ìïäßïõ êáé ôïý äéáíõóìáôéêïý ·þ-
ñïõ õðåñÜíù ôïý k óõìðßðôïõí.

(f) ÅÜí ï ϕ : R −→ S åßíáé Ýíáò ïìïìïñöéóìüò äáêôõëßùí, ôüôå ï äáêôýëéïò S åöïäéÜæå-
ôáé ìå ôç äïìÞ åíüò R-ìïäßïõ11 (R-Üëãåâñáò) ìÝóù ôïý áñéèìçôéêïý ðïëëáðëáóéáóìïý

R× S 3 (r, s) 7−→ r s := ϕ (r) s ∈ S.

(Åéäéêüôåñá, åÜí ï R åßíáé õðïäáêôýëéïò ôïý S, ï S åßíáé Ýíáò R-ìüäéïò).

1.9.4 Ïñéóìüò. ¸íá õðïóýíïëï N åíüò R-ìïäßïõ M ëÝãåôáé õðïìüäéïò ôïý M üôáí
éó·ýåé

[(∀r, s ∈ R) ∧ (∀m,m0 ∈ N) =⇒ rm+ sm0 ∈ N ] ,

äçëáäÞ üôáí ôï ßäéï ôï N ìðïñåß íá êáôáóôåß Ýíáò R-ìüäéïò.

1.9.5 Ðáñáäåßãìáôá. (a) ÊÜèå éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R åßíáé õðïìüäéïò ôïý R.

(b) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, ôüôå ïé R-õðïìüäéïé ôïý R/I åßíáé
áêñéâþò ôá éäåþäç ôïý R/I .

1.9.6 Ïñéóìüò. ¸íáò ïìïìïñöéóìüò f :M −→ N ìåôáîý äõï R-ìïäßùíM,N åßíáé ìéá
áðåéêüíéóç ãéá ôçí ïðïßá éó·ýåé f(rm+ sm0) = rf(m)+ sf(m0) ãéá ïéáäÞðïôå r, s ∈ R

êáé m,m0 ∈ M. (Åíñéðôéêïß, åðéññéðôéêïß êáé áìöéññéðôéêïß ïìïìïñöéóìïß R-ìïäßùí
êáëïýíôáé ìïíïìïñöéóìïß, åðéìïñöéóìïß êáé éóïìïñöéóìïßR-ìïäßùí, áíôéóôïß·ùò.) Áõ-
ôÝò ïé Ýííïéåò åéäéêåýïíôáé (êáô' áíáëïãßáí) ãéá R-Üëãåâñåò åÜí êáíåßò ëáâåé õð' üøéí
ôá ðñïíáöåñèÝíôá óôï 1.9.3 (f).

1.9.7 Ïñéóìüò. ÅÜí ôï S åßíáé Ýíá õðïóýíïëï åíüò R-ìïäßïõ M , ôüôå ï õðïìüäéïò ôïý
M ï ðáñáãüìåíïò áðü ôï S åßíáé ï(

κX
i=1

risi

¯̄̄̄
¯ r1, . . . , rκ ∈ R, s1, . . . , sκ ∈ S, κ ∈ N

)
.

Áõôüò áðïôåëåß ôïí åëÜ·éóôï R-õðïìüäéï ôïý M, ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé ôï S. ÅÜí ôï S
óõìâåß íá åßíáé ðåðåñáóìÝíï, áò ðïýìå S = {s1, . . . , sν}, ôüôå ï R-õðïìüäéïò ôïýM, ï
ðáñáãüìåíïò áðü áõôü, óõìâïëßæåôáé ùò

Pν
i=1 Rsi.

11Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ï S ïíïìÜæåôáé, åíáëëáêôéêþò, êáé R-Üëãåâñá. ÌÜëéóôá, üôáí ï S åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñá-
ãüìåíïò ùò R-ìüäéïò (Þôïé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R), ôüôå ïíïìÜæåôáé åíßïôå êáé ðåðåñáóìÝíç R-Üëãåâñá Þ
Üëãåâñá ðåðåñáóìÝíç õðåñÜíù ôïýR.)
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1.9.8 Ïñéóìüò. ¸íáò R-ìüäéïò M êáëåßôáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò üôáí õðÜñ·åé
Ýíá ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëü ôïõ S = {s1, . . . , sν}, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

M =
νX
i=1

Rsi.

Áò óçìåéùèåß üôé áõôÞ ç Ýííïéá åßíáé ðëÞñùò åíáñìïíéóìÝíç ìå ôéò ãíùóôÝò Ýííïéåò
ôÞò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíçò áâåëéáíÞò ïìÜäáò, ôïý ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõ
éäåþäïõò åíüò äáêôõëßïõ, êáèþò êáé ôïý ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãïìÝíïõ k-äéáíõóìáôéêïý
·þñïõ (üôáí ôï R = k åßíáé Ýíá óþìá).

1.9.9 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ S. ÕðÜñ·ïõí äéáöïñåôéêÝò
«óõíèÞêåò ôïý ðåðåñáóìÝíïõ», ôéò ïðïßåò èá ìðïñïýóå íá ðëçñïß ï S õðåñÜíù ôïý R,

åîáñôþìåíåò áðü ôï êáôÜ ðüóïí ï S èåùñåßôáé ùò R-ìüäéïò, ùò äáêôýëéïò Þ óõìâáßíåé
íá åßíáé óþìá.

(a) Ï S êáëåßôáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R üôáí ï S åßíáé ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíïò ùò R-ìüäéïò. (Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ïé R êáé S åßíáé óþìáôá,
èá êÜíïõìå ·ñÞóç ôïý óõìâïëéóìïý [S : R] = dimR(S)).

(b) Õðåíèõìßæïõìå üôé ï õðïäáêôýëéïò, ï ðáñáãüìåíïò áðü Ýíá õðïóýíïëï U ôïý S,
åßíáé ï åëÜ·éóôïò õðïäáêôýëéïò ôïý S ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé ôï U. Ï õðïäáêôýëéïò ôïý S, ï
ïðïßïò ðåñéÝ·åé ôüóï ôïí R üóï êáé ôï U , óõìâïëßæåôáé ùò R[U ] êáé éóïýôáé ìå

R[U ] =
nX

λ(i1,... ,iκ) v
i1
1 v

i2
2 · · · viκκ

¯̄̄
λ(i1,... ,iκ) ∈ R, κ ∈ N

o
.

ÅÜí S = R[U ], ãéá êÜðïéï õðïóýíïëï U ôïý S, ôüôå ëÝìå ðùò ï S åßíáé ìéá äáêôõëéáêÞ
åðÝêôáóç ôïý R. Óôç óõíÝ·åéá, áò õðïèÝóïõìå üôé ôï U = {v1, v2, . . . , vn} åßíáé Ýíá
ðåðåñáóìÝíï õðïóýíïëï ôïý S. Ïñßæïõìå ôïí ïìïìïñöéóìü äáêôõëßùí

R [X1,X2, . . . ,Xn] 3 F 7−→ ϕ (F ) = F (v1, v2, . . . , vn) ∈ S.

Áõôüò Ý·åé ùò åéêüíá ôïõ ôçí

Im (ϕ) = R [v1, v2, . . . , vn] ,

ãñáöüìåíç õðü ôç ìïñöÞ

R [v1, v2, . . . , vn] =
nX

λ(i1,... ,in) v
i1
1 v

i2
2 · · · vinn

¯̄̄
λ(i1,... ,in) ∈ R

o
.

Ï S êáëåßôáé äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R (Þ ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãü-
ìåíç äáêôõëéáêÞ åðÝêôáóç12 ôïý R) üôáí éó·ýåé S = R [v1, v2, . . . , vn] ãéá êÜðïéá

12Áíô' áõôïý ·ñçóéìïðïéåßôáé åíßïôå êáé ôï «ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíçR-Üëãåâñá».
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v1, v2, . . . , vn ∈ S.

(c) Áò õðïèÝóïõìå ôþñá üôé ôáR = k êáé S = L åßíáé óþìáôá. ÅÜí v1, . . . , vn ∈ L, Ýóôù
k (v1, . . . , vn) ôï óþìá ôùí êëáóìÜôùí ôïý k [v1, . . . , vn] .Èåùñïýìå ôï k (v1, . . . , vn) ùò
õðüóùìá ôïý L. Õð' áõôÞí ôçí ðñïûðüèåóç, ôï k (v1, . . . , vn) åßíáé ôï åëÜ·éóôï õðü-
óùìá ôïý L, ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôüóïí ôï k üóïí êáé ôá v1, v2, . . . , vn. Ôï L ëÝãåôáé ðåðå-
ñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç óùìáôéêÞ åðÝêôáóç ôïý k üôáí ìðïñåß íá ãñáöåß õðü ôç ìïñöÞ
L = k (v1, . . . , vn) ãéá êÜðïéá v1, . . . , vn ∈ L.

1.9.10 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò äáêôýëéïò. ¸íáò R-ìüäéïò M êáëåßôáé íáéôåñéáíüò ìü-
äéïò üôáí êÜèå õðïìüäéïò N ôïý M åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò õðü ôçí Ýííïéá
ôïý ïñéóìïý 1.9.8. (Ðñüêåéôáé ãéá Üìåóç ãåíßêåõóç ôïý 1.5.2 ãéá R-ìïäßïõò.)

1.9.11 Ðñüôáóç. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò êáé ïM Ýíáò ðåðåñáóìÝíùò
ðáñáãüìåíïò R-ìüäéïò, ôüôå ïM åßíáé íáéôåñéáíüò ìüäéïò.

Áðïäåéîç. Åî õðïèÝóåùò õðÜñ·ïõím1, . . . ,mν ∈M, ôÝôïéá þóôå íá éó·ýåé

M = Rm1 + · · ·+Rmν .

Óõíåðþò õðÜñ·åé Ýíáò åðéìïñöéóìüò R-ìïäßùí β : Rν −→M ìå

β(0R, . . . , 0R, 1R|{z}
i-ïóôÞ èÝóç

1R, 0R, . . . , 0R) = mi, ∀i ∈ {1, . . . , ν}.

ÅÜí ï N åßíáé Ýíáò õðïìüäéïò ôïýM, ôüôå êáé ç áíôßóôñïöç åéêüíá β−1(N) åßíáé Ýíáò
õðïìüäéïò ôïý Rν . Ùò åê ôïýôïõ, åßíáé áñêåôü íá åðáëçèåõèåß ï éó·õñéóìüò ãéá ôïí
Rν . Èá åñãáóèïýìå åðáãùãéêþò åðß ôïý ν. Ãéá ν = 1 ï éó·õñéóìüò åßíáé åî õðïèÝóåùò
áëçèÞò. ¸óôù ôþñá Ýíáò õðïìüäéïò N ôïý Rν , üðïõ ν ≥ 2. Ïé ðñþôåò óõíôåôáãìÝíåò
x1 ôùí óôïé·åßùí x = (x1, . . . , xn) ∈ N óõãêñïôïýí Ýíá éäåþäåò I ôïý R. Ôï I åßíáé åî
õðïèÝóåùò ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï, Þôïé

∃κ ∈ N : I =
D
x
(1)
1 , . . . , x

(κ)
1

E
.

Èåùñïýìå óôïé·åßá x(i) ∈ N Ý·ïíôá ôï x
(1)
1 ùò ðñþôç ôïõò óõíôåôáãìÝíç. Ãéá ôõ·üí

x = (x1, . . . , xn) ∈ N õðÜñ·ïõí r1, . . . , rκ ∈ R ìå

x1 = r1x
(1)
1 + · · ·+ rκx

(κ)
1 ,

ïðüôå ôï óôïé·åßï x − (r1x(1) + · · · + rκx
(κ)) åßíáé ôÞò ìïñöÞò (0R, x02, . . . , x

0
n). ¸óôù

M 0 ∼= Rν−1 ⊂ Rν ï õðïìüäéïò ôùí óôïé·åßùí ôïýRν , ç ðñþôç óõíôåôáãìÝíç ôùí ïðïßùí
éóïýôáé ìå 0R.ÊáôÜ ôçí åðáãùãéêÞ ìáò õðüèåóç ï õðïìüäéïòN 0 := N ∩M 0 ôïý ìïäßïõ
M 0 ∼= Rν−1 åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíïò, Þôïé

∃l ∈ N : N 0 = Ry1 + · · ·+Ryl.
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¢ñá N = Rx(1) + · · ·+Rx(κ) +Ry1 + · · ·+Ryl. ¤

ÁóêÞóåéò

A-1-58. ÅÜí ï äáêôýëéïò S åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïýR, íá áðïäåé·èåß
üôé ï S åßíáé êáé äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R.

A-1-59. Íá áðïäåé·èåß üôé ï S = R[X] (ï äáêôýëéïò ðïëõùíýìùí ìßáò ìåôáâëçôÞò) åßíáé
äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïýR, äß·ùò üìùò íá åßíáé êáé ìïäéáêþò ðåðåñá-
óìÝíïò õðåñÜíù áõôïý.

A-1-60. ¸óôù L ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç äáêôõëéáêÞ åðÝêôáóç ôïý k, üðïõ ôá
k êáé L åßíáé óþìáôá. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï L áðïôåëåß ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç
óùìáôéêÞ åðÝêôáóç ôïý k.

A-1-61. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óþìá L = k(X) (Þôïé ôï óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí
ìßáò ìåôáâëçôÞò ) åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç óùìáôéêÞ åðÝêôáóç ôïý k, äß·ùò
üìùò íá åßíáé êáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíç äáêôõëéáêÞ åðÝêôáóç ôïý k. (Õðüäåéîç :
Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç Üóêçóç Á-1-4).

A-1-62. ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ S êáé ï S åßíáé õðïäáêôýëéïò
åíüò äáêôõëßïõ T, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÅÜí S =
Pn

i=1 Rvi êáé T =
Pm

j=1 S wj ,ôüôå ôï T ãñÜöåôáé ùò åîÞò:

T =
X

1≤i≤n,1≤j≤m
Rviwj .

(b) ÅÜí S = R [v1, v2, . . . , vn] êáé T = S [w1, w2, . . . , wm] , ôüôå

T = R[v1, v2, . . . , vn, w1, w2, . . . , wm].

(c) ÅÜí ïé R,S êáé T åßíáé ôñßá óþìáôá, üðïõ S = R (v1, v2, . . . , vn) êáé, áíôéóôïß·ùò,
T = S (w1, w2, . . . , wm), ôüôå

T = R (v1, v2, . . . , vn, w1, w2, . . . , wm) .

(Áõôü óçìáßíåé üôé üëåò ïé «óõíèÞêåò ôïý ðåðåñáóìÝíïõ» åíüò äáêôõëßïõ õðåñÜíù åíüò
Üëëïõ åßíáé ìåôáâáôéêÝò.)
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1.10 ÁêÝñáéá Óôïé·åßá

1.10.1 Ïñéóìüò. ¸óôù R Ýíáò õðïäáêôýëéïò åíüò äáêôõëßïõ S. ¸íá óôïé·åßï v ∈ S

ëÝãåôáé áêÝñáéï óôïé·åßï õðåñÜíù ôïý R üôáí õðÜñ·åé Ýíá ìïíéêü ðïëõþíõìï

F = Xn + a1 X
n−1 + a2 X

n−2 + · · ·+ an−1 X+ an ∈ R [X] ,

ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé F (v) = 0. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá ôá R êáé S åßíáé óþ-
ìáôá áíôß ôïý üñïõ «áêÝñáéï óôïé·åßï» ·ñçóéìïðïéïýìå ôïí üñï áëãåâñéêü óôïé·åßï
õðåñÜíù ôïý R.

1.10.2 Ðñüôáóç. ¸óôù R Ýíáò õðïäáêôýëéïò ôïý S êáé Ýóôù v Ýíá óôïé·åßï ôïý S. Ôüôå
ôá áêüëïõèá åßíáé éóïäýíáìá :

(1) Ôï v åßíáé áêÝñáéï õðåñÜíù ôïý R.

(2) Ï R[v] åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R.

(3) ÕðÜñ·åé Ýíáò õðïäáêôýëéïò R0 ôïý S, ï ïðïßïò ðåñéÝ·åé ôïí R[v] êáé åßíáé ìïäéáêþò
ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R.

Áðüäåéîç. (1)⇒ (2). Ðñþôç áðüäåéîç. EÜí ôï v åßíáé áëãåâñéêü õðåñÜíù ôïý R, ôüôå
õößóôáôáé ìéá ó·Ýóç ôÞò ìïñöÞò

vn + a1 v
n−1 + a2 v

n−2 + · · ·+ an−1 v + an = 0,

üðïõ a1, . . . , an ∈ R. ÅðïìÝíùò ôï vn ðåñéÝ·åôáé óôïí
Pn−1

i=0 Rvi. Áíôéóôïß·ùò, ïé ó·Ý-
óåéò

vn+m + a1 v
n+m−1 + a2 v

n+m−2 + · · ·+ an−1 v
m+1 + an v

m = 0

äåß·íïõí üôé vn+m ∈
Pn+m−1

i=0 Rvi. μñçóéìïðïéþíôáò ôÞí éóüôçôá

vn+m = −a1 vn+m−1 − a2 v
n+m−2 − · · ·− an−1 v

m+1 − an v
m

êáé ìáèçìáôéêÞ åðáãùãÞ åðß ôïým, áðïäåéêíýåôáé åýêïëá üôé

vm ∈
n−1X
i=0

Rvi

ãéá êÜèåm ∈ N0.

Äåýôåñç áðüäåéîç. ÅðåéäÞ

R[v] = {G (v) | G ∈ R [X]},
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åÜí õðÜñ·åé Ýíá

F = Xn + a1 X
n−1 + a2 X

n−2 + · · ·+ an−1 X+ an ∈ R [X] ,

ôÝôïéï þóôå F (v) = 0, ìðïñïýìå íá åöáñìüóïõìå ôïí áëãüñéèìï ôÞò äéáéñÝóåùò åíüò
G ∈ R [X] äéÜ ôïý F , âñßóêïíôáò

G = F ·H +Q, deg(Q) < n = deg(F ).

¾óôåñá áðü áðïôßìçóç ôïý G óôï v ëáìâÜíïõìå G(v) = Q(v). Åî áõôïý Ýðåôáé üôé

R[v] = {Q(v) ∈ R [X] | deg(Q) < n} =
n−1X
i=0

Rvi.

(2)⇒ (3). ÁõôÞ ç óõíåðáãùãÞ åßíáé ðñïöáíÞò åÜí èÝóïõìå R0 = R[v].

(3)⇒ (1). ¸óôù üôé R0 =
Pn

j=1Rwj . Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò õðïèÝôïõìå üôé
õðÜñ·åé Ýíáò äåßêôçò ∈ {1, . . . , n}, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé w = 1. (Êé áõôü, äéüôé
óå êÜèå ðåðåñáóìÝíï óýíïëï, ôï ïðïßï ðáñÜãåé Ýíáí R-ìüäéï, ìðïñïýìå ðñïöáíþò íá
åðéóõíÜðôïõìå ôï ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõR). ÅðåéäÞ ãéá
êÜèå j ∈ {1, . . . , n} ôá vwj áíÞêïõí óôïí R0, éêáíïðïéïýíôáé åîéóþóåéò ôÞò ìïñöÞò

v wj =
nX

κ=1

aκ j wκ ⇐⇒
nX

κ=1

(aκ j − δj κ v) wκ = 0,

ãéá êáôÜëëçëá aκ j ∈ R, üðïõ ôï

δj κ := δκ j :=

½
1, üôáí j = κ

0, üôáí j 6= κ

åßíáé ôï óýìâïëï ôïý Kronecker. Ïñßæïõìå

bj κ := aκ j − δj κ v, 1 ≤ j, κ ≤ n,

êáèþò êáé ôïí (n × n)-ðßíáêá B = (bj κ) ìå óôïé·åßá áíÞêïíôá óôïí äáêôýëéï R[v].
¼ðùò êáé óôç óõíÞèç èåùñßá ôÞò ÃñáììéêÞò¢ëãåâñáò, ç ïñßæïõóá det (B) åíüò ôÝôïéïõ
ðßíáêá éêáíïðïéåß ôç ó·Ýóç

B (adj (B)) = adj (B) B = det (B) · In =

⎛⎜⎜⎜⎝
det (B) 0 · · · 0

0 det (B) · · · 0

· · · · · · · · · · · ·
0 0 . . . det (B)

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

üðïõ ìå In óõìâïëßæïõìå ôïí ìïíáäéáßï (n× n)-ðßíáêá êáé ìå adj (B) ôïí «ðñïóáñôç-
ìÝíï» Þ (n× n)-ðßíáêá

adj (B) =

⎛⎜⎜⎜⎝
eb1 1 eb2 1 · · · ebn 1eb1 2 eb2 2 · · · ebn 2
· · · · · · · · · · · ·eb1n eb2n . . . ebnn

⎞⎟⎟⎟⎠
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ôïýB. Ôá óôïé·åßá ôïý adj (B) ïñßæïíôáé ìÝóù ôïý ôýðïõebij = (−1)i+j det (Cij) ,

üðïõ ï Cij åßíáé ï åëÜóóùí (n − 1) × (n − 1)-ðßíáêáò, o ó·çìáôéæüìåíïò áðü ôïí B
ýóôåñá áðü ôç äéáãñáöÞ ôÞò i-ïóôÞò óôÞëçò êáé ôÞò j-ïóôÞò ãñáììÞò. Ðñïöáíþò,

0 =
nX

κ=1

bj κwκ

=⇒ 0 =
nX
j=1

ebij( nX
κ=1

bj κwκ) =
nX

κ=1

nX
j=1

ebijbj κwκ =
nX

κ=1

det (B) δi κwκ = det (B)wi

ÅðåéäÞ w = 1, ç ôåëåõôáßá áõôÞ åîßóùóç (èÝôïíôáò i = ) ìáò äßíåé

det (B) = det
³
(aκ j − δj κ v)j κ

´
= 0

ÅðïìÝíùò, ôï v áðïôåëåß óçìåßï ìçäåíéóìïý ôïý ðïëõùíýìïõ

F = det
³
(δj κ X− aκ j)j κ

´
=

¯̄̄̄
¯̄̄̄ X− a1 1 −a1 2 · · · −a1n
−a2 1 X− a2 2 · · · −a2n
· · · · · · · · · · · ·
−an 1 −an 1 . . . X− ann

¯̄̄̄
¯̄̄̄ ∈ R [X]

(Þôïé ôïý «·áñáêôçñéóôéêïý» ðïëõùíýìïõ ôïý ðßíáêá (aκ j)j κ), ãñáöüìåíï õðü ôç
ìïñöÞ

F = Xn +G, G ∈ R [X] , deg (G) < n,

¢ñá ôï v åßíáé üíôùò áëãåâñéêü õðåñÜíù ôïý R. ¤

1.10.3 Ðüñéóìá. Ôï óýíïëï üëùí ôùí óôïé·åßùí ôïý S, ôá ïðïßá åßíáé áêÝñáéá õðåñÜíù
ôïý R, óõãêñïôïýí Ýíáí õðïäáêôýëéï ôïý S ðïõ ðåñéÝ·åé ôïí R.

Áðüäåéîç. ÅÜí ôá a êáé b åßíáé óôïé·åßá ôïý S áêÝñáéá õðåñÜíù ôïý R, ôüôå ôï b åßíáé
áêÝñáéï êáé õðåñÜíù ôïý R [a] ⊇ R. Óýìöùíá ìå ôçí ðñüôáóç 1.10.2, ï R[a, b] åßíáé
ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R[a].Áðü ôï (a) ôÞò áóêÞóåùò Á-1-62 óõìðåñáß-
íïõìå üôé ï R[a, b] åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ
Ý·ïõìå a± b, ab ∈ R[a, b], ïðüôå êáé ôá a± b, ab èá åßíáé áëãåâñéêÜ õðåñÜíù ôïý R (êáé
ðÜëé âÜóåé ôÞò ðñïôÜóåùò 1.10.2). ¤

1.10.4 Óçìåßùóç. ÉäéáéôÝñùò, ëÝìå üôé ïS åßíáé Ýíáò áêÝñáéïò äáêôýëéïò õðåñÜíù ôïýR
üôáí êÜèå óôïé·åßï ôïõ åßíáé áêÝñáéï õðåñÜíù ôïý R. Óôçí ðåñßðôùóç êáôÜ ôçí ïðïßá
ïé R êáé S åßíáé óþìáôá, êáé ôï S åßíáé áêÝñáéï õðåñÜíù ôïý R, ëÝìå üôé ôï S áðïôåëåß
ìéá áëãåâñéêÞ åðÝêôáóç ôïý R.
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ÁóêÞóåéò

A-1-63. ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò õðïäáêôýëéïò êÜðïéïõ äáêôõëßïõ S êáé üôé ï S åßíáé
Ýíáò õðïäáêôýëéïò êÜðïéïõ äáêôõëßïõ T. ÅÜí ï S åßíáé áêÝñáéïò õðåñÜíù ôïý R êáé ï
T áêÝñáéïò õðåñÜíù ôïý S, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ï T åßíáé áêÝñáéïò õðåñÜíù ôïý R.

(Õðüäåéîç : ¸óôù t ∈ T ìå tn + a1t
n−1 + · · · + an = 0, ai ∈ S. Ôüôå ï R[a1, . . . , an, t]

åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R.)

A-1-64. ÕðïèÝôïíôáò üôé ï S åßíáé äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïý R íá áðï-
äåé·èåß üôé ï S åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíïò õðåñÜíù ôïýR åÜí êáé ìüíïí åÜí ï S åßíáé
áêÝñáéïò õðåñÜíù ôïý R.

A-1-65. ¸óôù L Ýíá óþìá êáé Ýóôù k Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü õðüóùìÜ ôïõ. Íá áðï-
äåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý L, ôï ïðïßï åßíáé áëãåâñéêü õðåñÜíù ôïý k, ïöåßëåé íá áíÞêåé
óôï ßäéï ôï k.

(b) ÊáíÝíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá äåí äéáèÝôåé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíåò óùìáôéêÝò
åðåêôÜóåéò ðÝñáí ôÞò ôåôñéììÝíçò (Þôïé ðÝñáí ôïý åáõôïý ôïõ).

A-1-66. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù L = k(X) ôï óþìá ôùí ñçôþí óõíáñôÞóåùí ìéáò
ìåôáâëçôÞò õðåñÜíù ôïý k. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) ÊÜèå óôïé·åßï ôïý L, ôï ïðïßï åßíáé áêÝñáéï õðåñÜíù ôïý k [X] , ïöåßëåé íá áíÞêåé
óôï ßäéï ôï k [X]. (Õðüäåéîç : ÅÜí éó·ýåé zn +a1zn−1+ · · · = 0, íá ãñáöåß ôï z ùò êëÜóìá
z = F

G , üðïõ ôá F êáéG åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá. Ôüôå Fn + a1F
n−1G+ · · · = 0, ïðüôå

ôï G äéáéñåß ôï F.)

(b) Äåí õðÜñ·åé êáíÝíá ìç ìçäåíéêü ðïëõþíõìï F ∈ k [X] , ïýôùò þóôå íá éó·ýåé:

[∃n ∈ N : Fnz åßíáé áêÝñáéï õðåñÜíù ôïý k [X] , ∀z ∈ L.]

(Õðüäåéîç : Íá èåùñçèåß ôï z = 1
G , üðïõ ôï G åßíáé Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï ðïõ äåí

äéáéñåß ôï F ).

A-1-67. ¸óôù k Ýíá õðüóùìá åíüò óþìáôïò L.

(a)Íááðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï ôùíóôïé·åßùí ôïýL, ôá ïðïßá åßíáé áëãåâñéêÜ õðåñÜíù
ôïý k, áðïôåëåß Ýíá õðüóùìá ôïý L ðïõ ðåñéÝ·åé ôï K. (Õðüäåéîç : ÅÜí õðïôåèåß üôé
vn+a1v

n−1 + · · ·+ an = 0, üðïõ an 6= 0, ôüôå v(vn−1 + · · · ) = −an.)
(b) ¸óôù üôé ôï L åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíï õðåñÜíù ôïý k êáé üôé

k ⊆ R ⊆ L,

üðïõ ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò. Íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé åöïäéáóìÝíïò ìå ôç äïìÞ
óþìáôïò.
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(i)Áò õðïèÝóïõìå üôé ôï k åßíáé Ýíá õðüóùìá ôïý L (Þ -éóïäõíÜìùò- üôé ôï L åßíáé ìéá
åðÝêôáóç ôïý k) êáé üôé L = k(v) ãéá êÜðïéï óôïé·åßï v ∈ L.¸óôù ϕ ï ïìïìïñöéóìüò

ϕ : k[X] −→ L, ϕ(G) = G(v).

ÅðåéäÞ ï k[X] åßíáé ìéá Ð.Ê.É (âë. èåþñçìá 1.1.24), ï ðõñÞíáò ôïõ ïöåßëåé íá åßíáé ôÞò
ìïñöÞò Ker(ϕ) = hF i , ãéá êÜðïéï ðïëõþíõìï F ∈ k[X]. Áðü ôçí Üëëç ìåñéÜ, Ý·ïõìå
Im(ϕ) = k[v], ïðüôå áðü ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí 1.1.10 Ýðåôáé üôé

k[X] / hF i ∼= k[v] =⇒ ôï éäåþäåò hF i åßíáé ðñþôï

(äéüôé ï k[v] åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ, âë. èåþñçìá 1.1.24). Èá åîåôÜóïõìå ôþñá ôéò äýï
äõíáôÝò åêäï·Ýò ãéá ôç öýóç ôïý ðïëõùíýìïõ F ·ùñéóôÜ.

• Ðñþôç ðåñßðôùóç. F = 0. Ôüôå Ý·ïõìå

k[X] ∼= k[v] =⇒ k(X) ∼= k(v) = L.

Óå áõôÞí ôçí ðåñßðôùóç ôï L äåí åßíáé ïýôå äáêôõëéáêþò ïýôå ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíï
õðåñÜíù ôïý k (óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç Á-1-61). Åí ðñïêåéìÝíù, ëÝìå üôé ôï v åßíáé
Ýíá õðåñâáôéêü óôïé·åßï ôïý L õðåñÜíù ôïý k.

• Äåýôåñç ðåñßðôùóç. F 6= 0. Äß·ùò âëÜâç ôÞò ãåíéêüôçôáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå
üôé ôï F åßíáé Ýíá ìïíéêü ðïëõþíõìï. (ÐñÜãìáôé° åÜí F =

Pn
i=0 aiX

i, ìå an /∈ {0, 1},
ôüôå áíô' áõôïý èá ìðïñïýóáìå íá èåùñÞóïõìå ôï ìïíéêü ðïëõþíõìï a−1n F , ãéá ôï
ïðïßï éó·ýåé hF i =


a−1n F

®
). Åî áéôßáò ôïý üôé ôï hF i åßíáé ðñþôï éäåþäåò, ôï F ïöåßëåé

íá åßíáé áíÜãùãï ðïëõþíõìï° êáé åðåéäÞ ï k[X] åßíáé Ð.Ê.É., ôï hF i ïöåßëåé íá åßíáé,
óõã·ñüíùò, êáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïõ (óýìöùíá ìå ôï (d) ôïý ðïñßóìáôïò 1.1.17).
Áõôü üìùò óçìáßíåé üôé ôï k[v] åßíáé óþìá, ïðüôå, áöïý v ∈ k[v] êáé ôï åëÜ·éóôï óþìá
ìå áõôÞí ôçí éäéüôçôá åßíáé ôï k(v), èá Ý·ïõìå

k[v] ⊇ k(v)⇒ k[v] = k(v).

ÄåäïìÝíïõ äå ôïý üôé F (v) = 0, üðïõ ôï F åßíáé ìïíéêü, ôï v èá áðïôåëåß Ýíá áëãå-
âñéêü óôïé·åßï ôïý L õðåñÜíù ôïý k, ïðüôå ôï L = k[v] èá åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíï
õðåñÜíù ôïý k.

(ii) Ãéá íá áðïðåñáôùèåß ç áðüäåéîç ôïý «Áóèåíïýò ÈåùñÞìáôïò ôùí Ìçäåíéêþí ÈÝ-
óåùí» (âë. èåþñçìá 1.8.1), èá ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ôçí áëÞèåéá ôïý éó·õñéóìïý ∗
(ôÞò óåëßäáò 51), ôïí ïðïßï åß·áìå ðñïóùñéíþò ðáñáêÜìøåé. Áõôüò ìÜò ðëçñïöïñåß
ðùò, åÜí Ýíá óþìá L åßíáé äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíç åðÝêôáóç åíüò áëãåâñéêþò êëåé-
óôïý óþìáôïò k, ôüôå Ý·ïõìå L = k. Óýìöùíá ìå ôçí Üóêçóç Á-1-65 (b), ãéá íá äåé·èåß
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áõôü, áñêåß êáíåßò íá äéáðéóôþóåé üôé ôïL åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíï õðåñÜíù ôïý k.
Óôï (i) äéêáéïëïãÞóáìå ôï ãéáôß ìéá äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíç åðÝêôáóç ìéáò åéäéêÞò
ìïñöÞò åßíáé êáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíç õðåñÜíù ôïý k. Óôçí åðïìÝíç ðñüôáóç èá
äåßîïõìå üôé áõôü åßíáé áëçèÝò ãéá ïéåóäÞðïôå äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíåò åðåêôÜóåéò
õðåñÜíù ôïý k (óõìðëçñþíïíôáò, êáô' áõôüí ôïí ôñüðï, ôçí áðüäåéîç ôïý èåùñÞìáôïò
1.8.1).

1.11.1 Ðñüôáóç. (Oscar Zariski) ÅÜí Ýíá óþìáL åßíáé äáêôõëéáêþò ðåðåñáóìÝíï õðå-
ñÜíù åíüò õðïóþìáôüò ôïõ k, ôüôå ôï L åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝío (êáé, êáô' åðÝêôá-
óéí, åðß ôç âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò Á-1-64, êáé áëãåâñéêü ) õðåñÜíù ôïý k.

Áðüäåéîç. ¸óôù L = k[v1, . . . , vn]. Èá åñãáóèïýìå êÜíïíôáò ·ñÞóç ìáèçìáôéêÞò
åðáãùãÞò åðß ôïý n. Ãéá n = 1 ï éó·õñéóìüò ôÞò ðñïôÜóåùò åßíáé ðñüäçëïò óýìöùíá
ìå ôá üóá ðñïáíáöÝñáìå óôï (i) ôÞò ðáñïýóáò åíüôçôáò. ÕðïèÝôïõìå üôé ï éó·õñéóìüò
áõôüò åßíáé áëçèÞò ãéá üëåò ôéò åðåêôÜóåéò ðïõ ðáñÜãïíôáé áðü n − 1 óôïé·åßá (üðïõ
n ≥ 2). ¸óôù k1 := k(v1). ÂÜóåé ôÞò åðáãùãéêÞò õðïèÝóåþò ìáò, ôï L = k1[v2, . . . , vn]

åßíáé ìïäéáêþò ðåðåñáóìÝíï (êáé, êáô' åðÝêôáóéí, åðß ôç âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò Á-1-64,
êáé áëãåâñéêü) åðß ôïýk1.ÅðéðñïóèÝôùò, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ôï v1 åßíáé õðåñ-
âáôéêü õðåñÜíù ôïý k1 (äéüôé áëëéþò ç áðüäåéîç ëÞãåé ·ñçóéìïðïéþíôáò -êáôÜ óåéñÜí-
ôéò áóêÞóåéò Á-1-63, Á-1-64 êáé Á-1-62 (a)). ÊáèÝíá áðü ôá õðïëåéðüìåíá vi (üíôáò
áëãåâñéêü õðåñÜíù ôïý k1) èá éêáíïðïéåß ìéá åîßóùóç ôÞò ìïñöÞò:

vmi
i + ai 1v

mi−1
i + ai 2v

mi−2
i + · · ·+ aimi = 0,

üðïõ ai j ∈ k1 ãéá üëá ôá i ∈ {2, . . . , n} êáé j ∈ {1, 2, . . . ,mi}. ÅÜí ëïéðüí ãñÜøïõìå ôá
ai j ùò êëÜóìáôá

ai j =
Fi j (v1)

Gi j (v1)
, Fi j , Gi j ∈ k[X], Gi j (v1) 6= 0,

êáé èåùñÞóïõìå êÜðïéï êïéíü ðïëëáðëÜóéï Bi üëùí ôùí Gi j (v1) , Þôïé

Bi = ∆i j ·Gi j (v1) ∈ k[v1], ãéá êÜðïéá∆i j ∈ k[v1],
∀i ∈ {2, . . . , n}, êáé ∀j ∈ {1, 2, . . . ,mi},ôüôå ðñïêýðôïõí ïé åîéóþóåéò

v
mi
i +

Fi 1 (v1)

Gi 1 (v1)
v
mi−1
i +

Fi 2 (v1)

Gi 2 (v1)
v
mi−2
i + · · ·+

Fimi
(v1)

Gimi
(v1)

= 0

=⇒
"
miQ
j=1

Gi j (v1)

#
v
mi
i +

"
miQ
j=2

Gi j (v1)

#
Fi 1 (v1) v

mi−1
i + · · ·+

"
mi−1Q
j=1

Gi j (v1)

#
Fimi

(v1) = 0

=⇒
"
miQ
j=1

Bi
∆i j

#
v
mi
i +

"
miQ
j=2

Bi
∆i j

#
Fi 1 (v1) v

mi−1
i + · · ·+

"
mi−1Q
j=1

Bi
∆i j

#
Fimi

(v1) = 0

=⇒
1

miQ
j=1
∆i j

· (Bivi)mi +
1

miQ
j=2
∆i j

· Fi 1 (v1) (Bivi)mi−1 + · · ·+
1

mi−1Q
j=1

∆i j

· Fimi
(v1)B

mi−1
i = 0.
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ÐïëëáðëáóéÜæïíôáò êáé ôá äýï ìÝëç ìå ôï ãéíüìåíï

miQ
j=1
∆i j 6= 0,

ëáìâÜíïõìå

(Bivi)
mi +∆i 1Fi 1 (v1) (Bivi)

mi−1 + · · ·+∆imi Fimi (v1) B
mi−1
i = 0

=⇒ (Bivi)
mi +∆i 1Gi 1 (v1) ai 1 (Bivi)

mi−1 + · · ·+∆imi Gimi (v1) aimi B
mi−1
i = 0

=⇒ (Bivi)
mi + [Bi ai 1] (Bivi)

mi−1 + · · ·+ [Biaimi ] B
mi−1
i = 0.

ÅðåéäÞ Bi ai j = ∆i jFi j (v1) ∈ k[v1], ∀j ∈ {1, 2, . . . ,mi}, áðü ôçí ôåëåõôáßá áõôÞ åîß-
óùóç óõíÜãïõìå üôé üëá ôá Bivi åßíáé áëãåâñéêÜ õðåñÜíù ôïý k[v1]. Áò èåùñÞóïõìå
ôþñá ïéïäÞðïôå óôïé·åßï z ∈ L = k1[v2, . . . , vn]. Ôï z èá ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ

z =
X

λ(ξ1,ξ2,... ,ξn) v
ξ1
1 v

ξ2
2 · · · vξnn .

ÅÜí åðéëÝîïõìå ãéá êÜèå i ∈ {2, ..., n} Ýíáí öõóéêü áñéèìü Ni, ôÝôïéïí þóôå íá éó·ýåé
Ni > ξi ãéá êÜèå ξi ðïõ åìöáíßæåôáé óå Ýíáí Ýêáóôï ôùí ðñïóèåôÝùí ùò åêèÝôçò ôïý
vi (óôçí áíùôÝñù ðáñÜóôáóç ôïý z), êáèþò êáé Ýíáí öõóéêü áñéèìü N, ôÝôïéïí þóôå
N > max{Ni | 2 ≤ i ≤ n}, ôüôå, èÝôïíôáò

B := B2 ·B3 · · · · ·Bn ∈ k[v1],

èá Ý·ïõìå

BN · z = (B2 ·B3 · · · · ·Bn)
N · z

=
X

λ0( 2,... , n,ξ1,... ,ξn)
B 2
2 B 3

3 · · · B n
n v

ξ1
1 (B2v2)

ξ2 · · · (Bnvn)
ξn ,

üðïõ ïé 2, . . . , n åßíáé êáôÜëëçëïé åêèÝôåò ≥ 0 (åìöáíéæüìåíïé áíáãêáßùò ëüãù ôùí
åðéëïãþí ôùí Ni êáé N). Ôüóï ôá Bi êáé Bivi, üóï êáé ôï v1, åßíáé áëãåâñéêÜ õðåñÜíù
ôïý k[v1].Ùò åê ôïýôïõ, êáôÜ ôï ðüñéóìá 1.10.3, êáé ïé åêÜóôïôå äõíÜìåéòB i

i , (Bivi)
ξi ,

v
ξ1
1 , êáèþò êáé ôá áèñïßóìáôÜ ôïõò, áðïôåëïýí áëãåâñéêÜ óôïé·åßá õðåñÜíù ôïý k[v1].
¢ñá ôåëéêþò êáé ôï BN · z, üðïõ B ∈ k[v1] êáé z ∈ L, èá åßíáé áëãåâñéêü õðåñÜíù ôïý
k[v1]. (ÉäéáéôÝñùò, ôï BN · z, üðïõ B ∈ k[v1] êáé z ∈ k[v1] ⊆ k (v1) , èá åßíáé áëãåâñéêü
õðåñÜíù ôïý k[v1].) Êé åðåéäÞ ôï v1, êáôÜ ôçí õðüèåóÞ ìáò, åßíáé õðåñâáôéêü, èá éó·ýåé

k1 = k(v1) ∼= k(X).

(Ðñâë. (i), ðåñßðôùóç ðñþôç). Áõôü üìùò åßíáé Üôïðï âÜóåé ôÞò áóêÞóåùò Á-1-66 (b).
ÅðïìÝíùò, ôï v1 ðñÝðåé íá åßíáé üíôùò áëãåâñéêü. ¤
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ÁóêÞóåéò

A-1-68. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù F ∈ k[X] Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï âáèìïý n ≥ 1.
(a) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï L = k[X] / hF i åßíáé Ýíá óþìá êáé üôé, åÜí ôï x åßíáé ç êëÜóç
õðïëïßðùí ôïý X åíôüò ôïý L, ôüôå F (x) = 0.
(b) ÅÜí õðïôåèåß üôé ôï L0 åßíáé ìéá óùìáôéêÞ åðÝêôáóç ôïý k êáé y ∈ L0, ïýôùò þóôå
íá éó·ýåé F (y) = 0, íá áðïäåé·èåß üôé ï ïìïìïñöéóìüò k[X] → L0, ï ïðïßïò áðåéêïíßæåé
ôï X óôï y, åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìü L ∼= k(y).
(c) Ìå ôá L0 êáé y üðùò óôï (b), íá áðïäåé·èåß üôé ôï F äéáéñåß ôï G, ãéá êÜèå G ∈ k[X]
ãéá ôï ïðïßï G(y) = 0.

(d) Íá áðïäåé·èåß üôé F = (X − x) ·H, ãéá êÜðïéïH ∈ L[X].

A-1-69. ¸óôù k Ýíá óþìá êáé Ýóôù F ∈ k[X] Ýíá ðïëõþíõìï âáèìïý n ≥ 1.Íá áðïäåé-
·èåß üôé õðÜñ·åé Ýíá óþìá L, ôï ïðïßï ðåñéÝ·åé ôï k, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

F = λ
nY
i=1

(X− xi) ∈ L[X], λ, x1, . . . , xn ∈ L.

(Õðüäåéîç : Íá ·ñçóéìïðïéçèåß ç Üóêçóç Á-1-68 (d) êáé åðáãùãÞ åðß ôïý n.) Ôï L êá-
ëåßôáé óþìá äéáóðÜóåùò ôïý F.

A-1-70. ¸óôù üôé ôï k åßíáé Ýíá óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò ìçäÝí êáé üôé ôï F ∈ k[X] åßíáé
Ýíá áíÜãùãï ðïëõþíõìï âáèìïý n ≥ 1. ¸óôù L ôï óþìá äéáóðÜóåùò ôïý F, üðïõ
F = λ

Qn
i=1(X− xi) ∈ L[X]. Íá áðïäåé·èåß üôé ôá x1, . . . , xn åßíáé óáöþò äéáêåêñéìÝíá

(Þôïé áíá äýï äéáöïñåôéêÜ).

A-1-71. ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ ìå óþìá êëáóìÜôùí ôçò ôï k êáé Ýóôù L ìéá ðå-
ðåñáóìÝíç áëãåâñéêÞ åðÝêôáóç ôïý k. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(a) Ãéá êÜèå óôïé·åßï v ôïý L, õðÜñ·åé Ýíá ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï a ∈ R, ôÝôïéï þóôå ôï
av íá åßíáé áêÝñáéï õðåñÜíù ôïý R.

(b) ÕðÜñ·åé ìéá âÜóç {v1, . . . , vm} ôïý L õðåñÜíù ôïý k (ìå ôï L èåùñïýìåíï ùò äéá-
íõóìáôéêüò ·þñïò õðåñÜíù ôïý k), ôÝôïéá þóôå êÜèå vj , 1 ≤ j ≤ m, íá åßíáé áêÝñáéï
õðåñÜíù ôïý R.




