
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí Ìåôáðôõ·éáêÞ ¢ëãåâñá É (Á 10)

ÔåëéêÞ ÅîÝôáóç, µåéìåñéíü ÅîÜìçíï 2004-5 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Ãéá Ýíáí äáêôýëéï R íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(a) Óå êÜèå ìç êåíü óýíïëï éäåùäþí ôïý R õðÜñ·åé (ôïõëÜ·éóôïí) Ýíá ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò
ôïí óõíÞèç åãêëåéóìü).

(b) ÊÜèå éäåþäåò ôïý R åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï, Þôïé ìðïñåß íá ðáñá·èåß áðü ðåðåñáóìÝíïõ
ðëÞèïõò óôïé·åßá ôïý R.

(c) Ï R ðëçñïß ôç ëåãïìÝíç óõíèÞêç ôùí áíéïõóþí áëõóßäùí : ÊÜèå «áíéïýóá» (áñéèìÞóéìç) áëõóßäá
éäåùäþí ôïý R

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · ·

åßíáé óôÜóéìç, Þôïé õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé In = Ik ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü n ≥ k.

(ÊÜèå ìç ôåôñéììÝíïò 1-äáêôýëéïò R, ï ïðïßïò ðëçñïß ìßá (êáé, êáô' åðÝêôáóéí, êáé ôéò ôñåéò) åê ôùí

áíùôÝñù óõíèçêþí, ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôÞò Noether Þ íáéôåñéáíüò äáêôýëéïò.)

(ii) Íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ï Z[
√
−5] åßíáé íáéôåñéáíüò, áëëÜ ü·é êáé Ð.Ê.É.

(iii) Íá äïèïýí ðáñáäåßãìáôá ìç íáéôåñéáíþí äáêôõëßùí.

(iv) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá âÜóåùò ôïý Hilbert.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åßíáé Ð.Ê.É. êáé íá áíáöåñèåß (·ùñßò áðüäåéîç) Ýíá ôïõ-

ëÜ·éóôïí ðáñÜäåéãìá Ð.Ê.É. ðïõ äåí åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

(ii) ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé ç R ðëçñïß ôç óõíèÞêç ôùí áëõóßäùí ãíçóßùí

äéáéñåôþí, íá áðïäåé·èåß üôé ç R åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá èÝóåùí ìçäåíéóìïý ôïý Hilbert.

ÈÅÌÁ 4ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ëÞììá ôùí 3× 3.

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò. Íá áðïäåé·èïýí (ìå ôç âïÞèåéá ôùí êáèïëéêþí óõíèçêþí) ôá
åîÞò:

(i) Ãéá ïéïõóäÞðïôå R-ìïäßïõò U , V êáéW õößóôáôáé ï áêüëïõèïò éóïìïñöéóìüò R-ìïäßùí:

(U ⊗R V )⊗R W ∼= U ⊗R (V ⊗R W ) .

(ii) Ãéá ïéåóäÞðïôå ïéêïãÝíåéåò R-ìïäßùí (Ui)i∈I êáé (Vj)j∈J õößóôáôáé ï áêüëïõèïò éóïìïñöéóìüò R-
ìïäßùí: ÃM

i∈I
Ui

!
⊗R

ÃM
j∈J

Vj

!
∼=

M
(i,j)∈I×J

(Ui ⊗R Vj) .

ÈÅÌÁ 6ï Íá áðïäåé·èïýí ëåðôïìåñþò ôá áêüëïõèá èåùñÞìáôá:

(i) ÊÜèå åëåýèåñïò ìüäéïò åßíáé ðñïâïëéêüò.

(ii) ÊÜèå ðñïâïëéêüò ìüäéïò åßíáé éóüðåäïò.
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ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 7ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Z3[X]/

X2 + 1

®
åßíáé Ýíá óþìá ìå åííÝá óôïé·åßá.

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï áíôßóôñïöï óôïé·åßï ôïý (X+ 2) +

X2 + 1

®
åíôüò ôïý Z3[X]/


X2 + 1

®
.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Z5[X]/

X2 + 1

®
äåí åßíáé óþìá.

ÈÅÌÁ 8ï ¸óôù n Ýíáò áêÝñáéïò ≥ 1. Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ðïëõþíõìï

F (X) := (X− 1) (X− 2) · · · (X− n) + 1 ∈ Z[X]

åßíáé áíÜãùãï õðåñÜíù ôïý Z åÜí êáé ìüíïí åÜí n 6= 4.

ÈÅÌÁ 9ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï ðïëõþíõìï F := Y2 + X2 (X− 1)2 ∈ R[X,Y] åßíáé áíÜãùãï, áëëÜ ç õðåñåðé-

öÜíåéáV(F ) ⊂ A2R äåí åßíáé áíÜãùãï áëãåâñéêü õðïóýíïëï ôïý óõó·åôéêïý ·þñïõ A2R.

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé áíÜãùãåò óõíéóôþóåò ôÞò õðåñåðéöÜíåéáòV(Y2 − XY − X2Y + X3) ⊂ A2R.

ÈÅÌÁ 10ï (i) ¸óôù R ìéá ÐÌÐ êáé p = hti , t ∈ R, Ýíá êýñéï, ãíÞóéï, ðñþôï éäåþäåò. Íá áðïäåé·èåß üôé äåí

õðÜñ·åé êáíÝíá ðñþôï éäåþäåò q ôÞò R, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé {0} $ q $ p.
(ii) ¸óôù n Ýíáò áêÝñáéïò≥ 1 êáé Ýóôù V = V(F ) ìéá áíÜãùãç õðåñåðéöÜíåéá åíôüò ôïý Ank (üðïõ ôï

k åßíáé Ýíá áëãåâñéêþò êëåéóôü óþìá). Íá áðïäåé·èåß (ìÝóù ôïý (i)) üôé äåí õðÜñ·åé êáíÝíá áíÜãùãï

áëãåâñéêü õðïóýíïëïW ôïý Ank, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé V $ W $ Ank .

ÈÅÌÁ 11ï Èåùñþíôáò ôü Q ùò Z-ìüäéï íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) HomZ (Q,Z) = {0}.
(ii) Ï Q äåí åßíáé ðñïâïëéêüò. (Õðüäåéîç : Íá ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôïý (i) óå óõíäõáóìü ìå ãíùóôÜ

èåùñçôéêÜ êñéôÞñéá ðåñß ðñïâïëéêüôçôïò.)

ÈÅÌÁ 12ï ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ç

0 // V 0 f // V
g // V 00 // 0

åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá R-ìïäßùí êáé ïìïìïñöéóìþí R-ìïäßùí ìå ôïõò V 0 êáé V 00 éóüðå-

äïõò, íá áðïäåé·èåß üôé êáé ï V ïöåßëåé íá åßíáé éóüðåäïò.

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áðü ôá 1-6 êáé ôï ðïëý 3 èÝìáôá áðü ôá 7-12.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé ìéóÞ ìïíÜäá.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕµÉÁ!
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