
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí Èåùñßá Äáêôõëßùí êáé Modules (M 222)

ÅîÝôáóç Óåðôåìâñßïõ 2005 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí.

(ii)¸óôù f : R −→ S Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé Ýóôù I Ýíá éäåþäåò ôïýR, ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé

I ⊆Ker(f). Íá áðïäåé·èåß üôé õößóôáôáé ï áêüëïõèïò éóïìïñöéóìüò ðçëéêïäáêôõëßùí: R/I ∼= S/f(I).

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèåß ôï ëÞììá ôïý Zorn êáé íá áðïäåé·èåß ìÝóù áõôïý üôé êÜèå éäåþäåò I $ R åíüò ìç

ôåôñéììÝíïõ äáêôõëßïõR (ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï) ðåñéÝ·åôáé óå êÜðïéï ìåãéóôïôéêü

éäåþäåò ôïý R.

ÈÅÌÁ 3ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï ôåôñéì-

ìÝíï éäåþäåò ôïõ åßíáé ðñþôï.

(ii) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò óôïí ïðïßï êÜèå éäåþäåò I $ R åßíáé ðñþôï. Íá áðïäåé·èåß

üôé ï R åßíáé óþìá.

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôù R ìéá áêåñáßá ðåñéï·Þ. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) H R åßíáé Ð.Ì.Ð.

(ii) Ç R åßíáé ðåñéï·Þ ìå ðáñáãïíôïðïßçóç êáé êÜèå óôïé·åßï q ∈ Rr
¡
R× ∪ {0}

¢
åßíáé ðñþôï åÜí êáé

ìüíïí åÜí åßíáé áíÜãùãï.

(iii) ÊÜèå a ∈ Rr
¡
R× ∪ {0}

¢
äéáèÝôåé óýíôñïöï ðáñéóôþìåíï ùò ãéíüìåíï ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò

ðñþôùí óôïé·åßùí ôÞò R.

ÈÅÌÁ 5ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá âÜóåùò ôïý Hilbert.

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 6ï ÅÜí ùò Ip óõìâïëéóèïýí ôá õðïóýíïëá

Ip := {a+ bi ∈ Z[i] : p | a êáé p | b} , p ðåñéôôüò ðñþôïò,

ôïý äáêôõëßïõ Z[i] = {a+ bi ∈ C | a, b ∈ Z} ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÊÜèå Ip åßíáé éäåþäåò ôïý Z[i].

(ii) Tï I3 åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý Z[i].

(iii) Åí áíôéèÝóåé ðñïò ôï I3, ôï I5 äåí åßíáé ìåãéóôïôéêü éäåþäåò ôïý Z[i].

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) Ï p åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý äáêôõëßïõ Z[i] ôùí áêåñáßùí ôïý Gauss.

(ii) p ≡ 3 (mod 4) .

(iii) Ï p äåí ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ p = a2 + b2, üðïõ a, b ∈ Z.
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ÈÅÌÁ 8ï (i) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò, ôÝôïéïò þóôå Z ⊆ R ⊆ Q. Íá áðïäåé·èåß üôé ï R åßíáé ðåñéï·Þ

êõñßùí éäåùäþí.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï óýíïëï R := {0} ∪
©

a
2n

¯̄
a ðåñéôôüò áêÝñáéïò êáé n ∈ Z

ª
⊂ Q (ùò ðñïò ôéò

óõíÞèåéò ðñÜîåéò) åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò ôïý åßäïõò ðïõ ðåñéåãñÜöç óôï (i), íá ðñïóäéïñéóèåß ç ðïëëá-

ðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá R× ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïõ êáé íá åîåôáóèåß ãéá êáèÝíá ôùí óôïé·åßùí

2 (= 1
2−1 ) êáé 6 (=

3
2−1 ) ôï êáôÜ ðüóïí åßíáé Þ äåí åßíáé ðñþôï åíôüò ôïý äáêôõëßïõ R.

ÈÅÌÁ 9ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï ðïëõþíõìï f (X) ∈ R [X] ðÝìðôïõ âáèìïý, ôï ïðïßï óôåñåßôáé óôáèåñïý üñïõ
êáé åðáëçèåýåé ôçí éóüôçôá: f (X)− f (X− 1) = X4.
(ii) ÂÜóåé ôïý (i) íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå Üèñïéóìá ôÞò ìïñöÞò

Sn4 :=
nX
j=1

j4, n ∈ N,

åßíáé Ýíá ðïëõþíõìï ìå (ìüíç) ìåôáâëçôÞ ôïõ ôïí n êáé ìå ñçôïýò óõíôåëåóôÝò. Ðïéïé åßíáé áõôïß ïé

óõíôåëåóôÝò;

(iii) Ãéá ðïéåò ôéìÝò ôïý öõóéêïý áñéèìïý n ≥ 4 åßíáé ôï ðoëõþíõìï g(X) = (X+ 1)n − Xn − 1 ∈ Z [X]
äéáéñåôü äéÜ ôïý h(X) = X2 + X+ 1 ∈ Z [X] ;

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù f(t) ∈ Q [t] . ÅÜí ï Üññçôïò áñéèìüò a + b
√
c (üðïõ a, b, c ∈ Q êáé

√
c ∈ RrQ) åßíáé ìéá èÝóç

ìçäåíéóìïý ôïý f(t), íá äåé·èåß üôé ôï ßäéï éó·ýåé êáé ãéá ôïí a− b
√
c, êáé ìÜëéóôá üôé, åí ðñïêåéìÝíù,

mult(f ; a+ b
√
c) = mult(f ; a− b

√
c).

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áíÞêïíôá óå ìßá åê ôùí äýï ðáñáôéèÝìåíùí êáôçãïñéþí èåìÜôùí
êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áíÞêïíôá óôçí Üëëç.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí.

• Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åíäÝ·åôáé
íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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