
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá (Ã 21)

Åáñéíü ÅîÜìçíï 2006 ÄéäÜóêùí: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÌÁÔÁÔÇÓÊÁÔ' ÏÉÊÏÍ ÅÑÃÁÓÉÁÓ

ÈÅÌÁ 1ï (i) ¸óôù X ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé Ýóôù Y õðü·ùñïò ôïý åõêëåßäåéïõ ôïðïëïãéêïý ·þñïõ Rn,
n ≥ 1. ÅÜí ïé f, g : X −→ Y åßíáé äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ôÝôïéåò þóôå ïé åéêüíåò f(x) êáé g(x) ôïý
x ìÝóù ôùí f, g íá åßíáé óõíäÝóéìåò ìÝóù åíüò åõèõãñÜììïõ ôìÞìáôïò êåéìÝíïõ êáè' ïëïêëçñßáí åíôüò
ôïý Y ãéá êÜèå x ∈ X, íá áðïäåé·èåß (ìå êÜèå ëåðôïìÝñåéá) üôé f ' g.

(ii) ÅÜí ï X åßíáé ôõ·þí ôïðïëïãéêüò ·þñïò, n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò ≥ 2, êáé ïé f, g : X −→ Sn−1 äõï
óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò, ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýåé f(x) 6= −g(x), ∀x ∈ X, íá áðïäåé·èåß üôé f ' g.

(iii) ÅÜíX = S1 ⊂ C êáé

Y = S1 ∪
n−1S
κ=0

n
te

2πik
n + 2(1− t)e

2πik
n

¯̄̄
t ∈ [0, 1]

o
⊂ C,

üðïõ n Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò≥ 1, íá áðïäåé·èåß üôéX ' Y, ðáñüôéX 6≈ Y.

(iv) ÅÜí ôïX =
©
(x, y) ∈ R2

¯̄
− 1 ≤ x ≤ 1, y = 0

ª
∪
©
(x, y) ∈ R2

¯̄
x = 0, −1 ≤ y ≤ 1

ª
åßíáé ôï «ó·Þìá

ôïý óôáõñïý» (åöïäéáóìÝíï ìå ôç óõíÞèç ôïðïëïãßá ôçí åðáãïìÝíç áðü åêåßíçí ôïý åõêëåéäåßïõ åðéðÝ-

äïõR2) êáé ôï Y = R2rX ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ, íá áðïäåé·èåß üôé Y ' S1.

ÈÅÌÁ 2ï (i) ¸óôù X Ýíáò õðü·ùñïò ôïý Rn, n ≥ 1. Ï X êáëåßôáé áóôñüìïñöïò ðåñß ôï a ∈ X üôáí ãéá êÜèå
t ∈ [0, 1] êáé ãéá êÜèå x ∈ X ôï (1 − t)x + ta áíÞêåé óôï X. Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå áóôñüìïñöïò
õðü·ùñïò ôïýRn (ðåñß Ýíá óçìåßï a) åßíáé óõóôáëôüò.

(ii) (á) ÅÜí α, β, t ∈ R ìå α, β > 0 êáé t ∈ [0, 1], íá áðïäåé·èåß üôé αt+ β(1− t) > 0.

(â) ÅÜí γ, δ, ε, t ∈ R ìå γ, δ, ε > 0 êáé t ∈ [0, 1], íá áðïäåé·èåß üôé

γt2 + δt(1− t) + ε(1− t)2 > 0

(ã) ¸óôù ôõ·þí ðßíáêáòA =

Ã
a b

c d

!
∈Mat2×2(R). ÅÜí ùò λ = trace(A) óõìâïëéóèåß ôï ß·íïò ôïõ,

ùò μ = det(A) ç ïñßæïõóÜ ôïõ, íá åêöñáóèïýí ôï ß·íïò êáé ç ïñßæïõóá ôïý ðßíáêá (1− t)I+ tA óõíáñ-
ôÞóåé ôùí λ, μ êáé t, üðïõ t ∈ R êáé I ï ìïíáäéáßïò 2× 2 ðßíáêáò.
(ä) Ôáõôßæïíôáò ôï óýíïëï Mat2×2(R) ìå ôïí åõêëåßäåéï ·þñï R4 (åöïäéáóìÝíïí ìå ôç óõíÞèç ôïðïëï-
ãßá), íá áðïäåé·èåß ìå ôç âïÞèåéá ôùí (i) êáé (ii) (á), (â), (ã) üôé ï õðü·ùñüò ôïõ

X = {A ∈Mat2×2(R)| det(A) > 0 êáé trace(A) > 0}

åßíáé óõóôáëôüò.

ÈÅÌÁ 3ï ÅÜí ïX åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò, ôüôå ïñßæïõìå ùò (ìïíáäéáßï) êýëéíäñï õðåñÜíù ôïýX ôïí ·þñï
ãéíïìÝíïõX × [0, 1], ùò êþíï õðåñÜíù ôïýX ôïí ðçëéêü·ùñï C(X) := X × [0, 1]/X × {1} (âë. 2.10.9
êáé 2.10.10) êáé ùò áíÜñôçóç Σ(X) ôïýX ôïí ðçëéêü·ùñï

Σ(X) := X × [0, 1]/ (X × {0}) ∪ ({Ýíá óçìåßï} × [0, 1]) ∪ (X × {1}) .
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(Âë. Ó·Þìá)

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ï êþíïò C(X) åßíáé óõóôáëôüò.

(ii) Èåùñþíôáò ôÞ öõóéêÞ ðñïâïëÞ π : X × [0, 1] −→ Σ(X) êáé ôç öõóéêÞ Ýíèåóç i : X /→ Σ(X) (üðïõ
i(x) := π(x, 1

2
), ∀x ∈ X), êáé êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (i) êáé ôùí óõíüëùí

U :=
©
π(x, t) ∈ Σ(X)| x ∈ X êáé 1

2 ≤ t ≤ 1
ª
,

V :=
©
π(x, t) ∈ Σ(X)| x ∈ X êáé 0 ≤ t ≤ 1

2

ª
,

íá áðïäåé·èïýí ïé éóïìïñöéóìïß ïìÜäùí

eHq(X) ∼= eHq+1(Σ(X)), ∀q ∈ Z.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé Σ(Sn) ≈ Sn+1 ãéá êÜèå n ≥ 0. [Õðüäåéîç : Ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôïý ôýðïõ åíüò ôÝ-

ôïéïõåßäïõò ïìïéïìïñöéóìïýìåôáîý ôùíΣ(Sn) êáé Sn+1 åßíáé äõíáôüí íá ·ñçóéìïðïéçèïýí êáôáëëÞëùò

ïé ïìïéïìïñöéóìïß p± : Dn+1 −→ Dn+1± ïé ðáñå·üìåíïé ìÝóù ôùí ïñèïãùíßùí ðñïâïëþí, ðñâë. 2.5.3

(iv).]

(iv) Íá ðñïóäéïñéóèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé áíçãìÝíåò ïìÜäåò ïìïëïãßáò eHq(Sn) ôÞò óöáßñáò Sn

êÜíïíôáò ·ñÞóç ìüíïí ôùí (ii) êáé (iii).

ÈÅÌÁ 4ï (i) ¸óôù Ýíá ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá áâåëéáíþí ïìÜäùí êáé ïìïìïñöéóìþí áâåëéáíþí ïìÜäùí ôÞò ìïñ-
öÞò:

ÅÜí ïé äõï äéáãþíéïé åßíáé áêñéâåßò, äçëáäÞ Im(i) = Ker(g) êáé Im(j) = Ker(f), êáé -åðéðñïóèÝôùò- ïé
h êáé k åßíáé éóïìïñöéóìïß, ôüôå ïé ïìïìïñöéóìïß áâåëéáíþí ïìÜäùí

ϕ : A⊕B −→ X, ψ : X −→ C ×D,

ìå

ϕ(ξ, η) := i(ξ) + j(η), ∀(ξ, η) ∈ A⊕B, ψ (x) := (f(x), g(x)) , ∀x ∈ X,
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åßíáé éóïìïñöéóìïß.

(ii)¸óôùüôé ïX åßíáé Ýíáò ôïðïëïãéêüò ·þñïò êáé ïéX1, X2 äõï áíïéêôïß ìçêåíïß õðü·ùñïß ôïõ, ôÝôïéïé
þóôå íá éó·ýåéX = X1 ∪X2 êáéX1 ∩X2 = ∅. (Áõôü óçìáßíåé üôé ïéX1 êáéX2 åßíáé ôáõôï·ñüíùò êáé
êëåéóôïß.) Èåùñþíôáò ãéá ïéïäÞðïôå ôïðïëïãéêü æåýãïò (X,A) ôéò åíèÝóåéò

i1 : (X1, A1) −→ (X,A), i2 : (X2, A2) −→ (X,A),

üðïõA1 := A∩X1 êáéA2 := A∩X2, íááðïäåé·èåß (ìüíïí ìÝóù ôïý (i) êáé ôïýèåùñÞìáôïò ôÞò åêôïìÞò)
üôé ïé åðáãüìåíïé ïìïìïñöéóìïß

ij∗,q : Hq(Xj , Aj) −→ Hq(X,A), j = 1, 2,

åßíáé ìïíïìïñöéóìïß êáé üôé ïé ïìïìïñöéóìïß

ϕq := i1∗,q + i2∗,q : Hq(X1, A1)⊕Hq(X2, A2) −→ Hq(X,A),

(üðïõϕq(x1, x2) := i1∗,q(x1) + i2∗,q(x2)) åßíáé éóïìïñöéóìïß ãéá êÜèå q ∈ Z.

ÈÅÌÁ 5ï ÅÜí ç f : Dn −→ Rn, n ≥ 1, åßíáé ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç, íá áðïäåé·èåß üôé åßôå f(0) = 0 åßôå õðÜñ·åé

x ∈ Dn ìå f(x) = λx ãéá êÜðïéïí ðñáãìáôéêü áñéèìü λ > 1. [Õðüäåéîç : Íá ãßíåé êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôïý

èåùñÞìáôïò ôïý óôáèåñïý óçìåßïõ ôïý Brouwer.]

ÈÅÌÁ 6ï ÅÜí ãéá j = 1, 2 ïé fj : Skj /→ Sn (n ≥ 1) åßíáé ôïðïëïãéêÝò åìöõôåýóåéò óöáéñþí åíôüò ôÞò Sn ìå
0 ≤ k1, k2 ≤ n− 1, íá õðïëïãéóèïýí ïé áíçãìÝíåò ïìÜäåò ïìïëïãßáò ôïý óõìðëçñþìáôïò

Snr(f1(Sk1) ∪ f2(Sk2))

óôéò áêüëïõèåò ðåñéðôþóåéò:

(i) ¼ôáí ç ôïìÞ f1(Sk1) ∩ f2(Sk2) áðïôåëåßôáé áðü Ýíá êáé ìüíïí óçìåßï.

(ii) ¼ôáí ç ôïìÞ f1(Sk1) ∩ f2(Sk2) åßíáé êåíÞ.

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù K Ýíáò åê ôùí R-äéáíõóìáôéêþí ·þñùí R,C Þ H êáé d = dimRK (Þôïé d = 1, 2, 4, áíôéóôïß·ùò).
Ãéá êÜèå n ≥ 1 ôáõôßæïõìå ôïí ðñïâïëéêü ·þñï Pn−1K ìå ôïí õðü·ùñï { [x0 : x1 : . . . : xn] ∈ PnK| xn = 0}
ôïý PnK. (Ðñâë. 2.12.1, 2.13.5 (iii).) Åí óõíå·åßá, ïñßæïõìå ôá óýíïëá

A :=
©
x = [x0 : x1 : . . . : xn] ∈ PnK| kxk = 1 êáé |xn| ≤ 1

2

ª
,

B :=
©
x = [x0 : x1 : . . . : xn] ∈ PnK| kxk = 1 êáé |xn| ≥ 1

2

ª
.

Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá: (i) ÔïA åßíáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìï ìå ôïí ðñïâïëéêü ·þñï Pn−1K . [Õðü-
äåéîç : Ç æçôïýìåíç ïìïôïðßá åßíáé ôÞò ìïñöÞò G : A× [0, 1] −→ A,

G(x, t) = Gt(x) = [λtx0 : λtx1 : . . . : λtxn−1 : txn],

ãéá êÜèå x = [x0 : x1 : . . . : xn] ∈ A, üðïõ λt êáôÜëëçëï óôïé·åßï ôïýK.]

(ii) To B åßíáé ïìïéïìïñöéêü ìå ôç ìðÜëá

Ddn :=

(¡
ξ0, . . . , ξn−1

¢
∈ Kn

¯̄̄̄
¯
n−1X
j=0

¯̄
ξj
¯̄2 ≤ 1)

êáé ôï A ∩B ìå ôç óöáßñá Sdn−1 ⊂ Ddn. [Õðüäåéîç : Áñêåß íá èåùñçèåß ï ïìïéïìïñöéóìüò

Φ : PnKrPn−1K −→ Kn

ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôïý ôýðïõ Φ([x0 : . . . : xn] = ( x0
xn

, . . . ,
xn−1
xn

) êáé íá äåé·èåß üôé Φ(B) = Ddn êáé
Φ (A ∩B) = Sdn−1. ÓçìåéùôÝïí üôé ç óýíèåóç π := G1 ◦ Φ−1 : Sdn−1 −→ Pn−1K äßäåôáé áðü ôïí ôýðï
π
¡
ξ0, . . . , ξn−1

¢
= [ξ0 : . . . : ξn−1].]
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(iii) ÅÜí åßôå K = C êáé d = 2 åßôå K = H êáé d = 4, ôüôå

Hq(PnK) ∼=
(
Z, üôáí q = jd êáé 0 ≤ j ≤ n,

{0}, óôçí áíôßèåôç ðåñßðôùóç.

Ç Ýíèåóç Pn−1K /→ PnK åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìüHq(Pn−1K ) ∼= Hq(PnK) üôáí q ≤ dn.

(iv) ÅÜíK = R êáé d = 1, ôüôå ç ÝíèåóçPn−1R /→ PnR åðÜãåé Ýíáí éóïìïñöéóìüHq(Pn−1R ) ∼= Hq(PnR) üôáí
q < n− 1, åíþ ãéá q = n õößóôáôáé êáé ìéá áêñéâÞò áêïëïõèßá

0 −→ eHn(PnR) −→ eHn−1(Sn−1) −→ eHn−1(Pn−1R ) −→ eHn−1(PnR) −→ 0.

[Õðüäåéîç : Ôá (iii) êáé (iv) Ýðïíôáé áðü ôá (i), (ii), êáé ôçìáêñÜ áêñéâÞáêïëïõèßá ôùíMayer êáé Vietoris

ãéá ôéò áíçãìÝíåò ïìïëïãéêÝò ïìÜäåò.]

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 5 èÝìáôá.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• Ïé ðñïôåéíüìåíåò ëýóåéò åê ìÝñïõò ôùí åîåôáæïìÝíùí öïéôçôþí åßíáé ðáñáäïôÝåò ôï áñãüôåñï ìÝ·ñé ôçí
Ôñßôç 13 Éïõíßïõ 2006.

• Èá åêôéìçèåß éäéáéôÝñùò ç êáô' éäßáí åñãáóßá ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí ùò Üíù äïèÝíôùí èåìÜôùí.

• Ç ôåëéêÞ âáèìïëïãßá ôùí åîåôáæïìÝíùí äßäåôáé áðü ôïí ôýðï max{Á, 12 (Á+Â)}, üðïõ Á åßíáé ï âáèìüò
ôïý ôåëéêïý äéáãùíßóìáôïò êáé Â ï âáèìüò ôÞò êáô' ïßêïí åñãáóßáò.

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá (Ïìïëïãßá, Ã 21)

ÔåëéêÞ ÅîÝôáóç, Åáñéíü ÅîÜìçíï 2006 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí ç 0 −→ K•
f•−→ L•

g•−→ M• −→ 0 åßíáé ìéá âñá·åßá áêñéâÞò áêïëïõèßá áëõóùôþí óõìðëüêùí,
íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç óõíäåôéêþí ïìïìïñöéóìþí ∂n : Hn(M•) −→ Hn−1(K•), ïýôùò þóôå ç ìáêñÜ
áêïëïõèßá áâåëéáíþí ïìÜäùí êáé ïìïìïñöéóìþí áâåëéáíþí ïìÜäùí

· · · ∂n+1−→ Hn(K•)
f∗,n−→ Hn(L•)

g∗,n−→ Hn(M•)
∂n−→ Hn−1(K•)

f∗,n−1−→ · · ·

íá åßíáé áêñéâÞò.

ÈÅÌÁ 2ï ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôá (K•, d
K•
• ), (L•, d

L•
• ) åßíáé äõï åëåýèåñá áëõóùôÜ óýìðëïêá êáé ç f• : K• −→ L•

Ýíáò áëõóùôüò ìåôáó·çìáôéóìüò, íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ç f• åßíáé áëõóùôÞ éóïäõíáìßá åÜí êáé

ìüíïí åÜí çHn(f•) = f∗,n åßíáé éóïìïñöéóìüò ïìÜäùí ãéá êÜèå n ∈ Z.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß ôï èåþñçìá ôïý ïìïôïðéêþò áíáëëïéþôïõ ôùíïìÜäùí éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò êáé íá äïèåß

ìéá üóï ôï äõíáôüí ðéï ëåðôïìåñÞò ðåñéãñáöÞ ôùí âçìÜôùí ôÞò áðïäåßîåþò ôïõ.

ÈÅÌÁ 4ï Íá äéáôõðùèåß ôï èåþñçìá ôÞò åêôïìÞò êáé íá äïèåß ìéá üóï ôï äõíáôüí ðéï ëåðôïìåñÞò ðåñéãñáöÞ ôùí

âçìÜôùí ôÞò áðïäåßîåþò ôïõ.

ÈÅÌÁ 5ï Íá ðñïóäéïñéóèïýí åðáêñéâþò ïé áíçãìÝíåò éäéÜæïõóåò ïìÜäåò ïìïëïãßáò: (i) ïéïõäÞðïôå ìïíïóçìåéá-

êïý ôïðïëïãéêïý ·þñïõ, (ii) ôÞò n-äéÜóôáôçò ìïíáäéáßáò ìðÜëáò Dn êáé (iii) ôÞò n-äéÜóôáôçò ìïíáäéáßáò

óöáßñáò Sn (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (ii) êáé ôùí ïìïëïãéêþí ïìÜäùíHq(Dn, Sn−1)).

ÈÅÌÁ 6ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ç Sn äåí åßíáé óõóôáëôÞ ãéá êáíÝíáí n ∈ N0.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ç IdSn : Sn −→ Sn äåí äéáèÝôåé ïõäåìßá óõíå·Þ åðÝêôáóç åðß ôïýDn+1.

(iii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò ôï èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ ôïý Brouwer.

ÈÅÌÁ 7ï (i) ¸óôù Ýíá ìåôáèåôéêü äéÜãñáììá áâåëéáíþí ïìÜäùí êáé ïìïìïñöéóìþí ôÞò ìïñöÞò:

ÅÜí ïé äõï äéáãþíéïé åßíáé áêñéâåßò êáé -åðéðñïóèÝôùò- ïé h êáé k åßíáé éóïìïñöéóìïß, íá áðïäåé·èåß üôé
ïé ïìïìïñöéóìïß ϕ : A⊕B −→ X, ψ : X −→ C ×D, ìå

ϕ(ξ, η) := i(ξ) + j(η), ∀(ξ, η) ∈ A⊕B, ψ (x) := (f(x), g(x)) , ∀x ∈ X,

åßíáé éóïìïñöéóìïß.

(ii) ÅÜí ïéX êáé Y åßíáé äõï ôïðïëïãéêïß ·þñïé, êáé ïé iX : X /→ X + Y, iY : Y /→ X + Y ïé åíèÝóåéò
åíôüò ôïý ôïðïëïãéêïý áèñïßóìáôïòX + Y ôùíX êáé Y, íá áðïäåé·èåß ìå ôç âïÞèåéá ôïý (i) üôé ïé

iX∗,q ⊕ iY∗,q : Hq(X)⊕Hq(Y ) −→ Hq(X + Y )
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åßíáé éóïìïñöéóìïß ãéá êÜèå q ∈ Z.
(iii) ÅÜí n ∈ N0, íá áðïäåé·èåß üôé ç Sn 3 (x0, . . . , xn) 7−→ (−x0, x1, . . . , xn) ∈ Sn Ý·åé âáèìü −1
(êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (ii), üôáí n = 0, êáé -åí óõíå·åßá- ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò åðß ôïý n).

(iv) Ìå ôç âïÞèåéá ôïý (iii) íá áðïäåé·èåß üôé ç áíôéðïäéêÞ áðåéêüíéóç

α : Sn −→ Sn, α(x0, . . . , xn) := (−x0,−x1, . . . ,−xn)

Ý·åé âáèìü (−1)n+1.

(v) ÅÜí ï n åßíáé Ýíáò Üñôéïò ìç áñíçôéêüò áêÝñáéïò áñéèìüò, íá áðïäåé·èåß ìÝóù ôïý (iv) üôé ãéá êÜèå

óõíå·Þ áðåéêüíéóç f : Sn −→ Sn (ìåôáîý éóïäéáóôÜôùí ìïíáäéáßùí óöáéñþí) õðÜñ·åé êÜðïéï x ∈ Sn,
ôÝôïéï þóôå íá éó·ýåé f(x) ∈ {±x}.

(vi) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôÞò ôñé·ùôÞò ìðÜëáò.

ÈÅÌÁ 8ï ÅÜí k, n ∈ N0 êáé k ≤ n, íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) Ãéá êÜèå ôïðïëïãéêÞ åìöýôåõóç f : Dn /→ Sn Ý·ïõìå

eHq(Snrf(Dn)) ∼= {0}, ∀q ∈ Z.

(ii) ÅÜí k < n, ôüôå ãéá êÜèå ôïðïëïãéêÞ åìöýôåõóç f : Sk /→ Sn Ý·ïõìå

eHq(Snrf(Sk)) ∼= eHq(Sn−k−1) ∼=
(
Z, üôáí q = n− k − 1,
{0}, üôáí q ∈ Zr{n− k − 1}.

ÈÅÌÁÔÁÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 9ï ÅÜí n ∈ N0, íá ðñïóäéïñéóèïýí (âÜóåé ìéáò ìåèüäïõ ðïõ äéáöÝñåé áðü åêåßíçí ðïõ åöáñìüæåôáé óôï

(iii) ôïý èÝìáôïò 5) ïé áíçãìÝíåò ïìÜäåò éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò ôÞò n-äéÜóôáôçò ìïíáäéáßáò óöáßñáò Sn

(ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý), áðïäåéêíýïíôáò êáôÜ óåéñÜí ôá áêüëïõèá:

(i) eHq(S0) ∼= Z üôáí q = 0 êáé ∼= {0} üôáí q 6= 0.

(ii) Ç Sn åßíáé Ýíáò äñïìïóõíåêôéêüò ôïðïëïãéêüò ·þñïò ãéá êÜèå n ≥ 1 (ïðüôå eH0(Sn) ∼= {0}) .

(iii) ÅÜíôáx, y åßíáé äõïóçìåßá åðß ôÞòSn ìå x 6= y, ôüôå Snr{x} ≈ Rn êáé ãéán ≥ 1,Snr{x, y} ' Sn−1.

(iv) eHq(Sn) ∼= eHq−1(Sn−1) ãéá êÜèå n ≥ 1. [Õðüäåéîç : Íá ãßíåé ·ñÞóç ôÞò ìáêñÜò áêñéâïýò áêïëïõèßáò

ôùíMayer êáéVietoris (ðïõáöïñÜóôéò áíçãìÝíåò ïìÜäåò éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò) ãéá ôï áíïéêôü êÜëõììá

{Snr{x},Snr{y}} ôÞò Sn, üðïõ x, y åßíáé äõï óçìåßá åðß ôÞò Sn ìå x 6= y, óå óõíäõáóìü ìå ôï (iii).]

(v) Ïé ïìÜäåò eHq(Sn) åßíáé ðñïóäéïñßóéìåò (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ìÝóù ìáèçìáôéêÞò åðáãùãÞò åðß ôïý

n, óå óõíäõáóìü ìå ôá (i) êáé (iv). [Äéåõêñßíéóç : Áí êáé ôo (ii) äåí èá ·ñåéáóèåß óôïí åí ëüãù ðñïóäéï-

ñéóìü (ìÝóù åðáãùãÞò), áðïôåëåß áöåáõôïý Ýíá óýíôïìï, åðéñüóèåôï åðé·åßñçìá ãéá ôï ãéáôß ïé ìçäåíï-

óôÝò áíçãìÝíåò ïìÜäåò éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò ôÞò Sn åßíáé ôåôñéììÝíåò üôáí n ≥ 1.]

ÈÅÌÁ 10ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ãéá ïéïíäÞðïôå (ìç êåíü) óõóôáëôü õðü·ùñï A åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõX éó·ýåé

eHq(X) ∼= Hq(X,A), ∀q ∈ Z.

(ii) ¸óôù U Ýíá áíïéêôü óýíïëï åíüò ôïðïëïãéêïý ·þñïõ X ôï ïðïßï ðåñéÝ·åôáé óå Ýíáí õðü·ùñï A

ôïýX. ÅÜí õðÜñ·åé áíïéêôü õðïóýíïëï V ôïýX ìå V ⊆ U, ôÝôïéï þóôå ç öõóéêÞ Ýíèåóç ôïðïëïãéêþí
æåõãþí

i : (XrU,ArU) /→ (XrV,ArV )
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íá áðïôåëåß ïìïôïðéêÞ éóïäõíáìßá, ôüôå

Hq(X,A) ∼= Hq(XrU,ArU), ∀q ∈ Z.

(iii) ÊÜíïíôáò êáôÜëëçëç ·ñÞóç ôùí (i) êáé (ii) íá ðñïóäéïñéóèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé ïìÜäåò

éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò ôïý ôïðïëïãéêïý õðü·ùñïõ X ôïý R2 ôïý áðïôåëïýìåíïõ áðü ôçí Ýíùóç k ≥ 2

(áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò) êýêëùí C1, C2, . . . , Ck ìå Ýíá (êëåéóôü) åõèýãñáììï ôìÞìá A, ôï ïðïßï

Ý·åé ùò áñ·éêü óçìåßï ôïõ ôï P1, ùò ðÝñáò ôïõ ôï Pk, êáé åöÜðôåôáé óå êáèÝíáí åê ôùí C1, C2, . . . , Ck

êáôÜ ôÝôïéïí ôñüðï, þóôå A ∩Cj = {Pj}, ãéá êÜèå j ∈ {1, . . . , k}. (Âë. ôï ó·Þìá ðïõ áêïëïõèåß.)

ÈÅÌÁ 11ï ÅÜí n ∈ N0 êáé åÜí ïé f, g : Sn −→ Sn åßíáé äõï óõíå·åßò áðåéêïíßóåéò ìåôáîý éóïäéáóôÜôùí óöáéñþí,
ôÝôïéåò þóôå íá éó·ýåé f(x) 6= g(x) ãéá êÜèå x ∈ Sn, íá áðïäåé·èåß üôé

deg(f) + (−1)n deg(g) = 0.

ÈÅÌÁ 12ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé áíçãìÝíåò ïìÜäåò éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò ôïý Rnrer,
0 ≤ r < n, üðïõ ï er åßíáé Ýíáò õðü·ùñïò ôïýRn ïìïéïìïñöéêüò ôÞò ìïíáäéáßáò ìðÜëáò Dr.

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé áíçãìÝíåò ïìÜäåò éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò ôïý

Rnrsr, 0 ≤ r < n, üðïõ ï sr åßíáé Ýíáò õðü·ùñïò ôïýRn ïìïéïìïñöéêüò ôÞò ìïíáäéáßáò óöáßñáò Sr.

---------------------------------------------------

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 3 èÝìáôá áðü ôá 1-8 êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áðü ôá 9-12.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé 2 ìïíÜäåò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí. Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí åí-

äÝ·åôáé íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ Þ
áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá åß·å

ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

---------------------------------------------------

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕμÉÁ!
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