
ÐáíåðéóôÞìéï ÊñÞôçò, ÔìÞìá Ìáèçìáôéêþí ÁëãåâñéêÞ Ôïðïëïãßá (Ïìïëïãßá, Ã 21)

ÔåëéêÞ ÅîÝôáóç, Åáñéíü ÅîÜìçíï 2005 ÅîåôáóôÞò: ÄçìÞôñéïò ÍôáÞò

ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Ðüôå äõï ìïñöéóìïß f•, g• :M• −→M0
• ìåôáîý äõï áëõóùôþí óõìðëüêùíM• êáéM0

• ïíïìÜæï-

íôáé áëõóùôþò ïìüôïðïé ; Ðüôå äõï áëõóùôÜ óýìðëïêá ïíïìÜæïíôáé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá ;

(ii) Íá áðïäåé·èåß ç óõíåðáãùãÞ: f• ' g• =⇒Hn (f•) = Hn (g•) , ∀n ∈ Z.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé ç ïìïôïðßá áëõóùôþí óõìðëüêùí áðïôåëåß ó·Ýóç éóïäõíáìßáò.

(iv) Íá áðïäåé·èåß üôé ïìïôïðéêþò éóïäýíáìá áëõóùôÜ óýìðëïêá äéáèÝôïõí éóüìïñöåò ïìÜäåò ïìïëï-

ãßáò.

(v) Éó·ýåé óôï (ii) êáé ç áíôßóôñïöç óõíåðáãùãÞ; (ÄéêáéïëïãÞóôå ðëÞñùò ôçí áðÜíôçóÞ óáò.)

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ëÞììá ôïý öéäéïý.

ÈÅÌÁ 3ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèåR-ìüäéïòM (üðïõR ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï óôïé·åßï) äéáèÝôåé

Ýíáí åëåýèåñï êåñìáôéóìü.

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò ôï «èåþñçìá óõãêñßóåùò» (Þ «èåìåëéþäåò ëÞììá»)

ôÞò ÏìïëïãéêÞò ¢ëãåâñáò.

(iii) ÂÜóåé ôïý (ii) íááðïäåé·èåß üôé ïéïéäÞðïôå ðñïâïëéêïß êåñìáôéóìïß åíüòR-ìïäßïõ åßíáé ïìïôïðéêþò

éóïäýíáìïé.

ÈÅÌÁ 4ï Íá ïñéóèåß ç éäéÜæïõóá ïìïëïãßá ùò óõíáñôçôÞò êáé íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò üôé ðëçñïß ôï áîßùìá

ôïý «ïìïôïðéêþò áíáëëïéþôïõ».

ÈÅÌÁ 5ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé ç óöáéñá Sn äåí åßíáé óõóôáëôÞ ãéá êáíÝíáí n ∈ N.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôáõôïôéêÞ áðåéêüíéóç IdSn : Sn −→ Sn äåí äéáèÝôåé ïõäåìßá åðÝêôáóç åðß ôïý

Dn+1.

(iii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ëåðôïìåñþò ôï «èåþñçìá óôáèåñïý óçìåßïõ» ôïý Brouwer.

ÈÅÌÁ 6ï Íá ðåñéãñáöåß ëåðôïìåñþò ï óõó·åôéóìüò ìåôáîý ôÞò ðñþôçò ïìÜäáò ïìïôïðßáò êáé ôÞò ðñþôçò ïìÜ-

äáò éäéÜæïõóáò ïìïëïãßáò åíüò äñïìïóõíåêôéêïý ôïðïëïãéêïý ·þñïõ (óõíïäåõüìåíïò áðü ôçí ðëÞñç

áðüäåéîç ôïý ðñïêýðôïíôïò éóïìïñöéóìïý ïìÜäùí).

ÈÅÌÁ 7ï Íá áðïäåé·èïýí ôá êáôùôÝñù èåùñÞìáôá:

(i) ¸óôù f : Sn −→ Sn ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç, ç ïðïßá äéáôçñåß ôá áíôéðïäéêÜ óçìåßá, ðñÜãìá ðïõ

óçìáßíåé üôé f (−x) = −f (x) ãéá êÜèå óçìåßï x ôÞò Sn.Ôüôå ç f Ý·åé ùò âáèìü ôçò Ýíáí ðåñéôôü áñéèìü.

(ii) ÅÜí ìéá óõíå·Þò áðåéêüíéóç f : Sm −→ Sn áðåéêïíßæåé ôá áíôéðïäéêÜ óçìåßá óå áíôéðïäéêÜ óçìåßá,

ôüôåm ≤ n.

(iii) Ôï èåþñçìá ôùí Borsuk êáé Ulam (êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (ii)).

ÈÅÌÁ 8ï Íáðåñéãñáöåß ëåðôïìåñþò ï óõó·åôéóìüò ìåôáîý éäéÜæïõóáò êáé ìïíïðëåêôéêÞò ïìïëïãßáò (ìå óõíôåëå-

óôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôï Z), óõíïäåõüìåíïò áðü ôçí ðëÞñç áðüäåéîç ôïý ðñïêýðôïíôïò éóïìïñöéóìïý

ïìÜäùí.
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ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôùm Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò≥ 4. ÃñÜöïíôáò ôïímùò ãéíüìåíïm = kl, üðïõ ïé k êáé l åßíáé öõóéêïß

áñéèìïß ≥ 2, ï kZ/mZ áðïôåëåß Ýíáí Z/mZ-ìüäéï.

(i) Íáðñïóäéïñéóèåß Ýíáò (êáôÜöõóéêü ôñüðï êáôáóêåõáæüìåíïò) ðñïâïëéêüò êåñìáôéóìüò ôïýZ/mZ-
ìïäßïõ kZ/mZ êáé íá åêöñáóèïýí ìÝóù áõôïý ïé Z/mZ-ìüäéïé TorZ/mZj (kZ/mZ,N) ãéá ïéïíäÞðïôå

Z/mZ-ìüäéïN êáé ïéïíäÞðïôå ìç áñíçôéêü áêÝñáéï áñéèìü j.

(ii) ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý (i) íá õðïëïãéóèïýí åðáêñéâþò (ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý) ïé Z/4Z-ìüäéïé
TorZ/4Zj (Z/2Z,Z/2Z) êáé ïé Z/8Z-ìüäéïé TorZ/8Zj (Z/4Z,Z/2Z) ãéá ïéïíäÞðïôå j ∈ N0.

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôùK ôï ìïíïðëåêôéêü óýìðëåãìá ðïõ äåß·íåôáé óôï áêüëïõèï ó·Þìá:

Ðïéåò åßíáé ïé ïìÜäåòHsimp
q (K;Z) ìïíïðëåêôéêÞò ïìïëïãßáò ôïõ (ìå óõíôåëåóôÝò åéëçììÝíïõò áðü ôïZ);

ÈÅÌÁ 11ï ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï.

(i) Ðïéïé åßíáé ïé Hsing
q (Sn;R) êáé eHsing

q (Sn;R) (·ùñßò áðüäåéîç) üôáí q ∈ Z êáé n ∈ N0;

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôéHsing
q

¡
Dn, Sn−1;R

¢ ∼= Hsing
q (Dn,Dnr{0};R).

(iii) Íá õðïëïãéóèïýí ïéHsing
q (Rn,Rnr{0};R) .

(iv) ÅÜím,n ∈ N0 êáém 6= n, íá áðïäåé·èåß ìÝóù ôÞò (iii) üôé ï Rm äåí åßíáé ïìïéïìïñöéêüò ìå ôïíRn.

ÈÅÌÁ 12ï ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò ìå ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü óôïé·åßï.

(i) Ðïéïé åßíáé ïé Hsing
q (Sn;R) êáé eHsing

q (Sn;R) (ìå áðüäåéîç) üôáí q ∈ Z êáé n ∈ N0;

(ii) ÕðïôéèåìÝíïõ üôém,n ∈ N0, íá õðïëïãéóèïýí ïéHsing
q (Sm × Sn;R) ãéá R = Z êáé R = Zk (k ≥ 2)

êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý ôïðïëïãéêïý èåùñÞìáôïò ôïý Künneth.

—————————————————

• Íá áðáíôçèïýí ôï ðïëý 2 èÝìáôá áðü ôá 1-8 êáé ôï ðïëý 2 èÝìáôá áðü ôá 9-12.

• ÊÜèå ïñèþò áðáíôçèÝí èÝìá èá ëáìâÜíåé ìßá ìïíÜäá.

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò ïé óçìåéþóåéò èá ðáñáìåßíïõí êëåéóôÝò.

• Åíôüò ôïý ãñáðôïý ïé åîåôáæüìåíïé ïöåßëïõí íá áíáãñÜöïõí ñçôþò óå ðïéï åê ôùí äïèÝíôùí èåìÜôùí
áðáíôïýí. Ç ·ñÞóç ðïëý äõóáíÜãíùóôçò ãñáöÞò Þ/êáé ìç áíáãíùñßóéìùí ìáèçìáôéêþí óõìâüëùí

åíäÝ·åôáé íá ïäçãÞóåé óå ìåßùóç ôïý âáèìïý (ëüãù áäõíáìßáò äéïñèþóåùò åê ìÝñïõò ôïý åîåôáóôïý).

• ÊáôÜ ôç äéÜñêåéá ôÞò åîåôÜóåùò äåí åðéôñÝðïíôáé óõæçôÞóåéò ìåôáîý ôùí åîåôáæïìÝíùí, áíôéãñáöÞ
Þ áäéêáéïëüãçôç õðÝñâáóç ôïý ïñéóèÝíôïò ·ñüíïõ ãéá ôçí áðÜíôçóç ôùí èåìÜôùí. (ÊÜôé ôÝôïéï èá

åß·å ùò óõíÝðåéá åéäéêÞ ìïíïãñáöÞ óçìÜíóåùò ôïý ãñáðôïý êáé óõíáêüëïõèï ìçäåíéóìü ôïõ.)

—————————————————

ÊÁËÇ ÅÐÉÔÕµÉÁ!
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