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ΚΑΝΟΝΕΣ  ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 12 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές. Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 6 θέματα, υπό τον όρο ότι τα προς απάντησιν επι-
λεγόμενα θέματα τα οποία ανήκουν αποκλειστικώς σε μία εκ των δύο κατηγοριών δεν 
υπερβαίνουν τα 3. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με ολοκληρωμένη αποδεικτική επι-
χειρηματολογία) βαθμολογείται με 10 μονάδες και η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην 
προκειμένη τελική εξέταση) επιτυγχάνεται με τη συγκέντρωση 60 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής τελικής εξετάσεως αντιστοιχεί στο 60% τού τελικού (συνολικού) 
βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ¸óôù (G, ·) ìéá ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e. Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) (gm = e, ãéá êÜðïéïím ∈ Z)⇐⇒ ord(g) |m .

(ii) ord(g) = ord
¡
g−1

¢
,∀g ∈ G.

(iii) ord
¡
h−1gh

¢
= ord(g) ,∀(g, h) ∈ G2.

(iv) ord(gh) = ord(hg) ,∀(g, h) ∈ G2.

(v) ÅÜí êÜèå óôïé·åßï ôÞò G Ý·åé ôÜîç ôï ðïëý 2, ôüôå ç G åßíáé áâåëéáíÞ.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá äéáôõðùèåß ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí.

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï 2ï êáé ôï 3ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí.

ÈÅÌÁ 3ï Íá áðïäåé·èåß (ìå ðëÞñç áéôéïëüãçóç) üôé ïé åíáëëÜóóïõóåò ïìÜäåò An, n ≥ 5, åßíáé áðëÝò.

ÈÅÌÁ 4ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôïý Cauchy (ôï ïðïßï áöïñÜ óôéò ðåðåñáóìÝíåò
ïìÜäåò).

(ii) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðåñéôôüò ðñþôïò áñéèìüò êáé ç G ìéá ïìÜäá ôÜîåùò 2p, íá áðïäåé·èåß üôé ç
G åßíáé Þ êõêëéêÞ Þ äéåäñéêÞ.

(iii) ÅÜí ï p åßíáé Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò êáé ç G ìéá ïìÜäá ôÜîåùò p2, íá áðïäåé·èåß üôé ç G åßíáé
Þ êõêëéêÞ Þ éóüìïñöç ôÞò Zp × Zp.

ÈÅÌÁ 5ï Íá äéáôõðùèïýí ôá ôñßá èåùñÞìáôá ôïý Sylow êáé íá äïèåß ðëÞñçò áðüäåéîç êáé (ôïõëÜ·éóôïí
ìßá) åöáñìïãÞ åíüò åî áõôþí.

ÈÅÌÁ 6ï Íá ôáîéíïìçèïýí (ìå ðëÞñç èåùñçôéêÞ áéôéïëüãçóç) «ìÝ·ñéò éóïìïñöéóìïý» üëåò ïé ðåðåñáóìÝíåò
ïìÜäåò ôÜîåùò 8.

ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 7ï (i) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá êáé (g, h) ∈ G×G ìå

ord (g) = m ∈ N, ord (h) = n ∈ N,

íá áðïäåé·èåß ç áìößðëåõñç óõíåðáãùãÞ:

ord (gh) = mn⇐⇒ ìêä (m,n) = 1.

(ii) ÅÜí ç (G, ·) åßíáé ìéá áâåëéáíÞ ïìÜäá ìå ïõäÝôåñï óôïé·åßï ôçò ôï e êáé (g, h) ∈ G×G ìå

ord (g) = m ∈ N, ord (h) = n ∈ N,

íá áðïäåé·èåß üôé

(a) õðÜñ·åé Ýíá a ∈ G, ïýôùò þóôå íá éó·ýåé

ord (a) = åêð(m,n).

(b) ÅÜí ord(x) ≤ m, ∀x ∈ Gr{g}, ôüôå ord (y)|m êáé ym = e, ∀y ∈ G.
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ÈÅÌÁ 8ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé äåí õðÜñ·ïõí áðëÝò ïìÜäåò ôÜîåùò 148.

(ii) Ðüóá óôïé·åßá ôÜîåùò 7 äéáèÝôåé ìéá áðëÞ ïìÜäá ôÜîåùò 168;

ÈÅÌÁ 9ï (i) Íá áðïäåé·èåß ç ýðáñîç éóïìïñöéóìïý:

Aut (Zn) ∼= (Zn)× , ∀n ∈ N.

(ii) ÅÜí ç G åßíáé ìéá ðåðåñáóìÝíç ïìÜäá ôÜîåùò n ∈ N, íá áðïäåé·èåß üôé

|Aut (G)| | (n− 1)!

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé

ϕ (n) | (n− 1)!

ãéá êÜèå n ∈ N, üðïõ ìå ϕ óõìâïëßæïõìå ôç óõíÜñôçóç ôïý Euler.

ÈÅÌÁ 10ï (i) Íá ãñáöïýí äéåîïäéêþò ôá Ýîé óôïé·åßá ôÞò óõììåôñéêÞò ïìÜäáò S3 êáé íá êáôáñôéóèåß ï ðïë-
ëáðëáóéáóôéêüò ôçò êáôÜëïãïò.

(ii) Áò õðïèÝóïõìå üôé Ý·ïõìå ðñïìçèåõèåß (áñêïýíôùò ðïëëÜ) éóïìÞêç îõëáñÜêéá, êáèÝíá ôùí
ïðïßùí åßíáé (åî ïëïêëÞñïõ) Þ Üóðñï Þ ìáýñï Þ êüêêéíï Þ êßôñéíï. Íá ðñïóäéïñéóèåß ôï ðëÞèïò
ôùí ïõóéùäþò äéáöïñåôéêþí ôñüðùí ó·çìáôéóìïý åíüò éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ üôáí ãéá ôçí êáôá-
óêåõÞ ôïõ ·ñçóéìïðïéïýíôáé îõëáñÜêéá ôùí ùò Üíù äéáèÝóéìùí ·ñùìáôéóìþí, õðü ôçí ðñïûðü-
èåóç üôé ç ·ñçóéìïðïßçóç îõëáñáêßùí ôïý éäßïõ ·ñþìáôïò ãéá ôïí ó·çìáôéóìü ðåñéóóïôÝñùí ôÞò
ìéáò ôùí ðëåõñþí ôïõ åßíáé åðéôñåðôÞ. (Äéåõêñßíéóç: ÕðÜñ·ïõí óõíïëéêþò 43 = 64 äéáöïñåôéêïß
ôñüðïé ó·çìáôéóìïý ôïý éóïðëåýñïõ ôñéãþíïõ, áöïý êáèåìéÜ ôùí ðëåõñþí ôïõ Ý·åé ïéïäÞðïôå áðü
ôá äéáèÝóéìá ·ñþìáôá. Ôï æçôïýìåíï ðëÞèïò ôùí ïõóéùäþò äéáöïñåôéêþí ôñüðùí ó·çìáôéóìïý
ôïõ ðñïêýðôåé, ùò åê ôïýôïõ, ýóôåñá áðü êáôáìÝôñçóç ôùí ôñï·éþí ùò ðñïò ôç öõóéêÞ äñÜóç ôÞò
ïìÜäáò G ∼= S3 ôùí óõììåôñéþí ôïõ åðß ôïý óõíüëïõ X ôùí ðñïáíáöåñèÝíôùí 64 éóïðëåýñùí
ôñéãþíùí.)

(iii) Íá åðéëõèåß ôï ßäéï ðñüâëçìá, áëëÜ -áõôÞí ôç öïñÜ- õðü ôçí ðñïûðüèåóç üôé ç ·ñçóéìïðïßçóç
îõëáñáêßùí ôïý éäßïõ ·ñþìáôïò ãéá ôïí ó·çìáôéóìü ðåñéóóïôÝñùí ôÞò ìéáò ôùí ðëåõñþí ôïõ äåí
åßíáé åðéôñåðôÞ.

ÈÅÌÁ 11ï ¸óôù G ìéá ïìÜäá êáé ÝóôùH v Z (G). Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i)H E G.

(ii) ÅÜí ç G/H åßíáé êõêëéêÞ, ôüôå ç G åßíáé áâåëéáíÞ.

(iii) ÅÜí ç G äåí åßíáé áâåëéáíÞ êáé -ôáõôï·ñüíùò- éó·ýåé |G| = p3, üðïõ p Ýíáò ðñþôïò áñéèìüò,
ôüôå |Z (G)| = p.

ÈÅÌÁ 12ï ¸óôù üôé ïé p êáé q åßíáé äõï ðñþôïé áñéèìïß ìå p < q, êáé üôé ç G åßíáé ìéá ïìÜäá ôÜîåùò pq. Íá
áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÕðÜñ·åé áêñéâþò ìßá q-Sylow õðïïìÜäá ôÞò G.

(ii) ÅÜí q 6= 1 + kp, ∀k ∈ Z, ôüôå ç G åßíáé êõêëéêÞ.

(iii) ÅÜí q = 1 + kp, ãéá êÜðïéïí k ∈ Z, ôüôå ç G äåí åßíáé êáô' áíÜãêçí êõêëéêÞ. (ÐáñÜèåóç
êáôáëëÞëïõ áíôéðáñáäåßãìáôïò áñêåß.)
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