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ΚΑΝΟΝΕΣ  ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 15 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές. Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 6 θέματα, υπό τον όρο ότι τα προς απάντησιν επι-
λεγόμενα θέματα τα οποία ανήκουν αποκλειστικώς σε μία εκ των δύο κατηγοριών δεν 
υπερβαίνουν τα 3. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με ολοκληρωμένη αποδεικτική επι-
χειρηματολογία) βαθμολογείται με 10 μονάδες και η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην 
προκειμένη τελική εξέταση) επιτυγχάνεται με τη συγκέντρωση 60 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής τελικής εξετάσεως αντιστοιχεί στο 60% τού τελικού (συνολικού) 
βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí ôï K åßíáé Ýíá óþìá, íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï äåýôåñï êáé ôï ôñßôï èåþñçìá
éóïìïñöéóìþí äéáíõóìáôéêþí ·þñùí ïñéæïìÝíùí õðåñÜíù ôïýK.

ÈÅÌÁ 2ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåìåëéþäåò èåþñçìá ôñéãùíéêïðïéÞóåùò åíäïìïñöéóìþí
ïéïõäÞðïôåK-äéáíõóìáôéêïý ·þñïõ ðåðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò.

ÈÅÌÁ 3ï ¸óôù K Ýíá óþìá êáé Ýóôù V Ýíáò K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáóôÜóåùò dimK (V ) = n < ∞.

ÅÜí f ∈ EndK(V ) êáé ïé λ1, . . . , λk åßíáé ïé éäéïôéìÝò ôïý f , íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí
áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) Ï f åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò.

(ii) ÅÜí ôï

χf (t) =
kY

j=1

(λj − t)
mj

åßíáé ôï ·áñáêôçñéóôéêü ðïëõþíõìï ôïý f , ôüôå

dimK (Eig (f ;λj)) = mj , ∀j ∈ {1, . . . , k}.

(iii) V = Eig(f ;λ1)⊕ · · ·⊕ Eig(f ;λk) .

ÈÅÌÁ 4ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôùí Cayley êáé Hamilton.

(ii) ÂÜóåé ôïý èåùñÞìáôïò ôùí Cayley êáé Hamilton íá ðñïóäéïñéóèåß (êáé íá áðïäåé·èåß) êëåé-
óôüò ôýðïò õðïëïãéóìïý ôïý áíôéóôñüöïõ ðßíáêá åíüò ðßíáêá A ∈ GLn (K), üðïõ K Ýíá óþìá,
óõíáñôÞóåé êáôáëëÞëùí äõíÜìåùí ôïý A.

ÈÅÌÁ 5ï ¸óôù (V, h , i) Ýíáò åõêëåßäåéïò (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò ìïíáäéáêüò) K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò
äéáóôÜóåùò dimK (V ) = n < ∞ (üðïõ K = R êáé -áíôéóôïß·ùò- K = C). ÅÜí o W åßíáé
Ýíáò õðü·ùñïò ôïý V ìå dimK (W ) = m êáé ç {w1, . . . , wm} ìéá ïñèüôáêôç âÜóç ôïý W , íá
áðïäåé·èåß üôé áõôÞ ìðïñåß íá óõìðëçñùèåß, ïýôùò þóôå íá ó·çìáôéóèåß ìéá ïñèüôáêôç âÜóç
{w1, . . . , wm, wm+1, . . . , wn} ôïý V.

ÈÅÌÁ 6ï ¸óôù (V, h , i) Ýíáò åõêëåßäåéïò äéáíõóìáôéêüò ·þñïò äéáóôÜóåùò dimR (V ) = n < ∞, êáé, ãéá
äïèÝíôá äéáíýóìáôá v1, . . . , vm ∈ V , üðïõm ≤ n, Ýóôù

G (v1, . . . , vm) := det

⎛⎜⎜⎝
hv1, v1i · · · hv1, vmi

...
...

hvm, v1i · · · hvm, vmi

⎞⎟⎟⎠
ç ïñßæïõóá Gram ôùí v1, . . . , vm.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé G (v1, . . . , vm) ≥ 0 êáé üôé

G (v1, . . . , vm) > 0⇐⇒ (ôá v1, . . . , vm åßíáé ãñáììéêþò áíåîÜñôçôá) .

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ç áíéóïúóüôçôá Hadamard ãéá ôçí G (v1, . . . , vm). Ðüôå
éó·ýåé áõôÞ ùò éóüôçôá;
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ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù (V, h , i) Ýíáò åõêëåßäåéïò (êáé áíôéóôïß·ùò, Ýíáò ìïíáäéáêüò) K-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ðå-
ðåñáóìÝíçò äéáóôÜóåùò (üðïõ K = R êáé -áíôéóôïß·ùò- K = C). ÅÜí f ∈ EndK(V ), íá áðïäåé-
·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ï f åßíáé áõôïðñïóáñôçìÝíïò åíäïìïñöéóìüò åÜí êáé ìüíïí åÜí ï ðßíáêáòMB
B(f) åßíáé óõì-

ìåôñéêüò (êáé áíôéóôïß·ùò, åñìéôéáíüò) ãéá ïéáäÞðïôå ïñèüôáêôç âÜóç B ôïý V .

(ii) ÅÜí ï f åßíáé áõôïðñïóáñôçìÝíïò åíäïìïñöéóìüò, ôüôå üëåò ôïõ ïé éäéïôéìÝò åßíáé ðñáãìáôé-
êÝò.

(iii) ÅÜí ï f åßíáé áõôïðñïóáñôçìÝíïò åíäïìïñöéóìüò, ôüôå õðÜñ·åé ïñèüôáêôç âÜóç ôïý V áðï-
ôåëïýìåíç áðü éäéïäéáíýóìáôá ôïý f .

(iv) ÅÜí ï f åßíáé Ýíáò áõôïðñïóáñôçìÝíïò åíäïìïñöéóìüò ìå ôá λ1, . . . , λk ùò äéáêåêñéìÝíåò
éäéïôéìÝò ôïõ, ôüôå

V = Eig (f ;λ1)⊕ · · ·⊕ Eig (f ;λk) .

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 8ï ¸óôù R[t] ï R-äéáíõóìáôéêüò ·þñïò ôùí ðïëõùíýìùí ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò êáé Ýóôù
R [t]≤k ï õðü·ùñïò ôïý R[t] ï áðïôåëïýìåíïò áðü üëá ôá ðïëõþíõìá ôïý R[t] âáèìïý ≤ k. Èåù-
ñïýìå ôïí åíäïìïñöéóìü ôïý R[t]

D : R[t] −→ R[t], f(t) 7−→ D(f(t)),

ôïí åðáãüìåíï ìÝóù ôÞò (åðéôýðïõ) ðáñáãùãßóåùò.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôüóï ôï óýíïëïB = {1, t, t2, t3} üóï êáé ôï óýíïëïB0 = {1, 1+t, 1+t2, 1+t3}
áðïôåëïýí âÜóåéò ôïý R [t]≤3.

(ii) Ðïéïò åßíáé ï ðõñÞíáò êáé ðïéá ç åéêüíá ôïý ðåñéïñéóìïý

D|R[t]≤3 : R [t]≤3 −→ R [t]

ôïý åíäïìïñöéóìïýD åðß ôïý R [t]≤3 ;Ðïéåò åßíáé ïé äéáóôÜóåéò ôïõò;

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèåß ï ðßíáêáòMB
B(D|R[t]≤3 ) ôïýD|R[t]≤3 ùò ðñïò ôçí B (åÜí áõôÞ èåùñçèåß ùò

äéáôåôáãìÝíç âÜóç).

(iv) Íá õðïëïãéóèåß ï ðßíáêáòMB0
B0(D|R[t]≤3 ) ôïýD|R[t]≤3 ùò ðñïò ôçí B0 (åÜí áõôÞ èåùñçèåß ùò

äéáôåôáãìÝíç âÜóç).

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôù V = R [t]≤2 ìå åóùôåñéêü ãéíüìåíï

h., .i : V × V −→ R, hf(t), g(t)i :=
Z 1

0

f(t)g(t)dt.

(i) Ná õðïëïãéóèåß ç ôéìÞ ôÞò óôÜèìçò (= íüñìáò) kf(t)k ôïý ðïëõùíýìïõ f(t) = 2t+ 1.

(ii) Íá âñåèåß ìéá âÜóç ôïý {2t+ 1}⊥.
(iii) ÅÜíW :=Lin({t, t2}), íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ïñèÝò ðñïâïëÝò ôïý ðïëõùíýìïõ g(t) = 1−t+t2
åðß ôùíW êáéW⊥.
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ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù A ï ðßíáêáò

A :=

⎛⎜⎝ 3 a b

0 3 c

0 0 −2

⎞⎟⎠ ∈Mat3×3 (R) .

Ðüôå åßíáé ï A äéáãùíéïðïéÞóéìïò;

ÈÅÌÁ 11ï Äßíåôáé ï ïìïìïñöéóìüò ä.·. f : R4 −→ R2 ï ïñéæüìåíïò ìÝóù ôïý ôýðïõ:

f (x1, x2, x3, x4) := (2x1 − 2x2 + 4x3 + 6x4, x1 − x2 + 2x3 + 3x4) , ∀ (x1, x2, x3, x4) ∈ R4.

(i) Íá âñåèåß ìéá ïñèüôáêôç âÜóç ôïý Ker(f) ùò ðñïò ôï óýíçèåò åóùôåñéêü ãéíüìåíï ôïý R4.

(ii) Ðïéá åßíáé ç äéÜóôáóç ôÞò åéêüíáò Im (f) êáé ðïéá ç ãåùìåôñéêÞ ôçò åñìçíåßá;

ÈÅÌÁ 12ï Äåßîôå üôé åÜí Ýíáò ðßíáêáò A ∈Matn×n (C) äåí Ý·åé Üëëåò éäéïôéìÝò ðÝñáí ôïý 0, ôüôå ï A åßíáé
êáô' áíÜãêçí ìçäåíïäýíáìïò.

ÈÅÌÁ 13ï Áò õðïèÝóïõìå üôé äßäïíôáé äýï ðéíáêåò A ∈Matn×n (R) êáé B ∈Matm×m (R), üðïõ n,m ∈ N.
Ðïéï åßíáé ôï åëÜ·éóôï ðïëõþíõìï ψC(t) ôïý ðßíáêá

C :=

Ã
A 0n×m

0m×n B

!
∈Mat(n+m)×(n+m) (R)

åÜí ôá åëÜ·éóôá ðïëõþíõìá ψA(t) êáé ψB(t) ôùí ðéíÜêùí A êáé B èåùñçèïýí ùò ãíùóôÜ;

ÈÅÌÁ 14ï ¸óôù f ï åíäïìïñöéóìüò

f : R2 −→ R2, f(x, y) := (4x+ y,−x+ 2y).

Íá áðïäåé·èåß üôé ï f äåí åßíáé äéáãùíéïðïéÞóéìïò, áëë' åíôïýôïéò åßíáé ôñéãùíéêïðïéÞóéìïò. Åí
óõíå·åßá, íá ðñïóäéïñéóèåß ìéá âÜóç ôïýR2 ùò ðñïò ôçí ïðïßá ï ðßíáêáò ôïý f åßíáé ôñéãùíéêüò.

ÈÅÌÁ 15ï ¸óôù (V, h , i) Ýíáò åõêëåßäåéïò ä.·. äéáóôÜóåùò dimR (V ) = n < ∞. ÅÜí o f ∈ EndR(V ) åßíáé
Ýíáò áõôïðñïóáñôçìÝíïò åíäïìïñöéóìüò ìå ôá λ1, . . . , λn ùò éäéïôéìÝò ôïõ, ôüôå, ùò ãíùóôüí,
êáèåìéÜ ôùí éäéïôéìþí λ1, . . . , λn åßíáé Ýíáò ðñáãìáôéêüò áñéèìüò. Íá áðïäåé·èåß üôé

min{λ1, . . . , λn} ≤ hf(v), vi ≤ max{λ1, . . . , λn}

ãéá êÜèå äéÜíõóìá v ∈ V ãéá ôï ïðïßï éó·ýåé kvk = 1.
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