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ΚΑΝΟΝΕΣ  ∆ΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 14 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές.  Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 5 εξ αυτών. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με 
ολοκληρωμένη αποδεικτική επιχειρηματολογία) βαθμολογείται με 5 μονάδες. Όσοι εκ 
των φοιτητών/φοιτητριών προτίθενται να απαντήσουν σε ακριβώς 5 θέματα οφείλουν να 
συμπεριλάβουν σε αυτά ένα θέμα από την πρώτη και ένα θέμα από τη δεύτερη κατηγο-
ρία. Πληρουμένων αυτών των προϋποθέσεων η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην προ-
κειμένη ενδιάμεση εξέταση) επιτυγχάνεται με τη συγκέντρωση 25 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής πρώτης ενδιαμέσου εξετάσεως αντιστοιχεί στο 25% τού τελικού 
(συνολικού) βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï ÅÜí èåùñçèåß ùò ãíùóôü ôï üôé ôï óýíïëï R ôùí ðñáãìáôéêþí áñéèìþí Ý·åé ôçí ßäéá éó·ý ìå ôï
äéÜóôçìá (0, 1), íá áðïäåé·èåß üôé ôï R åßíáé õðåñáñéèìÞóéìï.

ÈÅÌÁ 2ï Íá ïñéóèåß ç áðåéêüíéóç ðñïóçìÜíóåùò

sgn : (Sn, ◦) −→ ({1,−1} , ·) ,

ìÝóù «ðáñáâáôéêþí æåõãþí» êáé íá äïèåß ï «êëåéóôüò» ôýðïò ãéá ôïí õðïëïãéóìü ôçò. Êáôüðéí
ôïýôïõ, êÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý åí ëüãù ôýðïõ íá áðïäåé·èåß üôé åßíáé ç sgn áðïôåëåß ïìïìïñöéóìü
ìåôáîý ôùí ùò Üíù áíáãñáöïìÝíùí ïìÜäùí.

ÈÅÌÁ 3ï Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ðñþôï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí ïìÜäùí.

ÈÅÌÁ 4ï ¸óôùR Ýíáò äáêôýëéïò ìå ïõäÝôåñïðñïóèåôéêü óôïé·åßï ôïõ ôï 0R, ìïíáäéáßï ðïëëáðëáóéáóôéêü
óôïé·åßï ôïõ ôï 1R êáé ·áñáêôçñéóôéêÞ char(R) = n. Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá

n > 0⇐⇒ n = min {m ∈ N |m · 1R = 0R} .

ÈÅÌÁ 5ï ÊÜíïíôáò ·ñÞóç ôïý Èåìåëéþäïõò Èåþñçìáôïò ôÞò ¢ëãåâñáò íá ðñïóäéïñéóèåß ç ìïñöÞ üëùí
ôùí áíáãþãùí ðïëõùíýìùí (ìéáò ìåôáâëçôÞò) ìå ðñáãìáôéêïýò óõíôåëåóôÝò.

ÈÅÌÁ 6ï (i) Íá äïèïýí ïé ïñéóìïß ôïý Üíù öñÜãìáôïò, ôïý ìåãéóôïôéêïý óôïé·åßïõ êáé ôÞò áëõóßäáò åíüò
ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíïõ óõíüëïõ (A,≤).
(ii) Íá äéáôõðùèåß ôï ëÞììá ôïý Zorn.

(iii) Ìå ôç âïÞèåéá ôïý ëÞììáôïò ôïý Zorn íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ãñáììéêüò ·þñïò V õðåñÜíù
åíüò óþìáôïòK äéáèÝôåé âÜóç.

ÈÅÌÁÔÁ ÓµÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 7ï ¸óôù A = R∗ ×R∗ êáé Ýóôù “ ∼ ” ç äéìåëÞò ó·Ýóç åðß ôïý A ç ïðïßá ïñßæåôáé ùò åîÞò:

(x1, y1) ∼ (x2, y2)⇐⇒
ïñó

x1y1
¡
x22 − y22

¢
= x2y2

¡
x21 − y21

¢
.

Íá áðïäåé·èåß üôé ç ‘‘∼'' áðïôåëåß ìéá ó·Ýóç éóïäõíáìßáò åðß ôïý A êáé üôé, åÜí ôï (x0, y0) åßíáé
Ýíá ðáãéùìÝíï óôïé·åßï ôïý A, ôüôå

(x, y) ∼ (x0, y0)⇐⇒
y

x
=

y0
x0

Þ
y

x
= −x0

y0
.

Åðßóçò, íá äïèåß ç ãåùìåôñéêÞ åñìçíåßá ôÞò êëÜóåùò éóïäõíáìßáò ôïý äéáôåôáãìÝíïõ æåýãïõò
(2, 1) (ùò ðñïò ôçí ‘‘∼'').

ÈÅÌÁ 8ï ¸óôù (A,≤) Ýíá ìåñéêþò äéáôåôáãìÝíï óýíïëï. ÅÜí õðïèÝóïõìå üôé êÜèå ìç êåíü õðïóýíïëï
ôïý A äéáèÝôåé åëÜ·éóôï óôïé·åßï, íá áðïäåé·èåß üôé ôï (A,≤) åßíáé êáé ïëéêþò äéáôåôáãìÝíï.

ÈÅÌÁ 9ï ¸óôù G ìéá ïìÜäá. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé õðÜñ·åé Ýíáò öõóéêüò áñéèìüò n, ôÝôïéïò þóôå íá éó·ýåé

(xy)
n
= xnyn, ∀x, y ∈ G,

íá áðïäåé·èåß üôé
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(i) ôá õðïóýíïëá

Gn := {xn | x ∈ G} , Gn := {x ∈ G | xn = 1}

ôÞò G áðïôåëïýí ïñèüèåôåò õðïïìÜäåò ôÞò G, êáé

(ii) G/Gn
∼= Gn.

ÈÅÌÁ 10ï (i) Äßíïíôáé ïé ìåôáôÜîåéò

σ :=

"
1 2 3

5 8 9

4

2

5 6 7

1 4 3

8

6

9

7

#
∈ S9

êáé

τ :=

"
1 2 3

2 3 1

4

5

5 6 . . . 3n− 2
6 4 . . . 3n− 1

3n− 1
3n

3n

3n− 2

#
∈ S3n, n ∈ N.

Íá åêöñáóèïýí ïé σ êáé τ ùò óýíèåóç åðáëëÞëùí -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò- êýêëùí. Åí
óõíå·åßá, íá åîåôáóèåß ôï åÜí ïé σ êáé τ åßíáé Üñôéåò Þ ðåñéôôÝò.

(ii) Èåùñþíôáò ùò ãíùóôü ôï üôé êÜèå ìåôÜôáîç σ ∈ Sn ãñáöüìåíç ùò ðåðåñáóìÝíç áêïëïõèßá

σ = τ1 ◦ τ2 ◦ · · · ◦ τ s

s óõíôéèÝìåíùí -áíÜ äýï îÝíùí ìåôáîý ôïõò- êýêëùí τ1, . . . , τs ìå ìÞêç k1, . . . , ks ≥ 2, áíôéóôïß-
·ùò, Ý·åé ôÜîç

ord (σ) = åêð(k1, . . . , ks),

üðïõ åêð= ôï åëÜ·éóôï êïéíü ðïëëáðëÜóéï, íá ðñïóäéïñéóèåß ç

σ1000 = σ ◦ σ ◦ · · · ◦ σ| {z }
1000 öïñÝò

üôáí

σ :=

"
1 2 3

3 7 8

4

9

5 6 7

4 5 2

8

1

9

6

#
∈ S9.

ÈÅÌÁ 11ï ÅÜí ìå ôï i óõìâïëßóïõìå ôç «öáíôáóôéêÞ» ìïíÜäá, íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò ôïý Gauss

Z [i] := {x+ iy | x, y ∈ Z} $ C

åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ. Åßíáé ï Z [i] óþìá;

ÈÅÌÁ 12ï ÅÜí ôï ðïëõþíõìï f(t) = a0 + a1t+ · · · + ant
n ∈ Z[t] äÝ·åôáé ùò èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ ôïí ñçôü

áñéèìü λ
µ , üðïõ ìêä(λ, µ) = 1, íá áðïäåé·èåß üôé

λ | a0 êáé µ | an.

Êáôüðéí ôïýôïõ íá áðïäåé·èåß üôé ôï ðïëõþíõìï

f(t) = tn + 2κt+ 2 ∈ Z[t],

üðïõ κ ∈ Z, n ∈ N, n ≥ 2, äåí äÝ·åôáé ñçôü áñéèìü ùò èÝóç ìçäåíéóìïý ôïõ.
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ÈÅÌÁ 13ï ¸óôùK Ýíá óþìá.

(i) ÅÜí f(t), g(t), h(t) ∈ K[t] êáé ôï f(t) åßíáé áíÜãùãï, íá áðïäåé·èåß ç óõíåðáãùãÞ

f(t) | g(t) · h(t) =⇒ [f(t) | g(t) Þ f(t) | h(t)] .

(Õðüäåéîç: µñçóéìïðïéÞóôå ôï üôé åÜí äõï ðïëõþíõìá f(t), g(t) ∈ K[t] åßíáé ìåôáîý ôïõò ðñþôá,
ôüôå õðÜñ·ïõí q1(t), q2(t) ∈ K[t], ïýôùò þóôå íá éó·ýåé ç éóüôçôá q1(t) · f(t) + q2(t) · g(t) = 1).
(ii) ¸óôù üôé ôï K åßíáé óþìá ·áñáêôçñéóôéêÞò 0 êáé üôé ôá f(t), g(t) ∈ K[t] åßíáé äõï (ìç óôá-
èåñÜ) ðïëõþíõìá ìéáò ìåôáâëçôÞò t. ÕðïôéèåìÝíïõ üôé ôï g(t) åßíáé áíÜãùãï (åíôüò ôïýK[t]) íá
áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá

(g(t))2 | f(t)⇐⇒ [g(t) | f(t) êáé g(t) | D (f(t))] ,

üðïõ D (f(t)) åßíáé ç åðßôõðç ðáñÜãùãïò ôïý f(t). (Õðüäåéîç: Ãéá ôçí áðüäåéîç ôÞò óõíåðáãù-
ãÞò ‘‘⇐='' íá ãßíåé ·ñÞóç ôïý (i).)

ÈÅÌÁ 14ï Íá åîåôáóèåß ôï êáôÜ ðüóïí ôá áêüëïõèá õðïóýíïëá ôïý R-ãñáììéêïý ·þñïõ R2 åßíáé Þ äåí
åßíáé õðü·ùñïß ôïõ.

(i)W1 :=
©
(x, y) ∈ R2

¯̄
x+ 6y = 0

ª
.

(ii)W2 :=
©
(x, y) ∈ R2

¯̄
9x+ 15y = 25

ª
.

(iii)W3 :=
©
(x, y) ∈ R2

¯̄
x ≤ 3y

ª
.
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