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ΚΑΝΟΝΕΣ  ΔΙΕΞΑΓΩΓΗΣ  ΤΗΣ  ΕΞΕΤΑΣΕΩΣ 
 

Τα θέματα που δίνονται είναι εν συνόλω 15 και υποδιαιρούνται σε δύο κατηγορίες: σε 
θεωρητικά θέματα και σε θέματα σχετιζόμενα με τις εφαρμογές.  Οι φοιτητές/φοιτήτριες 
καλούνται να απαντήσουν το πολύ σε 7 εξ αυτών, υπό τον όρο ότι τα προς απάντησιν 
επιλεγόμενα θέματα τα οποία ανήκουν αποκλειστικώς σε μία εκ των δύο κατηγοριών δεν 
υπερβαίνουν τα 4. Κάθε ορθώς απαντημένο θέμα (με ολοκληρωμένη αποδεικτική επι-
χειρηματολογία) βαθμολογείται με 5 μονάδες. Πληρουμένων αυτών των προϋποθέσεων 
η λήψη τού βαθμού «άριστα» (στην προκειμένη ενδιάμεση εξέταση) επιτυγχάνεται με τη 
συγκέντρωση 35 μονάδων.  
 
Υποσημειώσεις: (α) Όπως έχει ήδη διευκρινισθεί από τις πρώτες παραδόσεις τού μαθή-
ματος, ο βαθμός τής ενδιαμέσου εξετάσεως αντιστοιχεί στο 35% τού τελικού (συνολι-
κού) βαθμού ενός εκάστου εξεταζομένου. 
(β) Εντός τού γραπτού οι εξεταζόμενοι οφείλουν να αναγράφουν ρητώς σε ποιο εκ των 
δοθέντων θεμάτων απαντούν. 
(γ) Η χρήση πολύ δυσανάγνωστης γραφής ή/και  μη αναγνωρίσιμων μαθηματικών συμ-
βόλων ενδέχεται να οδηγήσει σε μείωση τού βαθμού (λόγω αδυναμίας διορθώσεως εκ 
μέρους τού εξεταστού). 
(δ) Κατά τη διάρκεια τής εξετάσεως δεν επιτρέπονται συζητήσεις μεταξύ των εξεταζο-
μένων, αντιγραφή ή αδικαιολόγητη υπέρβαση τού ορισθέντος χρόνου για την απάντηση 
των θεμάτων. (Κάτι τέτοιο θα είχε ως συνέπεια ειδική μονογραφή σημάνσεως τού γρα-
πτού και συνακόλουθο μηδενισμό του.)  
 
 
ΚΑΛΗ  ΕΠΙΤΥΧΙΑ 

 



ÈÅÙÑÇÔÉÊÁ ÈÅÌÁÔÁ

ÈÅÌÁ 1ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèåß åðáêñéâþò ç ðïëëáðëáóéáóôéêÞ ïìÜäá ôùí áíôéóôñåøßìùí óôïé·åßùí ôïý
äáêôõëßïõMatn×n (R) ôùí n × n ðéíÜêùí, ïé åããñáöÝò ôùí ïðïßùí åßíáé åéëçììÝíåò áðü Ýíáí
ìåôáèåôéêü, ìç ôåôñéììÝíï 1-äáêôýëéï R.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ïMatn×n (R) åßíáé Ýíáò áðëüò äáêôýëéïò.

ÈÅÌÁ 2ï (i) Íá äéáôõðùèåß ôï 1ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí. Åí óõíå·åßá, íá äéáôõðùèåß êáé íá
áðïäåé·èåß (ìå êÜèå ëåðôïìÝñåéá) ôï 2ï èåþñçìá éóïìïñöéóìþí äáêôõëßùí.

(ii) ÕðïèÝôïíôáò üôé ï R åßíáé Ýíáò äáêôýëéïò êáé ôá I, J äõï éäåþäç ôïõ íá áðïäåé·èïýí ïé éóï-
ìïñöéóìïß:

I/ (I ∩ J) ∼= (I + J) /J

êáé

(I + J) / (I ∩ J) ∼= ((I + J) /I)× ((I + J) /J) ∼= (J/ (I ∩ J))× (I/ (I ∩ J)) .

ÈÅÌÁ 3ï (i) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï ëåãüìåíï èåþñçìá ôÞò áíôéóôïé·ßóåùò.

(ii) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá éäåþäåò åíüò äáêôõëßïõ R, íá ðåñéãñáöåß (ìå ðëÞñç èåùñçôéêÞ áéôéïëü-
ãçóç) ç ìïñöÞ ôùí (áñéóôåñùí/äåîéþí/áìöéðëåýñùí) éäåùäþí ôïý ðçëéêïäáêôõëßïõ R/I .

ÈÅÌÁ 4ï (i) ÅÜí ïé R1 êáé R2 åßíáé äõï áêÝñáéåò ðåñéï·Ýò, íá áðïäåé·èåß ç óõíåðáãùãÞ

R1 ∼= R2 =⇒ Fr (R1) ∼= Fr (R2) .

(ii) Íá äéáôõðùèåß êáé íá áðïäåé·èåß ôï èåþñçìá ôáîéíïìÞóåùò ôùí ðñþôùí óùìÜôùí ìÝ·ñéò éóï-
ìïñöéóìïý.

ÈÅÌÁ 5ï (i) ¸íáò äáêôýëéïò R ïíïìÜæåôáé äáêôýëéïò ôÞò Noether üôáí éó·ýåé ìßá (êáé êáô' åðÝêôáóéí êáé
ïé ôñåéò) åê ôùí êÜôùèé éóïäõíÜìùí óõíèçêþí:

(á) Óå êÜèå ìç êåíü óýíïëï êõñßùí éäåùäþí õðÜñ·åé Ýíá ìåãéóôïôéêü óôïé·åßï (ùò ðñïò ôïí óõ-
íÞèç åãêëåéóìü).

(â) ÊÜèå éäåþäåò ôïý R åßíáé ðåðåñáóìÝíùò ðáñáãüìåíï.

(ã) ÊÜèå áýîïõóá (áñéèìÞóéìç) áëõóßäá éäåùäþí ôïý R

I1 ⊆ I2 ⊆ · · · ⊆ In ⊆ In+1 ⊆ · · ·

åßíáé óôÜóéìç, Þôïé õðÜñ·åé êÜðïéïò k ∈ N ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé In = Ik ãéá êÜèå öõóéêü áñéèìü
n ≥ k.

Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí (á), (â) êáé (ã).

(ii) ÅÜí ï f : R −→ R0 åßíáé Ýíáò åðéìïñöéóìüò äáêôõëßùí êáé ïR åßíáé äáêôýëéïò ôÞòNoether, íá
áðïäåé·èåß üôé êáé ï R0 åßíáé äáêôýëéïò ôÞò Noether. Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ï ðçëéêïäá-
êôýëéïò R/I, üðïõ R Ýíáò äáêôýëéïò ôÞò Noether êáé I ïéïäÞðïôå éäåþäåò ôïý R, åßíáé äáêôýëéïò
ôÞò Noether.

ÈÅÌÁ 6ï (i) Íá äïèïýí ïé ïñéóìïß ôÞò åõêëåéäåßïõ ðåñéï·Þò, ôÞò ðåñéï·Þò êõñßùí éäåùäþí êáé ôÞò ðåñéï·Þò
ìå ìïíïóÞìáíôç ðáñáãïíôïðïßçóç. Åí óõíå·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò Z[i] ôùí áêåñáßùí
ôïý Gauss åßíáé åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ.

(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå åõêëåßäåéá ðåñéï·Þ åßíáé êáé Ð.Ê.É.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå Ð.Ê.É. åßíáé êáé Ð.Ì.Ð.
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ÈÅÌÁ 7ï (i) Íá äïèåß ï ïñéóìüò ôïý ìÝãéóôïõ êïéíïý äéáéñÝôç ìêä(a1, . . . , an) n óôïé·åßùí a1, . . . , an

(n ≥ 2) åíüò ìåôáèåôéêïý 1-äáêôõëßïõ R (ðïõ äåí åßíáé üëá ßóá ìå ôï 0R). ÕðÜñ·åé ðÜíôïôå ï
ìêä(a1, . . . , an); Åßíáé ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíïò; (ÄéêáéïëïãÞóôå ôçí áðÜíôçóÞ óáò.)

(ii) Ðþò ðñïóäéïñßæåôáé ï ìêä(a1, . . . , an) åíôüò åõêëåéäåßùí ðåñéï·þí;

(iii) Ðþò ðñïóäéïñßæåôáé ï ìêä(a1, . . . , an) åíôüò ðåñéï·þí ìå ìïíïóÞìáíôç ðáñáãïíôïðïßçóç;

ÈÅÌÁÔÁ ÓμÅÔÉÆÏÌÅÍÁÌÅ ÔÉÓ ÅÖÁÑÌÏÃÅÓ

ÈÅÌÁ 8ï (i) ¸óôù (R,+, ·) Ýíáò äáêôýëéïò ãéá ôïí ïðïßï éó·ýåé ç éóüôçôá

a2 = a, ∀a ∈ R.

Íá áðïäåé·èåß üôé 2a = 0, ∀x ∈ R, êáé üôé ï åí ëüãù äáêôýëéïò ïöåßëåé íá åßíáé ìåôáèåôéêüò.
(Áõôïý ôïý åßäïõò ïé äáêôýëéïé ïíïìÜæïíôáé äáêôýëéïé ôïý Boole.)

(ii) ÅÜí ï R åßíáé Ýíáò 1-äáêôýëéïò ôïý Boole, íá áðïäåé·èåß üôé êÜèå ìç ôåôñéììÝíï, ðñþôï éäåþ-
äåò ôïý R åßíáé ìåãéóôïôéêü.

(iii) ¸óôù M Ýíá ìç êåíü óýíïëï êáé P (M) ôï äõíáìïóýíïëü ôïõ. Íá áðïäåé·èåß üôé ç ôñéÜäá
(P (M) ,+, ·) , üðïõ (

A+B := (ArB) ∪ (BrA) ,
A ·B := A ∩B, ∀A,B ∈ P (M) ,

áðïôåëåß Ýíáí 1-äáêôýëéï ôïý Boole.

(iv) ÅÜíóôï (iii) èåùñÞóïõìåùòM ôï óýíïëï {1, 2, 3, 4, 5}, íáðñïóäéïñéóèåß Ýíáò ìêä(A1, A2, A3)
åíôüò ôïý (P (M) ,+, ·) üôáí

A1 = {1}, A2 = {2, 3}, A3 = {1, 3}.

ÈÅÌÁ 9ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z/mZ ∼= Zm ãéá ïéïíäÞðïôå m ∈ N. Ðüóá
åßíáé áõôÜ (óõíáñôÞóåé ôùí α1, . . . , αk ∈ N) åÜí õðïôåèåß üôé ç áíÜëõóç ôïý m ùò ãéíïìÝíïõ
äéáêåêñéìÝíùí ðñþôùí áñéèìþí p1, . . . , pk åßíáé ç

m = pα11 pα22 · · · pαkk ;

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá ìåãéóôïôéêÜ éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z/mZ ãéá ïéïíäÞðïôå m ∈ N
êáé, åí óõíå·åßá, íá õðïëïãéóèåß ç ôïìÞ ôïõò.

(iii) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëá ôá ðñþôá éäåþäç ôïý äáêôõëßïõ Z/mZ ãéá ïéïíäÞðïôåm ∈ N.

ÈÅÌÁ 10ï ¸óôù üôé ï R åßíáé Ýíáò ìåôáèåôéêüò äáêôýëéïò êáé ôá I1, I2, I3 ôñßá éäåþäç ôïõ. Íá áðïäåé·èïýí
ôá áêüëïõèá:

(i) I1 ⊆ I2 =⇒ I1 : I3 ⊆ I2 : I3 êáé I3 : I1 ⊇ I3 : I2,

(ii) I2 ⊆ I1 =⇒ I1 : I2 = R êáé, üôáí ï R äéáèÝôåé ìïíáäéáßï óôïé·åßï, I1 : I2 = R =⇒ I2 ⊆ I1,

(iii) I1 : In+12 = (I1 : I
n
2 ) : I2 = (I1 : I2) : I

n
2 , ∀n ∈ N, êáé

(iv) I1 : I2 = I1 : (I1 + I2) .
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ÈÅÌÁ 11ï (á) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R (üðïõ n ∈ N, n ≥ 2), ôüôå ôï ÜèñïéóìÜ ôïõò
I = I1 + · · ·+ In êáëåßôáé åõèý Üèñïéóìá, óçìåéïýìåíï ìÝóù ôïý åéäéêïý óõìâüëïõ I1 ⊕ · · ·⊕ In,

üôáí êÜèå óôïé·åßï a ∈ I åêöñÜæåôáé ìïíïóçìÜíôùò ùò

a = a1 + · · ·+ an, aj ∈ Ij , ∀j ∈ {1, . . . , n}.

Íá áðïäåé·èåß ç éóïäõíáìßá ôùí áêïëïýèùí óõíèçêþí:

(i) To I åßíáé ôï åõèý Üèñïéóìá ôùí I1, . . . , In.

(ii) ÅÜí 0R = a1 + · · ·+ an, üðïõ aj ∈ Ij , ∀j ∈ {1, . . . , n}, ôüôå

a1 = · · · = an = 0R.

(iii) Ij ∩ (
P

k∈{1,... ,n}r{j}
Ik) = {0R}, ∀j ∈ {1, . . . , n}.

(â) Íá áðïäåé·èïýí ôá áêüëïõèá:

(i) ÅÜí R = R1 × · · · × Rn åßíáé ôï åõèý ãéíüìåíï n äáêôõëßùí R1, . . . , Rn (üðïõ n ∈ N, n ≥ 2),
êáé eRj :=

©¡
0R1 , . . . , 0Rj−1 , aj , 0Rj+1 . . . , 0Rn

¢
∈ R

¯̄
aj ∈ Rj

ª
,

ôüôå R = eR1 ⊕ · · ·⊕ eRn, üðïõ ôá eRj êáé Rj åßíáé éóüìïñöïé ùò äáêôýëéïé.

(ii) ÅÜí ôá I1, . . . , In åßíáé éäåþäç åíüò äáêôõëßïõ R (üðïõ n ∈ N, n ≥ 2), êáé R = I1 ⊕ · · ·⊕ In,

ôüôå

R ∼= I1 × · · · × In,

ìå êáèÝíá ôùí I1, . . . , In èåùñïýìåíï ùò «áõôüíïìïò» äáêôýëéïò.

ÈÅÌÁ 12ï Ãéá ïéïíäÞðïôå ðñþôï áñéèìü p ïñßæïõìå ôï óýíïëï

Z(p) :=
n
r ∈ Q | r = a

b
, (a, b) ∈ Z× (Zr{0}) , ìå ìêä (a, b) = 1 êáé p - b

o
.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï Z(p) åßíáé ôïðéêüò õðïäáêôýëéïò ôïý Q.
(ii) Íá áðïäåé·èåß üôé ï äáêôýëéïò Z(p) åßíáé Ð.Ê.É., êáé ìÜëéóôá üôé üëá ôá ìç ôåôñéììÝíá éäåþäç
ôïõ åßíáé ôá ìÝëç ôÞò áëõóßäáò

Z(p) % pZ(p) % p2Z(p) % · · · % pnZ(p) % pn+1Z(p) % · · ·

(Õðüäåéîç: ÊÜèå ìç ìçäåíéêü óôïé·åßï r ôïý Z(p) ãñÜöåôáé õðü ôç ìïñöÞ r = pn ab ãéá êÜðïéï
ìïíïóçìÜíôùò ïñéóìÝíï n =: nr ∈ N, ïýôùò þóôå p - a êáé p - b. ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ìç
ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïý Z(p),íá ·ñçóéìïðïéçèåß êáôáëëÞëùò ôï åëÜ·éóôï óôïé·åßï ôïý óõíüëïõ
AI := {m ∈ N | ∃r ∈ I : nr = m}.)
(iii) Åßíáé ï Z(p) éóüìïñöïò ôïý Zp;

ÈÅÌÁ 13ï (i) Íá áðïäåé·èåß üôé Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò åßíáé áêåñáßá ðåñéï·Þ åÜí êáé ìüíïí åÜí ôï
ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïõ åßíáé ðñþôï.

(ii) ¸óôù R Ýíáò ìåôáèåôéêüò 1-äáêôýëéïò óôïí ïðïßï êÜèå éäåþäåò I $ R åßíáé ðñþôï. Íá áðï-
äåé·èåß ðùò ï R åßíáé óþìá.

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé óå êÜèå óôñåâëü óþìáK éó·ýåé ç éóüôçôá

aba = a−
³
a−1 +

¡
b−1 − a

¢−1´−1
,

ãéá ïéáäÞðïôå a, b ∈ Kr{0} ìå a 6= b−1.
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ÈÅÌÁ 14ï ¸óôù d Ýíáò ìç ôåôñÜãùíïò áêÝñáéïò êáé Z[
√
d] ï õðïäáêôýëéïò

Z[
√
d] :=

n
a+ b

√
d | a, b ∈ Z

o
⊂ C

ôïý C åöïäéáóìÝíïò ìå ôç óõíÞèç áðåéêüíéóç óôáèìÞóåùò

N : Z[
√
d] −→ Z, N(a+ b

√
d) := a2 − db2.

(i) Íá áðïäåé·èåß üôé

N(xy) = N(x)N(y), ∀x, y ∈ Z[
√
d],

üôé

Z[
√
d]× =

n
x ∈ Z[

√
d]
¯̄̄
N(x) = ±1

o
,

êáé üôé åÜí Ýíá N(x) åßíáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý Z, ôüôå ôï x åßíáé áíÜãùãï óôïé·åßï ôïý Z[
√
d].

(ii) Íá ðñïóäéïñéóèåß åðáêñéâþò ç ïìÜäá Z[
√
d]× üôáí d < −1.

(iii) ÅÜí d > 1 êáé ç ïìÜäá Z[
√
d]× Ý·åé ôïõëÜ·éóôïí äýï óôïé·åßá, íá áðïäåé·èåß üôé ç Z[

√
d]×

åßíáé Üðåéñçò ôÜîåùò.

(iv) Íá áðïäåé·èåß üôé

Z[
√
2]× =

½
±
³
1 +
√
2
´k ¯̄̄̄

k ∈ N
¾
.

ÈÅÌÁ 15ï (i) Íá ðñïóäéïñéóèïýí üëïé ïé ãíÞóéïé äéáéñÝôåò ôïý 6 åíôüò ôïý Z[
√
−6] (Ìå ôç ·ñçóéìïðïßçóç

ôïý üñïõ «ãíÞóéïò äéáéñÝôçò» áðëþò åîáéñïýìå ôá áíôéóôñÝøéìá óôïé·åßá ôïý äáêôõëßïõ ìáò êáé
ôá óõíôñïöéêÜ ôïý èåùñïýìåíïõ óôïé·åßïõ 6).

(ii) Íá ãñáöïýí ïé 2, 3 êáé 5 ùò ãéíüìåíá ðñþôùí óôïé·åßùí ôïý Z[i].

(iii) Íá áðïäåé·èåß üôé ôï 2 åßíáé áíÜãùãï áëëÜ ü·é êáé ðñþôï óôïé·åßï ôïý Z[
√
10].

(iv) ÅÜí ôï I åßíáé Ýíá ìç ôåôñéììÝíï éäåþäåò ôïý Z[i], íá áðïäåé·èåß üôé ï ðçëéêïäáêôýëéïò Z[i]/I
åßíáé ðåðåñáóìÝíïò (Þôïé üôé äéáèÝôåé ìüíïí ðåðåñáóìÝíïõ ðëÞèïõò óôïé·åßá).

[Äéåõêñßíéóç : Ç ·ñçóéìïðïßçóç áðïôåëåóìÜôùí áðü ôï èÝìá 14 åßíáé, åí ðñïêåéìÝíù, åðéôñåðôÞ.]
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